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OZET

DARBOUX CATILI REGLE YUZEYLERIN KARAKTERISTiK OZELLIKLERI
Gulsiim Yeliz SACLI

Matematik Anabilim Dali

Ylksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tezde Darboux catili regle yilzeyler ve karakteristik 6zellikleri konu alinmistir.
Calisma bes temel bolim ve iki ek bollimden olusmaktadir.

Birinci bolimde literatiir dzeti ve tezin amaci verilmistir. ikinci bélimde tezin
bitiiniinde kullanilacak olan temel kavramlar anlatiimistir. Ugiincii bélimde ise regle
ylzeyler ele alinmistir.

Tezin orijinal kismi olan doérdinci bélimde ise regle yiizeylerde Darboux cati
tanimlanmis ve Darboux catlya bagli olarak regle yizeyin karakteristik ozellikleri
incelenmistir. Ylzey Uzerindeki Darboux catisi ile Frenet c¢atisi arasindaki iliski
verilmistir. Besinci bélimde ise g¢alismanin genel 6zeti ile birlikte bundan sonraki
calismalar ile ilgili yol gosterilmistir.

Tezin ilk ek kism1 EK-A’ da U¢linct bolimde temel bilgi olarak kullanilan 1— parametreli
uzay hareketleri, EK-B’de ise tezin tamami ile ilgili temel analiz bilgileri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzayi, egri, yiizey, regle yiizey, darboux ¢ati
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CHARACTERISTIC PROPERTIES OF RULED SURFACES WITH
DARBOUX FRAME
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MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Salim YUCE

This thesis has been subject to ruled surface with Darboux - Frame and their
characteristic properties. Thesis consists of five chapters and two appendix.

In the first chapter the aim of the thesis and the review of the literature are given. The
basic concepts are described in the second chapter, which are used in whole thesis. In
the third chapter ruled surfaces are examined.

The fourth chapter of the thesis is the original part. Ruled surface with Darboux Frame
defined and characteristic properties of them with respect to Darboux Frame are
examined. Moreover, the relation between Darboux Frame and Frenet Frame is given.
In the fifth chapter overview of the study are given and shown the path for future
studies.

The first additional part Appendix A is used as a basic knowledge of the third chapter
1— parameter space are motions and Appendix B is used as fundamental analysis
informations about all of the thesis at Appendix B.

Keywords: Euclid space, curve, surface, ruled surface, Darboux frame
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Regle ylzeyler ilk olarak G. Monge tarafindan tanimlanmis olup dogrularin 1-
parametreli ailesi olarak V. Hlavaty [1] and J. Hoschek [2] tarafindan ¢alisilmistir. Daha

sonra E - Study donlisimu yardimiyla regle yizeylerin tanimi gelistirilmistir.

Bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusturulan regle ylzeyler ve bu
ylizeylere ait bircok tanim, teorem, kavram ve 6zelliklere Oklid ve Oklid disi geometri

¢alismalarinda siklikla rastlanmaktadir.

Regle ylizeylerden muhendisliklerde, bilgisayar programlari ve mimari gibi birgok
alanda faydalanilmaktadir. Bunlara 6rnek olarak CAD (Computer Aided Design) ve CAM
(Computer Aided Manufacturing) verilebilir. Regle ylizeylerin 6zel bir hali olan agilabilir
regle ylzeyler ise otomobil, gemi Urinlerinin Uretilmesinde, hareket analizinde, kati

cisim similasyonu ve nesne tanima sistemlerinde kullaniimaktadir [3].

Regle ylzeyler lizerinde cesitli catilarda tanimlanmistir. Regle ylizeyde geodezik cati
Ravani [4] tarafindan verilmistir. H. Hilmi Hacisalihoglu [5] regle yizeyleri kendi
tanimladigi {T,e,n} catisina gore incelemis ve bu catiya gore regle ylzeylerin
karakteristik 6zelliklerinden bahsetmistir.

1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci E® Oklid uzayinda regle vyiizeyler konusunda temel bir kaynak
olusturmaktir. Bu nedenle ilk olarak ylizey lizerinde tanimlanan herhangi bir catidan

bagimsiz olarak regle yizeyler anlatiimistir. Ayrica tezin orijinal bolimiinde ise regle



yluzey Uzerinde tanimlanan Darboux catisina gore ylzeyin karakteristik o6zellikleri

incelenmistir.
1.3 Hipotez

Bu tezde, H.Hilmi Hacisalihoglu’ nun [5] “Diferensiyel Geometri” kitabindaki regle
yuzeyler ile ilgili calismasi baz alinarak E® Oklid uzayinda regle yiizeyler iizerinde
Darboux ¢atisi tanimlanmistir. Bu gatiya gore regle ylizeyin karakteristik 6zelliklerinden
ve ylzey Uzerindeki Darboux catisi ile Frenet catisi arasindaki iliskiden bahsedilmistir.

Ozel durum olarak H.Hilmi Hacisalihoglu’ nun [5]" de tanimladigi ve A. Tutar ve A.

Sarioglugil’in [6]'da kullandigi {T,e,n} dik catisi elde edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Afin Uzay ve Oklid Uzay!

Tanim 2.1 A=< bir kime ve V, R cismi lUzerinde n—boyutlu bir vektor uzayi

olsun.

f:AxA—>V
(P,Q)— f(P,Q)=PQ

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglaniyorsa A’ ya V vektor uzay ile birlesen

N — boyutlu afin uzay denir. A1) ve A2) aksiyomlarina afin aksiyomlari denir, [7,8].
A1) VP,Q,ReAicin f(P,Q)+f(QR)=f(P,R)veya PQ+QR=PR
A2) VPeA VaeV icin PQ=a olacak sekilde bir tek Q € A vardir.

Ornek 2.1 V =R" (vektér uzayl) ve A=R" (sirali n—lilerin kiimesi) olmak {izere
A=R" kimesi V=IR" vektor uzayi ile birlesen bir afin uzaydir, [7,8]
Not 2.1

o V vektdr uzayinda @+0=0+a =a olacak sekilde bir 0 vektérii varken afin

uzayda benzer 6zellige sahip bir nokta yoktur, [7,8].

e \V vektor uzayinin elemanlari vektorler iken V ile birlesen A afin uzayinin
elemanlari bir kiimenin siradan elemanlaridir. Bu nedenle A afin uzayinin

elemanlarina noktalar denir, [7,8].



Not 2.2
e boyA=boyV , [7,8].
e Al) aksiyomu geregince; afin uzayda iki nokta bir vektor belirtir, [7,8].

e A2) aksiyomu geregince; afin uzayda bir nokta secilirse uzaydaki her nokta bir

vektor belirtir, [7,8].

Tanim 2.2 V n-boyutlu bir vektor uzayi ve A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay

olsun. B, P,...,P, € A noktalariigin {P R.RP,..., POPn} vektor sistemi V ’in bir bazi ise

01

{R,R,....P,} kimesine A afin uzayinin bir afin ¢atisi denir. P, noktasina catinin

[EERL

baslangi¢ noktasi, B, P,,...,P, noktasina da afin catinin birim noktalari veya ug

noktalari denir, [7,8].

Teorem 2.1 A, V vektor uzayi ile birlesen n—boyutlu bir afin uzay olsun. A’ da belli

bir P, € A noktasi tespit edildiginde baslangi¢ noktasi P, olan bir afin ¢ati vardir, [7,8].

Sonug 2.1 Bir A afin uzayinda bir afin ¢ati verildiginde bu afin ¢atiya karsilik gelen bir

afin koordinat sistemi bulunabilir, [7,8].

Ornek 2.2

R, =(0,0,..,0)

=00 | )k trere {P,,P,...P,} nokta (n+1)lisi R" afin uzayinda bir afin
P, =(0,0,....1)

¢atidir, [7,8].

Tanim 2.3 A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay ve Bc A olsun. P& B igin
Wp(B)={W: Xe B} kiimesi V nin bir alt uzayi ise B ye A nin bir afin alt uzayi
denir, [8].

Tanim 2.4 A, V vektor uzayi ile birlesen n—boyutlu bir afin uzay olsun. Eger V

vektor uzay! bir ic carpim uzayi ise A afin uzayina Oklid Uzayi denir, [7,8].

Ornek 2.3 A=R" kiimesinin V =R" ile birlesen n— boyutlu reel afin uzay oldugunu

biliyoruz. R" vektér uzayi



():R"xR" >R

(X, y)—>(x, y>=ian‘,Xiyi

ic carpim fonksiyonu ile birlikte bir ic carpim uzayi oldugundan R" uzayi Oklid uzayidir.

Oklid uzay E" ile gésterilir,[7,8].

Tanim 2.5 R,,R,...P, €E" icin {PP POPZ...,POPn}sistemi R" vektor uzayinin bir

0" 1
ortonormal bazi ise {PO, P, .. Pn} sistemine E" de bir Oklid ¢atisi denir, [7,8].
Not 2.3 Her Oklid catisi bir afin ¢ati iken her afin ¢ati bir Oklid ¢atisi degildir, [7,8].

Tanim 2.6 E" bir afin uzay oldugundan P, € E" igin baslangi¢ noktasi P, olan bir

n

{P,P,...R,} afin catisi vardir. YPeE" icin PR,P=>aPP, 8 eR vyazlabilir. O
i=1

halde,

X E" >R

p—o>x(p)=a, 1<i<n

olmak Uzere {Xl,xz,. X} afin koordinat sistemi bulunabilir. Bu afin koordinat

o X,
sistemine Oklid(dik) koordinat sistemi denir, [7,8].
Tanim 2.7 X bir kiime olsun.

d: XxX >R
(x,y)—>d(xy)

fonksiyonu

ozelliklerini saghyorsa d ye X Uzerinde bir metrik ve (X,d)ikilisine de bir metrik

uzay denir, [7,8].



Ornek 2.4
d:E"xE" > R"
(X,Y)>d(X,Y)=]xY|
uzaklik fonksiyonu E" de bir metrik olup bu metrige Oklid metrigi adi verilir, [7,8].
Tanim 2.8 E", n—boyutlu Oklid uzayi ve X,Y,ZeE" farkli noktalar olsun.
W, XZ € R" vektbrleri arasindaki a¢l 0 olmak uzere, (O <0< 7[)

c0sf = —r-=~
xvl>z]

ile tanimlidir. AyrlcaW LXZ olmasi icin gerek ve yeter sart <W,ﬁ> =0 olmasidir,

[7,8].
Teorem 2.2 Bir E" Oklid uzayinda bir {Xl,XZ,---,Xn} koordinat sistemi bir dik

koordinat sistemi olmasi icin gerek ve yeter sart A,B e E" noktalarinin {Xl, Xypeen Xn}
koordinat sistemine gére koordinatlari A=(a,,a,,...,a,),B=(b,b,,...,b,)olmak tzere
A ve B noktalari arasindaki uzakligin
d(AB)=[>(b-a)
i=1

olmasidir.

Eger {ﬁ} ortonormal baz degilse <@TPJ> =g, #J; ise

d(A,B):\/Zn: 9; (b, _ai)(bi —aj)

i,j=1

dir, [7,8].



2.2 Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

2.2.1 k-yina Siniftan Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar

Tanim 2.9 E" Oklid uzayi, U cE" acgik alt kiime olsun. Eger f:UcE" >R
fonksiyonu k. mertebeden kismi tirevlere sahip ve bu tilrevler surekli ise f

fonksiyonuna Kk . mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon adi verilir.

k —yinci siniftan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi Ck(U,R) ile gosterilir ve
Ck(U,R)={f| f:UoSR,f eCk} ile tanimlanir, [7].
Not 2.4

eOzel olarak f sadece sirekliise f eC°(U,R) dir. U tzerinde C' sinifindan
fonksiyonlara 6zel olarak 0-form adi verilir.

ofger f cC¥ ve keN ise f ye C” sinifindandir denir ve C” sinifindan
fonksiyonlarin kiimesi
Cw(U,R):{f UcE" >R, feC*k eN} ile tanimlanir.

ep:UcCE">E"

P—¢(P)=(f.(P). f,(P).... fm(P))

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada f; fonksiyonlarina ¢ nin koordinat fonksiyonlari
denir. ¢ fonksiyonunun f; koordinat fonksiyonlari igin f; eCk(E",]R),lsiSm veya
f =xopeC" (U,R) ise ¢:UcE"—>E" fonksiyonuna C* sinifindandir denir ve

peCt (E”, Em) ile gosterilir, [7].

Tanim 2.10 U ve V, E" de iki agik alt kiime olsun. ¢ :U —V dénisimii icin
o (oeCk(U,V)

-1
e ¢ var



o (p"leCk(V,U)

ozellikleri saglanirsa ¢ ye diffeomorfizm denir, [7].

2.2.2 Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar
Tanim 2.11 A, V vektor uzayi ile birlesen n— boyutlu bir afin uzay olsun. P A ve
veV icin (P,\?):Vp ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektér denir.

A

<l

v

—

Wp

Sekil 2.1 Tanjant vektor

P noktasinin tanjant vektorlerinin kiimesi T,(P) ile gosterilir ve
T,(P) ={\7p =(P.v):Pe A,Gev}

seklinde tanimlanir, [7].

Tanim 2.12 A, V vektor uzayl ile birlesen n— boyutlu bir afin uzay olsun.

{PO,PI,...,P} A afin uzayda bir afin ¢ati olmak lzere {R]—PI,...,POPH} kiimesi V' nin

bir bazidir. ;zP—QeV oldugundan E:P—Q:Z/L]ﬁ, A, €3 vyazilabilir. Burada
i=1

(4,....,4,) n-lisine v, T, (P) tanjant vektoriniin koordinatlari veya bilesenleri denir

—_—

ve v, :(ﬂq,...,}tn)p

ile gosterilir, [7].

Teorem 2.3 {TA(P), D, R,+,- ,@} altilisi bir vektor uzayidir. Bu uzaya A afin uzayinin

P noktasindaki tanjant vektérlerinin uzayi veya kisaca tanjant uzay denir.



Ozel olarak A=E" alinirsa TEH(P); R Uzerinde bir vektér uzayidir. V\7p eTEn(P)

ile verilen a,,a,,...,a, €R sayllarina v,

tanjant vektdri icin V, =(ay,a,,...a,) )
vektériinin Oklid koordinatlari denir, [7].

Tanim 2.13 E", R" i¢c carpim uzayi ile birlesen Oklid uzayi olmak iizere

E, =(0,0,...,0)
E, =(10,...,0)
E, =(0,0,...,1)

0

aEO :(1,0,.. y )EO:O = EOEl
0

a . :(1,0,...,0) E,=0 = EOEn

alinirsa i|0,.. i|O sistemi TEH(O) uzayinin bir bazidir. Ozel olarak O=P
0%, OX

n

alinirsa i|P,...,i|P sistemi TEn(p) uzayinin bir bazidir. Bundan dolayir P e E"
0% OX,
ve Ve R" igin

v, =(P.V)=PQ=Y AEE

veya

yazilabilir. Burada A degerlerine V, tanjant vektérinin koordinatlari adi verilir, [7].



2.2.3 Vektor Alanlan ve Vektor Alanlarinin Uzayi

Tanim 2.14 VP € E" noktalari iizerindeki tanjant uzaylarin birlesimi U T..(p) ile
peE"

gosterilsin.
n:(JT.(P)—>E"
peE"
Vo —> H(\?P) =P
donlstimu tanimlayalhm. TTo X : E" — E" 6zdeslik donlisimu olacak sekilde,
X:E"> [JT.(P)

peE"

P—> X,

dénisimiine E" de bir vektér alani denir. Yani, E" tzerindeki bir X vektor alani,

VP € E" noktasina TEn (p) nin bir X tanjant vektorini karsilik getiren bir fonksiyon

olarak diigiinilebilir. E" de biitiin vektér alanlarinin kiimesi }((E") ile gosterilir ve

2(E")={X|X:E"—>UT.. (p)}

seklinde tanimlanir, [7].

y
1‘ y A
Viay |©
,
o)/
A . X . X
@) Y

Sekil 2.2 Tanjant vektorlerde toplama
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Teorem 2.4 {Z(E"),®,R,+,.,@} altiisi bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayina vektor

alanlarinin uzayi denir, [7].

Tanim 2.15 f :E" >R fonksiyonu ve ¥X eZ(E”),VP e E" igin

(X)(P)=TF(P)X,
seklinde tanimli isleme bir reel degerli fonksiyon ile bir vektér alaninin ¢arpimi denir.
Burada, f(P)eR ve X, eT,(p) oldugundan f(P)X,eT_(P) dir. O halde

fX e (E") dir, [7].

Tanim 2.16 E" de bir Oklid ¢atisi {P,,R,...,P,} olsun. Bu durumda {R)Pl,POPz...,R)Pn}

n

R" nin bir ortonormal bazidir. {PO,Pl,...,P} Oklid catisina karsilik gelen Oklid

n

koordinat sistemi {X;, X,,..., X,} olsun.

0 .gn
&?E—+UEJP)

p—>=-(P)=(P.RR)

tanimlanirsa aie;((E”) dir. Burada ﬁ=(5il,5i2,...,5m) olarak segilirse, yani
Xi

PP =(10,..,0),..,R,P, =(0,0,...,1) ise

0

— =(1,0,...,0
0

— =(0,1,...,0
oX, ) ( )‘p
0

— =(0,0,...,1
OX, ) ( )‘P

yazilabilir. Buradan i,i,...,i sistemi ;((E”) nin bir bazidir. Bu baza Z(E”)’
oX, OX,  OX,

nin standart bazi denir, [7].

11



boy E" =boy T, (p)=boy x(E")=n seklindedir, [7].

2.2.4 Yone Gore Tiirev ve Kovaryant Tiirev

Tanim 2.17 Bir P e E" noktasinda tiirevlenebilen reel degerli fonksiyonlarin kiimesi

C(P.RR) ile gosterilir. VP eE" icin f eC(P,R) ise f ye E"’ de diferensiyellenebilir

denir. E"’ de tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi C(E”,R) ile gosterilir, [7].

Teorem 2.5 {C(E”,R),@,R,+,-,®} altilisi bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayina reel

degerli fonksiyonlarin vektér uzayi denir, [7].
Tanim 2.18 {C(E",R),@,R,+,-,®,®} yedilisi bir cebirdir. Bu cebire reel degerli
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin cebiri denir, [7].

Tanim 2.19 v, € T, ( P)oimak zere f:E" — R diferensiyellenebilir fonksiyonunun

V, tanjant vektora dogrultusundaki tirevi v [ f ] ile gosterilir ve

i, [F]=s [ F(Pti)]

t=0

ile tanimlanir, [7].

Teorem 2.6 V=(V,V,,..,V,)eR" vektord, PeE" noktasi ve f:E"—>R

diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin.

seklindedir, [7].

Teorem 2.7 Vf,geC(E”,R),V\?p,UpeTEn(P),Va,beR icin asagidaki esitlikler

saglanir, [7].
1) (av, +b, )[ f]=av,[ f]+bd,[f]

2) v, [af +bg]=av,[f]+bV,[g]

12



3)vo[Fol=v,[f]a(p)+f(P)v,[9]
Sonug 2.2 2) sikkindan Vf,g €C(E",R), Vv, €T,,(P),Va,beR icin
v, [af +bg]=av [ f]+bv, [g]
olmak izere af +bg e C(E",R) ve av,[f],bv,[g]eR icin av,[f]+bv,[g]eR

oldugundan V,:C(E",R)—>R lineer fonksiyondur. Yani; her tanjant vektorii

C(E”,R) den R ye bir lineer dontisimddr. O halde v, € Hom(C(E”,R),R) dir, [7].

Tanim 2.20 Xe;((E"), feC(E",]R) olsun. VP eE" igin (X[f])(p):)zp[f] ile
tanimli X[f]eC(E”,R) fonksiyonuna f fonksiyonunun X vektér alani yéniindeki

tiirevi denir. O halde,

X:C(E”,R)—)C(E”,R)
f - X(f):E">R

seklinde tanimlanir, [7].

Teorem 2.8 VX,Y e y(E"), vf,g,heC(E"R),VabeR olmak izere asagidaki
esitlikler saglanr, [7].

1)(fX +gY)[h]= X [h]+gY[h],

2) X [af +bg]=ax[ f]+bX[g],

3) X[ fg]=X[f]g+ fX[g].
Tanm 221 |,R nin ack alt aralg al > E", a(t)=(a1(t),---,an(t))
diferensiyellenebilir fonksiyon olmak Uzere a(l)cE” alt kimesine E" de egri

(parametrik egri) denir, [7,9].

13



Sekil 2.3 Parametrik egri

vektoriine a egrisinin «(t) noktasindaki hiz vektorii

a(t)

d—a:a’(t)z(dal 7"'1%)
dt dt dt

denir ve

seklindedir, [7,9].

Teorem 2.9 «, E" de bir egrive f:E" — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

Bu durumda,

seklindedir, [7].

Tanim 2.22 a'(t)[ f ] = Da,(t)f tirevine f:E" >R fonksiyonunun «a(t) egrisi
yonundeki yéne gore tiirevi veya egriye gore kovaryant tiirevi denir, [7].

Tanim 2.23 X =(X, %, %, ),Y =Y Yo o, yn)e;((E”) verilsin. P € E" noktasi igin
X0, Yo eT,, (P)olmak tzere x,Y,:E" —> R fonksiyonlari C” —sinifindan ise

X, Y e;((E")vektijr alanlarida C” — sinifindandir denir, [7].

14



Teorem 2.10 Y=Z:yi ,UcE" acgik alt kiimesi uzerinde diferensiyellenebilir

9
OX:

vektor alani olsun. PeU c E", X, €T, (P) olmak iizere

D, = (%, [%] X, [ X, [1,])

:Z::Xp[yi]aixi

p

seklinde tanimlidir, [7].
Teorem 2.11 E" de iki vektor alani X =(x,%,,--+,X,), W :(Wl,wz,---,wn)e;((E”)

olsun. Bu durumda, X :E" > R, w,:E" — R seklindedir. E" de C* — sinifindan iki

vektor alant Y =(y;, Y.+, ¥y ), Z =(2, 25, -+, Z, ) olmak tizere

y,:E" >R, z:E" >R

seklinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir,
[71.

1)D, (Y +Z)=D,Y +D,Z

2) DY =D,Y +D,Y

Y=1f(P)D,Y, f:E" >R, PeE"
4)D, (fY)=X(f)Y+fD,Y, f eC(E",R)

Tanim 2.24 C~ egrisi ve bir Y EZ(E”) de «a egrisine kisitlanmis bir vektor alani

olsun, Egrinin hiz vektdr alani da T olmak tizere @ egrisi boyunca D;Y =0 ise Y
vektoér alanina «a egrisi boyunca paralel vektér alani denir. Eger D, T =0 ise «

egrisine geodezik egri denir.

O halde,

i PR

da _(docl de,

a(t)Z(al(t),--~,an(t)) ve TP:E|P_ W

|pj olmak tzere
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da de,
- 25] [

(d’ey  dPq,
= 52 Jore, i |P

bulunur, [7].

Tanim 2.25 V,K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.
[,]:V xV >V, ()? y)—>[>*<, V]

donisimi,
1) Bilineer

2) Alterne ozelligi vx,y eV, [X,y]=—[V.X]
3) Jacobien 8zdesligi: [ X,[V,Z]]+[ V.[Z.X]]+[ Z,[%.¥]]=0
ozelliklerini saghyor ise [,] donisimine K Uzerinde bir Lie operatérii veya parantez
operatorii denir. Bu durumda V vektor uzayina da Lie cebiri denir, [7].
Teorem 2.12 X (E”) Uzerinde,
[]: X (E")x X (E")—> X (E")

(X,Y) >[X,Y]:C(E",R)>C(E"R)
Fo[X,Y](F)=X (Yf)=Y (XF)

seklinde tanimlanan dénlsim bir Lie operatoridir ve X (E“) vektor alanlari uzayi bir
Lie cebiridir, [7].
Teorem 2.13 VX,Y,Z e;((E”) icin D, E" kovaryant tlirev operatéri ve [,] de

;((E”) Uzerinde Lie operatori olmak tzere

1) D,Y D, X =[X,Y]
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2) xp[<\(,z>]:<DXpY,z>|P+<Y,Dxpz>|P
seklindedir, [7].
Tanim 2.26

Grad f =V:C(E",R) - z(E")
n i a

f—Vf = —
iz OX; OX,

seklinde tanimh fonksiyona gradient fonksiyonu denir ve kisaca

Gradzﬁz(ﬂ ot

ox, ox, axn)

seklinde yazilabilir, [7,9].

2.3 Egriler Teorisi

Tanim 2.27 | =R, | =(a,b) acik alt aralik olmak tizere

al >E"

t—> a(t) =(a1 (t),og2 (t),....a, (t))

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda «a(l)c E" alt kiimesine E" de
diferensiyellenebilir veya parametrik egri denir. Ayrica (I,a) ikilisine egrinin koordinat
komsulugu denir. Buradaki | alt kiimesine egrinin parametrik araligi ve tel reel
sayisina da egrinin parametresi denir. Bir egri (1) c E" seklinde veya kisaca () ile
gosterilir. «; 1 1| = R fonksiyonlarina (a) egrisinin koordinat fonksiyonlari adi verilir,
[7,9].

Tanim 2.28 E" de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. «a:1 —E"
fonksiyonunun koordinat fonksiyonlari oy, 0., Q, olmak uzere

a(t) = (1), a,(t),....,a,(t)) cE" yazlabilir. Buradan elde edilen
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d_a| 3 da1| da?_| danl _(da, da, dea, |
dt * \Ldt " dt 7 dt " dt " dt 7 odt )"
vektériine M egrisinin «(t) € M noktasindaki hiz vektérii denir. Bir diger ifadeyle,

(a'(t), a(t)):a'(t)la(t)eTEn(a(t)) vektoriine M egrisinin «(t) noktasinda (1,«)

komsuluguna gore hiz vektérii denir, [7,9].

2.3.1 Skalar Hiz Fonksiyonu ve Skalar Hiz

Tanim 2.29 E" de bir M egrisi (1,«) koordinat komsulugu ile verilsin.

le |l:1 >R
tolla @ =la®]

ile tanimli fonksiyonu M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna gore skalar hiz

fonksiyonu ve ||a (t) |le R reel sayisina da M egrisinin (1,&) koordinat komsuluguna

gore «(t) noktasindaki skalar hizi denir, [7].
Tanim 2.30 E" de bir M egrisi (1,«) koordinat komsulugu ile verilsin. M nin se M
noktasindaki hiz vektorii birim ise yani ||« (S)[[=1 ise M "ye birim hizli egri denir.

Eger M egrisi (I,a) koordinat komsulugunda birim hizli ise se | parametresine
egrinin yay parametresi denir, [7].

Tanim 2.31 Her noktada hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir. V1t igin

a (t) #0oluyorsayada || (t) |20 ise a vya regiiler egri denir, [7].

2.3.2 Parametre Degisimi

Tanim 2.32 E"de bir M egrisi (I,a) ve (J, ) koordinat komsuluklari ile verilsin.

h:a'of:J > 1
s—h(s) =t

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi denir. Yani; M nin |

ile verilen t parametresinin, M nin J ile verilen S parametresiyle degisimidir.
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h=ao 5 icin N(s)=(o* B)(s)=>A(5) = (areh)(s) olmak uzere fi(s)=ax(n(s))
veya B(s)=a(t) elde edilir, [7].
Teorem 2.14 M < E" egrisi (1,a) ve (J, ) koordinat komsulugu ile verilsin.
h:a'0f:d -1
s—>h(s)=t

parametre degisimi ise

dir, [7].

Not 2.3 E" de bir M egrisinin bir se M noktasinda birden fazla hiz vektérii vardir.

Fakat bu vektorler arasinda daima bir lineer baginti vardir, [7].

Tanim 2.33 M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. a,be 1 olmak lzere
M egrisinin a dan b ye yay-uzunlugu, egrinin a(a) ve a(b)noktalari arasindaki

uzakhga karsilik gelen
b '
Jld®lde, tel

reel sayisina denir. Kolayca gorilebilecegi gibi bu deger koordinat komsulugundan

bagimsizdir, [7].

Teorem 2.15 Bir regiler egrinin birim hizli olacak sekilde bir koordinat komsulugu

vardir. Yani; her regiiler egri kendi yay parametresi cinsinden ifade edilebilir, [7].

2.3.3 Serret - Frenet Vektorleri

Tanim 2.34 E" Oklid uzayinda bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. M

de; 0

nin hiz vektori o (t) o= ZW&

|l seklinde yazilabilir.

a M- [JT,(P)

vPeM
P=a(t)—a'(t)
19



donlgimiini géz 6nine alalim.

| Tu(P)»>M

VvPeM

a'(t)>a(t)=P
olmak tzere,
moa(t)=1, :M 2% 5\

oldugu asikardir. Bu durumda, «', M egrisi Uzerinde bir vektor alanidir. a' vektor

alanina, M egrisinin, (I,a) koordinat komsuluguna gére teget vektér alani denir, [7].
Tanim 2.35 M, E" de M — E" altkiimesine kisitlarsak

D| ) 1 2(M)x 2(M) = z(M)
(X,Y) > DY

. o _da N
olmak lizere Da-(t) =a ile gosterilsin. Buradan Daa =—— elde edilir.
D.a= a'[dal]...,a'[da“}
“ dt dt

(&, )= (1) € 2(M)

Benzer sekilde devam edilirse,

Daa("_l) =a elde edilir. Buradan

aa",.. o € (M) oldugu agiktir. Ayrica
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a (t) |a(t),---,a(”)(t) € Tw (@(t)) bulunur. Bu tiirev vektér alanlarina egrinin yiksek

mertebeden tiirevleri denir. Bu vektorlerin her biri vektor alani veya verilen bir

a(t) e M noktasinda bir tanjant vektoriddr.

Bu vektor alanlarindan r—tanesinin lineer bagimsiz oldugunu kabul edelim. Yani
a,a,,a" e y(M) olmak lzere S:{a',a",---,ar} lineer bagimsiz olsun. Bu

(r+1) .

durumda o La®es, {a',a",---,af} yazilabilir.

boyE" :boy(;((E”)):boy(;(*(E”)):n, S :{a',a",---,ar} lineer  bagimsiz
oldugundan bu S sistemine Gram-Schmidt metodu uygulanabilir.

E=a
. <a B>

E.=a
' <E,E >

r-1 (r)
<a'",E >
E a3 0,
o <ELE >

olmak lizere {Eu B, Er} sistemi bir ortogonal sistemdir. Buradan

V, = E,

IE, |
V, = E,

| E, |l olmak lizere {V11V21"'!Vr} ortonormal sistemi elde edilir. Yani
V, = E,

IE

<Vi,VJ- >= 5"- seklindedir, [7].

Tanim 2.36 E"de bir M egrisi (I,) koordinat komgulugu ile verilsin.
{a',a",---,a(r)} kiimesi lineer bagimsiz iken elde edilen {V,,V,,---V,} ortonormal
vektor alanlan sisteminin M nin a(t) € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi veya
Frenet catisi denir. Burada Va(t)eM igin V,,1<i<r vektérlerinin her birine bir

Frenet vektorii denir, [7].
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2.3.4 Frenet Formiilleri ve Egrilikler

Tanim 237 M E" de (l,a) koordinat komsulugu ile tanimlanmis bir egri olsun.
sel i¢in a(s)eM noktasindaki Frenet r—ayaklisi {V,(s),V,(s),...V;(s)} olsun.

1<i<r igin

ki:l >R
sk (S) = <Vi I(S)’Vi+1(5)>

§ek|inde tanimlanan fonksiyona M egrisinin i. Frenet eérlllk fonksiyonu, kiER

sayisina da M egrisinin a(s) noktasindaki i. Frenet egriligi denir, [7].

Burada V-'(s);Vi(s) Frenet vektoérlerinin s ye gére tirevi denir. V, ler birer vektér
alanidir ve o'(t)ea(M)ca(E") . Aynca D,E" de kovaryant tiirev operatori

oldugundan
D, (Vi)e x(E").

D"":d— oldugundan, bir vektor alaninin o' ye gore yone gore tirevi, egrinin
S

parametreye gore tlrevidir ve

seklinde tanimlanir, [7].

Teorem 2.16 M E" de (l,a) koordinat komsulugu ile tanimlanmis bir egri olsun.

sel yay parametresi olmak lizere Frenet r—ayaklisi {\/1(5),\/2(5),...,\4(5)} olsun.

Eger egrinin a(s) noktasindaki egrilikleri K; (S) ise

i. Vi '(5) = _ki—l (S)\/i—l (S)+ ki (S)Vi+l (5)
iii.Vr '(S) = _kr—l (S)Vr—l (S)
esitlikleri gergeklesir. Bu formillere Frenet Formiilleri denir, [7].
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D.(V)=—=V

a(l) dS |()

Vil 1o . 00 0V,
2 —k, k, O 0 ||V,
' 0 -k, 0 0 0 |V,

Ve (2.1)
n =3 0Ozel halinde (2.1) matrisi

A 0 k 0|V,
V,'|=|-k, 0 Kk, ||V,
V,' 0 -k, 0|V,

seklindedir. Bu durumda egrinin 1- inci egriligi olan kl(s) degerine egrilik, egrinin 2-

inci egriligi olan k, (s) degerine burulma adi verilir, [7].

Tanim 2.38 E*de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin ve M’ nin

parametresi S bir yay-parametresi olsun. Bu halde,

V, = =T=«
Il E, |
E o
I E, |l le |l
V, = Ey =B=TxN
| Es |l

seklinde tanimlanir ve T, N, B vektorlerine Frenet vektérleri ad verilir, [7].

Tanim 2.39 R® de a: 1 — E® de birim hizli egrisi igin

ile verilen T(S) vektoriine, a egrisinin a(S) noktasindaki birim teget vektérii denir,

[7,10].
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Tanim 2.40 RR? de birim hizh o : 1 — E® egrisi icin;

L a'(s)
O )]

esitligi ile tanimh N (S) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektorii
denir. N vektor alanina « egrisinin asli normali vektér alani denir, [7,10].
Tanim 2.41 R? de birim hizli «: 1 — E® egrisi igin;

B(s)=T(s)xN(s)
esitligiyle tanimh B(S) vektoériine , a egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektérii
denir. B vektor alanina a egrisinin binormal vektér alani denir, [7,10].
Teorem 2.17 «:1 — E®* birim hizh bir egri olsun. « egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet vektorleri T, N, B olmak lizere {T, N, B} ortonormal sistemdir, [7,9,10].
Tanim 2.42 R? de birim hizll a1 —R?® egrisi icin birim vektor alanlari T,N ,B her

noktada birbirine ortogonaldir. {T, N, B} Uglisine « egrisi Gzerinde Frenet ¢atr alani

denir, [7,9,10].

Tanim 243 vse |l igin x(s)=k(s)=|

T'(s)| seklinde tanimlanir. « fonksiyonu «
egrisinin egrilik fonksiyonu ve x(s)eR reel sayisinada @ nin «(s) noktasindaki
egriligi denir, [7].

Sonug2.4 vsel igin x(s)>0.

Teorem 2.18 «: 1 — E® egrisi x>0 egrilikli ve 7 burulmali birim hizli egri olsun. Bu

durumda,
T'=xN
N'=-—«xT +7B
B'=—rN

elde edilir. Bu formillere Frenet formiilleri(denklemleri) denir, [7,9,10].
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Teorem 2.19 « , E® de birim hizli egri ve @ nin k>0 egriligi ve 7 burulmasi olsun.

~ <a!’aﬂxam>

O e

K=|

o (s)

seklindedir, [7,10].

Teorem 2.20 «:(a,b) — E®, bir regiiler egri ve x # 0 olsun.

@ N_BT, B= a:Xa:: ’ :||a'xo;"||’ Tzdet(a',a",fc"')
| o xe’| e e xa”]

seklindedir, [7,10].

T

Teorem 2.21 C ve C iki uzay egrisi denktir<> yay uzunlugu parametresine gore
a,a [0, L]—)R3 egrileri x(s)=x(s), 7(s)=7"(s), Vse[0,L] &zelliklerine sahip
olmasidir. Bir diger ifadeyle x(s) ve 7(s), (s> 0) iki fonksiyon olsun. S yay uzunlugu,
k(s) egriligi, 7(s) burulmasi olacak sekilde bir tek egri (R® pozisyonuna ait tek)

vardir, [7].

Tanim 2.44 o : 1 — R? birim hizh egrisi igin

W (s)=7(s)T(s)+x(s)B(s)
vektorine Darboux vektorii denir.

WSZW(S)Z ! T(\S S)+K|(S S
O = WEl™ TEmem T )BE)

vektoriine ise o egrisinin Darboux gdstergesi denir. Bu vektér aslinda {T,N,B}

Frenet (g ayaklisinin her s aninda bir ani helis hareketi yaptigi eksendir, [7].
Geometrik yorumu: E® de bir nokta a egrisi boyunca hareket ettirildiginde bu

noktanin Frenet Uglusi {T,N,B} orijin etrafinda hareket eder. Bu hareket Frenet

hareketi olarak adlandirilir. Frenet hareketindeki ani degisimin oldugu eksene Darboux

ekseni denir. Bu ani degisimin ekseni Darboux vektorudur, [7].

Tanim 2.45 M egrisi E*de (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € | igin a'(s)
hiz vektord, bir U sabit vektori ile sabit acl yapiyorsa, M 'ye bir egilim ¢izgisi ( helis)

ve sSp {U} yada M egilim cizgisinin egilim ekseni denir, [7].
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(T.U)=|T||u]-cos0 = coso

Teorem 2.22 E’de a:1 — E? egrisi verilsin. ¥ ve 7, egriligi ve burulmasi olmak
Uzere k=0 icin a: 1 — E® egrisinin helis olmasi igin gerek ve yeter kosul %’nln sabit
olmasidir, [7].
Tanim 2.46 M egrisi E*de (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs e | "ya karsilik
gelen a(s) e M noktasinda M "nin 1. ve 2. egriliklerix(s) ver(s) olmak iizere,

H:l >R

s—>H(s)= ()

seklinde tanimh H fonksiyonuna M ’'nin Harmonik egriligi denir, [7].

2.3.5 E® de Ozel Diizlemler

Tanim 2.47 M, E® de (I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve egrinin
a(S) e M noktasindaki Frenet vektorleri {T(s),N(s),B(s)} olsun. Sp{T(s), N(s)}

uzayina M egrisinin «(s) € M noktasindaki oskiilatér diizlemi denir.

Dizlem (izerinde temsili bir nokta X olmak (izere, det[a(s)X,T(s),N(S)]:O
esitligi ile veya <m,T(S)XN(S)>:O veya <a(s)X,B(s)>=0 esitlikleri ile de
elde edilir, [7].

Tanim 2.48 M, E® de (I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve egrinin
a(S) e M noktasindaki Frenet vektorleri {T(s),N(s),B(s)} olsun. Sp{N(s),B(s)}

uzayina M egrisinin a(S) € M noktasindaki normal diizlemi denir.

Dizlem Uzerinde temsili bir nokta X olmak tzere |, det(a(S)X,N(s),B(S))zo

esitligi ile veya <a(S)X,N(s)xB(s)>=0 veya <a(S)X,T(s)>=0 esitlikleri ile de

elde edilir, [7].
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Tanim 2.49 M, E® de (l,a) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve egrinin
a(S) e M noktasindaki Frenet vektorleri {T(s),N(s),B(s)} olsun. Sp{B(s),T(s)}

uzayina M egrisinin «(s) € M noktasindaki rektifiyan diizlemi denir.

Dizlem izerinde temsili bir nokta X olmak Uzere |, det(a(s)X,B(s),T (s)):O

esitligi ile veya < (s) X,BxT >=0 veya <a(s)X,N >=0 esitlikleri ile de elde edilir,

[7].

\kt iyan Duzlem
N

>
»

Normal Dlz { T

skilator Dizlem

Sekil 2.4 E? de 6zel duzlemler

2.3.6 Bir Egrinin Kiiresel Gostergeleri

Tanim 2.50 E*de bir a egrisi Se | yay-parametresi ile verilsin. & ’nin birim teget
vektori T olmak Uzere P—Q:T alindiginda, P noktasi « egrisini gizerken, Q
noktasinin birim kiire ylzeyi lzerinde ¢izdigi egriye « 'nin 1. kiiresel géstergesi veya
tegetler gbstergesi denir.

o egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gosterirsek denklemi o =T olur;

parametresine S, dersek S; #S olup yay -elementi ise ds; :||T '||ds dir.
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Sekil 2.5 Tegetler gostergesi

A6 acgisina, kotengenz agisi; AA—Q oranina, « egrisinin P noktasidaki ortalama
S

egriligi; lim A_@Zd_e degerine de @ 'nin P noktasindaki egriligi denir, [7].
As—0 As ds

Teorem 2.23 Bir «a egrisinin egriligi; tegetler gostergesinin yay elementinin esas

egrinin yay elementine orani olarak tanimlanip 2—9 =k seklindedir, [7].
S

Tanim 2.51 E® de bir a egrisinin birim asli normali N olsun. a egrisi ¢izilirken N
vektorinln ug noktalari kiimesinin birim kire yizeyi Gizerinde meydana getirdigi egriye
a egrisinin 2. kiiresel géstergesi veya asli normaller géstergesi denir.

o egrisinin normaller gostergesini (N) ile gosterirsek denklemi ¢« =N olur;
parametresine S, dersek S, # Solup yay-elementiise ds, =||N || ds’dir, [7].

Tanim 2.52 E® de bir a egrisinin bir P noktasindaki binormal vektorii B=PR ve
komsu iki binormal vektoru arasindaki agit A@ olmak lzere P noktasi « egrisini

cizerken R noktasinin birim kiire ylizeyi lizerinde ¢izdigi egriye & egrisinin 3. kiiresel

gostergesi veya binormaller géstergesi denir.

a egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterirsek denklemi a; =B olur ve

parametresine S, dersek S; # S olup yay-elementiise ds; =||B'||ds’dir, [7].
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Sekil 2. 6 Binormaller gostergesi

i—¢ oranina & egrisinin P noktasindaki ortalama burulmasi denir ve

S

. Ap d¢ , . . . . .

llmAS"OA_zd_ degerine de « egrisinin P noktasindaki burulmasi denir, [7].
S s

Teorem 2.24 Bir « egrisinin burulmasi; binormaller gostergesinin yay elementinin

dg

esas egrinin yay elementine orani olarak tanimlanip ds =7 seklindedir, [7].
s

2.4 Yizeyler Teorisi

2.4.1 E? Oklid Uzayinda Yiizey

Tanim 2.53

M X :(X17X21-"1Xn)€ En | f :U c En diferensiyellenebilir R
- X s £ (X, Xy X, ) = C = DL, VP € M, VI [, 20

seklinde tanimli kimeye E" de (n—1) boyutlu yizey veya (n—1) —yiizey denir, [5].

Ozel Durumlar

e E*de 1—vyiizeye diizlemsel edri,
e E*de 2—yiizeye sadece yiizey,

eE"de (n —1)—yUzeye, n > 3 olmasi durumunda hiperyiizey denir, [5].

Teorem 2.25 E" de M hiperyiizeyi verilsin. f M vyi tanimlamada kullanilan

diferensiyellenebilir fonksiyonu icin
. (%,_..,%J: gradf olmak tizere VPeM, WV, €T, (P), <\Z,V—f|P>:0_
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Yani M hiperylizeyinin P noktasindaki gradient vektorl, hiperylzeyin P

noktasindaki normal vektoridur, [5].

Tanim 2.54 UcE’ bir baglantili acik kime ve ¢:UcE>—E® bir regiiler
dénustim(rankg=boyU=2) olsun. Eger ¢:U—@(U) dénisimii bir homeomorfizm

ise ¢(U) kimesine E®de bir regiiler yiizey denir.

Yani ¢:UcE*> = E® déniisimii

1) ¢, 1-1,

2) ¢, regiler,

3) ¢, fonksiyonu siirekli,

Ozelliklerini saglyorsa ¢(U)c E*’e E*de bir regiiler yiizey denir.

2 ..
UcE* alalim. U =1 xJ olmak tzere,

A A

y z

¢
W
. %{(yﬂ,v /\
T ,.-",.-I,').-‘s;#"- |
Y "x O y
I
X

Sekil 2.7 E® deylzey

$:1xJ —E®
(1.9) > $(uv)=(£,(0.9). T, (), £, (u.v))

doénistimi tanimlayalim. Bu déntisiime tiirev déniistimii denir.
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AR
ou ov
o = % % olmak lGzere
ou ov
% %
| Ou OV |

rankg, = 2 olmasi igin

i i
ou ov
%= % ,%= % } lineer bagimsiz olmalidir.

ou ou | ov ov
oy ay

| OU | | OV |

3 . - op o0p|, . y
¢(I xJ ) =M c E® ylzey olmasi igin gerek ve yeter kosul P In lineer bagimsiz
u

olmasidir, [9].

Tanim 2.55 M yiizeyi lzerinde birim normal vektor alani varsa M ’ye yénlendirilebilir

ylizey denir, [5].
Yoénlendirilebilir ylizey icin +n, —n olmak Gzere iki tirli yonlendirme yapilabilir.

Yonlendirilemeyen yiizeyler:

1) Mobius seridi
2) Klein sisesi
Tanim 2.56 M, E2de bir yizey olsun. o: 1 —22" sM egri olsun. n, M ’nin birim

normal vektér alani olmak izere « egrisi Vtel icin a"(t)zl(t)n(t)‘a(t) diferensiyel

denklemi sagliyorsa «’ya M ’de bir jeodezik(geodezik) egri denir, [5].

2.4.2 Sekil Operatorii

Tanim 2.57 M, E® de bir ylzey olsun.

D:x(M)x x(M)— z(M)
(Xy)Y) —-> DY
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donlisim,

1) Dy, w2 =fDsZ+9D,Z

2) D, (fY)=(D, f)Y + fD,Y

ozelliklerini saghyorsa D ’ye afin konneksiyon denir.

3) D,Y-D,X =[X,Y]

4) X[{Y,Z)]1=(D,Y,Z)+(D,Z,)Y)

sartlarini da sagliyorsa D operatoriine Riemann konneksiyonu denir, [5].

Tanim 2.58 n=(a,,a,,a;), M 'nin birim normal vektér alani;; (M), M "nin vektor

alanlari uzayi; T,,(P), M ’nin P noktasindaki tanjant uzayi ve D, E" de Reimann

konneksiyonu olmak (zere ylizeyin n birim normaline bagli olarak
S(X)=D,n=(X[a],X[a,].X[a]) veya S(X)=-Dn=—(X[a] X[a,] X[a])
veya

S(X,)=Dy,n=(X, [a]. X, [a.]. X, [a])
veya

S(XP):_DXpn:_(Xp[ai]’xp[az]’xp[as])
seklinde tanimh S donlsimuine ylzeyin sekil operatérii veya Weingarten déntisimii

denir, [5,9].
Teorem 2.26 M, E2de bir yiizey olsun.

1) M nin S sekil operatori

S:;g(M)—);((M) S:;g(M)—);((M)
X —$(X)=Dyn X —S(X)=-Dyn

seklinde tanimlanan dontstmddir.

2) S lineerdir.

3) S self-adjoint(simetrik) déntsumdaur, [5,9].

32



Teorem 2.27

$:1xJ - E®
(u,v) > ¢(u,v)

diferensiyellenebilir olmak lizere ¢(I xJ ) =M yilzeyi verilsin.—n, M ’ nin birim normal

vektor alani olmak Uzere ylizeyin normalinin isaretine baglh olarak

_on_

on
= —_— :_n
ou

S(4)=- 2=, S(¢) =~ =-n,

dir, [5].
Tanim 2.59
p:1xJcE*>E®
(u,v) > 4(u,v)
diferensiyellenebilir fonksiyonu yardimiyla
¢(I xJ ) =M

yazeyi  verilsin.  T,,(P)=sp{4, 5.9, |-}, x(M)=sp{g,, 4} olmak

S:y(M)—_ »(M) dontstiminin {4, 4} bazina gore matrisi,

stirekli

1 1
3 (j(at(géhu ’?ﬁh 'gjb ) Ton2n 2 (j(?t(géhv ’gjh 192/)
o _| Ml .1 ]
1 -1
o2, 2 det(¢uv1 ¢u ) ¢v) 3 det(¢w ) ¢u ’ ¢v)
Ay .11

seklinde tanimlidir, [5].

2.4.3 Temel Formlar

Tanim 2.60 M , E*de yiizey olmak lzere,

19: (M) x #(M)—>C*(M,R)
(X.Y) = 1HXY) =(s74(X),Y)

seklinde tanimlanan |9 foksiyonuna M ylizeyinin . temel formu denir.
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° q=1igin 1. temel form: 1(X,Y) :<X,Y> olup i¢c-carpim fonksiyonudur.

e g=2icin 2. temel form: 11(X,Y)=(S(X),Y)

q=3icin 3. temel form: HI(X,Y)=(S*(X),Y)=(S(X),S(Y))
seklindedir, [5].

Tanim 2.61 M < E? regiiler yiizeyi verilsin. U, M nin birim tanjant vektord olsun. Up

dogrultusundaki M nin k, (U, ) normal egriligi

kn(Up):<S(UP)’UP> (2.24)

ile tanimlanir. Daha genel olarak, V,,P € M noktasinda sifirdan farkl tanjant vektor

olmak Uizere

(S(Vp).vp)

Ve (2.25)

Ky (V) =

ile tanimlanir, [5].

2.4.4 Sekil Operatoriiniin Cebirsel Degismezleri

Tanm 2.62 M, E’de yizey ve S|.:T,(P)—>T, (P) sekil operatérii olsun.
S(X—P):ﬁ,X—P esitligini saglayan A sayillarina M ylzeyinin asli egrilikleri, X—P
vektorine A ’ya karsilik gelen asli vektér(asli dogrultu) denir, [5].

Teorem 2.28 M yizeyinin asli egrilikleri ve asli dogrultulari T, (P) vektdér uzayinin

bazindan bagimsizdir, [5].

Tanim 2.63 M, E2de bir yiizey olsun.

KiM—> R
P >K(P)=detS,

fonksiyonuna M ’'nin Gauss egrilik fonksiyonu, K(P)eR sayisina da M ’'nin P
noktasindaki Gauss egriligi denir, [5].

Teorem 2.29 M yiizeyinin Gauss egriligi baz seciminden bagimsizdir, [5].
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Tanim 2.64 M, E?*de bir yiizey olsun.

H:M >R
P—H(P)=izS(P)

seklinde tanimli H fonksiyonuna M ’nin ortalama egrilik fonksiyonu, H(P) sayisina

da M ’'nin P noktasindaki ortalama egriligi denir, [5].

Teorem 2.30 E3deki bir M yiizeyinin H ortalama egriligi baz seciminden bagimsizdir,

[5].

Tanim 2.65 E° de H ortalama egriligi sifir olan regiiler yiizeylere minimal yiizey denir,

[9].
Tanim 2.66 E° de K Gauss egriligi sifir olan regiiler yuzeylere flat yiizey denir, [9].

Tanim 2.67 M, E®de bir ylizey ve M (izerinde bir egri a olsun. a ’nin teget vektor
alani T ve M ’nin sekil operatori S olsun. Eger T vektor alani o egrisi boyunca
S ’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa « egrisine M lzerinde bir egrilik

cizgisidir, [5].

Tanim 2.68 M, E*de bir yiizey olsun. P € M noktasindaki M ’nin sekil operatorii Sp

olmak Uzere,

i) Sp=A4Al_, ise PeM noktasina M 'nin umbilik noktasi denir.

i) Sp =0 ise PeM noktasina M "nin diizlemsel(flat) nokta denir, [5].

Tanim 2.69 M, E’de bir yizey ve PeM noktasindaki sekil operatérii S olsun.
VX, Y €Ty, (P) igin,

(s(X,).Y,)=0
ise bu iki tanjant vektoriine esleniktirler denir.

Bir X; #0 tanjant vektoru icin,

(S(X,).X,)=0
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ise X, dogrultusuna, M 'nin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X,'yi

VP € a noktasinda teget vektorli kabul eden a egrisine M Uzerinde bir asimptotik

¢cizgi denir, [9].

2.4.5 Yiizey Uzerinde Darboux Cati

M, E®de bir yiizey ve a1 — M seklinde tanimli yiizey iizerinde bir egri olsun. (a)

egrisinin birim teget vektor alani T ve ylzeyin birim normal vektér alani n ve

nxT =g seklinde tanimli olmak iizere elde edilen {T,g,n} dik catisina yiizey iizerinde

Darboux- ¢ati alani adi verilir.

catisi ile Darboux gatisinda T teget vektoru ortaktir. Bu nedenle N, B, g,n vektorleri
ayni duzlem Uzerinde bulunur. Darboux ¢atisindaki g birim vektori ile o egrisinin
normal vektor alani N arasindaki agi 6 olmak lizere, Frenet gatisinin T vektori

etrafinda 9:9(8) acisi kadar doéndirilmesiyle Darboux ¢atisi elde edilir. Bu durumda
asagidaki esitlik gecerlidir.

g =a;,N +a,,B seklinde yazarsak,

(g9,N)=]|g|.|N||-cos@=cos &
(g,B>:||g||.||B||.cos[g—ej:sine
ve n=b,N +b,,B seklinde yazarsak,

(0.)= Ik N]-cos{ (30| =-sino

(n,B) =|n|.|B||.cos & =cos e
elde edilir. Bu sonuclari matris formunda dizenlersek,

T 1 0 0 T
g|=/0 cosd sind | N (2.26)
n 0 —sin@ cosé@|| B
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{N} {cose —sinéﬂg}
= (2.27)
B sind cosé || n

yazilabilir. Bu durumda

N =gcosé—nsing

. (2.28)
B=gsinéd+ncosé
bicimindedir.

T 1 0 0 ||T
g|=|/0 coséd sind || N
n 0 -sind cosd || B

{T, g,n} Darboux ¢atisiigin T',g’,n’ tirev denklemlerini bulmak igin,

T'=a,T +a,g+a;n
g ' =ayl +a,g+a,n; (*) yazilabilir.

n'= 8T +85,0 +ag,n
{T,g,n} ortonormal sistem oldugundan &; katsayilarini bulmak icin,

e (T,T)=1 oldugundan (T',T)=0 olup a,=0 olup, ayrica a,=(T',g)=A ve
a,; =(T',n) =B yazlabilir.

e(9,9)=1  oldugundan (g’ ,g)=0 olup a,=0 olup, ayrica
a, =(g"T)=—(T"g)=-A ve a,=(g',n)=C yazilabilir.

e(n,n)=1  oldugundan (n',n)=0 olup a, =0 olup,  ayrica
a, =(n,T)=—(T'.n)=-B ve a,=(n",g)=—(g’,n)=-C yauzlabilir.

Boylece elde edilen a; degerleri yerine yazilir ve matris formunda duzenlenirse,

T’ 0 A BT
"I=|-A 0 Cl|g
n’ -B —C O0f{ln

sistemi elde edilecektir.
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Teorem 2.30 M, E*’de bir yiizey olsun. Bu yiizey tizerinde tanimlanan Darboux ¢atisina

ait turev denklemleri

T 0 x, &, [|T
g'|=|-x, 0 7,0 (2.29)
n' -5, -1, O

bigcimindedir. Burada «, geodezik egrilik, x, normal egrilik ve 7, geodezik burulmadir,
[9,12].
ispat Frenet catisina gore tiirev denklemlerinden T'=xN oldugu aciktir. Burada (2.28)
denklemindeki N ifadesi kullanilirsa

T'=xN =x(gcosd—nsind) =k cosdg —isinon
elde edilir. (2.26)’ de verilen g =N cosé+ Bsin@difadesinin tirevi alinip (2.28) ifadesi

ve Frenet tirev denklemleri yardimiyla

g'=—Né@'sin@+N'cosfd+B6O'cosfd+B'sing

Veya
9'=—(gcos@—-nsin@)@'sin 6+ (—«T +7B)cosd+(gsind+ncosd)& cosd +(—-rN)sing
g'=-g6@'sindcos@+nd'sin@sin@—T x cosé + Brcosd+ g’ cosdsin @ +nb' cosd cosd — Nz sing
g’ =—g@'sinfcosd +nd'sin? H—Tzccose+(g sind + ncos@)rc030+ g6’ cos@sin @ +nb' cos’ f
—(gcos@—nsing)rsing
g'=—xcosdT +(z+6')n

elde edilir. Benzer sekilde (2.26)" de verilen n=—-Nsin@+ Bcos@ifadesinin tlrevi
alinip (2.28) ifadesi ve Frenet tiirev denklemleri yardimiyla
n'=—-N@&'cosd—N'sin@—BO'sin @+ B'cosd

veya
n'=—(gcos@—nsing)6' cosd—(—«T +7B)sind—(gsin@+ncosd)é'sin&+(—N )cosd
n'=—g@' cos’ @+nb’ cos@sin @ +Txsin @ —grsin® @ —nrcos@sin@—go'sin®

—n@’ cos@sin @ — gr cos® @+ nrcosHsin 6
n'=xsindT —(z+6')g

elde edilir.
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Yiizeyin sekil operatori S olmak lizere,

K, :<S(T),T> =—(n,T)=(nT")=—xsin@  seklinde tanimli yiizeyin normal egriligi
Kk, =(T',9)=(xN,g)=x(9,N)=xcosd seklinde taniml yiizeyin geodezik egriligi
7, = <S(T), g> =—(n",g)=(n,g")=7+6" seklinde tanimli yiizeyin geodezik burulmasi

ifadeleri yazilirsa,

T 0 x, &, (|T
9'(=|-x, 0 <z,]l9
' -k, -7, O]n

seklinde matris formu elde edilir.

Burada @ ayni zamanda oskilator dizlemi ile teget diizlem arasindaki agidir.

M vyizeyi Uzerindeki a:1 — M egrisinin 1. egrilik fonksiyonu olan x olmak uzere

k = xN ile tanimlanan egrilik vektord ile, 6 ve n dogrultularina izdistmleri olan bu

vektorler arasinda

bagintisi vardir.

seklinde tanimhdirlar.

Yuzeyin normal egriligi x,, T teget vektor alani ile n yizeyin normalinin gerdigi
duzlemin yuzey ile arakesit egrisinin egriligidir. Yizeyin geodezik egriligi x, ise egrinin
teget dizleme izdlsiim egrisinin egriligidir.

k? normal egrilik vektérinin buyukligi =|K‘Sin 0| normal egriligi ve E geodezik
egrilik vektorunin bayuklagu «, =|KCOS(9| geodezik egriligi verir. Egrilik vektori,

normal ve tegetsel egrilik vektorlerinin toplamidir.
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Sekil 2. 8 Egrilik vektori

Yuzey egrisinin geodezik burulmasi 7 , yuzey uUzerindeki «:l —>M egrisinin
dogrultusuna gore teget dizlemin donlkliglini gosteren bir olchttir. Oskiilator

dizlemi doniikliginin yay degisimine gore olan olan burulma 7 ve oskilator diizlemi
. . . . oo y déo
ile teget dizlem arasindaki ac¢i degisiminin yay uzunluguna orani olan — toplamina

esittir.

/

\ OskUIa;clérdijzlem;\
\

ion
DA
R

j
I
o/

B "\_-ff Yiizey egrisi
/ Izdlstim egrisi
Teget dizlem |

Sekil 2.9 Ylizey egrisi ve teget diizlem lzerindeki izdlistim{i
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Darboux ¢atisina karsilik gelen tirev matrisin bilesenleri g6z 6niine alinirsa, g¢atinin

Darboux ani donme vektori
o=1,T+K,9+k,N

bicimindedir. Darboux ¢atisi, her anda, bu vektor etrafinda bir donme hareketi yapar.

Buna gore darboux tiirev formdilleri, bu vektoér yardimiyla

T'=wxT
9'=wxg
n'=wxn

biciminde tek tiirli olarak ifade edilir.

Eger, ylzey Uzerindeki egri birim hizli degil ise Darboux tirev formulleri

'F:yicg§+7/1<nﬁ
0=, T4,

n'=—yc,T—y7,0
seklindedir. Burada y egrinin hizidir, [11,12].
Sonug 2.5 Ky = 0 (a) egrisi ylzey Gzerinde geodezik egridir.

K, =0 < (o) egrisi yiizey tizerinde asimptotik egridir.

7, =0 < (a) egrisi yiizey Uzerinde asal egridir.
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BOLUM 3

REGLE YUZEYLERDE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde E?® Oklid uzayinda herhangi bir catidan bagimsiz olarak regle yiizeyler ve
karakteristik Ozellikleri verilmistir. Bu bolim [4-6], [13-14] kaynaklari baz alinarak

anlatiimistir.
3.1 Regle Yiizey

Tanim 3.1 E* Oklid uzayinda dogrularin 1—parametreli bir ailesine E* de bir regle
ylizey, bu ailedeki her bir dogruya da regle yizeyin dogrultmani veya ana dogrusu

denir.

~
0

Sekil 3.1 E*de dogru

E® Oklid uzayinda P ve Q noktalarindan gecen bir dogru | olmak iizere |’ nin

parametrik denklemi, v € R parametre olmak lizere
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I(v)=P+Vv(Q—-P)
seklindedir.

| dogrusu tarafindan gizilen 1—parametreli yériinge ¢(u,Vv) ile gosterilirse, bu regle

ylzeyin parametrik denklemi,
@(u,v) = P(u) +v(Q(u) - P(u))
veya
o(u,v) = P(u) +ve(u)
seklinde yazilabilir, [4, 13].

Tanim 3.2 E® de ¢(u,v) = P(u) +ve(u) parametrik denklemiyle verilen bir regle yiizey
olsun. | dogrusu regle yuzeyi olustururken P noktasi da u degiskenli bir egri cizer. Bu
egriye regle yiizeyin dayanak egrisi , e(u)=Q(u)—P(u) vektérinin |P-Q|| yaricapl
kire Uzerinde cizdigi egriye regle ylizeyin kiiresel gésterge egrisi ve e(u) vektoriine de
ylzeyin kiiresel gosterge vektérii denir.

| dogrultmani Uzerinde P ve Q dan farkh iki nokta segilirse, regle ylzeyin kiiresel
gosterge egrisi, (e) yaricapli bir kire ylzeyi lzerinde ayni kiresel egri olacaktir. Bu

durumda kuresel gosterge egrisi, | tUzerinde segilen noktalardan bagimsizdir, [4,13].
Ornek3.1 M = {()(1, Xy, %) € EX X, = xixz} semer ylizeyi bir regle yiizeydir.
X, =S, X, =V ve X, =SV olarak yazilabileceginden

@(s,v)=(s,v,v)

seklinde yazilabilir. Ylzeyi dayanak egrisi ve kiiresel gosterge egrisi cinsinden ifade

etmek istersek

(p(s,v):(s,o,o)wﬁ(

1 S
OﬁﬁJ val+s? =k

o el

¢(s,v)=(s,0,0)+k

seklinde yazilabilir, [5].



Sekil 3. 2 Semer ylizeyi

Ornek 3.2 o(s)=(coss,sins,0) ve e(s):(cosgcoss,cosgsin s,sin%) olmak tizere

@(s,v)=(coss,sin s,0)+v(cos%cos s,cos%sin s,sin %)

seklinde tanimlanan Mobiis seridi bir regle ylizeydir, [14].

Sekil 3. 3 Mobis seridi

Ornek 3.3 2222i
X +y

> seklinde kartezyen denklemi ile tanimlanan Pliicker konigi bir
regle ylizeydir.

Ylizeyin parametrik denklemi

p(s,v)= (s,v, 25V j

s?+v?
seklindedir. Kutupsal koordinatlarda ise,

@(s,v)=(0,0,sin26)+r(cosb,sin6,0)
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seklinde tanimlanan bir regle ylzeydir, [14].

Sekil 3. 4 Plicker konigi

Tanim 3.3 Regle ylizeyin dayanak egrisi tek degildir. Bu nedenle dogrultmanlarin her

birini kesen ve yiizey lizerinde yatan bir a: 1 c R — E® egrisi alinabilir.

s el yay parametresi ve ||e(s)|| =1 olmak lizere @’ nin parametrik denklemi

@(S,V) = a(s) +ve(s)
seklindedir, [4,13].
Bir regle ylizey asagidaki sekillerde parametrelendirilebilir.

@(S,V) = a(s) +ve(s)
veya

o(s,V) = a(v) +se(v)

Ozel olarak her iki sekilde de parametrelendirilebilen regle yiizeylere ¢ift regle yiizey

adi verilir, [14].

Sonug 3.1 E? de bir regle yiizey, bir e dogrusunun «:1 c R — E? egrisi boyunca
hareketi ile elde edilen ¢(s,V) =a(S)+Vve(s) yuzeyi olarak tanimlanabilir. & egrisine
regle ylzeyin dayanak egdrisi ve e ye de ylizeyin kiiresel gésterge egrisi, anadogrusu

veya dogrultman vektérii adi verilir, [4,5,13,14].

Not 3.1 M bir regle ylizey ve P € M olsun. P noktasindan gegen ve her noktasinda, o

noktadan gecen dogrultmana dik olan birim hizl bir
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o:l—>M
s—4(s)

egrisi bulunabilir. 6’ nin teget vektor alani T ve dogrultmanlara teget vektor alani e

olsun.
@(s,v)=35(s)+ve(s)

M regle ylzeyi igin bir parametrizasyondur. Bu durumda ¢ egrisi boyunca yuzeye dik

birim normal vektor alani n olmak lizere {T,e, n} ortonormal catisi elde edilir, [5].

Tanim 3.4 ¢(s,V) = a(S)+Vve(s) denklemi ile tanimli regle ylizey Uzerinde yatan tim

egrilerin teget dogrultulari
dp=@.ds+¢p,dv (3.1)

dir. Ayrica regle yizeyin bir Q noktasindaki teget diizlemi, teget diizlemde X temsili

bir nokta olmak lizere,
(XQ.p @, ) =det(XQ, 0., ) =0
bagintisindan elde edilir.

Ayrica regle ylzeyin e dogrultman vektori icin <e,(ps><(pv>=det(e,gos,¢)v):0

oldugundan e dogrultman vektori teget diizlemde yatmaktadir, [4,13].

Teorem 3.1 E° de ¢(s,V) =a(s)+ve(s) denklemiyle bir regle yiizey verilsin. Bu

durumda yiizeyin dogrultmanlari hem asimptotik ve hem de geodezik cizgilerdir, [5,6].
ispat M, E® de verilen regle ylizeyi icin, ee;((M) bir teget vektor alani olsun. Her bir

dogrultman bir dogru oldugundan, E*’ de bir geodeziktir. Dolayisiyla D.e =0 yazilir.

Yiizeyin Gauss denkleminden, Dee = Dee+<S (e),e> n ifadesinde De=0 esitligi

kullanilirsa,

elde edilir.
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DeeT,, neT,", ve T, T, ={0| oldugundan, Dee=0 ve (S(e),e)=0

olmasi gerekir. Dee=0 oldugundan, M ’nin dogrultmanlari, M 'nin geodezik gizgileri

olur. <S (e),e> =0 olmasi ise bu dogrultmanlarin asimptotik cizgiler oldugunu gésterir.

Teorem 3.2 M, E® de ¢(s,v) =a(s)+Vve(s) denklemiyle verilen bir regle yiizey ve

yuzeyin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak tizere, VP € M icin ylzeyin Gauss egriligi

K(P) <0 seklindedir, [5,6,14].

Ispat L.Yol: Yiizeyin P noktasindaki dogrultmanin teget vektdr alani e olsun. Teget

uzayin {e, X} ortonormal bazini ele alalim. Bu baza gore, ylizeyin S sekil operatoriine

karsilik gelen matris,

~ (S(e).e) (S(X).e)
S{<S<e>,X> <S<X>,X>}

dir. Burada Teorem 3.1 geregince <S(e),e>:0 ve S sekil operatorinin simetrik

oldugu kullanilirsa,

K =detS :—(<S(e),x>)2
K<0

elde edilir, [5,6].

Il.Yol: Bir ylizey igin ylizeyin K Gauss egriligini |1 .Temel Form ve Il . Temel Formun

katsayilari cinsiden ifade etmek icin,

o(s,V) = a(s) +ve(s)
@O, = a + Ve,

p, =€

@, =0 + Ve,

®, =0

Py, =€

(3.2)

tirevlerini kullanarak, | . Temel formunun katsayilari
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E=<(/)S’(/)5>
F=(o.0,)
G:<¢V’¢V>

ve Il .Temel Formunun katsayilart W =+ EG —F? =0 olmak Uzere,

1
L=—det(o. 0,
W et(o,, 0, 0.)
1
M =—det(o.. 0,
W et(o,, 0, 2y )

1
N =—det(o., 0.,
W et(o,, 0,0, )

2
seklindedir. Bu ifadeleri kullanirsak ylizeyin Gauss egriligi K:H seklinde

tanimh oldugundan (3.2) tirev denklemlerini kullanirsak N =Widet(q)s,q)v,(ow)=0

2
bulunur. Boylece ylizeyin Gauss egriligi K = “EG_F? < 0elde edilir, [14].

Teorem 3.3 Bir regle yiizeyin flat ylizey olabilmesi icin gerek ve yeter kosul ylzeyin II.
temel formunun katsayisi olan M degerinin sifir olmasidir, [14].

ispat (:>): Kabul edelim ki regle yiizey flat ylizey olsun. Bu durumda yiizeyin Gauss
egriligi her noktada sifir olur. Regle ylizeyin Gauss egriligi de,

2
—M—SO
EG-F?

seklinde tanimli oldugundan regle yizeyin Il. Temel formun katsayisi olan M degeri

sifir olur.

(<:): Kabul edelim ki regle yizeyin Il. Temel formunun katsayisi olan M degerinin

sifir olsun. Bu durumda

2
_ My
EG—F?

seklinde tanimlanan Gauss egriligi sifirdir. Buradan ylizey bir flat ylizeydir.
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Tanim 3.5 «:(a,b) =R — E® seklinde tanimli bir egrinin teget vektorii a'(s) igin,

p(s,v)=a(s)+va'(s)
seklinde tanimlanan regle ylzeye teget agilabilir regle yiizey adi verilir, [14].
Teorem 3.4 VP e(a,b) icin a:(a,b)c R — E® egrisinin 1. egriligi x(P)=0 olacak
sekilde tanimlanan ¢(s,v) =a(s)+va'(s) teget agilabilir yizeyi, o egrisinin noktalari
haricinde her noktada regiilerdir, [14].

ispat ¢(s,v)=a/(s)+va'(s) seklinde tanimli bir teget agilabilir yiizey icin elde edilen,

¢32a5+vass . e ey

olmak tizere |@, x @, | =Va,, xa, esitligi £(P)=0 olmasi durumunda
P, =a
sifirdan farkli olacagindan, regle ylizey VP € « igin K‘(P) # 0 olmak Uzere a egrisinin
noktalari haricinde her noktada regilerdir. Clinkii v=0 durumunda « egrisinin
noktalari elde edilir ve bu deger de regiilerligi bozar.

Teorem 3.6 ¢(S,v)=a(s)+va'(s) seklinde tanimli bir teget acilabilir yiizeyi flat

ylzeydir, [14].

ispat ¢(s,v)=a/(s)+va'(s) teget acilabilir yiizeyi icin K Gauss egriligini |.Temel

Form ve Il. Temel Formun katsayilari cinsiden ifade etmek istersek,

q)s = aS +VaSS
P, =a
O, =ag +Vo, o esitlikleriigin
Po =0
¢SV = aSS
2
K= “EG_F? <0 seklinde tanimh Gauss egriliginin, teget acilabilir ylizeyin Il.Temel

formunun katsayisi igin M =Vivdet((ps,gov,gosv)=0 oldugundan K =0 olur ve béyle

teget acilabilir regle ylizeylerin flat ylizey oldugu elde edilir.
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Teorem 3.7 «:(a,b)c R — E® ve a<0<b olacak seklinde tanimli birim hizli bir egri
olmak iizere ¢(s,v)=a(s)+va'(s) teget acilabilir regle yiizeyi tanimlansin. Kabul
edelim ki, « egrisi, 0 noktasinda diferensiyellenebilir ve x(0)#0 ve 7(0)=0 olsun.
Bu durumda a egrisinin o (0) noktasinda dik bir diizlem ile yizeyin arakesiti, «(0)

noktasi u¢ noktasi olan bir yari-kubik parabolddr, [14].

ispat @ birim hizli bir egri oldugundan || =1 dir ve dolayisiyla asagidaki esitlikler

yazilabilir.

a"(s) =K‘(S) N (s)} olmak Uzere,

a"(s)=-x*(s)T(s)+x'(s)N(s)+x(s)7(s)B(s)
o (s)==3k(s) ()T (s)+ (- (s)+x"(s)—x(s)*(s))N () + (2« (s) 7 (s) + x(s)'(5)) B(3)

elde edilir.

a egrisini a(O) noktasinda Taylor serisine acarsak, burada "O" kalan terim
gostermek lizere
a(0)=a,,x(0)=x,,7(0)=7,,T(0)=T,,B(0)=B, ve N(0)=N,

2 3 4
S S
a(s):a +Sa'+—a"+—a"’+—a(4)+0(35)
T A | R Y B

Tirev degerlerini yerine yazarsak,

¢ st s s® s s » 2
a(S):aO+ s—E—EKOKO T, + ?KO+ 5 K, +ﬂ( Ky, tK, —K,T, ) N,
s st (o :
+(€K‘OTO +§(2K0 Ty + K,T, )j B, +O(35)

elde edilir. Bu esitlikten tlrev alirsak,

2

! S 2 83 ’ SZ ’
a(s)= 1-—x, —EK'OK'O T, + SKO-i-?K'O +

3

> E(_Kos + KO" — KOTOZ )J N,

s s , , .
+ ?K‘OTO+E(2K‘OTO+K‘OTO) BO+O(S )
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teget vektori elde edilir. a egrisinin teget acilabilir regle yizeyi Tanim 3.5 ‘den
@(s,v)=a(s)+va'(s)seklinde tanimli oldugundan «(s) ve o'(s) degerlerini yerine

yazarsak ylizeyin denklemi

S3 2 S3
p(s,v)=0a, +{s—€+v—v?1{02 —V?KOK(’)]TO

2 3 ' 32 ' 3 3 " 2 N
+ ?KO +EK'O +VSKO +V?KO +VE —K, +K0 —Ky7, 0

s s s°
+| =K, T, +V—K,T, +v—(21c'r +/<r') B, +0O(s’
(6 0“0 o "0%0 6 0°%0 0“0 j 0 ( )
elde edilir. a egrisine «, noktasinda dik olan bir duzlemle yizeyin arakesitini
belirlemek istersek, egrinin tegetine dik olacagindan T, degeri 0 olmalidir. Bu
durumda Vv degerini ¢ozersek,
1
s—2s%,2+0(s) 3
v=— 6 =—s—zc25—+0(s“)
1, °3

1—58 Ky —;SsKOKO’ +O(S4)

elde edilir.

Bu degeri N, ve B, in katsayilarinda yerine yazarsak, X = N, vektoriiniin katsayisi ve
y —> N, vektorinin katsayisi olmak uzere, X,y nin kapal denklemi igin

8z,°x* +9x,y* =0 yari-kubik paraboli elde edilir.
Teorem 3.8 «: (a,b) c R — E? birim hizl bir egri ve bu egrinin teget acilabilir yiizeyi

@(s,v)=a(s)+va'(s) olsun. Bu durumda yiizeyin I. Temel formunun katsayilari

sadece egrinin 1. egriligi olan x degerine baghdir, [14].
Ispat ¢(s,V) = a(s)+va'(s) Teget acilabilir yiizeyinin |.Temel Formunun katsayilari,

¢s:as+vass:T+VKN .. o .
. olmak lizere bu degerleri
P, =0 =a
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(9, 0,) E=(p,0,)=1+V'x’
(0,,0,) esitliklerinde yerine yazarsak, F =(gp,,¢,)=1

(2. 9,) G=(p,.p)=1

E
E
G

elde edilir. Dolayisiyla yiizeyin |. Temel formunun katsayilari sadece egrinin 1. egriligi

olan x degerine baghdir.
Tanim 3.6 «:(a,b)= R — E® seklinde tanimli bir egrinin normal vektor alani N(s)
icin,

@(s,v)=a(s)+VN(s)
seklinde tanimlanan regle ylizeye normal regle yiizey adi verilir, [14].
Tanim 3.7 «a:(a,b) = R — E® seklinde tanimli bir egrinin binormal vektér alani B(s)
icin,

@(s,v)=a(s)+VB(s)
seklinde tanimlanan regle ylizeye binormal regle yiizey adi verilir, [14].
Tanim 3.8 «:(a,b)= R — E® seklinde taniml bir egri ve qeE® de sabit bir vektor
icin,

p(s,v)=a(s)+vq
seklinde tanimlanan regle ylizeye genellestirilmis silindir adi verilir, [14].
Teorem 3.9 (D(S,V) = a(s)+vq seklinde tanimli bir genellestirilmis silindir regle ylizeyi
a'xq # 0 oldugu her noktada regulerdir, [14].
ispat ¢(s,v)=a(s)+vq seklinde taniml bir genellestirilmis silindir yiizeyi igin elde
edilen,
Zs izs} olmak Uzere |p,x@,||=ca,xq esitliginden dolayl a'xq#0 oldugu her
, =

noktada regilerdir.
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Teorem 3.10 ¢(s,v)=a(s)+vq seklinde tanimli bir genellestirilmis silindir regle
ylzeyi flat ylzeydir, [14].
ispat (p(S,V)=a(S)+ vg genellestirilmis silindir regle ylizeyi icin K Gauss egriligini

I.Temel Form ve Il . Temel Formun katsayilari cinsiden ifade etmek istersek,

P = a

»,=q

o =a ¢ esitlikleriigin

P =

9, =0

genellestirilmis silindir ylzeyinin . Temel formunun katsayisi

2

M :Vivdet((ps,%,(psv)zo oldugundan K =- ~<0 seklinde tanimh Gauss

EG-F
egriligi K =0 olur ve bdyle genellestirilmis silindir regle ylzeylerinin flat ylzey oldugu

elde edilir.
Tanim 3.9 «:(a,b)c R — E® seklinde tanimli bir egri ve e E® de sabit bir vektor
icin,

@(s,v)=q+va(s)

seklinde tanimlanan regle ylzeye genellestirilmis koni ve (e E® noktasina da koninin

kose noktasi adi verilir, [14].

Teorem 3.11 ¢(S,V)=q+va(8) seklinde tanimh bir genellestirilmis koni ylizeyi

vaxa' ifadesinin sifirdan farkli oldugu her noktada regiiler ve kése noktalarinda

regller degildir, [14].

ispat go(s,v)=q+Va(S) seklinde tanimli bir genellestirilmis koni yizeyi igin elde

edilen,

P =Va,

} olmak uzere |p, xg,|=va, xa esitliginden dolayr vaxa'=0 oldugu her
o, =a

noktada regiilerdir ve v=0 icin elde edilen kése noktalar icin regiler degildir.
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Teorem 3.12 ¢(s,v)=q+Vva(s) seklinde tanimli bir genellestirilmis koni regle yiizeyi

flat ylzeydir, [14].

ispat go(s,v)=q+Va(S) genellestirilmis koni icin K Gauss egriligini | .Temel Form
ve |l . Temel Formun katsayilari cinsiden ifade etmek istersek,

s =V

®, =Va

¢SS = VaSS

P =0

Psy = O

esitlikleri icin genellestirilmis koni ylzeyinin Il. Temel formunun katsayisi

2

M:Vivdet(%,(pv,(psv)zo oldugundan K = — ~<0 seklinde tanimli Gauss

EG-F
egriligi K =0 olur ve boylece genellestirilmis koni regle ylzeylerinin flat ylizey oldugu
elde edilir.

Ornek 3.4 Koni, E*de bir regle yiizeydir.

Dayanak egrisi, a(S) ve tepe noktasi P olan yizeyin denklemi baslangi¢c noktasi O

olmak Gzere,

W=@+VPa(t), Vtel,veR

veya daha basit bir esitlik gelmesi igin
W=@+(v+1) Pa(t)

yazilabilir.
P=(Py P Ps), a(t)=(a(t), 2 (1), 5(1))
OX = {(py + (410~ P.). (P + D) (a0~ Py ). (P + () (e )~ )

denklemini diizenlersek
p:1xR—>E?
o(t,v) = {(al (t), e, (), cx, (t))+v(a1(t)— P, (t)— Py (t)— pS)}

p(t,v) =a(t)+vPa(t)
seklinde bir regle ylzey elde edilir, [5].
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Sekil 3. 5 Genellestirilmis koni regle ylzeyi

3.2 Dagilma Parametresi

Tanim 3.10 Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakhgin, bu iki
anadogru arasindaki agiya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi veya drali denir.
Anadogrularin  birim dogrultman vektéri e olan bir regle vylzeyin dagima

parametresini P, ile gésterelim. Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki

birim vektor, bu ana dogrularin vektorel carpimi dogrultusundaki birim vektor
olacaktir.

M regle yiizeyinin komsu iki anadogrusu | =e ve |I" =e+de=e+e.ds olsun. Komsu

dogrultmanlarin ortak dikme vektord,
ex(e+eds)=exe/ds
vektoriine paraleldir. Buradan ortak dikme yoniindeki birim vektor

exe,

e

seklindedir.
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Sekil 3. 6 Regle ylizeyin dagilma parametresi

Dayanak egrisinin komsu iki noktasi a(s) ve a(s)+da(s) oldugundan bu noktalardaki

anadogrular arasindaki en kisa uzaklik dea(s) vektoriinin, ortak dik birim dogrultu

vektori

exe,

e

Uzerindeki izdisumudur. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse,

K= <@’ exe, > _ det(dae.e,)
Je.| e

olarak bulunur. Eger dogrultmanlarin kiiresel gostergelerini géz 6nlne alirsak, bu

gostergelerin yay elementi olan

de

—|ds =e,||ds
ds

dy =

komsu iki dogrultman arasindaki aci olarak tanimlanabilir. Boylece regle yiizeyin

dagilma parametresi icin,
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det(de,e,e,) do
k e %% det(a,.ee,)
F)e - = = 3 = 5 (33)
dy s le] e

bulunur, [4-6],[13-14].
3.3 Acilabilir Regle Yiizey

Tanim 3.11 Regle yiizeyinin komsu iki dogrultmani kesisiyorsa regle ylzeye acilabilir

regle ylizey adi verilir.

Komsu dogrultmanlarin her bir gifti bir diizlem belirleyeceginden agilabilir regle yiizey,

diizlemlerin 1—parametreli ailesi olarak da adlandirilabilir.

Aclilabilir regle ylzeyde ailenin herbir dlizlemi dogrultman boyunca yiizeye degdiginden
teget dlzlem dogrultmaninin bitin noktalarinda ayni olacaktir. Buradan yola ¢ikarak

regle ylizeylerin acilabillirligi icin ikinci bir tanimdan bahsedebiliriz, [13].

Tanim 3.12 Regle yilzeyinin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise, regle
ylzeye acilabilir regle yiizey adi verilir, [13].

Sonug¢ 3.2 Regle ylzeyin normali, dogrultmanlar boyunca paralel kaliyorsa bu regle
yuzey acilabilirdir. Bu nedenle bir regle yiizey agilabilir ise S(e) = Den =0 olacagindan

Teorem 3.2 geregince K =0 bulunur. Demek ki; acilabilir bir regle yilizeyin Gauss

egrilik fonksiyonu sifirdir, [5].

Teorem 3.13 Regle yilzeyinin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart dagiima

parametresinin sifir olmasidir, [4,5,13].
ispat (:>) M, o(s,v) =a(s)+Vve(s) denklemiyle verilen regle yiizeyinin komsu iki

anadogrusu | =e ve I’ =e+de=e+eds olsun. M agilabilir oldugundan anadogrular

boyunca teget diizlem aynidir. Dolayisiyla ylzeyin bu iki dogrultman boyunca normali

exe.ds dogrultusundadir ve dayanak egrisinin birim teget vektor alani «, olmak

lizere, (o, exe,) =det(a,,e,e,) =0elde edilir. Dolayisiyla dagilma parametresi sifirdir.
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(<): M yuzeyiigin P, =0 ise komsu iki anadogrusu | =e ve I"=e+de=e+e,ds igin
en kisa uzakhk sifir olacaktir. Yani komsu anadogrular kesisecektir ve dolayisiyla regle
ylzey agilabilir olacaktir.
Not 3.2 Bir diferensiyellenebilir egrinin tegetinin olusturdugu regle ylizeyin dagiima
parametreleri sifir oldugundan vylzey acilabilir regle ylizeydir. Fakat egrinin
normallerinin ve binormallerinin olusturdugu regle yiizey acilabilir olmak zorunda
degildir, [14].
Tanm 3.13 ¢:IxR — E®

(s,v) > @(s,v)=a(s)+ve(s)
regle ylizeyi icin, Vs e | igin

P(s+T,v)=0(s,V)

olacak sekilde T >0 tamsayisi varsa, regle ylizeye kapalidir denir.

P(s+T,V)=a(s+T)+ve(s+T)=a(s)+ve(s) =p(s,v)

oldugundan kapali regle ylizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularin kiiresel gosterge
egrileri de kapalidir. Bir diger ifade ile bir periyod sonra her anadogru kendisi tizerine

gelir, [4,5,13].

3.4 Ortogonal Yoriinge

Tanim 3.14 Bir gp(s,v) regle ylzeyinin anadogrularinin her birini dik kesen egriye regle

ylzeyin ortogonal yériingesi adi verilir. Bir regle ylizeyin ortogonal yoriingesi
(e,dp)=0 (3.4)

bagintisi ile elde edilir, [5].
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Sekil 3. 7 Regle ylzeyin ortogonal yoriingesi

3.5 Striksiyon Egrisi

Tanim 3.15 Bir regle ylizeyde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas

dogrultman Gzerindeki ayagina striksiyon( merkez veya bogaz) noktasi denir, [5].

Tanim 3.16 Bir regle yiizeyin, anadogrusu dayanak egrisi boyunca yizeyi olustururken

striksiyon noktalarinin geometrik yerine regle ylzeyin striksiyon egrisi(¢izgisi) denir.

Bir regle yizeyin striksiyon noktasini c(s) ile gosterirsek, striksiyon noktasinin @

vektdriiniin yer vektorii, dayanak egrisinin «(s) yer vektérii, e(s) dogrultman

vektori ve dayanak egrisine olan u uzakhgi cinsinden,
c(s,u) = ax(s)+Ue(s) (3.5)

seklinde ifade edilebilir. u parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yer vektori ve

dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi e(s) ve e(s)+de(s) olan

komsu Ui¢ anadogrusu verilsin.
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Sekil 3. 8 Regle ylizeyin striksiyon egrisi

P,P" ve Q,Q" komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular Uzerindeki

ayaklari olsunlar. ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi

ex(e+eds)=exe/ds

bagintisindan dolayr exe, vektériine paraleldir. Limit halinde @ vektéri PP’ ile

cakisacak ve striksiyon egrisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla,
<e, @> =0, <e +e,ds, W}> =0,
olacagindan
<e5,P—Q> -0 (3.6)

elde edilir. Ayrica (3.5) denkleminden dayanak egrisinin S yay parametresine gore

turevi alinip ve (3.6) esitligi kullanilirsa,

<es,%>:0

ds

<eS,T +d—ue+ﬁes>=0
ds
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veya
<eS,T>+G||eS||2 =0

yazilabilir. Buradan

U=-— (e.T) (3.7)
(e..e)
bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektori icin (3.5) esitliginden,
- — e (s), T(s
c(s):o:(s)—< (5)T(s)) e(s) (3.8)

(e (s).e,(s))

elde edilir, [5,6].
Sonug 3.3

eEger (e e >=||es||2=0 ise regle ylzey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu

s1 s

durumda ylizey silindir olacaktir, [5].

(e, T)

(e e)

egrisi olacaktir, [5].

oU=-— =0 olmasI durumunda ise regle ylzeyin striksiyon egrisi dayanak

Tanim 3.17 Striksiyon egrisiz regle ylzeye tanjant yiizey adi verilir, [13].

Tanim 3.18 ¢(s,V) = a(S) +Vve(s) seklinde tanimli bir regle yiizey igin exe, #0 olmasi

durumunda regle ylzeye silindirik olmayan regle yiizey adi verilir. Dogrultmanlar
silindirik olmayan regle ylzeylerde her zaman dogrultu degistirirler. Her zaman ayni

dogrultu da hareket etmezler, [14].

Teorem 3.14 Silindirik olmayan bir regle ylzeyin striksiyon egrisi dayanak egrisinin

seciminden bagimsizdir, [14].
ispat «a ve B, ¢(s,V) =a(s)+Vve(s) regle yizeyinin iki farkli dayanak egrisi olsun. Bu
durumda,
a(s) +ve(s) = B(s)+w(v)e(s)
olacak sekilde w fonksiyonu yazilabilir. Bu a ve S dayanak egrilerine karsilik gelen

striksiyon egrileri ¢ ve ¢ olmak Uzere,
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ve

c(s) = B(s _<'BS(S)’ES(S)>
O=LO) e (5).e. ()

yazilabilir. Bu iki striksiyon egrisinin farkini alirsak,

e(s)

c(s)—c(s)=a(s)-B(s)-

e(s) (3.9)

—
—
K
—~
w
~
|
—| &>
—~
w
~—
W |~

elde edilir.
a(s) +Vve(s) = B(s) +w(v)e(s) oldugundan
a(s) = (s) = (w(v) - v)e(s) (3.10)
elde edilir. Bu esitligin S parametresine gore tirev alinirsa,
(e (8)=£.(5)) =(w(v)~V)e,(s) (3.11)

bulunur. (3.10) ve (3.11) denklemleri (3.9) denkleminde yerine yazilip dizenlenirse,

(w(v —v)es(s),es(s)>
(e (s).e,(s))

c(s) —c(s) =(w(v)-v)e(s) - < e(s)

veya

c(s)—c(s) =(w(v)-v)e(s)—(w(v)-v) 2

o~
w
—~
(7]
N—"
D
w
—_
(7]
—
Ny

veya
c(s)—c(s) =0
elde edilir. Buradan c=c bulunur.
Teorem 3.15 Silindirik olmayan acilabilir regle yizeyin dogrultman vektéri e(s), c(s)
striksiyon egrisinin teget vektoridur, [4,13].
ispat Regle yiizeyin dayanak egrisi striksiyon egrisi olarak alinirsa,
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yazilir. Ayrica regle yuzey acilabilir oldugundan dagilma parametresinin sifir olabilmesi
icin,
det(c,.e,e,) =(c,,exe,)=0
elde edilir. Buradan da
c/le

olur.
Teorem 3.16 Silindirik olmayan bir regle ylizey striksiyon egrisi cinsinden

¢(S,V) =c(s)+ve(s) seklinde tanimli olsun. Bu durumda regle yiizey v+ 0 durumunda
veya V=0 iken P, #0 durumunda reguler olur, [14].
ispat Yizeyin dayanak egrisi striksiyon egrisi oldugundan c, L e  dir. Ayrica c xe

vektori igin,

C,xele Sl . e.le o
esitlikleri yazilabilir ve esitligini de kullanirsak c,xe//e, elde
c,xe L c L,
edilir.
(c,xe,e,) ) ' |
A :W olmak tzere i¢ ¢arpimin geometrik yorumunu kullanirsak ¢, xe= Pe
s?1™s

seklinde elde edilir.
o(s,V) =c(s)+ve(s) regle ylizeyi igin
q)s = CS +VeS . ope
olmak Uzere ¢, xp, =C xe+Vve, xe=Pge, +Vve, xe elde edilir.
p, =€
Bu son esitligin normunun sifirdan farkli olmasinda regle yizey regiiler olacagindan,

lo, x@,|= P& +V2 e = (F’e2 +v2)||eS |°#0 olmalidir. Bu durumda regle yiizey

v #0 durumunda veya V=0 iken P, #0 durumunda regilerdir.

Teorem 3.17 Silindirik olmayan bir regle ylizey striksiyon egrisi cinsinden
¢(s,v) =c(s)+ve(s) seklinde tanimh olsun. Yuzeyin Gauss egrilik fonksiyonu K
ylzeyin her noktasinda sifirdan kiclktir ve yizeyin Gauss egrilik fonksiyonunu
dagilma parametresi P, cinsinden ifadesi
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~{ary) o

Ispat Bir regle yiizeyin Gauss egrilik fonksiyonu

seklindedir, [14].

MZ
EG-F?

seklinde tanimlandigindan silindirik olmayan ve striksiyon egrisi cinsinden tanimlanmis

bir regle yuzey igin

@, =C, + Ve,
P, =€
¢SV = eS

olmak Uizere

E=<g05,¢)s>=||CS||2+V2||eu||2, F :<¢S’¢V>:<CS’8> ’G:<¢v'¢V>:1' EG-F? :(l:)e2+v2)||es‘~”2

v _det(e.0.0.) det(e,.0.0) (2n0x0)_(e.cxetvexe)  Rle| Rl
VeG-Ft  VEe-Ft EG-Ft ([R*ev)lel (Rl (RTV)

bulunur. Buradan

elde edilir.
Sonug 3.4 Silindirik olmayan regle ylzeylerde, ylizeyin Gauss egriligi her zaman sifirdan
kiictktar, [14].
Teorem 3.18 Silindirik olmayan bir regle ylizey striksiyon egrisi cinsinden
@(s,v) =c(s) +ve(s) seklinde tanimli olsun. Yizeyin dagilma parametresi P, ve Gauss
egrilik fonksiyonu K olmak lizere asagidaki ifadeler gerceklenir, [14].

1) Dogrultman boyunca v— o« iken K — 0 e gider.

2)K=0<=P, =0

64



3) Yizeyin dagilma parametresi P, higbir noktada tanimsiz olmasin, bu durumda

K Gauss egrilik fonksiyonu sireklidir ve v=0 oldugunda yani striksiyon egrisi

tizerinde |K| fonksiyonu maksimum degerini alir ve |K|=$ seklinde
e

tanimlidir, [5,6]
ispat

1) Dogrultman boyunca v — oo iken limit alirsak,

(R)

lim-| —<)__|_0
V—>o0 (Pe2+V2)

elde edilir dolayisiyla K — 0 olacaktir.

2)K=—&=0<:> P,=0
(Pe2+V2)2 e

3)Yuizeyin dagilma parametresi P, higbir noktada tanimsiz olmadigini kabul edelim,

bu durumda K Gauss egrilik fonksiyonu siirekli olmasi asikardir.

P 2
|K|:L seklindedir ve bu fonksiyonun maksimum olabilmesi igin

(R +v?)

ifadenin paydasini kiigilmemiz gerektiginde v=0 elde edilir. Bu durumda |K|

fonksiyonu maksimum degerini alir ve |K| =% seklinde tanimli olur.

e

Teorem 3.19 ¢(s,V) =a(S)+Ve(S), ||e|| =1 seklinde tanimh bir flat regle yiizey icin,
1)Eger o'(s) =0 ise regle yiizey bir konidir.
2)Eger €'(s) =0 ise regle yiizey bir silindirdir.
3)Eger o'(s)=0,e'(s) =0 ikisi birden sifirdan farkli ise bu durumda regle yiizey
striksiyon egrisinin teget acilabilir regle yizeyidir, [14].
ispat
1) Eger a'(s)=0 ise a’'=qeR’® olacak sekilde sabit bir vektérdiir dolayisiyla

regle ylizey bir koni olur.
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2) Eger e'(s) =0 ise &' =qeR? olacak sekilde sabit bir vektordiir dolayisiyla regle
ylzey bir silindir olur.
3) Dayanak egrisinin striksiyon egrisi olabilmesi icin <a e >=0 olmalidir. Ayrica

s!¥s

regle yluzey flat ylzey oldugundan ylzeyin Gauss egriligi K =0 olmalidir.

2
P
K :—%:0 < P, =0 oldugundan det(c,,e,e, )=0 olmali boylece
(R*+v?)
as J— es . oye . . .
olmak tizere ¢ //e elde edilir. Sonug olarak regle yiizey striksiyon
o, Lexe,

egrisinin teget acilabilir regle ylzeyidir.

Ornek 3.5 M :{(xl,xz,x3)eE3|x3:xzsinxl,v><1,xz,xseR} ylzeyinin regle ylzey

oldugunu gosterelim. Ayrica striksiyon egrisinin genel denklemini ve agilabilir olup

olmadigini inceleyelim.

X, =S, X, =V ve X, =vsins olarak yazilabileceginden y(s,v)=(s,v,vsins) seklinde
yazilabilir.

Yiizeyi dayanak egrisi ve kliresel gosterge egrisi cinsinden ifade etmek istersek
o(s.v)=(s,0,0)+v(0,1sins), [e(s)|=+1+sin’s

veya

o) ~(:00) o0, I, (52

Ol H
J1+sin?s \f1+sin?s
seklinde yazilabilir.

Yiizeyin striksiyon egrisi ise

(e (). T(s))
(e.(s).e.(5))

seklinde tanimli oldugundan <es(s),T(S)>=0 oldugundan c(s)=a(s) seklinde elde

c(s)=a(s)- e(s)

edilir. Yani ylizeyin striksiyon egrisi dayanak egrisidir.
Yiizeyin dagilma parametresi
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_ det(a,,e,¢,)

P =
N

1
bagintisindan P, =—— # 0 oldugundan regle yiizey agilabilir degildir, [5].
COoSS

3.6 Regle Yiizeylerin integral invaryantlari

Tanim 3.19 H/H' kapali uzay hareketinde H uzayinda secilen her dogru H' de

kapali bir regle ylizey gizer. Bir
p(s,v)=a(s)+ve(s)
regle ylizeyinin dogrultmanlarin dik yéringeleri igin <e,d(p> =0 yazilir. Bu durumda

e, da)
e,da +dve+edv)=0

e, da)+dv||e|| =0
e, da)

{
{
{
{

bulunur ve bu ifadenin a kapali egrisi boyunca integrali olan,
e, da)=¢ -—dv 3.13
Cj5(a)< > CJS(vt) ( )

ile tanimlanan

L:I>R

v L (V)= —cﬁ(a) dv (3.14)

fonksiyonuna kapali regle ylzeyin a¢ilim uzunlugu ( adimi ) fonksiyonu denir.

Acilim uzunlugunun verilen tanimi bize e dogrultmaninin, o =«a(S) egrisine gore
kapal regle yizeyi cizdiginde, kendi dogrultusunda —Sf)(a)dv kadar ilerleyerek ilk
konumu ile ¢akistigini soyler.

Bu nedenle e dogrultmaninin P, noktasindan baglayan baslayan ortogonal yoriingesi,
bir periyod sonra ayni € dogrultmanini P, den farkli P, noktasinda keser. Ortogonal
yoriingeler ¢ikis noktasindan bagimsiz oldugundan, L, acilim uzunlugu kapali regle

ylzeyler icin bir integral invarianttir, [5].
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Teorem 3.20 Agilabilir kapali regle ylzeyin agiim uzunlugu striksiyon egrisinin

uzunluguna esittir, [5].

Ispat Regle yiizeyi kapali ve acilabilir olsun. Dayanak egrisini de striksiyon egrisi olarak

alirsak ¢(s)=a(s) olmasiigin,

c(s)=a(s)- <<::":-S>> e(s)

denkleminden

(a,,6,)=0 olup o, Le, (3.15)
elde edilir ve ylzey acilabilir oldugundan

P, =0 = det(,,e,e,) =0 (3.16)
esitligi kullanilirsa (3.15) ve (3.16) denklemlerinden, «, //e yani c,//e elde edilir.

Eger dayanak egrisinin yani striksiyon egrisinin yay parametresi S ise

dc

—=e 3.17
s (3.17)

olarak alinabilir.

(3.17) denklemini (3.14) denkleminde yerine yazarsak,

d dc d
L= % (e.de) = CJ5(c><d_§ ! dc> - (ﬁ<c)<d_§ ! d_§>dS
L, = <.f>(c) (c,,c,)ds = <j§(c) ds

seklinde acilim uzunlugu (adimi) fonksiyonu elde edilir.
Tamim 3.20 Anadogrusunun birim dogrultman vektéri € olan bir @(s,V) regle

ylzeyinin anadogrularina dik bir dogrultunun bir periyod sonra ilk konumu ile yaptig

aglya regle yuzeyin agilim agisi denir ve A, ile gésterilir, [5].

Teorem 3.21 Anadogrusunun birim dogrultman vektori e olan bir kapal regle

ylzeyinin L, a¢ilim uzunlugu ve A, acihm agisi, sirast ile, e nin H/H' uzay hareketinin

Steiner 6teleme vektori (Ek A, A.8) ile tanimlanan V ve Steiner dénme vektdrii (Ek A,
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A.7) ile tanimlanan D uzerindeki izdGsUmlerine esittir. L, agilim uzunlugu ve 4, acihm
acistigin
L =(V.e)
o (3.18)
4, =(D,e)

elde edilir ve agilim agisi da regle yulzeyler igin acim uzunlugu gibi bir integral

invariantidir, [5].

ispat ¢(s,V) regle yiizeyinin e dogrultman vektdrini

a=e
olacak sekilde bir ortonormal (i¢ ayaklinin ilk vektorini a olarak alalim. Dogrultmana

dik olan vektéri a? birim vektori olarak alirsak
& =a xa,
seklinde {i,aj,a?} ortonormal istemini elde ederiz. Bu durumda regle ylizeyin

dayanak egrisi boyunca hareket eden H hareketli uzayi

H= Sp{a’;z’gs} e

seklindedir. Bir tam periyoddan sonra dogrultmanin ilk ve son konumlari ayni

olacagindan i* ve 5; ile gosterilecek olan bu konumlar igin
& =8

elde edilir. Ayni sekilde Gg¢ ayaklinin diger vektorlerinin ilk ve son konumlarini, sirasi ile,

_— * K

a,,a, ve a, ,a, ile gosterelim. Béylece sabit sistemi {E(SO);;@*@*} ve hareketli

sistemi de {E(S);a,g,g} seklindedir. ikinci ve Uglincii eksenlerin ilk ve son

konumlari arasindaki agi x ise bu durumda,

a =a cosu-—a. sin
e H i3 H (3.19)
a,=a, sinp+a, cosp, p=p(s)
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yazilabilir. H/H"' hareketinin degisimi icin S yay parametresine gore diferensiyel

alinirsa,
dg:daj*COSy—di*siny+(—§2*sin,u—i*cos;z)dy
di=daj*sin,u+d%*cos,u+(5;cos,u—%*sin,u)dy

*

elde edilir. aj ve a—3 sistemde sabit olduklarindan,
da, =da, =0
bulunur. Dolayisiyla,

da, :(—E;sinu—g;cosu)dy
da, =(§2*c03y—i*siny)dy
olacagindan (3.19) esitliklerinden

da, =—a,du
da, =a,du

bulunur. Buradan du ¢ozilurse,
~du=(da; )= (o, das)

elde edilir. Eger bu son esitligin (o(s,v)regle ylzeyinin dayanak egrisi boyunca

integralini alirsak agihm agisinin A, degeri

Ao = _qg(a) du

veya

A = @(a)<d . i> - —(J.D(a)<aj, £>

olarak elde edilir.

Ayrica {a(s);al,az,ag} sisteminin degisimi icin (Ek A, A. 49) nolu denklemdeki @
matrisini kullanirsak,
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seklinde yazilabileceginden
(day,a,) =~ (a,,da;) = oy
seklinde elde edilir. Buradan agilim agisi ve

A, = —gi(a) o, (3.20)

olarak bulunur. Diger taraftan H /H ' hareketinin (Ek A, A. 7) denklemi ile tanimlanan

Steiner dénme vektéri icin
5=, (o o o) af, o +af oo, o
.
(5)-(0.a)
COR

esitlikleri elde edilir. (3.20) ve (3.21) denklemleri kullanilirsa regle ylzeyin agilim agisi

(3.21)

icin
h <D’ e> - Cj}(a)wl
esitligi bulunur. Ayrica H / H ' hareketinin (Ek A, A. 8) deki Steiner 6teleme vektori
V=[ da
L

kullanirsak  (3.13) numarali denklemdeki acihm uzunlugu icin a=e olarak

sectigimizden
L={V.e)
elde edilir, [5].

Sonu¢ 3.5 Regle yilzeyin dayanak egrisi boyunca H/H' hareketinde H hareketli

uzayini H =Sp {T, N, B}a(s) olsun. Bu durumda hareketin Steiner dénme vektori icin
D =<JS( (T +xB)ds (3.22)
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elde edilir. Benzer sekilde € = (e,,e,,6;) e H dogrultusu iginde Steiner 6teleme vektéri
V=| da
L
oldugundan
V= Tds 3.23
J(a) ( )
elde edilir, [5].

Teorem 3.22 Kapal bir regle ylzeyin dayanak egrisi boyunca {T,N,B} Frenet
vektorlerinin hareketinde, hareketin Steiner donme vektorinilin bilesenleri bu
{T, N,B} Frenet vektorlerinin temsil ettigi dogrularin gizdikleri regle ylzeylerin agilim
acilarindan ibarettir, [5].

Ispat Regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca H/H' hareketinde H hareketli uzayini

H=Sp{T,N, B}a(s) olsun. Bu durumda hareketin Steiner dénme vektéri

D= gS(a)TTds + d}(a) KxBds
seklindedir.

Dayanak egrisinin T,N,B vektorlerinin hareket sirasinda gizdikleri regle ylzeylerin

acitlim acilariigin, sirasi ile, (3.18) esitligi kullanilirsa,

4 =(D.T),

A = (a)TdS;

A =(DN), (3.24)
Ay =0;

% =(D,B),

Ag = xds;

denklemleri elde edilir. Ayni sekilde acilim uzunluklari da, sirasi ile,
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LN:<(@d5JV> (3.25)
0

dir. (3.24) ve (3.25) denklemlerinden hareketin Steiner donme vektoriinin (3.22)

denklemindeki ifadesi icin
D=AT+AN+1,B=AT+AB (3.26)
bulunur.

Teorem 3.23 Bir «: 1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapal uzay
hareketinde H uzayindaki sabit bir € dogrusunun H' de cizdigi regle ylizeyin ac¢ilim

acisl, secilen dogrunun asli normal dogrultusundaki bileseninden bagimsizdir, [5].
ispat {T, N, B} sistemine bagl sekilde hareket eden bir e dogrusunun cizmis oldugu
regle ylizeyi icin, e vektdri bu sisteme gore tek tirli olarak

e=eT +e,N+¢,B, e’ +e,+e° =1 (3.27)

seklindedir. Bu durumda €,1<i<3 bilesenleri H uzayinda sabittir. edogrusunun

cizdigi regle ylizeyin acilim acisi (3.26) ve (3.18) denklemlerinden A, agilim agisi

2, =<5,e>
Ao =(A4T +4;B,eT +e,N +¢,B)
Ao = A8 + A8

elde edilir.

Bu durumda bir sonraki teorem de ispatlanmis olur.
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Teorem 3.24 Bir «: 1 — E? kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali
uzay hareketinde H uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' de cizdigi regle ylizeyin

acitlim agisi ile harekete katilan T,B Frenet vektorleri ile belirlenen dogrularin H' de

cizdikleri regle ylzeylerin agilim agilari arasinda
Ao = Ar8 + A8
lineer bagintisi vardir, [5].

Teorem 3.25 Bir ;| — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali

uzay hareketinde H uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' de ¢izdigi regle ylizeyin
acihm uzunlugu, hareketi belirten a(s) egrisinin, T tegetinin ¢izdigi regle ylzeyin

acilim uzunlugu ile e dogrusunun teget yonindeki bileseninin ¢carpimidir, [5].

Ispat € dogrusunun cizdigi regle yiizeyin L, acihm uzunlugu igin (3.18) denkleminden
L, =<I)(a)<da,e>
L, = g[)(a)(Tds,elT +e,N +¢,B)

L =e ds
=eq,
ve ayrica (3.25) denkleminden

L. = @)(a) ds

oldugundan

L, =el, (3.28)

elde edilir.

Teorem 3.26 Hareketli H = Sp{T, N, B} uzayinin sabit H' sabit uzayina gére kapali ve

1-parametreli H/H' hareketinde H wuzayindaki sabit bir e dogrusunun H'
uzayinda ¢izdigi regle ylzeyin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart bu regle ylizeyin
dayanak egrisinin, harmonik egriligi

e (KoL)

h:?:(;teLT _LeA’T)Le 5:29)
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olacak sekilde bir egilim gizgisi olmasidir, [5].

ispat {T,N,B} sistemine bagli olarak hareket eden bir e dogrusunun cizdigi regle

ylzeyin acllabilir olmasi icin dagilma parametresi, dolayisiyla (3.3) denklemden

det(c;ﬁ,e,%j ifadesi sifir olmalidir. (3.27) esitliginden tirev hesaplanirsa, € dogrusu
S S

H hareketli sisteminde sabit oldugundan

de

- exN+e,(—«T +7B)+e;(—zN)
de
& =—e,kT +(81K—832') N +e,7B

bulunur. Béylece

d—axe:T x e
ds
C;—Z:ezB—eSN

oldugundan

det(d—a,e,% = Txe,%
ds ds ds

det(d—a,e,@ =<eZB—e3N,%>
ds ds ds

det(%—?,e,% =e,’r—¢,(ex—€,7)=0

(e +e)r—eex=0

K (ezz +e32)
T ee

ve ayrica &° +e,” +&,°> =1 oldugundan

= (3.30)

elde edilir. Ayrica (3.28) ve (3.29) denklemlerinden €, ve e, ¢ozlllrse
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Y (3.31)
L

A= ey
L

:M (3.32)
L 7

&

elde edilir. e ve e, degerleri (3.30) denkleminde yerine yazilirsa

K _ (LTZ_LeZ)/lB
T (ﬂ’e LT - Leﬂ’T ) Le
bulunur. Ayrica e dogrusu {T, N, B} sisteminde sabit bir dogru oldugundan, bu sisteme

gore bilesenleri e, e,,e, de sabit olacak ve dolayisiyla (3.30) denkleminden

h :fzsabit
T

elde edilir.

Teorem 3.27 Bir a1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali uzay

hareketinde (a)eérisinin harmonik egriligi ile harekete katilan asli normal ve binormal

dogrularinin H' uzayinda gizdikleri regle ylizeylerin dagilma parametreleri arasinda

bagintisi vardir, [5].

ispat Bir o : 1 — E® egrisi boyunca tanimlanan bir H/H ' uzay hareketinde H uzayini

geren {T,N,B} Frenet vektorlerine karsilik gelen dogrularin H' uzayinda cizdikleri

regle ylizeylerin dagilma parametrelerini hesaplayalim.

Egrinin T birim teget vektoriine karsilik gelen dogrunun H' uzayinda ¢izmis oldugu

regle ylzeyin drali P, olmak lzere (3.3) denkleminden
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det(da,T,dT) det[T,T,de
ds d _ d

PT=‘

dir. Egrinin N asli normal vektorine karsilik gelen dogrunun H' uzayinda ¢izmis

oldugu regle yiizeyin drali P, olmak tzere (3.3) denkleminden

de ., dN
5 det(ds’N'dsj_det(T,N,—KT+rB)
" ‘dN ’ |-xT +TB||2
ds
PN:(B,—ZCT+22'B>= 21 : (3.33)
(+7%)  (°+7%)

dir. Egrinin B binormal vektérine karsilik gelen dogrunun H' uzayinda gizmis oldugu

regle ylzeyin drali P, olmak lzere (3.3) denkleminden

da _ dB
) det(ds’ B’dsj _ det(T,B,—zN)
i dB|’ [N
ds

(3.34)

dir. Ayrica (3.33) esitliginin pay ve paydasi 72 ile béliiniirse

1/t
K2

— |+1
=)

olur. Diger taraftan (3.34) esitliginden dolayi

P, =
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elde edilir.
Teorem 3.28 Bir o : 1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali uzay
hareketinde (a)eérisinin bir egilim cizgisi olabilmesi icin gerek ve yeter sart H/H'

hareketine katilan asli normal ve binormal dogrularinin H' uzayinda cizdikleri regle

ylzeylerin dagilma parametreleri arasinda

Ll = sabit (3.35)
I:)N

bagintisi saglanmalidir, [5].

ispat (=): Teorem 3.27 geregince «:1 — E® kapall egrisi boyunca tanimlanan bir

H /H "' uzay hareketinde (a)egrisinin harmonik egriligi ile harekete katilan asli normal

ve binormal dogrularinin H' uzayinda cizdikleri regle yizeylerin dagilma parametreleri

arasinda
2
(5] L] (3.36)

bagintisi vardir ve (3.35) esitligi kullanilirsa,

i = sabit
I:)N
elde edilir.
P K ?
(e<): = =sabit ise (—j = sabit
Py T
olacak ve
K. sabit
T

78



olacagindan (&) egrisi bir egilim cizgisi olur.

Teorem 3.29 Bir «: 1 — E® kapall egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapal uzay
hareketinde H uzayindaki sabit e bir dogrunun H' uzayinda cizdigi regle ylizeyin

acllabilir olabilmesi igin gerek ve yeter sart H/H' hareketine katilan {e,T,N}

dogrularinin  H' uzayinda cizdikleri regle ylzeylerin agilim acilari ile dagilma

parametreleri arasinda

P, (L°-L7) 4’

B —+1 (3.37)
Pe (AL -LA )L,

bagintisinin var olmasidir, [5].

ispat Teorem 3.26 geregince hareketli H :Sp{T, N, B} uzayinin sabit H' sabit
uzayina gore kapal ve 1—parametreli H/H' hareketinde H uzayindaki sabit bir e
dogrusunun H' uzayinda cizdigi regle yizeyin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart
bu regle ylizeyin dayanak egrisinin, harmonik egriligi

h:E: (LTZ_Lez)ﬁ’B

4 (j‘eLT _LeA’T)Le

olacak sekilde bir egilim ¢izgisi olmasidir. Ayrica Teorem 3.27 de tanimlanan

2
(5) L
T Py

esitligini de kullanirsak,

2
(sz _ (LTz_Lez);LB =i_
T (AL -LA )L | P

2
iz (LTZ_LeZ) /IBZ +l
Po (AL -LA ) L2

elde edilir.

Ozel durumlar

{T,N,B} Frenet vektorlerine bagli sekilde hareket eden
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e=eT +e,N+e,B, e°+e°+e =1
dogrusu icin 6zel durumlari incelersek asagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 3.30 Bir o : 1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapal uzay

hareketinde H uzayinda normal diizlemdeki sabit e bir dogrusunun H' uzayinda
cizdigi regle ylzeyin agilabilir olabilmesi igin (a) egrisinin diizlemsel bir egri olmalidir,
[5].

Ispat Eger e dogrusu normal diizlemde ise e =0 olacagindan (3.30) denkleminden

dolayi
(e +e7)=0

elde edilir. Bu durumda ya e,° +e,> =0 veya =0 olmalidir. Bunlardan e,” +e,° =0

olmasi e’ +e,’ +e,” =1 olmasi ile gelisir ve miimkiin degildir. Bu nedenle 7 =0 olacak

ve dayanak egrisi oskiilator diizlemde kalacak yani bir diizlemsel egri olacaktir.

Teorem 3.31 Bir «:1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H"' kapali uzay
hareketinde H uzayinda oskiilatér diizlemdeki sabit e bir dogrusunun H' uzayinda
cizdigi regle yuzeyin acilabilir olabilmesi igin (a) egrisinin dizlemsel bir egri veya

e =T olmalidir, [5].

ispat Eger e dogrusu oskiilatér dizlemde ise e, =0 olacagindan (3.30) denkleminden

dolayi
7e," =0

elde edilir. Bu durumda ya €, =0 veya 7 =0 olmalidir. &, =0olmasi durumunda e=T

elde edilir. 7 =0 olmasi durumunda ise dayanak egrisi oskiilator diizlemde kalacak yani

bir diizlemsel egri olacaktir.

Teorem 3.32 Bir «: |1 — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali uzay

hareketinde H uzayinda rektifiyan dizlemdeki sabit e bir dogrusunun H' uzayinda
cizdigi regle vyizeyin acilabilir olabilmesi igin {e,T,N} dogrularinin integral
invaryantlari arasinda
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i_ (ﬂ’eLT B Leﬂ'T )2 1
P, L%’

o
bagintisi saglanmalidir, [5].

ispat Eger e dogrusu rektifiyan diizlemde ise e, =0 olacagindan (3.30) denkleminden
dolayi

_&
€

SN

bulunur. Ayrica e, ve e, iin (3.31) ve (3.32) esitlikleri kullanilirsa,

EZAeLT_LeﬂT (3 38)
T L s '

seklinde 6zel bir durum olarak elde edilir. (3.36) denkleminden K ¢cOziilerek (3.38)
T

denkleminde yerine yazilirsa

5_1Z(AGLT—LJT]

I:>N Lele2

PB (ﬂ'e LT - LeAT )2
5= ;2 1
I:)N Le /18

elde edilir.

Teorem 3.33 Bir «: |1 — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali

uzay hareketinde (C) egrisini striksiyon egrisi olarak kabul eden, H uzayindaki

dogrularin H' uzayinda olusturduklari, regle yizeylerin anadogrulari daima ¢ nin

rektifiyan diizleminde kalir, [5].

ispat Bir
(s10) =ar(5) 1ve(s), Je]-1

seklinde tanimli regle yizeyi icin striksiyon egrisinin yer vektori C ve dayanak egrisine

uzakligi (3.7) denkleminden dolayi
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oldugundan striksiyon egrisinin dayanak egrisi olabilmesi igin u=0 yani
(e,T)=0 (3.39)

olmalidir. e dogrusunun, striksiyon egrisi Frenet vektorlerine bagh sekilde hareket

edeceginden dogrunun (3.27) denkleminden tirev alinirsa

de

e D;e=—e,T +(ex—e,;z)N +e,B

elde edilir. Bu ifade (3.39) denkleminde yerine yazilirsa

(—e,xT +(ex—e;r)N+e,7B,T)=0

e,k =0
elde edilir. Buradan x # 0oldugundan €, =0 olmak zorundadir.

Teorem 3.34 Bir «: 1 — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali
uzay hareketinde (C) egrisini striksiyon egrisi olarak kabul eden, H uzayindaki

dogrularin H' uzayinda olusturduklari, regle yiizeyin acilabilir olmasi icin ylizey teget

acilabilir ylizey olmahdir, [5].

ispat Teorem 3.33 geregince bir «: 1 — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir
H/H" kapal uzay hareketinde (c) egrisini striksiyon egrisi olarak kabul eden, H
uzayindaki dogrularin H' uzayinda olusturduklari, regle ylizeylerin anadogrulari daima

C nin rektifiyan dizleminde kalacagindan e, =0 seklindedir.
Bu durumda (3.3) denkleminden yiizeyin P, dagilma parametresini hesaplarsak
det(T,eT +e,B,(ex—e,)N)
(e —e;7)N ||2

(—e;N, (e —e,7)N)

(e — esr)2

e

e

—€
p-———=2 (3.40)
&K — 6T
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bulunur. Regle ylizeyin acilabilir olmasi i¢in dagilma parametresinin sifir olmasi

gerektiginden (3.40) denklemine gére e, =0 olmalidir. Ayrica e, =0 oldugunu da

kullanirsak e, =€, = Oesitliginden

veya

elde edilir. Bu durumda ylzey teget acilabilir ylizeydir.

Teorem 3.35 Bir «:1 — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali

uzay hareketinde (C) egrisini striksiyon egrisi olarak kabul eden, H uzayindaki
dogrularin H' uzayinda olusturduklari, kapal regle yiizeyin agilim agisi A, striksiyon

egrisinin toplam burulmasina esittir, [5].
Ispat Teorem 3.34 geregince e =T olmalidir. Buna gore regle yiizeyin A, acilim agisi
icin (3.18) esitligini kullanirsak
A =4 =(D,T)
veya

2o = =rds (3.41)

elde edilir. Yani kapal regle ylizeyin agilim agisi striksiyon egrisinin toplam burulmasina

esittir.

Teorem 3.36 Striksiyon egrileri kiiresel kapali birer egri olan regle ylizeylerin acilabilir

olmasi icin gerek ve yeter sart aciim acilarinin sifir olmasidir, [5].

Ispat Kapali kiiresel egrilerin toplam burulmasi sifir oldugundan Teorem 3.35 geregince

(3.41) esitliginden
o=l =Prds=0

elde edilir. Diger taraftan striksiyon egrisi kiiresel kapali bir regle ylizey icin acilim acisi

4, =0
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ise

Ao = Jr€ + 2, =0 = e, xds =0
bulunur. Buradan e, =0 veya cjwcds=0 olmalidir. &, =0 olmasi durumunda Teorem
3.33 geregince e, =0 oldugundan ¢, =1 ve e =T bulunur. qSKdS:O ise x>0,ds>0
oldugundan (j‘)de =0 integralinin igi sifir olmahdir, yani

xds=0

olmalidir. Buna gore x # 0oldugundan ds =0, s =sabit olmalidir. Bu halde striksiyon

egrisi bir noktadan ibaret oldugundan regle yizey bir konidir.

Teorem 3.37 Kapali bir regle ylzeyin agilim uzunlugu striksiyon egrisinin uzunluguna

esit ise regle ylzey acilabilirdir. Bu durumda

)

esitliginin saglanmasi kapali regle ylzeyin agilabilir olmasi igin yeterlidir, [5].

Ispat Kapali bir regle yiizeyin acilim uzunlugu striksiyon egrisinin uzunluguna esit

oldugundan

Le - q.)(c) ds

esitligi saglanir.

E:C(S), c striksiyon egrisinin bir A noktasindaki yer vektéridir. ¢ nin uzunlugu L

ile gosterilirse

= (3.42)
L =L :cﬁ <e,%ds>
(©\ ds

olarak yazilabilir Ayrica

84



oldugundan (3.42) ifadesini

seklinde yazilabilir. Buradan

c.[.) 6,%3 —<j> %% ds=0
(¢)\ " ds )\ ds ds

veya

- dc dc
CJS e——,— Jds=
(©) ds ds

(3.43)

elde edilir. Buradan ?, S yay parametresi oldugundan Aec noktasinda M regle
S

ylzeyinin teget dizleminde yatan bir birim vektordir. Eger M nin A noktasinda e

o , o .= .=~ dc - . .
dogrusuna dik olan bir birim vektor r ise e,d— ve I ayni dizlemdedirler ve
S

dolayisiyla

T, (A):Sp{r,e}
olur. Bu durumda

dc - -
— =CO0S pe+sin pr
ds

olur. Burada p=p(s), S nin bir periyodik fonksiyonu olup periyodu L dir. Bu durumda
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- dc - . -
(1= _
e = (1—cos p)e—sin pr

- dc dc

e——, —
ds ds

g dC dC 2 - 2

e——,— )=C0Sp—COS p°—sinp
ds ds

E—E E —cosp—1
ds’ ds p

>: (1-cos p)cos p—sin p’

olur. Boylece (3.43) ifadesi

gs(c)(cos,o—l) ds=0 (3.44)
seklini alir.
—-1<cosp<1
oldugundan
-1-1<cosp-1<1-1
—2<cosp<0
elde edilir.

A noktasi Gzerinde C yi ¢izerken S parametresi de monoton artar. Bu nedenle s yay
parametresi A noktasinin monoton artan bir fonksiyonudur. Bu nedenle (3.44)

denklemindeki integralin alti cos p—1<0 ve ds de isaret degistirmediginden (3.44)

integralinin 6zdes olarak sifir olmasi ancak
(cos p—1)ds=0
olmasi ile mimkindir. Buradan
cosp—-1=0 (3.45)
veya
ds=0 (3.46)
olmalidir. (3.45) olmasi durumunda

cosp=1=p=0
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olur bu durumda

- dc
e=—
ds

olmalidir, bu ise M yiizeyinin agilabilir ylizey olmasidir. (3.46) durumunda ise
ds=0=L=¢ 0=0
(©)
olacagindan M yiizeyinin ¢ striksiyon egrisi bir noktaya buzllir ki bu durumda
M yizeyi de bir koni (agilabilir regle ylizey) olur.

Sonug 3.6 Acllabilir regle yiizeyin agilim uzunlugu 0 ise striksiyon egrisi bir nokta ve

dolayisiyla regle ylzey bir koni olur, [5].
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BOLUM 4

DARBOUX CATILI REGLE YUZEYLERIN KARAKTERISTIK OZELLIKLERI

Bu béliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. ilk olarak regle yiizey {izerinde Darboux
catisi tanimlanmis ve Darboux ¢atisi ile Frenet ¢atisi arasindaki iliski verilmistir. Daha
sonra bu catiya baglh olarak regle ylizeyin karakteristik 6zelliklerinden bahsedilmistir.
Regle ylzey uzerinde tanimladigimiz Darboux ¢atisi H. Hilmi Hacisalihoglu’ nun [5]
“Diferensiyel Geometri” kitabinda tanimladigi ve A. Sarioglugil ve A. Tutar [6]

tarafindan kullanilan {T,e, n} dik catisinin genellemesidir.

4.1 Regle Yiizeylerde Darboux Catisi

Tanim 4.1 M,E® de ¢(s,v) = a(s)+Vve(s) denklemiyle verilen bir regle yizey olsun.
a(s) dayanak egrisinin birim teget vektor alani T(s) ve M yiizeyinin birim normal

vektor alani n(s) olmak Uzere,

T(s)=d'(s)=«, (4.1)

n(s)= 2O _ (a'(s)+ve'(s))xe(s) _ (a +ve)xe  (a, +ve)xe
lo. %o, |(a'(s)+ve'(s))xe(s)| (e, +ve,)xe| [

1
e, +ve, | ~{a e) |

seklinde tanimlidir.

g =nxT seklinde tanimlanirsa,

a.+Ve, )xe
oo lmre)ce

[l +ve [ ~(at,.) |

S

88



o (V(as,es)+1)e—(as,e)(asl+ves)

o, +ve [ ~{a.€) |

elde edilir ve g vektori igin,
ol =In>T]={n][T{sin0" =1

(T,g)=0
(T,n)=0

dzellikleri saglandigindan, regle yiizeyin {T,g,n} Darboux ¢atisi
T(s)=a'(s)=«,

(v(a.e)+1)e—(a,.e)(a, +Ve,)

1
[, +ve [ ~(a.e) |

(o, +ve,)xe
1
[, +ve, | ~(a.€) |

denklemleriyle tanimlanir.

g(s)=

n(s) =

(4.2)

Ayrica ylizeyin e dogrultmani igin <e,n>=0 oldugundan, dogrultman vektori teget

diizlemde bulunacagindan {T,g} sistemi tarafindan gerilecektir.

Regle ylzeyin a(t) noktasindaki e dogrultmaniile T teget vektorl arasindaki agi ¢

olmak tzere,
e=Tcos¢g+gsing

seklinde yazilabilir.
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Sekil 4. 1 Regle yuzey lizerinde Darboux ¢ati

Ozel Durumlar
1)e=Tcosg+gsing esitliginden ¢ =0 alirsak e=T elde edilir. Bu durumda regle

ylizeyin genel denklemi ¢(s,v) =a(s)+va'(s) seklini alir, yani teget agilabilir
ylzey elde edilmis olur. Béylece Darboux ¢ati

T(s)=a'(s)=¢e(s)

n(s)= es(z)xse(‘s)

seklinde elde edilir.

2) e=Tcosg+gsing esitliginden ¢=% alirsak e L T elde edilir. Boylece (4.1)
denklemleri ile tanimlanan yizey lizerindeki Darboux gatisi {T,e,n} seklini alir.
H.Hilmi Hacisalihoglu’ nun [5] ve A.Tutar ve A. Sarioglugil’in [6] calismasi elde
edilmis olur. Bu durumda asagidaki bagintilar gegerlidir.

T(s)=a'(s)
g(s)=e(s)
(o, +ve,)xe

X .
le. >0, [”as e, ”2 _ <as’e>J2
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M regle yiizeyinde o dayanak egrisinin ¢ (t) noktasindaki Frenet vektérleri {T,N,B}
ve yiizeyin o (t)noktasindaki Darboux catisi {T,g,n} olmak izere, yiizeyin g birim

vektoril ile dayanak egrisinin birim normal vektoér alani N arasindaki agi € ve e

dogrultmani ile T teget vektorl arasindaki agi ¢ olsun. Bu durumda cgatilar ve birim

dogrultman arasindaki iligki Sekil 4.2’ de verilmistir.

B
79
n\. _/.
\ \ /.
DY S
) N
¢\
T \
\)
e

Sekil 4. 2 Frenet ¢atisi ile Darboux ¢atisi arasindaki iligki

Teorem 4.1 E*’de ¢(s,V) = a(s) +Vve(s) denklemiyle verilen bir regle yiizey M olsun.

Bu regle yiizey lzerinde tanimlanan Darboux ¢atisina ait tlirev denklemleri

T 0 x, &, [|T
9'|=|-xg 0 759 (4.4)
n’ -k, -1, O |[n

bigcimindedir. Burada «, geodezik egrilik, &, normal egrilik ve 7, geodezik burulmadir.

Regle ylizeyin e =T cos¢g+gsing dogrultmani igin €, tirev denklemi,
e, =—Tg¢'sing+T'cosg+g@' cosg+g'sing
esitliginden
e, =—¢'singl +cos¢(z<gg +z<nn)+¢$'cos¢g +sin ¢(—z<gT +rgn)

veya
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e, =—sing(x, +¢4')T +cosg(x, +4')g+(x, cosg+z,sing)n (4.5)
seklindedir.

Tanim 4.2 M,E® de ¢(s,v) = a(s)+ve(s) denklemiyle verilen bir regle yiizey olmak
lizere, YVeR sabit degeri igin M yiizeyinin bir ¢(s,v=sabit)=/(s):1x{v} >M
egrisi vardir. Bu egrinin teget vektor alani ise,
B.o=a +ve, =T+ve =T

esitliginden

T = (1—v¢'sin¢—v;<g sin ¢)T +vcos¢(z<g +¢’) g +v(z<n COS ¢+ 17, Sin ¢)n (4.6)
seklinde elde edilir.
T~ teget vektorii ile e dogrultmani arasindaki iliski ise

<T*,e> =C0S ¢ (4.7)

seklindedir.
4.2 Darboux Catili Regle Yiizeylerde Dagilma Parametresi

Tanim 4.3 M regle yiizeyinin dagilma parametresi (3.3) esitliginden

_ det(a,,e,¢,)
e T L
e

seklinde tanimlidir. Bu esitlikte {T, g,n} dik catisi icin elde edilen, sirasiyla, (4.1), (4.3),

(4.5) denklemlerinden «,e ve e, degerleri kullanilirsa,
det(c,,e,€,) =sing(x, cosg+z,sing)
ve
2 2\
||es||:((¢'+z<g) +(z<n COS@+17,Sin ¢) )

elde edilir.

Bu degerleri ylizeyin dagilma parametresinde yerine yazarsak, dagilma parametresi

{T,g,n} dik catisi igin

92



o_ sing(x, cos g+, sing) ws)

: ((¢'+ K, )2 +(, cosg+ 1z, sin ¢)2)

seklinde elde edilir.
Not 4.1 Bu durumda Bolim 3’ de herhangi bir catidan bagimsiz olarak tanimlanan

dagilma parametresi &

K, , 7, degerlerive ¢ acisina gore tarif edilmis olur.
4.3 Darboux Catili Agilabilir Regle Yiizey
Teorem 4.2 ¢(s,v) Darboux ¢atili regle ylzeyinin agilabilir olabilmesi igin gerek ve
yeter sart i, Cosg+7,sing=0 olmaldir.
ispat (=): ¢(s,v) Darboux catili regle yiizeyinin Tanim 4.2’ de tanimlanan T~ teget
denklemi (4.6) esitligi ile

T =(1-vg'sing—vi, sin )T +vcosg(x, +4¢') g +Vv(x, cosg+z,sing)n
seklinde tanimlanmis olup, anadogrular boyunca teget diizlemin ayni kalmasi igin

ylzeyin normalinin katsayisi sifir olmalidir. &, cosg+z,sing=0 Bu durumda P,

dagilma parametresi sifir olur.
(<:): Kabul edelim ki Darboux catili regle yilizeyin dagilma parametresi sifir olsun.

Boylece (4.8) esitliginden sin ¢(K‘n CoS ¢+ 17, Sin ¢):O olmalidir. Bu durumda sing =0

veya i, COS@+17,Sing =0 olmaldir.

sing =0 olmasi durumunda (4.3) ile verilen e=T elde edilir. Boylece (4.6) denklemi

ile verilen T" =T olup, anadogrular boyunca teget diizlem ayni kalir.

K,C0sp+7,sing=0 olmasi durumunda ise (4.6) ile verilen
T = (1—v¢'sin ¢ —Vic, sin ¢)T +vcos¢(z<g +¢’) g +v(z<n Cos ¢+ 17, sin ¢)n

teget denkleminde

T = (1—v¢'sin ¢ —Vic, sin ¢)T +vcos¢$(zcg +¢') g
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seklinde olacagindan teget diizlem her zaman igin ylzeyin n normaline dik olur. Bu
durumda her bir anadogru boyunca teget diizlem ayni kalip, Darboux ¢atili regle ylizey

acilabilir elde edilir.

4.4 Darboux Catili Regle Yiizeylerde Ortogonal Yoriinge

Tanim 4.4 Bir go(s,v) regle ylzeyinin ortogonal yoriingesi (3.4) den <e,dgo>=0
bagintisi ile tanimh oldugundan, (3.1) esitliginde {T, g,n} dik catisini kullanilarak elde

edilen, sirasiyla, (4.3), (4.5) denklemlerinden e ve e degerleri kullanilirsa
(T, T cosg+gsing)ds =—dv

veya
COS ¢pds = —dv (4.9)

elde edilir.
4.5 Darboux Catili Regle Yiizeylerde Striksiyon Egrisi

Tanim 4.5 ¢(s,V) silindirik olmayan regle yizeyi igin striksiyon egrisinin genel denklemi

(3.7) denkleminden

olmak Uzere (3.8) esitliginden

(e.(s).7(s))

c(s) :a(s)—me(s)

seklinde tanimlandigindan {T, g,n} dik catisina gore striksiyon egrisinin genel
denklemini bulmak istersek, (4.5) esitligi (3.7) denkleminde yerine yazilirsa, elde edilen
(e, T) :—(¢'+1<g )sin¢ ve (e,.e,) =(¢+K‘g )2 +(1<n CoSP+7, sin¢)2

denklemlerinden

u= (#'+x; )sing (4.10)

(¢'+ Ky )2 +(l<n cosg+17, sin ¢)2
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elde edilir.

Boylece ¢(s,v) silindirik olmayan Darboux catili regle ylzeyi igin striksiyon egrisi

{T,g,n} dik atisina gore

(¢'+x,)sing

(¢'+x, )2 +(x, cosg+7,sing)

c(s)=a(s)+ ~e(s) (4.11)
seklindedir.
Not 4.2 Boylelikle Bolim 3’ de herhangi bir ¢atidan bagimsiz olarak tanimlanan regle

yuzeyin striksiyon egrisi x,k,,7, degerlerive ¢ agisina gore tarif edilmis olur.
Teorem 4.3 M, ¢(s,v) =a(s)+ve(s) denklemiyle tanimli silindirik olmayan kapalr bir

Darboux catili regle ylizey olsun. M yiizeyinin ortogonal yoriingeleri boyunca 6l¢ilen
en kisa uzaklik,
(¢'+x,)sing

(¢'+ K, )2 +(K‘n CoS @+, Sin ¢)2

degerine karsilik gelen B(s):1x{v} — M striksiyon egrisi boyunca dlgiilen uzakliktir.
ispat «(s,) ve a(s,) noktalarindan gegen iki dogrultmani gz 6niine alalim. (s, <s,)
B(s) egrisinin teget vektor alani T™ olmak tizere bu iki dogrultman arasinda, bir

ortogonal yoriinge boyunca olan uzaklik;
Sy
h(v) = [ [T"[ds (4.12)
s

seklindedir.
T = (1—V(¢'+Kg )sin ¢)T +veosg(x, +¢')g+Vv(x, cosg+z,sing)n
olmak Uzere

<T*,T*> :‘T* * _1-2vsin #(¢ +x,)+V (¢ +x, )2 +V? (K, COs g+ 7, sin ¢)2

veya

[T = 1-2vsing (¢ + x, ) + v (¢4 x, )+ (x, oSG+ 7, sin )

elde edilir. Bu esitlik (4.12) de yerine yazilirsa,
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) = [ \i-2vsing(9+ ) +v* (94, v (i, 059 7, sing) s (413)
S

elde edilir. v,€R igin h(v)’nin minimum deger almasi durumu, h'(v,)=0 ile
saglanacagindan (4.13) denkleminden tirev alirsak,

)= % =2sing(¢+x, )+ 2v, (¢ +x, )2 +2, (K, COSp+ 7, sin¢)2

= =0
5 2\/1—2v0 sing(¢'+1c, )+, (4 +x, )2 +V,’ (K, COs g+ 17, sin ¢)2

esitliginden koklerden biri

—2sing (4 +x, )+ 2v, (4 + )2 +2v, (x5, Cos g+, sin ¢)2

2\/1— 2v,sing(g'+ 1, )+, (4 + )2 +Vy’ (K, COS g +7, sin ¢)2

=0

bagintisindan
(_ZSin¢(¢'+Kg)+2vo (¢ +x,) +2vy(x, cos g+, sin¢)2)=0
veya
—sing(p'+x,)+v, (¢ +x, )2 +V, (i, COS g+ 7, sin ¢)2 =0
olmak uzere
(¢'+x,)sing
((¢'+ K, )2 +(Kn COS ¢+, Sin ¢)2)

Vo =

seklinde bulunur. Bu deger striksiyon egrisine karsilik geldiginden dogrultmanlari dik

kesecektir. Bu nedenle ortogonal yoriinge olan,

o:l>M
(¢'+x,)sing

(¢+x, )2 +(x, cosg+7,sing)

s—>6(s)=a(s)+

5 €(s)

egrisi boyunca ol¢lilen uzaklk, dogrultmanlar arasindaki ortogonal yériinge olan en

kisa uzakhktir.

Sonug 4.1 ¢(s,v)=a(s)+Vve(s) denklemiyle verilen silindirik olmayan Darboux ¢atili

kapalh M regle yuzey icin, @ nin her bir dogrultmani (izerinde, ayni zamanda

dogrultmanlar arasindaki ortogonal yoriinge boyunca en kisa uzaklik olan
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(¢'+x,)sing

(¢'+ Ky )2 +(Kn cos ¢+ 1z, sin ¢)2

V=

degerine karsilik gelen noktaya o dogrultman Uzerindeki striksiyon nokta ve ¢

ylzeyinin striksiyon noktalarinin geometrik yerine de striksiyon egrisi adi verilir.

Not 4.3 Teorem 4.3 H. Hilmi Hacisalihoglu’ nun [5] “Diferensiyel Geometri ” kitabindaki
{T,e, n} dik ¢atisina gore ispati baz alinarak yapilmistir.
Teorem 4.4 ¢(s,v)=a(s)+Vve(s) denklemiyle tanimlanan silindirik olmayan Darboux

catili regle yiizeyi igin «(s)noktasindan gegen dogrultman tzerindeki ¢(s,V,) noktasi

striksiyon noktasidir << a nin teget vektor alani T ve dogrultman vektor alani e

olmak uzere, gp(s,vo) noktasindaki teget dizlemin normali e, dogrultusundadir.
ispat (<) ¢(s,v,)=p(s):1x{v,} >M seklinde tanimlanan egri igin teget vektor

alaninin,
T = (1—v0 (¢ +x, )sin ¢)T +V, COS B (i, +') 9 +V, (1, COS$+7,SiNg)N
seklinde oldugunu biliyoruz. e, nin teget diizleme normal olmasi nedeniyle;
(e, T7)=0 (4.14)
olacaktir.
e, =—sing(x, +4')T +cosg(x, +4')g+(x, cosg+z,sing)n

esitligini (4.14) denkleminde yerine yazarsak,
<—sin #(#'+x, )T +cosg(x, +¢') g +(x, cosg+7,sin ¢)n,(1—v0 (¢ +x,)sin ¢)T +V, 08¢ (x, +¢') g+, (i, COSp+7, 5ing) n> =0
bulunur. Bu denklemden v, degeri
v, [(¢'+K‘g )2 +(, cos g+, sin ¢)1 =sing (4 +x, )
veya
(¢'+x,)sing

(¢'+ K, )2 +(Kn COS ¢ +17, sin ¢)2

Vo =
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elde edilir. Boylece (4.10) denklemi de kullanilarak (o(s,vo) noktasinin striksiyon
noktasi oldugu gorilebilir.

(=): a(s) noktasindan gegen dogrultmanin striksiyon noktasi ¢(s,v,) olsun.
(e,.€)=(e,,T") =0 oldugunu géstermeliyiz.

(e.e)=1=T[(ee)|=0=(e)=0

(e, T")=—sing(¢'+x, ) +v(¢'+x, )2 +V(x, cos g+, sin ¢)2 (4.15)
elde edilir. ¢(s,V,) striksiyon noktasi oldugundan

(¢'+x,)sing

' (¢'+ Ky )2 +(Kn cos¢+17, sin ¢)2

esitligi (4.15) denkleminde yerine yazilirsa,
(e, T7)=0

bulunur. Bu durumda e, vektéri, € dogrultmanina ve T” teget vektor alanina diktir
ve striksiyon noktasinda normal durumundadir.

Teorem 4.5 ¢(s,v)=a(s)+ve(s) denklemi ile tanimli bir Darboux catili regle yiizey

M olmak lzere, M regle ylizeyinin Gauss egriliginin mutlak degeri bir dogrultman
boyunca lizerindeki striksiyon noktasinda maksimum degerini alir.
ispat o 1xR—>E®

(s,V) = o(s,V) = a(s) +ve(s)
ile verilen Darboux catili regle ylizeyin

MZ
" EG-F?

seklinde tanimli K Gauss egriligini | .Temel Form ve Il. Temel Formun katsayilari

cinsiden ifade etmek icin,

@, =a, +Ve, =(1—vsin ¢(¢'+Kg))T +veosg(p'+x, ) g+V(x, cosg+z,sing)n
@, =e=TCcosg+gsing (4.16)
0, =€, =—sing(¢'+x, )T +cosg(p'+x, ) g+ (x, Cosg+7,sing)n
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esitliklerini kullanilirsa,

E={(p,90,) :(1—2vsin¢(¢'+zcg)+v2(¢’+zcg )2 +v?(x, cosg+1, sin¢)2)
F=(p,,0,)=cos¢ (4.17)
G=(pp0)=(ee)=1

ve

W =+EG-F* %0
olmak lzere (4.16) ve (4.17) esitliklerinden

(x, cos g+, sing)sin’ ¢

M =2 det(p,.0,, 0., ) =
W S ((l—ZvSin¢(¢'+Kg)*Vz(‘/’*"g)z+V2("ncos¢+fgSin¢)z)_cosz¢)

seklinde elde edilir. Bu ifadeleri K Gauss egriliginin genel denkleminde yerine yazarsak

(x, cos g+, sin ¢)2 sin? ¢

K=-

2

((1—2vsin B4+, )+V (¢ + 15, )2 +V?(x, cosg+z,sin ¢)2)—0032 (,/5)

olarak elde edilir. K Gauss egriligini maksimum yapan degeri aradigimizdan v

parametresine gore tlrev alirsak,

6(((1— 2vsing (4 +x, ) +V* (4 +x, )2 +V?(x, cos g+ 17, sin ¢)2)—COSZ ¢)2j
oK (k,cosg+z, sin¢)zsin2¢ >
= 7 :O

((1—2vsin #(4 +x,)+V (4 +x, )2 +V?(x, cos g+ 7, sin ¢)2)—COSZ ¢)

olmak Uzere bu esitligi saglayan v degeri

(¢'+1x,)sing

(¢, )2 +(x, cosg+1z, sin ¢)2

V=

seklinde bulunur.

Bu v degerine karsilik gelen nokta striksiyon noktasi oldugundan Teorem 3.18’in 3)

sikkindan e anadogrusu lGzerindeki K Gauss egrilik fonksiyonu maksimum olacaktir.
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5 NG

Ornek 4.1 a(s):{?Coss,l—sins,—?cossj birim hizli egrisinin teget acilabilir

regle ylizeyini, Darboux catisini, striksiyon egrisini ve dagilma parametresini bulunuz.

& %

a'(s) = (—?sin S,—COSS, ?sin s], ler'(s)]| =1

ve egrinin teget agilabilir regle yizeyi ¢(s,Vv) olmak lzere
p(s,v)=a(s)+va'(s)

denkleminden
o(s,V) = (? coss,1—sin s,—?cos 5J+v[—§sin S,—CO0S s,?sin SJ

seklindedir. Regle ylzeyin dayanak egrisi (S) icin «'(s) =T (s) =e(s) yuzeyin kiresel
gosterge egrisidir. Bu nedenle egrinin teget vektoru ile dogrultman vektori arasindaki

agl "0" dir. Yani ¢ =0’dir. Boylece

Regle ylizeyin Darboux catisi,

5 &

T(s)=d'(s) = [—?sin S,—CO0S s,?sin s}

:_es<s>:[ﬁ J6 j

||e ” —C0SS,—SIiNS,———CO0SS
S

Ps X P, _esxe_(\/g OﬁJ

loxel el 137

g(s) =n(s)xT(s)

(=)= 33

seklinde elde edilir.
Regle ylizeyin striksiyon egrisi ise

(¢'+x,)sing

(¢'+ K, )2 +(1<n CoS @+ 7, Sin ¢)

c(s)=a(s)+ ~e(s)

seklinde tanimli oldugundan sing =0 olmak tzere c(s) = a(s) seklinde elde edilir.
Regle ylizeyin dagilma parametresi ise
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sing(x, cos g+, sing)

: ((¢'+ K, )2 + (1, cos g+, 8in ¢)2)

bagintisindan sing =0 olmak tizere P, =0 elde edilir. Bu nedenle regle yiizey acilabilir

bir regle yuzeydir.

Sekil 4. 3 a egrisinin teget acilabilir regle ylizeyi

2 2 2
. X z . e . o . .
Ornek 4.2 —2+y—2——2 =1 tek kanatlh hiperboloidinin regle ylizey oldugunu gosteriniz
a a C
ve striksiyon egrisini, dagilma parametresini ve Darboux ¢atisini bulunuz.

a(u) =(acosu,asinu,0) ve e(u) =«a'(u)+(0,0,c) =(—asinu,acosu,c) olmak iizere
¢(u,v)=(acosu,asinu,0)+v(-asinu,acosu,c)
seklinde yazilabildiginden ylzey bir regle ylzeydir. a egrisini birim hizli hale getirmek

.. S oo . .
icin U=— parametre degisimi uygulanirsa
a

o(s)] -1

go(s,v):(acosi,asini,o

a . s a S c
+V| ————SiN—, ————C0S —, ———— |,
a a j [ Ja?+c?  a Ja’4+c? A «/a2+ch

seklinde elde edilir.

e=Tcosg+Qgsing=| — a sinS a cosS ¢
Ja’+c? @ ya?+c? @ Jal+c?
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olmak iizere (c,e) =|a, |[e]| cos ¢ bagintisindan C0Sp= ——2 vesing=
a’ +c? a’ +c?

biciminde elde edilir. Dolayisiyla e = g bagintisindan Darboux

a_ .. ¢
Ja? +¢? Ja? +¢?

gatisinin g birim vektori

9(s)=(0,0,1)
seklinde elde edilir.

Bu durumda regle ylizeyin Darboux ¢atisi ise

T(s)=a'(s)= (—sini,cosi,oj
a a

9(s)=(0,0,1)
n(s) = P 2P :(cosi,sini,OJ
lo.x o] a a

seklinde elde edilir.

Darboux gatisina karsilik gelen tiirev denklemleri ise

T 0 (T.g) (T'n)
g'|=[(g"T) 0 (g'n)
n| [(n\T) (n'g) O

bagintisindan

1
. 0 0 —=
T allT
g'|I={0 0 O |g
n 1 0 0 n
La ]
olarak elde edilir.
Regle ylizeyin striksiyon egrisi ise
(¢'+x,)sing

c(s)=a(s)+

7€(s)

(¢+x, )2 +(x, cosg+7,sing)
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seklinde tanimli oldugundan ¢'=0 ve &, =(T'(s),9(s))=0 esitliklerinden
c(s) = a(s) seklinde elde edilir. Yani ylizeyin striksiyon egrisi dayanak egrisidir.
Regle ylizeyin dagilma parametresi

sin ¢ x, cos g+ 7, sin ¢

((¢'+ x,) +(x,cosg+7,sin ¢)2)

e

bagintisindan

[CJ[‘la”’]
P - a’+c’ a \a?+c?
e 2
1 a
040)° | —=———+0
( )( a\a?+c? J

elde edilir. Bu nedenle regle yiizey P, =—Cc=0 olmasi durumunda acilabilir bir regle

=—C

ylzeydir.

Sekil 4. 4 Tek kanath hiperboloid regle ylzeyi

4.6 Darboux Catili Regle Yiizeylerin integral invaryantlar

Tanim 4.6 Kapali regle ylzeylerde dogrultmanlarin dik yoéringeleri igin (e,d(o>:O

yazilir ve {T,g,n} Darboux dik catisi icin bu deger cosgds =—dv seklindedir. Darboux

catisi kullanilarak elde edilen bu ifadenin o kapalh egrisi boyunca integrali olan,

<j'>(a) (e,da)= 4)(&) —dv= <j'>(a) COS ¢ds
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ile tanimlanan

L:l >R
Vo L (V)= —cﬁ(a)dv = 4)(0!) Cos ¢ds (4.18)

fonksiyon kapali regle yiizeyin {T, g, n} Darboux catisina gore acilim uzunlugudur.
Acihm uzunlugunun verilen tanimi bize e dogrultmaninin, o =a(S) egrisine gore

kapal regle ylzeyi ¢izdiginde, kendi dogrultusunda —(JS( )dv:cj.)( )cos¢ds kadar
ilerleyerek ilk konumu ile gakistigini soyler.

Tanim 4.7 {T,N,B} sistemine bagl sekilde hareket eden bir e dogrusunun gizmis
oldugu regle vylzeyi icin, e vektorli bu sisteme gore tek tirli olarak (3.27)
denkleminden

e=eT+e,N+¢,B, e*+e’+e’=1

seklindedir. Bu durumda €,,1<i <3 bilesenleri H uzayinda sabittir. Regle ylzeyin e
birim dogrultman vektorii ile a egrisinin birim teget vektor alani T arasindaki agi ¢
ve a egrisinin birim normal vektor alani N ile ylzeyin {T,g,n} Darboux gatisindaki
g vektoru arasindaki agi € olmak tzere,
e=Tcosg+gsing, g=Ncoséd+Bsind
esitlikleri yazilabileceginden e dogrusunun {T, N,B} sistemine gore denklemi
e=Tcos¢g+ Nsingcosd+ Bsingsiné (4.19)
elde edilir.
Teorem 4.6 « ;1 — E? kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali uzay

hareketinde H uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' de cizdigi Darboux catili regle

ylzeyin acilim acisi ile harekete katilan T, B Frenet vektorleri ile belirlenen dogrularin

H' de cizdikleri regle ylizeylerin acilim agilari arasinda,
A = A, COS@+ A Singsing (4.20)

lineer bagintisi vardir.
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ispat Darboux catil regle yuzeyin (4.19) denklemiyle verilen

e=Tcosg+Nsingcos@+Bsingsingd anadogrularinin agihm agisi igin (3.18) ile

verilen A, = <5,e> ve (3.26) ile verilen D= AT + ;B esitlikleri kullanilirsa,

e

p) :<5,e>

olmak Uzere
A =(2 T + 3B, T cos¢+ Nsingcos &+ Bsin gsin 6)
veya
A, =A; COSP+ Az Singsin @
bulunur.

Not 4.4 Teorem 4.6, Teorem 3.24’ e Darboux ¢atisi uygulanmasi sonucu elde edilmistir.

e, ve e, degerleri @ ve ¢ aci degerleri kullanilarak verilmistir.

Teorem 4.7 o : 1 — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H" kapali uzay

hareketinde H uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' de cizdigi Darboux catili regle
ylzeyin acihm uzunlugu, hareketi belirten a(s) egrisinin T tegetinin ¢izdigi regle
ylzeyin agilim uzunlugu ile & dogrusunun teget yoniindeki bileseninin ¢garpimidir.

ispat Darboux catili regle ylzeyin (4.19) denklemi ile

e=Tcosg+Nsingcosd+Bsingsin @ seklinde verilen dogrusunun ¢izdigi regle

yuzeyin L, agilim uzunlugu icin (3.18) denkleminden L, =<ﬁ(a)<da,e> esitligi
kullanilirsa,
L, = qS(a) (Tds,T cosg+ Nsingcosd+Bsingsin )
L, =cos ¢q5(a)ds
bulunur ve ayrica (3.25) denkleminden
L, =cosgL; (4.21)

elde edilir.
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Not 4.5 Teorem 4.7, Teorem 3.25’e Darboux ¢atisi uygulanmasi sonucu elde edilmistir.

e, degeri ¢ acisi kullanilarak verilmistir.

Teorem 4.8 « ;| — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapal uzay
hareketinde H :Sp{T,N,B} hareketli uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' sabit
uzayda ¢izdigi Darboux catil regle ylizeyin acilabilir olmasi i¢in a(s) egrisinin 1. egriligi
olan x ile ikinci egriligi 7 olmak Gizere harmonik egriligi

k. sintg (oL

=—=— — = (4.22)
r  singcosgsingd (AL, —L A )L,

olacak sekilde bir egilim ¢izgisi olmasidir.

Ispat {T,N,B} sistemine bagh olarak hareket eden (4.19) denklemi ile

e=Tcosg+Nsingcosd+Bsingsin@ seklinde tanimlanan dogrunun ¢izdigi Darboux

catili regle ylzeyin acilabilir olmasi icin dagilma parametresi sifir olmalidir, dolayisiyla

(3.3) denkleminden det(%,e,%j ifadesi sifir olmahldir. (4.19) esitliginden tirev
S S

hesaplanirsa, € dogrusu H hareketli sisteminde sabit oldugundan
de . S
5 kN cos ¢+ (—«T +7B)singcos 6 +(—zN )sin gsin &
S

veya
?:—Tzcsin ¢cosd+N (kcosg—rsingsind)+Brsingcosd
S
elde edilir. Boylece

d—lee:T xe
ds

c;—axe: Bsingcosd— Nsingsing
S

oldugundan
det(d—a,e,%j: Txe,%
ds ds ds
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det(%—a,e,%j = <Bsin ¢$cos@—Nsingsing,-Tksingcosé + N (zccos¢—rsin #sin 9)+ Brsin ¢c050>
s s

veya

det[%,e,%) =sin’ ¢cos® @ —sin gsin 6k cos g —zsin ¢sin 9)
s’ ds

elde edilir. Regle ylizeyin agilabilir olmasi bu ifade i¢in sifir olacagindan

det(d—a,e,%j:rsin2¢—Ksin¢cos¢sim9=0 (4.23)
ds ds

H Y
K___ SN (4.24)
T singcosgsin @

elde edilir. Bu denklem (3.30) denkleminin Darboux catili regle yiizeyler i¢in karsihgidir.

Ayrica (4.21) esitliginden cos¢ ¢ozillrse

cos¢:£ (4.25)
LT

elde edilir ve bu esitlik (4.20) de yerine yazilirsa

A = E/L +sin gsin 64,

sin ¢sin0:% (4.26)

2 2
. \f -L
bulunur. (4.25) denkleminden S|n¢=% yazilir. Bu esitlik (4.26) da yerine

T

yazilirsa

ko (LP-L7) 4
¢ (AL -La)L

(4.27)

bulunur. e dogrusu {T, N, B} sisteminde sabit bir dogru oldugundan, bu sisteme gore

bilesenleri de sabit olacagindan dolayisiyla (4.27) denkleminden
h =% = sabit

T

elde edilir.
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Not 4.6 Teorem 4.8, Teorem 3.26" ya Darboux gatisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir. Genel kapali denklemler ayni olmasina ragmen ¢ ve @ acilari kullanilarak

esitlik bulunmustur.

Teorem 4.9 «:| — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapali uzay
hareketinde H hareketli uzayindaki sabit bir e dogrusunun H' sabit uzayinda ¢izdigi

Darboux catili regle yizeyin agilabilir olabilmesi igin gerek ve yeter sart H/H'

hareketine katilan {e,T, N} dogrularinin H' sabit uzayinda gizdikleri regle yilizeylerin

acilim agilari ile dagilma parametreleri arasinda

L2_12)Y 2 ., 2
P (1oL +1=( sin”¢ ]+1 (4.28)

-B —
Po (AL —LA ) L2 sin ¢ cos ¢sin &

bagintisinin var olmasidir.

ispat Teorem (3.26) ile verilen hareketli H :Sp{T,N,B}uzaymm sabit H' sabit
uzayina goére kapali ve 1—parametreli H/H' hareketinde H uzayindaki sabit bir
e=Tcosg+ Nsingcosd+Bsingsind dogrusunun H' uzayinda cizdigi Darboux gatili

regle ylizeyin agilabilir olmasi icin bu regle ylizeyin dayanak egrisinin, harmonik egriligi

h=£= (LTZ_LeZ)//{B

4 (/IeLT _LeﬂT)Le

: 2
SIn
olacak sekilde bir egilim cizgisi olmasidir. Teorem 4.8 geregince K_ - / -
T singcos¢gsiné

) L2_L2
oldugundan h:E: - Sl ¢_ = ( i ° )AB
r singcosgsingd (AL —L A )L,

elde edilir. Ayrica teorem (3.27)

deki

esitligini de kullanirsak,

LZ—LZZAZ i 2
P_(T e)B+1:[ sin” ¢ j+1

—B =
Po (AL -LA )2 L? sin ¢ cos ¢sin &
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elde edilir.

Not 4.7 Teorem 4.9, Teorem 3.28 ve 3.29’ a Darboux ¢atisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir. Genel kapali denklemler ayni olmasina ragmen ¢ ve 6 agcilari kullanilarak

esitlik bulunmustur.

{T.N,B} sistemine bagli sekilde hareket eden e=T cosg+ Nsingcosd+Bsingsin

dogrusu icin 6zel durumlari olan asagidaki teoremleri verelim:

Teorem 4.10 «:1 — E® kapal egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapali uzay
hareketinde H hareketli uzayinda Normal diizlemdeki sabit bir € dogrusunun H'

sabit uzayinda c¢izdigi Darboux c¢atili regle yuzeyin agilabilir olabilmesi igin (a)

diizlemsel egri olmahdir.

ispat Eger (4.19) denklemiyle tanimlanan e=T cos¢+ N singcosd+ Bsingsind

dogrusu normal dizlemde ise
cos¢g =0
olur. Ayrica (4.23) denkleminden
H Y]
7sIin“¢=0
olmalidir. Bu durumda sing=0 olamayacagindan 7 =0 olmaldir. Bu durumda egri
Oskdlator duzlemde kalir ve diizlemsel bir egridir.

Not 4.8 Teorem 4.10, Teorem 3.30° a Darboux catisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir.

Teorem 4.11 o:| — E® kapal egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapali uzay

hareketinde H hareketli uzayinda Oskilator dizlemdeki sabit bir € dogrusunun H'
sabit uzayinda c¢izdigi Darboux catili regle ylizeyin acilabilir olabilmesi icin (a) egrisi

dizlemsel bir egri veya e =T yani ¢ =0 olmalidir.

109



ispat Eger (4.19) denklemiyle tanmimlanan e=T cos¢+ N singcosd+ Bsingsind
dogrusu oskilator dizlemde ise singsin@=0 olmalidir. Bu durumda sing=0 veya

sin@ =0 ve regle ylzeyin acilabilir olmasi igin (4.23) denkleminden
rsin®¢=0
olmahdir.

Eger sing=0 ise sin®¢r =0 saglanacagindan regle yiizey agilabilir regle yiizey ve

e=T yani ¢=0 olur.

Eger sin@=0 ise sin“¢r =0 ifadesinin sifir olabilmesi icin sing=0 veya 7=0
olmalidir. sin@=0 iken sing=0 sifir olursa (4.19) denkleminden e=T vyani ¢=0
elde edilir. sSin@=0 iken 7=0 ise egri Oskiilator diizlemde kalr ve dizlemsel bir
egridir.

Not 4.9 Teorem 4.11, Teorem 3.31’ e Darboux catisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir.

Teorem 4.12 «:1 — E® kapal egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapali uzay
hareketinde H hareketli uzayinda Rektifiyan diizlemdeki sabit bir € dogrusunun H'
sabit uzayinda ¢izdigi Darboux ¢atili regle yiizeyin agilabilir olabilmesi e=T yani ¢=0

K sing
veya — =
T COS¢

olmalidir.

ispat Eger (4.19) denklemiyle tanimlanan e=T cos¢+ Nsingcosd+ Bsingsind
dogrusu rektifiyan dizlemde ise singcos@ =0 elde edilir. Bu durumda cosé@ =0 iken
sing=0 veya Sing=0 iken cos@=0 veya Sing=0 ve cos@d=0 olmaldir. Regle

yluzeyin acilabilir olmasi igin (4.23) denkleminden

det(?j—%&?) =7sin’ ¢ —xsingcosgsin @ =sin g (zsing—x cosgsin @) =0
s’ ds

esitligi saglanmalidir.

Eger cos@ =0 iken sing=0 ise e=T yani ¢ =0 bulunur.
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Eger sing =0 iken cos@=0 ise sin@=1 olacagindan P, =sing(zsing—xcosg)=0

esitliginden
Sing—xcos¢ =0
veya
§= (S::)Lsﬁ' cos¢ =0
elde edilir.

Eger sing =0 ve cos@ =0 olmasi durumundaise e=T yani ¢ =0 elde edilir.

Teorem 4.13 o:| — E® kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H' kapal uzay

hareketinde H hareketli uzayinda Rektifiyan diizlemdeki sabit bir € dogrusunun H'
sabit uzayinda cizdigi Darboux catili regle ylizeyin acilabilir olabilmesi igin {e,T, N}
dogrularinin integral invariantlari arasinda

ﬂ,l_ _ 2 . . 2
i:( ik Lezir) Lq_[singsinoY
Py LA CoS ¢

bagintisi saglanmalidir.

ispat Eger (4.19) denklemiyle tanimlanan e=T cos¢+ Nsingcosd+Bsingsind
dogrusu rektifiyan dizlemde ise singcos@=0 yani N vektorli dogrultusundaki

bileseni sifir olmalidir. (4.24) denklemi bu durumda

Ezsmgﬁsma' C0s £ 0
T CoS ¢

seklinde olacaktir. Bu durumda (3.29) esitligi

h o _singsing _ (4L ~LA)

T CoS ¢ LA

elde edilir. Teorem (3.27) deki
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esitligi kullanilirsa
P, (singsing)
Py CoS ¢
elde edilir.

Ozel durumlar

1)Eger cos@ =0 iken sing=0 ise %:1 bulunur.
N

. i in
2)Eger sing =0 iken cosd =0 ise sin@ =1 olacagindan K_S ¢ esitliginden
T  COS

R (AL -LA) +1:(SL¢JZ+1

B _
P, L°A° cos ¢

bulunur.

3)Eger sing =0 ve cos@ =0 olmasi durumunda ise %:1 seklindedir.
N

Not 4.10 Teorem 4.13, Teorem 3.32’ ye Darboux catisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir.

Teorem 4.14 ¢ : | — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H "' kapali uzay

hareketinde H uzayindaki dogrularin H' uzayinda olusturduklari (C) egrisini

striksiyon egrisi olarak kabul eden Darboux catili regle ylizeylerin anadogrulari daima c

nin Rektifiyan dizleminde kalir.
ispat Bir (p(S,V)=a(S)+V€(S), ||e||:1 seklinde taniml regle ylzeyi igin striksiyon

egrisinin yer vektorli ¢ ve dayanak egrisine uzakhgi

oldugundan striksiyon egrisinin dayanak egrisi olabilmesi icin u=0 yani

(e, T)=0 (4.29)
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olmahdir. e=T cosg+ Nsingcosf+ Bsingsingd dogrusunun, striksiyon egrisi Frenet

vektorlerine bagli sekilde hareket edeceginden dogrunun denkleminden tlrev alinirsa

? =D,e=-Txsingcosd+N (kcosg—zsingsind)+Brsingcosd
S
elde edilir. Burada H hareketli uzayinda ¢ ve @ acilari sabittir. Ayrica bu esitlik (4.29)

de yerine yazilirsa
(~Txsingcos@+ N (xcosg—rsingsin)+Brsingcosd, T) =0
veya
—xSingcosd =0
elde edilir. Buradan x # 0oldugundan —singcosé@ =0 olmak zorundadir. Bu durumda

e=T cos¢g+ Bsingsin@ olup egrinin Rekifiyan diizleminde kalir.

Not 4.11 Teorem 4.14, Teorem 3.33’ e Darboux c¢atisi uygulanmasi sonucu elde
edilmistir.

Teorem 4.15 ¢ : | — E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir H/H "' kapali uzay
hareketinde H uzayindaki dogrularin H' uzayinda olusturduklari, (C) egrisini

striksiyon egrisi olarak kabul eden Darboux catili regle yiizeyin acilabilir olmasi igin

ylzey teget acilabilir ylizey olmahdir.

ispat Teorem 4.14’ e goére «a:| —E® kapali uzay egrisi boyunca tanimlanan bir

H /H" kapah uzay hareketinde H uzayindaki dogrularin H' uzayinda olusturduklari

(C) egrisini striksiyon egrisi olarak kabul eden Darboux catili regle vylzeylerin

anadogrulari daima ¢’nin Rektifiyan dizleminde kalacagindan singcosd=0

seklindedir.

Bu durumda (3.3) denkleminden yiizeyin P, dagilma parametresini hesaplarsak

_ det(T, T cosg+Bsingsin g, N (xcosg—zsingsin 6))
|(xcos p—zsin gsin6) NH2

e

veya
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o _ (~Nsingsin 6, N (xcosg—zsingsin6;))

(xcosg—rzsingsin 9)2
veya

—singsin @

P= ——
(xcosg—zsingsin )

e

(4.30)

bulunur. Regle yilizeyin acilabilir olmasi icin dagilma parametresinin sifir olmasi
gerektiginden (4.30) denklemine gore singsin@ =0 olmalidir. Ayrica singcos&=0

oldugunu da kullanirsak
cosg=1
veya
e=T
elde edilir. Bu durumda regle ylizey teget acilabilir ylizeydir.

Not 4.12 Teorem 4.15, Teorem 3.34" e Darboux c¢atisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir.

Teorem 4.16 Striksiyon egrisi kiiresel kapal egri olan Darboux catili regle yizeylerin

acilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart agilim agilarinin sifir olmasidir.

Ispat Kapali kiiresel egrilerin toplam burulmasi sifir oldugundan Teorem 3.35 geregince

(3.41) esitliginden
Ao =Ir =frds=0

elde edilir. Tersine striksiyon egrisi kiiresel kapali bir regle ylzey igin agilim agisi

A =0
ise
ie:4cos¢+ﬂgsin¢sin¢9:0:>sin¢sin6’q'>z<ds:0
bulunur. Buradan singsin@=0 veya (j)l(‘dSZO olmalidir. singsin@=0 olmasi

durumunda Teorem 4.15 geregince cos¢=1 ve e=T bulunur. <j>/(d$=0 ise

x >0,ds >0 oldugundan q.)KdS =0 integralinin igi sifir olmalidir, yani
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xds=0

olmalidir. Buna gore x # 0oldugundan ds =0, s =sabit olmalidir. Bu halde striksiyon

egrisi bir noktadan ibaret oldugundan regle yuzey bir konidir.

Not 4.13 Teorem 4.16, Teorem 3.36" ya Darboux catisi uygulanmasi sonucu elde

edilmistir.
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Cizelge 4. 1 Genel sonuglarin karsilastirilmasi

Herhangi Bir Catidan

Darboux Catisina Bagh

Bagimsiz
Dagilma _ det(a,e,6,) _sin #(x, cosg+r,sing)
Parametresi e o (¢'+ K, )2 +(Kn cos ¢+, sin ¢)2

Striksi . . . ' '

reiven c(s)=a(s)- (&5 T() e(s) | c(s)=a(s)+ 2(¢ 5, sing ~€(s)

Egrisi <es(s)'es(s)> (¢'+ K'g) +(Kn Cosg+7, sin¢)
Ortogonal (e,da)=—dv (e,dar) =cos gds =—dv
Yoriinge
Agilim Uzunlugu L(v)= _<J§(a) dv L.(v) = —<j>(a) dv = (ﬁ(a)cos ¢ds

e Sabit
Dogrusunun

{T,N,B}

Catisina Gore

Genel Denklemi

e=eTl +e,N+¢,B,

2 2 2
e +e, +6° =1

e=Tcosg+ Nsingcosd+Bsingsind
e =1

Aer Ay Ve Ay A, =€ + .8 A, =, COS@+ Az Singsin @
Arasindaki iligki
L, ile L; L =¢el; L, =cosgL;

Arasindaki iliski
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Tezin dordiincii boluminde  E® Oklid uzayinda Darboux catili regle yiizeyler

incelenmis ve karakteristik 6zellikleri arastiriimigtir.
Tezden yola ¢ikarak bundan sonraki ¢alismalarda ise,
1. E® Oklid uzayinda Darboux catisina gore regle yiizey ciftlerinin

2. I Lorentz uzayinda Darboux catisina gore regle yiizeyler ve karakteristik

ozelliklerinin

3. I* Lorentz uzayinda Darboux gatisina gore regle yiizey ciftlerinin

incelenmesi amaglanmaktadir.
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EK-A

1 - PARAMETRELi UZAY HAREKETLERI
A.l Afin Doniisiimler

Tanim A.1 3 cismi Uzerinde iki vektér uzayl V, ve V,, bu vektér uzaylar ile birlesen

afin uzaylar A ve A, olmak lzere,

f:A—>A
bir déntgiim olsun. Herhangi bir P e A ve herhangi bir a €V, i¢cin Tanm 1.1 ile

tanimlanan A2 afin aksiyomu geregince « =@ olacak sekilde bir tek Q € A noktasi

oldugundan,
VeV, 2V,
déntsimiind
ve(PQ)=1(P)T(Q)

seklinde tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan y/, déniisimi lineer ise VP, € A noktasi

icin y, =y, seklindedir, [5,8].

ispat A Afin uzayi igin afin aksiyomu geregince, PT31+PTQ=|:TQ . pTQ:@_FTPl

yazilabilir. Esitligin her iki tarafina y, dénlsimind uygularsak
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O halde f:A — A, donisimi igin w,:V, -V, bir lineer dénlsim oluyorsa

P € A noktasinin segilisinden bagimsizdir. Bu nedenle y, yerine y alinabilir.

Tanim A.2 A ve A, birer afin uzay olmak tzere f:A — A, donlsimiine karsilik
gelen y:V, >V, donusimi lineer ise f ye bir afin déniisim, v ye de f ile birlesen

lineer déniistiim ad verilir, [5,8].

Tanim A3 E ve E}, sirasi ile, R] ve R} n—boyutlu ig carpim uzaylari ile birlegen

birer Oklid uzay olsunlar. Bir
f:E >E]
afin dontisimu Ve, # eR] igin

(v (@) (B))=(a.B)

cagintisini saglayacak sekilde bir lineer dontisiim ile birlesiyorsa f afin dontsimiine

izometri adi verilir, [5,8].

Teorem A.1Bir f :E' — E; déntsimi izometri ise,
i) d(f(A),f(B))=d(AB), VABeE]
i) f birebir ve 6rtendir

iii) E' ve E] Oklid uzaylarinda birer koordinat sistemi sirasi ile, {X11X21""Xn} ve

{Yi: Yz Yo} ise f izometrisi AeO(n) olmak tizere,

Y B A Cl| X
1| |0 11
seklinde ifade edilir. Burada C, X,Y e R dir, [5,8].
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Tanim A.4 Bir n—boyutlu Oklid uzayr E" nin izometrilerinin kiimesi R(n) olmak

Uzere,

R(n) :{f | f-ED izometri En}
seklindedir. R(n) de doniistimlerin birlesimi islemi "" ile gosterilirse (R(n),o) ikilisi
bir gruptur. Bu gruba izometriler grubu denir, [5,8].

Tanim A.5 E", n—boyutlu Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olsun. E" deki bir

{X,%,,....,%,} Oklid koordinat sistemine gore f donisiminin matris ifadesi

AeO(n) ve C eR] olmak iizere,

NEE

seklindedir. f dontsimiine E" de bir hareket adi verilir.
A€O(n) oldugundan

detA=7F1

dir. Eger det A=1 ise f ye direkt hareket, det A=—1 ise f ye karsit hareket adi

verilir. Bu ¢alismada hareket denildiginde direkt hareketlerden bahsedilecektir. Direkt
hareketlerde oteleme ve doénme seklinde iki cesit hareketin bileskesinden

olusmaktadir, [5,8].
Tanim A.6 E" Oklid uzayinin bir f izometrisi igin
£(0)=0

olacak sekilde bir O € E" noktasi var ise f ye "O" noktasi etrafinda dénme denir,
[5,8].
Teorem A.2 E" de baslangici O € E" olan bir Oklid Koordinat sistemi {X;,X,,...,%, }
olsun. Bir

f:E">E"

izometrisi icin
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i) O noktasi etrafinda bir ddnme f ise bu Oklid koordinat sistemine gore ifadesi
X'=AX

seklindedir. Burada AeO(n) ve X, X'eR] dir, [5,8].

i) f bir direkt dénmedir <> X '=AX ve AeSO(n) dir, [5,8].
Tanim A.7 E" Oklid uzayinin bir f izometrisi ve VX € E" i¢in

f(X)=X+h

olacak sekilde bir tek he E" noktasi varsa f ye E" nin h ile belirtilen bir 6teleme
denir, [5,8].
Tanim A.8 E® de birer vektér alani V,,V,,V, olsun. Eger VP eE® noktasi igin

{V;,V,,V;} sistemi P noktasindaki T_,(P) tanjant uzayinin bir bazi ise bu vektor
alanlari Gglustine E® de bir ¢ati alani denir, [5].

Tanim A9 {e,e,.e,} sistemi E° de dogal cati alani ve {E,,E,,E,} sistemi de E® de
ortonormal cati alani olmak Uzere,

E = Ae, Ae0(3) (A.2)

yazilabilir.

Buradan diferensiyel alirsak,

dE = dAe + Ade, de=0
dE =dAe

elde edilir. Buradan e = A'E yazilabileceginden, dE = dAATE elde edilir.

AAT =1

d(AAT)=0

dAAT + AdAT =0 (A.3)
dAA" =—(dAAT)

dAA" =@

yazilabileceginden
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dE = wE
elde edilir, [5].
Teorem A.3 E? Oklid uzayinda hareketli bir ¢ati alani {El, E,, E3} olsun. Bu takdirde,

VP e E® icin dE =wE seklindedir. Burada @, 3x3 tipinde antisimetrik bir matris

olup,

wo=|-0, 0 @, (A.4)

seklindedir. @ matrisinin @, w,, w, elemanlarina E3 Oklid uzayindaki {El,Ez,Es} cati

alaniicin bag formlari adi verilir.(A.3) denkleminden

dAA" = w
veya
o=|w ], A=|a] i,j=123
oldugundan
w; =2 da,a,’
k
bicimindedir, [5].
A.2 Cizgiler Uzayinda Hareketler

Tanim A.10 E?® Oklid uzayinda 1—parametreli hareketlerde E* iin dogrulari regle
yiizeyleri olusturmaktadir. E® de dogrular lineer nokta kiimeleridir. Bu nedenle E?

Oklid uzayini yalnizca dogrulardan meydana gelmis olarak distinirsek, E* Oklid

uzayina g¢izgiler uzayi denir.

Uzayda hareketlerin tanimlanmasinda referans noktasina ihtiya¢ vardir. Bu noktanin

sabit veya ayni noktada bulunan gozlemciye gore sabit oldugu kabul edilir. Bu noktayi

O € E? ile tanimlansin. Bu noktadaki ortonormal sistem



olsun. Tanimlanan bu uzayda bitiin noktalarin sabit kaldigini yani hareket etmedigini

kabul edersek, bu durumda E* uzayina sabit cizgiler uzayi denir ve H' ile gésterilir.

Yani
H'= Sp{el(O),ez (0)93(0)}

seklindedir.

Diger taraftan "O" noktasina gore hareketli bir nokta P olsun. Bu noktaya bagli

olarak hareket eden ortonormal sistem {E(P)E—Z(P)E(P)} olmak uzere,

H =Sp{E;(P),E,(P)E,(P)]
seklindedir.

Cizgiler uzayinda noktalarin hareketleri yerine dogrularin hareketleri vardir. Bu nedenle

uzayin en basit elemani olarak yonli dogrular kullanilir, [5].

Tanim A.11 Hareketli bir P noktasinin OP yer vektori ve bu noktaya yerlestirilen bir

a birim vektéri ile tanimlanan dogrunun parametrik denklemi

Sekil EKA. 1 E?® de dogru
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§/=§+15

seklindedir. P noktasinin dogru tizerinde keyfi bir nokta olmasi igin,

*

a =xxa=yxa
vektorel denklemi kullanilarak dogruyu (5,5 ) cifti ile belirlenir. 5,5 bilesenlerine

normlanmis Pliicker dogru koordinatlari denir, [5].

Cizgiler uzayinda hareketler (g gruba ayrilir

1)(5, 5*) dogrusunun H 'sabit uzayina gore hareketi

2) (5,5*) dogrusunun H hareketli uzayina gére hareketi

3) H hareketli uzayinin H' sabit uzayina gére hareketi
Tanim A.12 H uzayinin H' uzayina goére 1—parametreli hareketine uzay hareketi
denirve H/H"ile gosterilir. H/H "' hareketi O referans noktasi etrafinda bir dénme
ve O noktasina gore bir 6teleme olarak ikiye ayrilir, [5].

Tanim A.13 Eger sabit ve hareketli gizgiler uzayinda iki koordinat sistemi, sirasi ile,

(X% %"} ve {X, %, X} ise
X, X
X'=%"], X=X,
X3' X3
olmak lzere (A.1) esitliginden dolayr H / H' uzay hareketinin matris gosterimi
X' [A Cll X
1|0 11
seklindedir. Burada A€ O(3), C e} dir, [5].

Tanim A.14 H /H' uzay hareketinin,
A C
0 1

matrisinde dénmeye karsilik gelen AeO(3) ve 6telemeye karsilik gelen CelR:

matrisleri
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A=A(t)
C=C(t)

olacak sekilde bir reel t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlariiseler H/H"

uzay hareketine 1— parametreli uzay hareketi denir, [5].

Tanim A.15 H/H"' uzay hareketini belirleyen AeO(3) ve CeR? matrisleri Vt e R

icin,

olacak sekilde periyodik iseler H/H"' uzay hareketine kapali, aksi durumda acik

hareket denir.

Kapal bir H/H"' uzay hareketinde hareketli uzayda segilen bir noktanin H ve H'

uzaylarindaki yoriingeleri de birer kapali egridir.

H /H "' hareketinin degisimini incelemek istersek, (A.2) denkleminden,
E = Ae, AeO(S)
oldugundan
dE =dAe
seklindedir. Buradan bag formlarinin matrisini kullanarak
dE = wE (A.5)
elde edilir. Hareketli uzayda bir (5,5*) dogrusunu dusunelim. a birim dogrultman

vektorind VP e H igin,

olmak Gzere,



seklinde yazilabilir. Dogrunun hareketinin degisimi icin diferensiyel alirsak,

da=da"E+a'dE

elde edilir. Ayrica (A.5) denkleminden dolayi,

da=da"E+a'wE

da=(da’ +coTa)T E
elde edilir. (5, a*) dogrusu H hareketli uzayinda sabit bir dogru ise

da=0
olacagindan
da=a'wE

bulunur. Eger @ matrisinin (A.4) nolu tanimdan bir w vektorund,

a)=(co1,a)2,a)3)

seklinde sececek olursak (A.6) nolu denklem

da=wxa

(A.6)

seklinde yazilabilir. Diferensiyel geometrideki Darboux dénme vektorinin rollini

oynayan o vektdriine H/H' hareketinin ani Pfaff vektorii (diferensiyel vektér) adi

verilir, [5].

Tanim A.16 «:1 —E® kapali bir egri olsun. Bir ortonormal {E,, E,,E,} cati alani

egriye bagl ve ayrica Vt el icin a(t) noktasindaki hareketli gizgiler uzayi,

H =Sp{E,E, B},

olmak tzere, H/H" uzay hareketindeki @ Pfaff vektérinin « egrisi boyunca egrisel

integraliyle tanimlanan
b-fo
vektériine H / H' hareketinin Steiner dénme vektéri denir, [5].
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Tanim A.17 «: 1 — E? diferensiyellenebilir kapali bir egri ve bu egriye bagh bir sekilde

hareket eden bir ortonormal {El,Ez,Es} sistemi  H hareketli uzayr olsun.

da €T, (a(t)) oldugundan
da=0,E, +0,E, +0,E,
seklinde tek turll olarak ifade edilir. « egrisi boyunca egrisel integrali ile tanimlanan

V= j(a)d&' (A.8)

vektorine H / H' hareketinin Steiner 6teleme vektéri denir, [2].

H hareketli uzayini géstermek igin o : 1 — E® egrisini gizen bir (S) noktasina bagli

sekilde hareket eden {T,N,B}a Frenet catisini ele alalim. Bu durumda E3 deki

(s)
hareketli gizgiler uzayr H

H =Sp{T,N,B},,

sistemidir. 1 — E® egrisinin s yay parametresine gore {T, N, B}a sistemine gore

(s)

degisimi (A.5) numarali denklemdeki @ matrisini kullanirsak,

dT 0 x OT
dN |[=|-k 0 <z || N
dB 0 -r 0f|B

seklindedir. Burada « ve 7 , sirasiile, o egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlaridir,

[5].
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EK-B

ANALIZ TEMEL KAVRAMLAR

B.1 Tek Degiskenli Fonksiyonlar

Tanim B.1 A ve B iki kiime olsun. A nin her bir elemanini B nin bir ve yalniz bir

elemanina esleyen f kuralina A dan B ye bir fonksiyon denir.

A dan B ye bir fonksiyon, genellikle,

f:A>B

biciminde gosterilir. Burada A kiimesine tanim kiimesi, B kiimesine de deger kiimesi

adi verilir, [15].

Tanim B.2 Eger f fonksiyonu, tanim kiimesinin X elemanini deger kiimesinin Yy

elemanit ile eglestirirse, X in f altindaki goriintisa y dir denir ve
y=1f(x)
biciminde gosterilir. X tanim kiimesinde degistikce, ona bagh olarak y de deger

kiimesinde degisir. Bu nedenle y:f(x)bagmtm yardimiyla bir fonksiyon

tanimlandiginda X elemanina bagimsiz degisken, y elemanina bagiml degisken adi

verilir, [15].
B.1.1 Tek Degiskenli Fonksiyonlarda Limit ve Siireklilik

Tanim B.3 Ac R, f:A—R bir fonksiyon ve a da Akiumesinin bir yigilma noktasi
olsun. Her &> 0 icin, eger 0<|x—al< & oldugunda |f(X)—L|<g kalacak sekilde bir

0 > 0sayisi bulunabiliyorsa X, a ya yaklastiginda f nin /imiti L dir denir ve
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lim f (x)=L

biciminde gosterilir, [15].
Teorem B.1 AcR, f:A>R ve AcR, g:A—>R birer fonksiyon ve AcCR,

aeRolsun. Eger lim f (x) ve limg(x) limitleri varsa
X—a

X—a

1. Her ce R igin lim(cf )(x)=c.lim f (x)

X—a X—a

2.lim( f +g)(x)=|xi£r; f (x)+|xiilgg(x)

X—a

3.1im(f.g)(x)=lim f (x).limg(x)

X—a X—a X—a

4.Her xe Aigin g(x)#0 ve limg(x)=0ise

o £ tim f(x)
©ag(x) limg(x)

dir,, [15].

TanmB.4 Ac R, f:A— R birfonksiyon ve a < A olsun.

lim f (x)=f(a)

X—a

ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. Eger AcR, f fonksiyonu A

kiimesinin her noktasinda sirekli ise fonksiyon A (izerinde siireklidir denir, [15].
Bu tanima gore, bir f fonksiyonunun bir a noktasinda stirekli olmasi igin,

1. f fonksiyonunun a noktasinda tanimli olmalidir.

2. f fonksiyonunun a noktasinda limiti olmalidir.

3. f fonksiyonunun a noktasindaki limiti a noktasindaki fonksiyon degerine esit

olmahdir, [15].

Teorem B.2 AcR, f:A—R bir fonksiyon ve ac A olsun. f fonksiyonu a

noktasinda stireklidir <> Her &>0 icin en az bir §>0 vardir, 8yleki 0<|x—a|<&

bagintisini saglaya her x € A igin |f (X)— L| <¢ dir, [15].
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B.1.2 Tek Degiskenli Fonksiyonlarda Tiirev
TanmB.5 y=f (X) ile verilen f fonksiyonu X in bir komsulugunda tanimli olsun. X
degiskenine gore Ax artmasi verildiginde fonksiyondaki degisme miktari
Ay = f (x+Ax)—f (x)
olur. Bu durumda, fonksiyondaki degismenin degiskendeki degismeye orani

Ay f (x+Ax)— f (x)
AX AX

olcaktir. Ax, hile gosterilirse, bu oran

f (x+h)—f(x)
h

bicimini alir, [15].

TanmB.6 Ac R, ac A ve f de Adatanimh bir fonksiyon olsun. Eger
. f(x)-f(a
(-1 (a)
X—a X—a

limiti veya X =a+h olacek sekilde elde edilen

f(a+h)-f(a)

lim
h—0

Limiti varsa f fonksiyonu a noktasinda tirevienebilirdir veya diferensiyellenebilirdir

denir. Bu tlirev
f'(a),—(a),Df (a
(2)5-().0F (a)
sembollerinden biri ile gosterilir, [15].

y=f (X) denklemi ile verilen surekli bir f fonksiyonunun grafigi Gzerinde bir A

noktasi alalim. Egri Uzerinde diger bir hareketli nokta P olsun. P noktasi A noktasina
yaklastiginda AP kirisi konum degistirir. P noktasinin A ile ¢akismasi durumunda

AP kirisinin pozisyonuna, egrinin A noktasindaki tegeti denir, [15].

Teorem B.3 Bir fonksiyon bir noktada surekli degil ise tirevli de degildir, [15].
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B.1.3 Tek Degiskenli Fonksiyonlarda integral

Tanim B.7 f :[a,b] > R fonksiyonu siirekli olsun. [a,b] araliginin P ={x;, %, %,,.... X, }

parcalanmasi igin

IN

M, =maks{f (x):x_ <x<x}

m, =min{f (x):x_ <x<x}

olsun.

P)=Ymax,  ve U(f.P)=dM,Ax
k=1 k=1

toplamlari sirasi ile, f fonksiyonunun P pargalanmasina karsilik gelen alt toplami ve

iist toplami adi verilir.

*

X+ [Xc1 X | alt araliginda alinan herhangi bir nokta olmak tizere
n *

P)=>f (xk )Axk
k=1

toplamina f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen bir Riemann toplami

denir.

Her P parcalanmasiicin
A(f,P)<R(f,P)<U(f,P)
olacagi acgiktir.

Bir parcalanma inceldikge alt toplamlar artar, tst toplamlar azalir. Alt ve Ust toplamlar

farki sifira yaklasir. Bu durumda U(f,P),A(f,P) ve R(f,P) toplamlari ayni bir |
sayisina yaklasir.

f (x)>0 oldugunda, y= f(x) egrisi, Ox—ekseni, x=a ve x=b dogrulari arasinda
kalan bolgenin alani alt ve st toplamlar arasinda bir sayidir, [15].

Tanim B.8 f,[a,b] Uzerinde taniml, sinirli bir fonksiyon ve P de [a,b]arallglnm

herhangi bir parcalanmasi olsun. Eger

HLIHTOZ f(x)ax, =1

limiti varsa, bu limite f nin a dan b ye integrali denir ve
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b
I f (x)dx
ile gosterilir. Bu durumda f,[a,b] Uzerinde integrallenebilirdir denir, [15].

Teorem B.4 f,[a,b]kapall araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her
x €(a,b) igin
F'(x)=f(x)

olacak sekilde siirekli bir F:[a,b] - R fonksiyonu varsa,

jb f (x)dx=F (b)—F (a)
dir, [15].

B.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Tanim B.9 D duzlemin bir bolgesi, f de D nin her bir (x,y) noktasina bir f(x,y)
reel sayisi karsilik getiren bir fonksiyon ise f fonksiyonuna iki degiskenli fonksiyon adi

verilir. B uzayin bir bélgesi, f de B nin her bir (X,y,z) noktasina bir f(X,y,z)sayisi

karsilik getiren bir fonksiyon ise f fonksiyonuna bir ii¢ degiskenli fonksiyon denir, [16].
B.2.1 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limit ve Siireklilik

Tanim B.10 P(a,b) sabit bir nokta ve &> 0olsun.

D(P,g):{(x, y):(x—a) +(y-b)’ <&

kiimesine P(a,b)noktasinin &— komsulugu denir, [16].

Tanim B.11 (I)in(1 b)f(x,y):L<:>Vg>Oi<;in, 35>0 &yleki O<|x—al<s ve
X, y)—=>a,

O<|y—b|<5 bagintilarini saglayan, tanim kimesindeki tim (X, y) noktalari igin

[T (x,y)—-L|<& dur, [16].

iki degiskenli bir fonksiyonun bir (a,b) noktasindaki limiti arastirilirken su hususlara

dikkat etmek gerekir.
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a) Fonksiyon (a,b) noktasinda tanimli olmayabilir. Fakat (a,b) noktasi tanim

kiimesinin bir yigilma noktasidir.

b) L limiti varsa bu limit (X, y)noktasinin (a,b) noktasina yaklasma seklinden
bagimsizdir. Yani (X, y) noktasi (&,b) noktasina hangi egri boyunca yaklasirsa
yaklagsin L degeri degismez. Eger (X, y) noktasinin (&,b) noktasina yaklasma
yoluna gore limit degisiyorsa fonksiyonun (a,b) noktasinda limiti yoktur. Bu

durumda f fonksiyonunun (a,b) noktasinda limiti var ve L ise

IXILQ(Iy'LQ f(x, y)): L ve Iim(lim f(x, y)): L

y—b \ x—a

olacaktir, [16].

TeoremB.5 |lim f(x,y)=L ve Iim X,¥) =L, limitleri var olsun.
(x.y)—>(ab) ( y) L (x,y)ﬁ(a,b)g( y) 2

1.HerceR icin |lim cf(x,y)=c.
SN ) olan) (xy)=ch

2. lim [f(xy)+g(xy)]=L+L,

(x.y)—>(ab)

3. lim [f(xy)g(xy)]=L.L,

(x,y)->(a.b)

4. g(x,y)#0ve L, #0 ise

- f(xy) L

I
()@ g(x,y) L,

dir, [16].

Tanim B.12 f, Akimesinde taniml bir fonksiyon ve (a,b),A kiimesinin bir yigilma

noktasi olsun. f,(a,b) tanmhive lim f(xy)="f(ab) ise f fonksiyonu (a,b)

(x.y)—>(ab)
noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda siirekli ise
A lizerinde siireklidir denir.
Bu durumda bir f fonksiyonunun (a,b) noktasinda surekli olabilmesi icin

a) f,(a,b) noktasinda taniml,

b) f,(a,b) noktasinda limitli,
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¢ lim f(xy)="f(ab)

(x.y)—>(ab)

olmahdir, [16].

B.2.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Kismi Tiirev

Tanim B.13 AcR? f : A—>R,z= f (x,y) bir fonsiyon ve (a,b) e A olsun. Eger

'hi”g f(a+h,b)-f(ab)

limiti varsa bu limite f nin X degiskenine gére (a,b) noktasindaki kismi tiirevi denir,

of of
~ 1b [ ) f !b
6x(a ) X|(ap) «(ab)

sembollerinden biri ile gosterilir. Benzer sekilde

Iki”(] f(ab+k)-f(ah)

limiti varsa bu limite f nin y dediskenine gére (a,b) noktasindaki kismi tiirevi denir,

—(a, ﬂ , f o (a,b
( )@(ab) ,(ab)

ol

sembollerinden biri ile gosterilir, [16].
Geometrik Yorum z = f (X,y) nin (a,b) noktasinda x degiskenine gore kismi tiirevi
z= f(x,b) fonksiyonunun x =a noktasindaki tirevidir. Benzer sekilde z = f (X, y)nin
(a,b) noktasinda y degiskenine gére kismi tiirevi z= f (a,y) fonksiyonunun y=b
noktasindaki tirevidir. Dolayisiyla f,(a,b),z=f(x,b) egrisine x=a noktasinda
cizilen tegetin egimidir. Ayni sekilde f (a,b),z=f(a,y) egrisine y=b noktasinda
cizilen tegetin egimidir, [16].
Teorem B.6 f(x,y) nin f ve f kismi tiirevleri (X,,Y,) noktasini iceren bir acik B
bélgesinde tanimli ve (X, Yy, ) noktasinda siirekli olsunlar. (X,y) noktasi (X, Y,) dan

(X0 +AX, Y, +Ay) noktasina kadar degistiginde z = f (X, y) de meydana gelen
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Az = (X +8% Yy +4y) = f (%, o)
degisimi
Az = £ (X, Yo ) AX+ T, (X5, Yo ) AY + £,AX + &,Ay (.1)
biciminde yazilabilir. Burada ¢, ve &,,AXx— 0,Ay — 0 icin sifira giden fonksiyonlardir,
[16].
Tanim B.14 f (X, Y,) ve f,(X,Y,) kismi tiirevleri mevcut ve f fonksiyonu (B.1)

bagintisini saghyor ise f fonksiyonu (Xo,yo) da tiirevienebilirdir (diferensiyellebilirdir)

denir. Eger f fonksiyonu acik bir B bolgesinin her noktasinda tiirevlenebilir ise B

tizerinde tiirevlenebilirdir denir, [16].

Teorem B.6 f fonksiyonu (X,,Y,) noktasinda tiirevlenebilir ise (X, Y,) da stireklidir,

[16].

B.2.3 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda integral

Tanim B.15 B bdlgesi xOy dizleminde kapali ve sinirli bir bélge olsun.
d(B)=maks{|PQ|:P,Q e B}

sayisina B bélgesinin ¢api denir, [16].

Tanim B.16 XxOy dizleminde verilen bir B bélgesini B, B,...,B, gibi alt bolgelere

ayiralim.

P={B,B,...B,}

kiimesine bolgesinin bir parcalanmasi denir.
|IP|=maks{d(B,),d(B,),...d(B,)}

sayisina P pargcalanmasinin normu veya maksimal ¢api denir. Burada d(Bk),Bk

bolgesinin capini gostermektedir, [16].
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Tanim B.17 B kapali ve sinirli bir bolge ve f bu bolge tzerinde tanimli bir fonksiyon
olsun. B bélgesinin bir P={B,,B,,..,B,} parcalanmasi verildiginde, AA, B, bélgesinin

alanini, (X, Y, ) da B, bélgesinin herhangi bir noktasini géstermek iizere

R(f,P):kZ:f(xk,yk)AAk

ifadesine f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Riemann toplami veya

integral toplami adi verilir, [16].

Tanim B.18 Eger

n

lim > (X, Vi JAA,

IPl-0 &

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun B Uzerindeki iki katli integrali denir,

HB f (x, y)dxdy

ile gosterilir. f(x,y) ifadesine integrant, B bélgesine de integrasyon bélgesi denir,
[16].

Tanim B.19 G, xyz koordinat sisteminde bir bolge ve f de bu bdlge tizerinde strekli
bir fonksiyon olsun. P={G,,G,,..,G,} bélgesinin bir parcalanmasi, (X, Y,,z )da G,

alt bolgesinin herhangi bir alt noktasi olmak tizere

Z f (Xk’ yk1zk)AVk
k=1

ifadesine Riemann toplami veya integral toplami adi verilir. Burada AV,,G, bélgesinin
hacmini gostermektedir. |P| sayisi G,,G,,..,G, alt bélgelerinin caplarinin en biyiigii
olsun.

n

lim D" (X, Vi, 2, AV,

[P0 &

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun G (zerindeki di¢ katli integrali denir,

J.J._[G f (x,y,z)dxdydz
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ile gosterilir. f (x, Y, Z) ifadesine integrant, G bolgesine de integrasyon bélgesi denir,
[16].
Tanim B.20 D, Uc¢ boyutlu uzayda bir bolge, f de bu bolge tzerinde slrekli fonksiyon
ve parametrik gosterimi

r(t)=x(t)i+y(t) j+z(t)k, ast<b
olan Cegrisi de D bolgesi tzerinde bulunan bir diizgiin egri olsun. Bu durumda f
fonksiyonu C egrisinin her bir noktasinda strekli olur. P={t;,t,...,t.}, [ab]

araliginin bir pargalanmasi olsun. C egrisi Gzerinde, t,,t,...,t; noktalarina karsilik

n

gelen noktalar A, A,... A, ve AA,AA, ... A_A egri pargalarinin uzunluklan,

sirastyla, Al;,Al,...,Al, olsun. |P|=maks{Al,Al,,..., Al } sayisina P parcalanmasinin

n

normu veya maksimum ¢api denir, [16].

Tanim B.21 M, (X, Yx. 2 ), ALA egri pargasinin herhangi bir noktasi olmak iizere

n

lim > (X, Vi 2 )AL

P-4 =

limiti varsa bu limite f fonksiyonunun C Uzerindeki egrisel integrali denir ve

_[ f(xy,z)l

C
ile gosterilir, [16].

Egrisel integralin Uygulamalari

Alan Hesabi

B bir basit bolge, C de bunun sinir egrisi olsun. B bdlgesinin alani A ile gosterilirse

1
A==\ xdy — ydx
2! y-y

bagintisi ile elde edilir, [16].
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Yay Uzunlugu
C duzgun bir egrive f de bu egri lizerinde surekli bir fonksiyon olsun. Egrisel integral
tanimindan

HLiHToZ f (% Yo z)AL =] f(x y,2)dl
k=1

C

oldugundan f (X, y,z):lallnlrsa sol taraftaki Al larin toplami, egrinin | uzunluguna

esit olacagindan

= [dl

C
bulunur, [16].

is Hesabi

C dizgln bir egri, F de bu egri lGzerinde tanimli bir vektor alani olsun. T, egrinin

(x(t), y(t), Z(t)) noktasindaki birim teget vektori olmak lizere

W = L F.dr =L F(xy,z2)T(xy, z)dl

seklinde taniml integral bir F kuvvetinin etkisi altinda kalan pargacigin, C egrisinin

baslangic noktasindan bitim noktasina kadar varincaya kadar yaptig istir, [16].
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