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OZET

FRENET EGRISi iLE BAGLANTILI EGRILER VE UYGULAMALARI

Nesibe GURHAN

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Dog. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi yedi boélimden olusmaktadir. Birinci bolimde literatiir 6zeti ve tezin
amaci verilmistir.

ikinci bolimde egriler ve yiizeyler ile ilgili bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Uglincli béliimde bir Frenet egrisiyle baglantili egrilerin tanimlari ve bunlarin gesitli
karakterizasyonlari ile uygulamalari tanitilmistir.

Dordiincd, besinci ve altinci bélimler tezin orijinal kisimlaridir.

Dordinci  bolimde asli-dogrultu  egrilerinin involitleri ile tegetler gostergesi
arastirilmistir. Daha sonra, W — dogrultu egrisi ile W — rektifiyan egri tanimlanmis ve bu
egrilerle ilgili bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Besinci bolimde, ylzey lizerinde bulunan bir egri icin V —dogrultu egrisi tanimlanmis
ve elde edilen bu baglantili egrilerin egrilikleri arasindaki iliskiler incelenerek cesitli
ornekler verilmistir.

Altinci blimde ise E* de asli dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi
ve B, —rektifiyan egri tanimlari yapilmis ve bu egrilerin bazi karakterizasyonlari elde
edilmistir.

Yedinci bélim ise sonug ve 6nerilerden olusmaktadir.
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ABSTRACT

ASSOCIATED CURVES OF A FRENET CURVE AND THEIR APPLICATIONS

Nesibe GURHAN

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This thesis consists of seven sections. In the first section literature summary and the
purpose of the thesis are given.

The second section includes some basic concepts of the curves and surfaces.

In the third section, the definitions of associated curves of a Frenet curve and their
various characterizations with applications are introduced.

The fourth, fifth and sixth sections are original part of the thesis.

In the fourth section, the involutes and the tangential indicatrix of principal-direction
curve are investigated. Later, W —direction curve and W —rectifying curve are defined
and some characterizations of these curves are given.

In the fifth section, V —direction curve is defined for a curve that lies on a surface and
by examining the relationship between curvatures of these associated curves, some
examples are given.

In the sixth section, the definitions of principal-direction curve, B, —direction curve,

B, —direction curve and B, —rectifying curve are defined in E' and some
characterizations of these curves are obtained.



Seventh section consists of conclusions and suggestions.

Keywords: Frenet curve, principal-direction curve, general helix, slant helix, rectifying
curve, W —direction curve, V —direction curve.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Diferensiyel geometride 3-boyutlu Oklid uzayr E’ de egriler teorisi en temel ¢alisma
alanlarindan biridir. Egriler teorisinde ise son yillarda en ¢ok ilgi ceken egriler helisler,
slant helisler ve rektifiyan egrilerdir [1-5]. Bunun yaninda verilen bir egriyle baglantih
olan egriler yaygin bir sekilde c¢alisiimaktadir. Bu egriler arasinda en ¢ok ¢alisilanlar
Bertrand egri ¢iftleri, Mannheim partner egrileri, kiiresel gostergeler ve involit-evoliit
egri ciftleridir. Bu baglantili egriler esas egriyi karakterize edebilir ve onun davranisini

aciklayabilir [6-8].

Gaston Darboux tarafindan kesfedilen ve bir egri boyunca Frenet gatisinin ani dénme
eksenini belirleyen o =T + xB Darboux vektor alani da diferensiyel geometride uzay

egrileri igin 6nemli bir yere sahiptir.

B. Y. Chen 2003 yilinda konum vektori daima kendi rektifiyan diizleminde kalan egrileri
rektifiyan egri olarak tanimlamis ve rektifiyan egrilerin bazi karakterizasyonlarini
vermistir. Bu karakterizasyonlardan rektifiyan egrilerin konum vektorlerinin daima
Darboux vektori dogrultusunda oldugunu elde etmis ve bu nedenle rektifiyan egrileri,
kinematik olarak konum vektorleri egrinin her bir noktasinda ani donme eksenini

belirleyen egriler olarak yorumlamistir [9, 10].

J. H. Choi ve Y. H. Kim 2012 yilinda integral egrileri yardimiyla, verilen bir Frenet egrisi
icin bazi baglantili egriler tanimlamislardir. Bu baglantili egrileri asli-dogrultu egrisi,
binormal dogrultu egrisi, asli-donor egrisi, binormal-donor egrisi ve PD-rektifiyan egri
olarak siralayabiliriz. Genel helisleri ve slant helisleri asli-dogrultu egrileri yardimiyla

1



karakterize ederek, bir diizlemsel egriden genel helis ve slant helis elde etmek igin
kullanisli bir metot vermislerdir. Ayrica, PD-rektifiyan egri sayesinde Bertrand egrisi icin

yeni bir karakterizasyon elde etmislerdir [11].

K. ilarslan ve E. NeSovi¢ 2008 yilinda E* de rektifiyan egrileri, konum vektorii daima
asli normal vektoriinin ortogonal timleyeninde bulunan egriler olarak tanimlamis ve

egrilikleri yardimiyla bu tir egrileri karakterize etmislerdir [12].

M. Onder vd. 2008 yilinda E* de ikinci binormal vektérii (B,) sabit bir dogrultuyla
sabit a¢l yapan egrileri B, —slant helis olarak tanitmis ve bu egrilerin 6zelliklerini

belirlemislerdir [13].

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir Frenet egrisiyle
baglantili egrilere ek olarak bazi yeni baglantili egriler tanimlamak ve bu yeni
tanimlanan baglantili egriler arasindaki iliskileri arastirmaktir. Ayrica, yénlendirilebilir
bir ylizey lzerinde alinan bir egriyle ayni ylzey Ulzerinde kalan bir baglantili egri
tanimlayarak, bu egrilerin ylzeye ait egrilikleri arasindaki iliskileri incelemektir. Son
olarak, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet egrisinin Frenet vektérlerinin integral
egrileri olarak yeni baglantili egriler olusturmak ve bunlarin karakterizasyonlarini

belirlemektir.

1.3 Orijinal Katki

Bu calismada, 6ncelikle 3-boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet egrisinin birim Darboux
vektor alani (W) yardimiyla W —dogrultu egrisi tanimlanmis ve bu egrilerin egrilikleri
arasindaki iliski elde edilmistir. Daha sonra W —rektifiyan egri tanimi yapilarak, sadece
bir genel helis icin W — rektifiyan egrinin bulunabilecegi gdsterilmistir. Bunun yanisira,
3-boyutlu Oklid uzayinda yiizey tzerinde alinan birim hizli bir y egrisinin {T,V,U}
Darboux c¢ati alanindaki V teget-normal vektdr alaninin integral egrisi olan ve y
egrisiyle ayni ylizey Uzerinde kalan V —dogrultu egrisi tanimlanarak, bu egrilerin

ylzeye ait egrilikleri arasindaki iliskiler verilmistir.



Diger taraftan, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet egrisi icin asli-dogrultu egrisi,
B, —dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi ve B, —rektifiyan egri tanimlari yapilmis ve bu

egrilerin bazi karakterizasyonlari elde edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremlere deginilecektir. Tanim ve teoremler icin agirhkli olarak [14-18] nolu

kaynaklar kullanilacaktir.

2.1 Afin Uzay ve Oklid Uzay

Tanim 2.1 A bos olmayan bir kiime ve V, n-boyutlu bir vektor uzayi olsun. Bir

f:AxA—>V dontsimi
A1) VP,Q,ReA icin, f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R),
A2) VPe A, VaeV igin, f (P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A vardir

ozelliklerini sagliyorsa A ya V ile birlesen afin uzay denir.

Tanim 2.2 V n-boyutlu bir vektér uzayi ve A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay

olsun. B,R,...,P, € A noktalari igin {POPl, PPs..., POPn} vektor sistemi V “nin bir bazi

ise {PO,PI,...,Pn} kiimesine A afin uzayinin bir afin ¢atisi denir. P, noktasina catinin
baslangic noktasi, P,P,,...,P, noktalarina da afin c¢atinin birim noktalari veya ug
noktalari denir.

Tanim 2.3 V, n-boyutlu bir reel ig-garpim uzayi olsun. V ile birlesen A afin uzayina n-

boyutlu Oklid uzayi denir.

V =R" standart reel vektér uzayinda, X =(x,,...,X,) ve Y =(y,,...,y,) olmak tizere



(RSB SR (XY) > (XY)=3xy

standart i¢c-carpimi (Oklid i¢-carpimi) tanimh oldugunda, V =R" ic-carpim uzayi ile

birlesen A=R" afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzayi denir ve E" ile gdsterilir.

Tanim 2.4 P,,P,...P, € E" noktalar igin {POPI,POPZ...,POPH} vektor sistemi R" ig-

garpim uzayinin bir ortonormal bazi ise{P,,P,...,P,} kimesine E" de bir Oklid gatisi

denir. Her Oklid ¢atisi bir afin ¢atidir.

Tanim 2.5 E" bir afin uzay oldugundan P, € E" igin baslangi¢ noktasi P, olan bir

{P,,P,...P,} afin catisi vardir. VPeE" icin W:Zaiﬁ, a; € R vyazlabilir. O
i=1
halde,

X:E" >R
Pox(P)=a, 1<i<n

ile tanimli {xl,xz,...,xn} afin koordinat sistemi bulunabilir. Bu afin koordinat sistemine
Oklid(dik) koordinat sistemi denir.

Tanim 2.6 [E" Oklid uzay, U cE" acik alt kiime olsun. Eger f:UcE" >R
fonksiyonu Kk . mertebeden kismi tirevlere sahip ve bu tirevler sirekli ise f

fonksiyonuna Kk . mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon adi verilir.

k. siniftan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kimesi Ck(U,R) ile gosterilir ve

C*(U,R)={f|f:U >R ve f fonksiyonu k . mertebeden diferensiyellenebilir}

ile tanimlanir.

Tanim 2.7 U ve V, E" de iki agik alt kiime olsun. ¢ :U —V donlsim igin
= peCH (U ,V)
-1
" @ var

= 9 eC¥(V,U)



ozellikleri saglanirsa ¢ ye diffeomorfizm denir.

2.2 Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar

A, V vektor uzay ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. Pe A ve veV icin

(P,\?) :\7p ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektor denir.
P € A noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi T,(P) ile gosterilir ve
T,(P) ={\7p =(P.v):Pe A,Vev}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.8 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. A afin uzayda

bir afin cati {PO,PI, P} olmak Uzere {I:’O—Ijl,...,ﬁ} kimesi V nin bir bazdir.

cees

1

V,=PQeV oldugundan V,=PQ=> APP, 4 €3 vyazlabilir. Burada (4,....4,)
i=1

n-lisine VPeTA(P) tanjant vektérinin koordinatlari veya bilesenleri denir ve

Vo =(A»en Ay ), ile gosterilir.

Teorem 2.1 TA(P) kiimesi reel sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayidir. Bu uzaya A

afin uzayinin P noktasindaki tanjant vektorlerinin uzayi veya kisaca tanjant uzay denir.

2.3 Vektor Alanlari ve Vektor Alanlarinin Uzayi

Tanim 2.9 VP e E" noktalari {izerindeki tanjant uzaylarin birlesimi U T, (P) olmak

PecE"



dénisimine E" de bir vektér alani denir. O halde, E" (izerindeki bir X vektér alani,

VP e E" noktasina TEn (P) tanjant uzayinin bir )ZP tanjant vektoriini karsilik getiren

bir fonksiyon olarak dusinulebilir. E" de tanimli bitin vektér alanlarinin kiimesi
;((E”) ile gosterilir ve
Z(E“):{X IX:E"> JT, (P)}

PcE"

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2 Z(E“) kiimesi reel sayilar cismi Uzerinde bir vektér uzayidir. Bu vektor

uzayina vektor alanlarinin uzayi denir.

2.4 Egriler Teorisi

Tanim 2.10 | — R bir acik aralik olmak Gzere,

vyl >E

fonksiyonu diferensiyellenebilirse y(1)cE" alt kimesine E" de (I,7) koordinat

komsulugu ile tanimlanmis bir diferensiyellenebilir egri adi verilir.

Tanim 2.11 y:| — [E’ bir egriolsun. Vs el icin, ;/’(S) £0 ise y egrisine regliler egri

denir.

Tanim 2.12 y:1 — E’ bir egri olsun. Vs el icin, ;/’(S)H=1 ise y egrisine birim hizli

egri, s parametresine de yay uzunlugu parametresi denir.

Tanim 2.13 y:1 - &’ birim hizli egrisi icin

T(s)=7r'(s)

ile tanimlanan T vektér alanina y egrisinin birim teget vektor alani denir.
Tanim 2.14 7 : 1 - [E’ birim hizli egrisi igin, K(S)=HT'(S)H ile tanimlanan

Kl >R

fonksiyonuna, y egrisinin egrilik fonksiyonu denir. Belli bir s, el igin x(s,)eR

sayisina egrinin (s, ) noktasindaki egriligi denir.



Tanim 2.15 [E’ de birim hizli y: 1 - E* egrisi icin

ile tanimli N vektor alanina y egrisinin asli normal vektér alani denir.

Tanim 2.16 [&° de birim hizh y: 1 — E’ egrisi igin

B(s)=T(s)xN(s)

ile tanimli B vektor alanina y egrisinin binormal vektér alani denir.

Tanim 2.17 [E’ de birim hizli y: 1 - E* egrisi icin r(s):—<B’(s), N (S)> ile tanimli
;1 >R

fonksiyonuna y egrisinin burulma fonksiyonu denir. Belli bir s, €1 igin r(so)e]R
sayisina egrinin y(s,) noktasindaki burulmasi denir.

Tanim 2.18 E’ de birim hizli y:1 > E® egrisi icin T, N, B birim vektér alanlari her
noktada birbirine ortogonaldir. {T, N,B} Uglistine y egrisi lizerinde Frenet gati alani
denir.

Tanim 2.19 @, B:1 - E’ iki egriolsun. Vtel igin B(t)=F (a(t)) olacak sekilde E’
de bir F izometrisi varsa bu iki egriye kongruenttir (esdegerdir) denir.

Tanim 2.20 Egriligi x)0 ve burulmasi 7 olan y:1 — E’ birim hizl egrisi igin

T'=xN
N'=—«T +7B
B'=—zN

esitlikleri saglanir. Bu formiillere Frenet formiilleri denir.
Tanim 2.21 Karsilikli noktalarda ayni asli normale sahip olan egri giftine Bertrand egri
¢ifti denir.

Teorem 2.3 y bir Bertrand egrisidir < ax+br =1, a,b# 0(sabit) denklemi saglanur.
Tanim 222 y ve y, E" de sirasiyla, (I,7) ve (I,;/*) koordinat komsuluklari ile
verilen iki egri olsun. y(s) ve y"(s) noktalarinda y ve " egrilerinin Frenet r-ayaklilari

sirastyla, {Vl(s),...,Vr(s)} ve {V*l(s),...,Vr*(S)} olmak Uzere,

(Vi(s).v",(5)) =0



oluyorsa 7/* egrisine y egrisinin involltl, y egrisine de 7/* egrisinin evoliiti denir.
Teorem 2.4 y ve y ikiegrive ¥, ¥ egrisinin involitii ve ¥, ¥ egrisinin evoliti ise;
y egrisinin egrilik fonksiyonlari k; , 7" egrisinin egrilik fonksiyonlar ki* arasinda
(k*)z ()= ki(s)+kj(sz)

ki (s)(c-s)
iliskisi vardir.

Tanim 2.23 Teget vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit aci yapan egriye genel helis

denir. Egrinin birim teget vektdr alani T ve sabit bir dogrultu U olmak Uzere,

(T,U)=cos, (6 =sabit) dir.

Teorem 2.5 y:1 — |’ egrisi bir genel helistir <> z degeri sabittir.
K

Tanim 2.24 y : | — E egrisi icin «(5))0 ve 7(s)= 0 ifadelerinin her ikisi de sabitse »

egrisine dairesel helis denir.
Tanim 2.25 Normal vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit a¢i yapan egriye slant helis

denir. Egrinin normal vektdr alani N ve sabit bir dogrultu U olmak (zere,

<N ,U > = cos 0, (@ =sabit) dir.

Tanim 2.26 Bir y:1 — E’ egrisinin konum vektérii daima kendi rektifiyan diizleminde

kaliyorsa bu egriye rektifiyan egri denir. y bir rektifiyan egri ise konum vektora

7(s)=4(s)T(s)+u(s)B(s)

denklemini saglar (4 ve u herhangi diferensiyellenebilir fonksiyonlardir) [9].

2.5 Bir Egrinin Kiiresel G6stergeleri

Tanim 2.27 E" de bir a egrisi Se | yay-parametresi ile verilsin. & ’nin birim teget
vektor alani T olmak lzere E@zT alindiginda, P noktasi & egrisini gizerken, Q
noktasinin birim kiire ylizeyi Uzerinde ¢izdigi egriye & 'nin 1. kiiresel gbstergesi veya

tegetler gostergesi denir (Sekil 2.1).



o egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gosterirsek denklemi o; =T olur. Tegetler
gostergesinin yay parametresine S; dersek S; # S olup, yay-elementi ise ds, =||T’||ds

dir.

Sekil 2. 1 Tegetler gostergesi

Teorem 2.6 Bir ¢ egrisinin egriligi, tegetler gdstergesinin yay elementinin esas egrinin

yay elementine oranidir, yani % =x dir.
S

N vektoriiniin ug¢ noktalarinin birim kire ylizeyi lizerinde meydana getirdigi egrive o
egrisinin 2. kiiresel gostergesi veya asli normaller géstergesi denir.

o egrisinin normaller gostergesini (N) ile gosterirsek denklemi o, =N olur.
Normaller gostergesinin yay parametresine S, dersek S, # Solup, yay-elementi ise

dsy =||N’|ds dir.

Tanim 2.29 E° de bir @ egrisinin binormal vektér alani B olsun. a egrisi gizilirken
B vektorinin ug noktalarinin birim kire yiizeyi tizerinde meydana getirdigi egriye &

egrisinin 3. kiiresel gostergesi veya binormaller géstergesi denir.
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o egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterirsek denklemi a; =B olur.
Binormaller gdstergesinin yay parametresine S; dersek Sg # S olup, yay-elementi ise

ds; =|B’|ds dir.

Tanim 2.30 E" de bir parametrik egri
y: 1l >E"
s—y(s)

olsun. X e;((E”) olmak lizere Vsel igin %:X(}/(S)) oluyorsa, y egrisine X

vektor alaninin bir integral egrisi denir.

Tanim 2.31 y:1 >’ birim hizli egrisinin Frenet elemanlari {T,N,B,K,T} olsun.

@ =11 + kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

7(s)T(s)+x(s)B(s))

W(S):HZ(S 1

) _
(S)H \/;cz(s)+rz(s)(
vektoriine ise y egrisinin Darboux géstergesi denir. Bu vektor {T, N,B} g ayaklisinin

her s aninda bir ani helis hareketi yaptigi eksendir.

2.6 Yiizeyler Teorisi

Tanim 2.32 Bir M c E* kiimesi verilsin. VP € M noktasi icin, gortintisii P noktasinin
M deki komsulugunu kapsayan ve D cE? ack kiimesi {zerinde tanimli bir
X:D—> M doénisimi

i) birebir,

ii) reguler,

iii) X™': X (D)— D fonksiyonu sirekli
olacak sekilde bulunabiliyorsa, M kiimesine &’ de bir yiizey denir.

Teorem 2.7 E* de bir M : f(x,y,z)=c alt kiimesi bir yiizeydir < VPeM igcin
\%i (P)¢6 dir.
Tanim 2.33 M, E’ de bir yiizey olsun. | R bir agik aralik olmak iizere y:1 — M

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M yiizeyi lizerinde bir egri denir.

11



Tanim 2.34 M cE’ bir yizey olsun. ¥, eT.(P) tanjant vektori P noktasindan
gecen ve ylzey uzerinde kalan bir egrinin hiz vektori oluyorsa, V, tanjant vektoriine

M vylzeyinin P noktasinda bir teget vektorii denir. Yizeyin P e M noktasindaki

bitln teget vektorlerinin kiimesi M yizeyinin P noktasindaki teget diizlemi olarak

adlandirilir ve T, (P) ile gosterilir.
Tanim 2.35 M c E’ yiizeyi boyunca bir V vektor alani verilsin. YP € M noktasina bir
\Y (P) =V, teget vektori karsilik getiren V' vektor alanina M yiizeyi boyunca bir teget

vektor alani denir.

Tanim 2.36 M c [E’ bir yiizey ve P € M bir nokta olsun. P noktasindaki T, (P) teget

diizlemine dik olan bir U, tanjant vektériine M yiizeyinin P noktasindaki normal
vektori denir.
Tanim 2.37 M c E’ yiizeyi boyunca bir U vektor alani verilsin. Eger VP € M icin elde

edilen U (P) = U, tanjant vektori M yuzeyinin bir normal vektéri oluyorsa, U vektor

alanina M yizeyi boyunca bir normal vektér alani denir.

Tanim 2.38 M yizeyi Uzerinde bir birim normal vektor alanina M (zerinde bir
yonlendirme, lzerinde bir yonlendirme se¢ilmis olan ylizeye de yénlendirilebilir yiizey

denir.

Butlin kuadrik yizeyler birer yénlendirilebilir ylizeydir. Yonlendirilemeyen ylizeyler igin
ornekler Mobius seridi ve Klein sisesidir.

Tanim 2.39 M, E’ de bir yiizey ve M 'nin birim normal vektér alani N olsun.
a:l > M egrisi Vel icgin a”(t)=/1(t) N_ diferansiyel denklemini sagliyorsa «’ya
M Uzerinde bir geodezik egri denir.

Tanim 2.40 M, E’ de bir yiizey ve M "nin birim normal vektér alani N olsun. E’ de

Riemann konneksiyonu D olmak tizere VX € y(M) igin

seklinde tanimh S doénlisimine M ’nin sekil operatorii veya Weingarten déniisiimii

denir.
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Tanim 2.41 M c E’ regiiler yizeyi verilsin.

Ky (Up) = (S (0).0p )

ile tanimlanan kn(Up)eR sayisina M  yizeyinin U, birim teget vektori
dogrultusundaki normal egriligi denir.

Daha genel olarak, herhangi bir V, €T, (P) teget vektorii igin

<S(VP),VP>

Kk, (VP ) = 2
[ve |
ile tanimlanir.
2.7 Sekil Operatoériiniin Cebirsel Degismezleri

Tanim 242 M, E’ de bir yizey ve M ’nin P noktasindaki sekil operatéri
Sp :Tw(P)> T, (P) olsun. S(X,)=4X, esitligini saglayan A saylarina M
ylzeyinin P noktasindaki asli egrilikleri, X, vektoriine de A’ya karsilik gelen asli

dogrultu denir.

Teorem 2.8 M yizeyinin asli egrilikleri ve asli dogrultulan T,,(P) teget uzayinin

bazindan bagimsizdir.
Tanim 2.43 M, E° de bir yiizey olsun.

K:M->R
P—)K(P):detSP

fonksiyonuna M ’nin Gauss egrilik fonksiyonu, K(P)eR sayisina da M 'nin P
noktasindaki Gauss egriligi denir.
Teorem 2.9 M yiizeyinin Gauss egriligi baz seciminden bagimsizdir.

Tanim 2.44 M, E’ de bir yiizey olsun.

H:M >R
P—H(P)=izS,
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seklinde tanimhi H fonksiyonuna M ’nin ortalama egrilik fonksiyonu, H(P) sayisina

da M 'nin P noktasindaki ortalama egriligi denir.
Teorem 2.10 [E’ deki bir M yiizeyinin H ortalama egriligi baz seciminden bagimsizdir.

Tanim 2.45 E’ de H ortalama egriligi sifir olan regiiler yiizeylere minimal yiizey

denir.
Tanim 2.46 E’ de K Gauss egriligi sifir olan regiiler yiizeylere flat yiizey denir.

Tanim 2.47 M, E’de bir yiizey ve M {izerinde bir egri o olsun. a’nin teget vektor
alant T ve M ’nin sekil operatori S olsun. Eger T vektor alani a egrisi boyunca
S ’nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa « egrisine M (izerinde bir egrilik
¢izgisi denir.

Tanim 2.48 M, E’ de bir yiizey olsun. P € M noktasindaki M ’nin sekil operatérii S,

olmak Gzere,

i) Sp,=Al_, ise PeM noktasina M 'nin umbilik noktasi denir,

i) Sp =0 ise PeM noktasina M uzerinde diizlemsel(flat) nokta denir.

Tanim 2.49 M, E’ de bir ylizey ve P €M noktasindaki sekil operatérii S, olsun.
VXp,Yp €Ty, (P) igin <S(Xp),Yp> =0 ise bu iki tanjant vektoriine egleniktir denir. Bir
Xp #0 tanjant vektori icin, <S(Xp),Xp>=O ise X, dogrultusuna, M ’nin P

noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X,’yi VP ea noktasinda teget vektorl

kabul eden a egrisine M (zerinde bir asimptotik ¢izgi denir.

Tanim 2.50 M , &’ de bir ylizey ve M iizerinde birim hizli bir egri » olsun. y egrisinin
birim teget vektor alani T, ylzeyin y egrisine kisitlanmis birim normal vektor alani U
ve V=UxT olmak Uzere y egrisi boyunca tanimlanan {T,V,U} ortonormal
sistemine Darboux ¢ati alani denir.

y egrisinin T birim teget vektor alani Frenet ve Darboux ¢atilarinin her ikisinde de
ortak oldugundan, U,V,N, B vektor alanlari egrinin her bir noktasinda ayni diizlemde

bulunurlar. Bu yiizden bu iki ¢ati arasinda, V ile N arasindaki agi 8 olmak tzere,
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T 1 0 0 T
V |=|0 cos@ siné@ || N
U 0 —-sind cos@|l B

iliskisi vardir. Bu ise Frenet ¢atisinin T etrafinda € acilik dénme yapmasi sonucunda

Darboux catisi elde edildigi anlamina gelir.

Darboux — ¢atisina gore tlrev denklemleri ise

T’ 0 k, Kk ||T
Vil=|-k, 0 7, ||V
u |-k, -z, U

seklinde tanimlidir. Burada Kk, ylzeyin T dogrultusundaki normal egriligi; kg,eérinin

geodezik egriligi ve 7, de egrinin geodezik burulmasi olarak adlandirilir. Buna gore;
ylizeyin normal egriligi k = <S (T),T> = —<U ’,T> = <U ,T’> = K'<U , N> =Ksind,
egrinin geodezik egriligi k, = (T".V)=(xN,V)=x(V,N)=xcosb,

egrinin geodezik burulmasi 7, = <S (T),V> = —<U ’,V> =7+0'

seklindedir.

Uyan 2.1 kg =0 < «a egrisi yuzey uzerinde geodezik egridir.
k,=0 < «a egrisi ylzey tzerinde asimptotik egridir.

7, =0 < «a egrisi yuzey Uzerinde asli egridir.

2.8 E* de Temel Kavramlar

4 4
Tanim 2.51 E* Oklid uzayinin standart bazi {e,e,,e,,e,} olsun. x = Z Xe, y= z yi€,
i=1 i=1
4
ve 2= Z z,6; vektorlerinin vektorel carpimi
i=1

e e € &

X X X X,
XXYXZ=

Yio Y2 %5 Y,

z YA z z

1 2 3 4
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ile tanimlanir [19, 20].
Vektorel carpimin bazi 6zellikleri:

" X, y ve z vektorleri lineer bagimsizise xxyxz vektéri x, y ve z vektorlerine dik

bir vektor belirtir.

" XXYXZ=—YXXXZ

= X, y ve z vektorleri lineer bagimli ise vektorel garpimin sonucu sifir vektoradar.
= A(xxyxz)=(Ax)xyxz=xx(Ay)xz=xxyx(1z)

Tanim 2.52 : 1 — E* birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

ile tanimlanan T vektor alanina egrinin teget vektor alani denir.

Tanim 2.53 E* de birim hizh y : 1 — E* egrisiigin, "(s)# 0 olmak iizere

ile tanimli N vektor alanina y egrisinin asli normal vektér alani denir.

Tanmim 2.54 E* de birim hizh y: 1 — E* egrisi icin

ki (s)=\{r"(s).7"(s))

ile tanimh k; : 1 - R fonksiyonuna y egrisinin birinci egrilik fonksiyonu denir. Belli bir
s, € | icin k (s,) € R sayisina da egrisinin y(s,) noktasindaki birinci egriligi denir.
Tanmim 2.55 E* de birim hizh y: 1 — E* egrisi igin

oy 7(8)x7"(8)x"(s)
%= (5) )]

ile tanimh B, vektdr alanina y egrisinin ikinci binormal vektér alani denir [21].

Tanim 2.56 E* de birim hizh y: 1 — E* egrisi icin
B,(s)=B,(s)xT(s)xN(s)

ile tanimh B, vektér alanina y egrisinin birinci binormal vektor alani denir [21].
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Tanim 2.57 E* de birim hizh y: 1 — E* egrisi icin

(B\(s).7"(s))
ki(s)

ile tanimlanan Kk, : | - R fonksiyonuna y egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu denir. Belli

k2(5)=

bir s, €l igin k,(s,)eR sayisina da y egrisinin y(s,) noktasindaki ikinci egriligi
denir [21].
Tanim 2.58 E* de birim hizh y: 1 — E* egrisi icin
(B.(s).7(s))
ki (s)k, (s)

ile tanimlanan k,:1 - R fonksiyonuna y egrisinin ligiincli egrilik fonksiyonu denir.

k3(5)=

Belli bir s, el igin k;(s,)eR sayisina da y egrisinin y(S,) noktasindaki tigiincii
egriligi denir [21].

Uyari 2.2 E* de bir egri icin

K, birinci egriligi egrinin teget dogrusundan,

k, ikinci egriligi egrinin dizlemsel egriden,

k, Gglinci egriligi de egrinin li¢ boyutlu egriden

ayrilma miktaridir. Dolayisiyla, E* de bir y egrisi igin

k,=0 < y birdogrudur,

k,=0 < y birdiuzlemsel egridir,

k, =0 < 7, E* uzayinin 3-boyutlu alt uzayinda yatan bir egridir.

Tanim 2.59 E* de birim hizli y: 1 — E* egrisi icin birim vektér alanlari T, N, B,, B,
her noktada birbirine ortogonaldir. Bu durumda {T, N,BI,BZ} dortlist y egrisi

Uzerinde bir ¢ati alani olusturur. Bu ¢ati alanina Frenet ¢ati alani denir.
Uyan 2.3 E* de birim hizli y: 1 — E* egrisi icin Frenet formiilleri
T'=kN,

N'=—kT+Kk,B,,

B, =-k,N+k,B,,

B, = —k,B,
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seklindedir [22].

Tanim 2.60 E* Oklid uzayinda konum vektorii daima asli normal vektér alani olan N
nin ortogonal timleyeninde bulunan egriye rektifiyan egri denir. O halde, bir

y:1 > E* egrisi rektifiyan egri ise konum vektérii daima

7(8)=A(8)T (s)+u(s)B (s)+v(s)B,(s)
esitligini saglar (4, u ve v diferensiyellenebilir fonksiyonlardir) [12].

Tanim 2.61 E* de sifirdan farkl k,, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir y: 1 — E*
egrisinin birim teget vektor alani T ve herhangi bir sabit birim dogrultu U olsun. Eger

T, sabit U dogrultusuyla sabit agl yapiyorsa, yani <T,U>=cos€, (stabit) oluyorsa

y egrisine bir genel helis denir. E* de bir genel helis

2 2
k#2+ 1dfk = c(sabit)
K2 |k ds| K,

karakterizasyonuna sahiptir [23].

Tanim 2.62 E* de sifirdan farkh k,, k,, k, egriliklerine sahip birim hizli bir y:1 — E*
egrisinin Frenet catisi {T, N,BI,BZ} olsun. Herhangi bir birim uzunluklu sabit dogrultu
U olmak lzere egrinin B, ikinci binormal vektor alani sabit U dogrultusuyla sabit aci
yaplyorsa, yani <BZ,U>:cos6, (ﬁzsabit) oluyorsa y egrisine bir B, — slant helis

denir. Bir B, — slant helis

2 2
kiz+ in K =C(sabit)
k2| k2 ds|k,

karakterizasyonuna sahiptir [13].
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BOLUM 3

FRENET EGRISi iLE BAGLANTILI EGRILER VE UYGULAMALARI

3.1 Asli-dogrultu Egrileri ve Asli-donor Egrileri

Tanim 3.1 Birim hizli bir y egrisiigin " # 0 oluyorsa, bu egriye Frenet egrisi denir.
y:1 > E’ bir Frenet erisi ve y egrisinin Frenet elemanlar {T,N,B,x,z} olsun. y
Frenet egrisi icin bir V vektor alani

V (S) =u(s)T(s)+V(S)N(s)+wW(s)B(s), u’(s)+Vv(s)+w(s)=1, (3.1)
seklinde verilsin. Boylece, | araliginda tanimli V vektor alaninin bir integral egrisi olan

7_/(5) birim hizh bir egridir.

Uyarni 3.1 V(S) vektor alaninin integral egrisi olan ;_/ egrisinin yay uzunlugu
parametresi S=S+C (C sabit) seklindedir. Béylece, genelligi bozmadan S =5 olarak
alinabilir. ]_/ integral egrisi E’° de otelemeye bagli olarak tek turliidir, yani ; bir

baslangic noktasi yardimiyla belirlenir.

Tanim 3.2 N(S) asli normal vektor alaninin integral egrisine y egrisinin asli- dogrultu

egrisi, B(S) binormal vektor alaninin integral egrisine binormal-dogrultu egrisi denir.

7(S) Frenet egrisinin asli-dogrultu egrisi 7_/(8) ise N (7_/(5)) = }_/'(S)

7(s) !

7(S) Frenet egrisinin binormal-dogrultu egrisi ;A/(s) ise B(;A/(s)) =;A/ (s)

7(s)
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Uyari 3.2 Bir asli-dogrultu egrisi u(s)=w(s)=0, v(s) =1 olan V(S) vektor alaninin bir
integral egrisidir. Bir binormal-dogrultu egrisi u(s) =v(s) =0, w(s) =1 olan V(S) vektor

alaninin bir integral egrisidir.

E’ de verilen bir Frenet egrisinin asli-dogrultu egrisini bulmak icin (3.1) den elde
edilen V(y_/(s)):;_/'(s) ~5) diferansiyel denkleminin ¢ézulmesi gerekir. Eger y(S) sabit
egrilikli ya da sabit burulmali ise buna gerek yoktur.

Uyan 3.3 y, E’ de K, # 0 sabit egrilikli bir Frenet egrisi ve y egrisinin asli dogrultu

!

egrisi 7 ise N(/(8)=7(5)|,, ve N=1=—Ly"(s) olacagindan 7 (5)=—7"(5)

KO KO KO
- 1, ~
veya }/(S):K—}/(S)—i-c bulunur.
0

y, B’ de 7, # 0 sabit burulmali bir Frenet egrisi ve y egrisinin asli-dogrultu egrisi y

ise N(?(s))=7(s) o Ve N=—iB’ olacagindan ;_/’(S)=—LB’(S) veya

Ty To

}(s):—iB(s)m —
To 7,k (S)

7'(S)xy"(s)+C bulunur.

Teorem 3.1 y bir Frenet egrisi ve 7_/ de V(s) vektor alaninin bir integral egrisi olsun. 7_/

egrisinin  asli-dogrultu  egrisi ¥ dir ancak ve  ancak u(s)=0,
v(s) = —cos(j 7ds) =0, w(s) = sin(j 7ds) olmasidir [11].

ispat: U*(S)+V*(S)+W'(S)=1 = uu'+wW +ww' =0.
V(s)=u(s)T(s)+V(S)N(s)+w(s)B(s) = V'(s)=uT +uT'+VN+VN'+wB+wB'

= V'(s)=U"-vi)T +(ux +V'—=7W)N + (W +7V)B .
7_/, V(s) in integral egrisi oldugundan V(]_/(S))=7(S) yazilabilir. Buradan;
Vi(s)=7 (s)=T'(s)==(s)N(s) olur.

(=)y egrisinin asli-dogrultu egrisi y ise; N(y(s))=7'(s)=T(s) olacagindan
V'(s)=x(S)N(s) =&(S)T(s) =(u'—vi)T(s)+(ux+V' —zW)N(s)+(W +zVv)B(s) dir.
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Bu son esitlikten

u—-ve=0
uxk+Vv —tw=0 (3.2)
vi+w =0

elde edilir. vz +w =0 denklemini w ile ¢arpar ve uu’+w'+ww' =0 esitliginde yerine
yazarsak uu'+w'=7wv bulunur. ux+V'—zw=0 denklemini v ile c¢arpar ve

uu'+w'=7zwv denkleminde yerine koyarsak xuv—uu’'=u(xv—-u)=0 = u=0 olur.
|\ —

#0

Vi—tw=0
Boylece, (3.2) den { '~ 0 elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6zimi
Vi +W =

u(s)=0, v(s) = —cos(jrds) £0, W(S) = sin( j zds) seklindedir.
(<) u(s)=0, v(s)= —cos(J‘ 7ds) =0, w(s) = sin(J. 7ds) olsun. Bu ifadeler
V'(s)=U"—vi)T + Uk +V' —7W)N + (W' +7v)B

esitliginde yerine yazilirsa V'(s) = cos('[ 7ds)x(S)T(S) = A(S)T(S) bulunur.
%/—/

A(s)
7_/(5), V (S) in integral egrisi oldugundan V(]_/(S)) =7(s) yazilabilir. Buradan

Vi(s)=7 (s)=>V'(s)=T (5)==(5)N(s) olup, (S)N(s)=A(S)T(S) elde edilir.
Boylece, N(S) =T(s), yani ]_/(S) nin asli-dogrultu egrisi y(s) dir.

Tanim 3.3 —cos(jrdS)N(s)+sin(Irds)B(s) vektor alaninin integral egrisine ¥
egrisinin asli-donor egrisi denir.

Asli-donor egrisi kavrami, basit egrilerden karmasik egriler olusturmak icin kullanishidir.

Teorem 3.2 v, E’ de « ve ¢ burulmasina sahip bir Frenet egrisi ve y egrisinin asli

dogrultu egrisi 7_/ olsun. 7_/ nin egriligi ve burulmasi asagidaki gibidir [11]:
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Ispat : Uyari 3.1 geregince 7_/ ve y igin S parametresini ayni yay uzunlugu parametresi

olarak kullanabiliriz. y egrisinin asli-dogrultu egrisi ;_/ olsun. Oyleyse;

NG (s) =7'(s)=T(s) = T =N'=—&T +7B olacagindan

N =

- * 74+ B B4t T
Nt VK + 72 ’ Vi + 12 Vi +1°2

olur. B vektor alaninin tirevi alinir ve Frenet formdlleri kullanilirsa,

B =| 2™ |(xT-B)

(K‘Z +72)2

elde edilir. O halde

!
_ —r =\ k-« K (T
r=-(B,N)= 2 2 2 2| .
K +7 K +7 K

elde edilir.

Sonug 3.1 y, E’ de egriligi ¥ ve burulmasi 7 olan bir Frenet egrisi ve ;_/ de vy

egrisinin asli-dogrultu egrisi olsun. Boylece;

_mbj

saglanir. Bu sonug; genel helis ve slant helisler ¢alisilirken yaygin olarak kullanilir.

!

RN N

Teorem 3.3 y, egriligi ¥ ve burulmasi 7 olan bir y egrisinin asli-donor egrisi ise, ¥

egrisinin egriligi ve burulmasi

K(s) = E(S)‘cos( [zds).  z(9)=Fr©)sin([7(s)as)
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ile verilir [11].
Tanim 3.4 y bir Frenet egrisi, ¥ nin asli-dogrultu egrisi ;_/ ve 7_/ nin asli-dogrultu egrisi
}:/ olsun. Bu durumda 7:/ egrisine » nin ikinci asli-dogrultu egrisi denir.
Teorem 3.4 Asagidaki ifadeler esdegerdir [11]:
a) 7 Frenet egrisi B de bir genel helistir.
b) » bir diizlemsel egrinin asli-donor egrisidir.
c) ¥ nin asli-dogrultu egrisi bir dizlemsel egridir.

ispat :

(a:>c) y Frenet egrisi B’ de bir genel helis olsun. Bu durumda L sabittir.
K

2
K

4
T
=3 (—] oldugunu biliyoruz. Boylece
2 2\7 \ K
(K +7 )2

egrisinin asli-dogrultu egrisi y ise

A

=0 = 7 =0 olup, ; bir dizlemsel egridir.

Al I

(C:>b) y egrisinin asli-dogrultu egrisi 7_/ bir diizlemsel egri olsun. Teorem 3.1 ve

Tanim 3.3 geregince y nin asli-dogrultu egrisi y ise ;_/ nin asli-donor egrisi ¥

oldugundan y bir duzlemsel egrinin asli-donor egrisidir.

(b=a) y,bir ¥ diizlemsel egrisinin asli-donor egrisi olsun. 7 =0 olup,
K(s) = E(S)‘COS(J.Z_'(S)dS)‘ ve 7(S) = k(S) sin('[?(s)ds) esitlikleri kullanilirsa

r_ C (sabit) elde edilir. O halde, 7 Frenet egrisi E’ de bir genel helistir.
K

Sonug 3.2 ;:/(S)=(X(S),y(s),0) birim hizl bir diizlemsel egri olsun. a0 ve b birer
sabit olmak uzere, 7=/ egrisinin 7_/ asli-donor egrisi

(s)=(ay(s),—ax(s),bs), a*+b’=1,
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ile verilir. Ayrica y; egriligi r?(s)=|a|\/[x"(s):|2Jr[y”(s)]2 ve burulmasi

7(s)= b\/[x"(s)]2 +[y"(s)]2 olan bir genel helistir.
Teorem 3.5 Asagidaki ifadeler esdegerdir [11]:

a) 7 Frenet egrisi, I’ de bir slant helistir.

b) 7, E’ de bir genel helisin asli-donor egrisidir.

c) 7 bir dizlemsel egrinin ikinci asli-donor egrisidir.

d) 7 nin asli-dogrultu egrisi, E’ de bir genel helistir.

e) y nin ikinci asli-dogrultu egrisi bir dizlemsel egridir.
ispat :

(a=b) y Frenet egrisi [E’° de bir slant helis olsun. Bu durumda,

ij =C(sabit) vyazilabilir. y egrisinin asli-dogrultu egrisi 7_/ olsun. Bu
K

—~
A
[N
+ A
I )
[}
~—
N | L
VR

— 2 4 _
durumda L_:K—3(£] ve y egrisinin asli-donor egrisi y dir. Buradan
(K' +7 )2
T:: C(sabit) elde edilir. O halde 7_/ bir genel helistir. Boylece y egrisi bir genel helisin
K

asli-donor egrisidir.

(b=c¢) y, E’ de bir ; genel helisinin asli-donor egrisi olsun. Teorem 3.4 geregince 7_/
egrisi bir diuzlemsel egrinin asli-donor egrisidir. Boylece, » bir diizlemsel egrinin ikinci

asli-donor egrisidir.
(c=d) y bir y dizlemsel egrisinin ikinci asli-donor egrisi olsun.

asli-donor-egrisi asli-donor-egrisi

7 ; /7/

1

diizlemsel
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alinirsa Teorem 3.4 den dizlemsel bir egrinin asli-donor egrisi genel helis oldugu igin,

y egrisinin asli-dogrultu egrisi olan ; bir genel helistir.

(d =€) y egrisinin asli-dogrultu egrisi v, B de bir genel helis olsun.

Teorem 3.4 geregince 7_/ egrisinin asli-dogrultu egrisi bir diizlemsel egri olacagindan, y
nin ikinci asli-dogrultu egrisi bir dizlemsel egridir.

(e=a) y egrisinin ikinci asli-dogrultu egrisi bir diizlemsel egri olsun.

/4

asli-dogrultu egrisi =

asli-dogrultu egrisi = - o
SR S >y alinirsa ¥ dizlemsel oldugundan Teorem

/4

3.4 geregince 7_/ bir genel helistir, yani =C (sabit). Ayrica, Teorem 3.2 den

T
K

2
— 2 2 — K
K=K +7T ve T =

=C ise

!
T o " v
- — oldugu g6z oOniline alinirsa

T
2 =
K +7 K

K—[ﬁj = C (sabit) bulunur. O halde ¥ bir slant helistir.
K

3

(K'2 +r2)2
Sonug 3.3 E’ de, 7_/ genel helisinin asli-donor egrisi olarak » slant helisi, a0 ve b

birer sabit ve a’ +b” =1 olmak uzere,
iy [ j{ @ dt]co EI dtJ bsm@? dt]sin&zz?(t)dtﬂda,
_j{cos@ dt}sm(l If(t ]+bs1n[z dt)cos(éz Hda a:[sin@?(t)dtjdaj

seklinde olusturulabilir.

Sonug 3.4 7(s)=(x(s),y(s).0) birim hizli bir diizlemsel egri olsun. Bu takdirde, 7

egrisinin ikinci asli-donor egrisi
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ile verilir.

Uyari 3.4 Sonu¢ 3.4, E’ de bir diizlemsel egriden bir slant helis olusturmak igin
kullanisli bir metot vermektedir. Bazi slant helis 6rnekleri bulmak icin bu kolay bir

metottur.

3.2 PD-rektifiyan Egriler ve Bertrand Egrileri

Bu bolimde E’ de PD-Rektifiyan egrileri tanimlanacak ve Bertrand egrilerinin asli-

dogrultu egrileri olarak karakterize edilecektir.

B.Y.Chen, E* de bir Rektifiyan egriyi, konum vektori daima Rektifiyan diizleminde olan

bir uzay egrisi olarak tanimlamis ve bazi geometrik 6zelliklerini galismistir [9].

E’ de sifirdan farkli bir burulmaya sahip » egrisinin Bertrand esi ise karsilikli
noktalarda ayni asli normale sahip egri olarak tanimlanir. Bir » egrisi Bertrand egrisidir

< a ve b sifirdan farkli sabitler olmak Gizere ax +bz =1 olmasidir.

Tanim 3.5 7_/, E’ de 7#0 olan bir Frenet egrisi ve 7_/ nin asli-donor egrisi » olsun.
Eger ; nin konum vektort daima asli-donor egrisi olan y nin rektifiyan diizleminde

kaliyorsa, }_/ egrisi PD-rektifiyan egri olarak adlandirilir.

Teorem 3.6 7_/, E’ de bir Frenet egrisi ve 7_/ nin asli-donor egrisi » olsun. Asagidaki

ifadeler esdegerdir [11]:

a) ;_/ bir PD-rektifiyan egridir.

—& (5)

K(s),ax’(s)-1

denklemini

b) acR* bir sabit olmak izere y egrisi 7(s)=

saglayan sifirdan farklh egrilik ve burulmaya sahip bir Frenet egrisidir.

c) 7_/ nin konum vektord daima kendi normal dizlemindedir.

d) y bir Bertrand egrisidir. Ayrica, ; kiiresel egridir.
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ispat:

(a=b) ¥ bir PD-rektifiyan egri olsun. A(s) ve wu(s) sifirdan farkh fonksiyonlar

olmak tzere,

7(5)=A(S)T(5)+ u(5)B(s) 3.3)
yazilabilir. 7 egrisinin asli-donor egrisi 7 oldugundan,
| —cos([ Zd9)N(S) +sin([ 7d8)B(5) | (7(5)) = 7/(5) esitligi kullanilrsa,
T(s)=—cos([7ds)N (s)+sin([7ds)B(s),
N(s)==T(s)
B(s)=sin([7ds) N (s)+cos( [ 7ds) B (s)
olup, bunlar (3.3) de yerine yazilirsa;
7(s)=A(s)| ~cos([7ds) N (s)+sin( [ 7ds) B(s)
+u(s)| sin([7ds )N (s)-+cos([7ds) B (s) | (3.4)

elde edilr. Bu ifadenin trevi alinirsa
T(s) =—%(s)| ~(s)cos( [ 7ds) + e(s)sin[7ds) [T (s)
[ 2 (9)cos( [ 7as)- e (5)sin [ ) | 5
| 2 (5)sin Jrds) . (5)cos{ ) [B()
olacagindan

2(s)=4(s)=0,  R(s)| A(s)cos([7ds)-u(s)sin([7ds) | -1 (3.5)

1
SN

. A -
bulunur. Boylece A = u =sabitolup, tana =— alinirsa s1n(jrds—a) =
y7,

bulunur. Buradan,
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7(s)=— < () , a=A+ 10, (3.6)

elde edilir.

(b = C) aeR" bir sabit olmak lzere ; egrisi (3.6) denklemini saglayan sifirdan farkh

egrilik ve burulmaya sahip bir Frenet egrisi olsun. (3.4) ifadesi diizenlenirse

7(s)= [—ﬂ(s)cos(f?ds)+y(s)sin(j?ds)]ﬁ(s)+[/1(s)sin(j?ds)+y(s)cos(]?ds)}§(s)

olup, ;_/ egrisinin konum vektori daima kendi normal diizlemindedir.

(C:>d) 7_/ egrisinin konum vektori daima kendi normal dizleminde bulunsun. O

halde

7(s)= Z(S)N(S)+,u(s)§(s) olup, bu ifadenin tiirevi alinirsa,

T(s)=[2(s)-u(s)7 () IN(s)-[ A(s)7(s)+ /(5) ]B(5) - 2(s) &(s)T (s)

kiiresel egriyi karakterize eden T:z(Tj diferansiyel denklemini, [24],
K T

sagladigindan, 7_/ bir kiiresel egridir.

Ayrica, K(S) = E(s)‘cos(J.z_'ds)‘ ve 7(S)=kK(9) sin(I?(s)ds) esitliklerini

E(s)[i(s)cos(J.?ds)—,u(s)sin(J.z_'ds)J=1 denkleminde yerine yazarak,
eAx + ur =1, & ==1, bulunur. Yani, y bir Bertrand egrisidir.

(d=a) y bir Bertrand egrisi ve ¥ bir kiiresel egri olsun. Bu durumda 7 egrisinin

egrilik ve burulmasi arasinda ax+bzr =1, (a,b sifirdan farkli sabitler) esitligi vardir.

Ayrica y nin asli-donor egrisi » oldugundan, K(S):E(s)‘cos(fz_'ds)‘ ve
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T(S)=E(S)sin(j?(s)ds) esitliklerinin var oldugunu biliyoruz. Bu esitlikler ax +bz =1
denkleminde vyerine vyazilirsa E(S)[a‘cos(j?ds)‘ersin(J'Fds)}=1 ve a'=b'=0

saglanir. Bu ise  (3.5) denklemidir. 14 bu denklemi  sagliyorsa,

7(5)=A(s)T(s)+x(s)B(s) denklemini de saglar.

O halde, 7_/ bir PD-rektifiyan egridir.
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BOLUM 4

FRENET EGRISi iLE BAGLANTILI EGRILER-II

Calismamizin orijinal kismini olusturan bu ilk bélimde 3-boyutlu Oklid uzayinda asli-
dogrultu egrilerinin involltleri ve tegetler gostergesi incelenecek, W —dogrultu egrisi
ile W —rektifiyan egri tanimlari yapilacak ve bunlarla ilgili bazi karakterizasyonlar
verilecektir.

4.1 Asli-dogrultu Egrisi ve involiitii

Teorem 4.1 Bir y Frenet egrisinin asli-dogrultu egrisi ; dir & y ve ;_/ egrileri bir

invollt-evolit egri ¢ifti olusturur.

ispat: (=) y egrisinin asli-dogrultu egrisi  ve y nin Frenet vektorleri {T,N,B}, »

nin Frenet vektorleri {f, N, E} olsun. ¥ nin asli-dogrultu egrisi ; ise N =7 =T olup,
<T’T>Z<T°N>:O' yani <Tf>=0 bulunur. Béylece, » ve y egrileri bir involiit-

evolit egri cifti olusturur.

(<) 7 ve v egrileri bir involiit-evoliit egri cifti olsun. Bu durumda,

7(s)=7(s)+(c~s)r'(s)

yazilabilir[14]. Buradan tlirev alinirsa

7 (s)=7'(s)=7'(s)+(c=8)r"(s) =(c=s)7"(s)=(c—s)x(s)N(s),

yani, T =N elde edilir. 0 halde, » egrisinin asli-dogrultu egrisi ;_/ dir.
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Teorem 4.2 y egrisinin asli-dogrultu egrisi 7_/ ve involitd £ olsun. 7_/ nin involUtl E
ise f ve ,Z’ egrileri de involit-evolit egri giftidir.

A AN A A A

{T..N,,B.,x.,7.} olsun.

y egrisinin asli-dogrultu egrisi 7_/ oldugundan, N :7_/, =T dir.

y egrisinin involiti B oldugundan S(s)=y(s)+(c—s)y'(s) yazlabilir. Buradan

turevalinirsa 3'(s)=T —T +(c—s)xN yani
T=N
elde edilir.

— —

Benzer sekilde, y egrisinin involiti A oldugundan E(S)=y(s)+(c—s)7 (s) veya
E(S)=7_/(S)+(C—S)N olup, tiirev alinirsa

(s):a(i)_ N +(c—5)(-«T +2B)

=l

=—k(c—-s)T+7(c-s)B

bulunur. Béylece

—

p 1

T = —7= - (—K‘T +rB)
B

seklindedir.

<f,T*>=<N,%(—K’T +rB)>:0 oldugundan, f ve Z’ egrileri de involit-evolit
K +7T

egri ciftidir.
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4.2 Asli-dogrultu Egrisi ve Tegetler Gostergesi

Bu bolimde, y egrisinin asli-dogrultu egrisi ; olmak Uzere, ;_/ egrisinin tegetler

gostergesiile y egrisinin tegetler gostergesinin asli-dogrultu egrileri incelendi.

4.2.1  Asli-dogrultu Egrisinin Tegetler Gostergesi

7 egrisinin asli-dogrultu egrisi olan » oldugundan N (;_/(S)) :7 (s) :'F(S) dir.

}_/ egrisinin tegetler gostergesi 7_/T olsun. 7_/T egrisinin {'ITT,NT,BT,/?T,?T} Frenet
elemanlarini bulalim.

— — — !

7y1=T=N =y, =N'=—«T+7B

=K’ +7* dir. Bdylece

7T

olup,
pu—
—K T
Tr=1 = T+ B
—! \/K‘2+Z'2 \/K'2+2'2
VT
olur.

—_n

7r =(—&T +7B) = kT —&T'+r'B+7B'= T - (k" +7* )N +7'B,

T N B
;_/T’x;_/T”: —K 0 T :r(lc2+z'2)T +(Kr'—K'r)N+K(K2+rz)B,

!

—x' —(K‘2 +72) T

— ! _n

2 2 2
Y1 XVt =\/2'2(K'2+T2) +K'2(K'2+T2) + (k7' - K'T)

= \/(K'2 +12)3 +(xr' k7Y’

esitliklerinden
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=T = - {T(K2+r2)T+(KT'—K’r)N+K(K2+2'2)B}

\/(K2 +r2)3 +(xt'—K'7)

NT =§T X-l_-T = = !
Y2 +2) +r o) (2 +7)

{e( =) T(2+2) N —7) B

elde edilir. Ayrica,

I ARed \/(/c2+z-2)3+(1<z"—1<'2')2
i = =

\/(I('2+T2)3

ve

—m

Y7 = (—K"+K3 + TZK‘)T +(-3xx"—377")N +(—K2T—T3 +T”) B

kullanilirsa
_ det(%,% e j
T = >

YT X771

-K 0 T
1
= 5 . —K’ —(K'2 +72) 7'
(K'2 +rz) + (k7' —K'T)

K"+ K+ Bk’ =317 —kKr-T+1"

B K" -k + kT (rr” - K‘K") + (3rr' + 3KK')(rK' — r'K)

- (K‘2 +7° )3 +(Kr'—rlc')2

bulunur.
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4.2.2 Tegetler Gostergesinin Asli-dogrultu Egrisi

y nin tegetler gostergesi y; nin asli-dogrultu egrisi S, ve Frenet elemanlar

{T;.N;,B;,&;,7; } olsun. B egrisinin {tT,nT,bT,K*T,z'*T} Frenet elemanlarini bulahim.
7; hin asli-dogrultu egrisi B, oldugundan f;, N; nin integral egrisidir, yani,
NT (ﬂT ) = :BT .

K

- T
= T+ B
J + 72 Vi + 72

oldugunu biliyoruz. Oyleyse; N, :ﬂT' =t; olmak Uzere,

t;

- X 14 B
N Nt +7?

bulunur. Buradan

A R S U T p— B+——r B
' Vit +77 Nk K+’ K+’

!
—K kT’ —K'T° T e
olup, = ve = esitlikleri kullanilirsa,
3 3
\/K2+2'2 2 213 \/K2+Z'2 2 2\
(K +7 )2 (K' +7 )2

! r_2 r 2 !
KIT — KT TK™ —TKK

t, =| ——— [T-v&* +*N+| ———— |B
(K‘2 + r2)2 (K2 + r2)2

elde edilir. Boylece,

Y (Krr’—z('ri)z +(r’1c2 —TKK;)Z il 4g? = Mﬂfz Y
(K2+Z'2) (/(2+z'2) (K'2+T2)
oy =t : {T(K’ZJ—KJT)T—(KZ+TZ)2N+K(KZJ—K"[) B},

Ky \](KZ +zl)4 +(mJ—K’r)2(K2 +zl)

34



b, =t xn. = : : {T(K2+72)T +(Kr’—K’r)N+K(K2+72)B}

\/(K'2 +72)3 +(xr' —'7)

elde edilir. c = \/(K‘2 + r2)3 +(m"—/c’z')2 olmak tizere

’ ’ " ' r n _ r_ AW " ' rn '
bT,=|:TCC—21'C _K(KTC TK):|T+ (KT TK) C (KT TK)C N+|:T(KT TK)+KC KC:|B

ve
T; = _<bT,’nT>

esitliklerinden

\ (KT'—T/(')(T'C—Z'C’+K’C—KC’)_(KT'_TK']' (K‘2+2'2)2

T 3 , 2 2

bulunur.

4.3 W —dogrultu Egrileri
Tanim 4.1 ¥ bir Frenet egrisi ve » nin birim Darboux vektoér alant W olmak tzere, W

vektor alaninin integral egrisine y egrisinin W — dogrultu egrisi denir.

1
y Frenet egrisinin birim Darboux vektor alani W =T(rT +K'B) olmak Uzere; y

Frenet egrisinin W — dogrultu egrisi y ise

W (7(s))=7 (s)
yazilabilir.

O halde, }_/ birim hizli bir egridir. W(S) vektor alaninin integral egrisi olan }_/ egrisinin

yay uzunlugu parametresi S =S+C (C sabit) seklindedir. Bdylece, genelligi bozmadan

S =5 olarak alinabilir.
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Uyari 4.1 Dizlemsel bir egri icin (z=0) W =B olacagindan, W —dogrultu egrisi,
egrinin binormal dogrultu egrisine karsilik gelir. Ayrica diizlemsel egrilerin W — dogrultu
egrisi egrinin Gzerinde bulundugu diizleme dik olan bir dogrudur.

Teorem 4.3 Egriligi x >0 ve burulmasi 7 olan y egrisinin W — dogrultu egrisi ;_/ olsun.

y egrisinin egriligi k¥ ve burulmasi 7

_ || —

K=———, T=NK +7
K +T

ile verilir.

ispat: » egrisinin W —dogrultu egrisi y icin W(;_/(s)):;_/’(s) oldugunu biliyoruz.

Boylece

T=W yani

T=—L T+ - _B
K +7’ K +7’

bulunur. O halde

f'—( 4 JT+ 4 T’+[ K jB+ K__ B
K2+ 72 K+ Nt Nt + 72

z"(/cz +rz)—z'(/</c'+rr')_|_ K'(K +z’2)—/<(1<7('+z'r')
+

3 3
(K'z +rz)2 (K'z +rz)2
T+ k' - . KK+ KT KK — kT
= 3 T+ 3 B
(/c2 +z'2)2 (K'z +z'2)2

veya

= k(' —1i0 )T . (x'—7'%)

= B
(Rrr) ()

elde edilir. Buradan, y egrisinin W —dogrultu egrisi ; nin egriligi
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2 2
- H_l__,H _ K’ (T’K—TK;) . 7’ (7x' - r’lj)
(K‘2+‘[2) (K2+T2)

veya

_ |n<’—r'/<|
K=—-
K2+ 72

seklindedir.

Kk (7' — z'/c3') T4 (zx'—7'%)

S G (k2 +22)?
K

|nc' - T'K|

B

K+
esitliginden » nin asli normal vektér alani

Ne—2r 74T

B
N K2+l

olarak bulunur. B=T xN oldugundan, ; egrisinin binormal vektor alani

2
= T K —K T T
B= T+ B |x T+ B|l=-
(\/K2+Z'2 Vet +1° j [\/K2+T2 N ] [K2+T2
veya
B=-N

seklindedir. B =—N'= T —zB ve f=—<§',ﬁ> oldugundan

_ 2 2
Z_'=—<KT—TB, L B>=—( j
NN

—K _ T
Jet 472 Nkt +1

elde edilir.
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Teorem 4.4 y egrisinin W —dogrultu egrisi ; olmak Uzere, 7_/ bir genel helistir < »

bir slant helistir.

Ispat: (:>) ;_/ bir genel helis olsun. O halde T:: C olup, bir 6nceki teorem geregince
K

3

|n<’ —z"K|

z_.
—= = ' ’
K |TK —TK

K2+ 77

yazilabilir. Buradan

3
(K‘2+2'2)2 (K‘2+2'2)2 P Yl 1
mzcj—':C:—EZ ¢
2| 7 (K2+T2)2
K‘ —
K

oldugundan

2 ’
K—(ij = ¢, (sabit)
K

3
(K2 +2'2)2

bulunur. Béylece y bir slant helistir.

!

(<) ¥ bir slant helis olsun. Bu durumda ———— Tj = c(sabit) olup, (4.1) den
\k

S}
I

= o~ abit

olacagindan 7_/ bir genel helistir.

Teorem 4.5 Dizlemsel olmayan bir y egrisinin W —dogrultu egrisi 7_/ olsun. y bir

genel helistir < }_/ bir dogrudur.
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ispat: (=) 7 bir genel helis olsun. O halde L —¢(sabit) = 7 =cx olup, bir énceki
K

|r1<’ —7'K

K+’

teorem geregince x = esitliginde 7 =cx vyerine yazilirsa k¥ =0 elde edilir,

yani y_/ bir dogrudur.

- _ |7k o .
(c) y bir dogru olsun. O halde k¥ =———"=0 esitliginden zx'—7x=0 veya
K +7
M=O yazilabilir. Buradan (Zj =0 olacagindan 1=C(sabit) elde edilir.
K K K

Bbylece y bir genel helistir.

Tanim 4.2 y bir Frenet egrisi olmak tzere, y nin W —dogrultu egrisi y ve ;_/ nin

W —dogrultu egrisi ; olsun. Bu durumda ;_/ egrisine y egrisinin ikinci W —dogrultu
egrisi denir.
Sonug 4.1 y bir slant helis ise ¥ nin ikinci W —dogrultu egrisi bir dogrudur.

Not: W —dogrultu egrisi ile asli-dogrultu egrisi arasindaki iliskileri inceleyelim:

e 7 nin W —dogrultu egrisi ; ve 7_/ egrisinin Frenet elemanlari {'IT,N,I§,1?,T'}, ¥ nin
asli-dogrultu egrisi 7 ve y nin Frenet elemanlari {'f, N,é,/%,f} olsun. Bu durumda,

A

T=B,N=N,B=-T, k=], 7=¢

esitlikleri vardir.

e v bir Frenet egrisi ve y nin W —dogrultu egrisi ;_/ olsun. ;_/ nin asli normali N

olmak tizere, W —dogrultu egrisinin Frenet catisinin N etrafinda 90° déndirilmesiyle

asli-dogrultu egrisinin Frenet ¢atisi elde edilir.
o W —dogrultu egrisi bir genel helistir << Asli-dogrultu egrisi bir genel helistir.

o W —dogrultu egrisi bir rektifiyan egridir << Asli-dogrultu egrisi bir rektifiyan egridir.
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4.3.1 W —rektifiyan Egriler

Tanim 4.3 y bir Frenet egrisi ve ¥ nin W —dogrultu egrisi ;_/ olsun. ;_/ egrisinin konum
vektorl daima y egrisinin rektifiyan duzleminde yatiyorsa, ;_/ egrisine W —rektifiyan

egri denir.

Teorem 4.6 y bir Frenet egrisi olmak Uzere, 7_/ bir W —rektifiyan egri ise, y genel

helistir.

ispat: » bir W —rektifiyan egri olsun. Tanim geregince A(s), u(s) sifirdan farkl

fonksiyonlar olmak (lzere,

7(s)=2(s)T(s)+u(s)B(s)

seklinde yazilabilir. O halde,

¥ = AT+ AT + @B+ uB = AT + AN + 4/B— urN
esitliginden

T=AT+(Ax—ur)N+u'B

bulunur.

Diger taraftan, y nin W —dogrultu egrisi ; oldugundan W :;_/ =T yazilabileceginden

T =

W=—0©= 7+ -X B
VKt + 72 N

oldugu kullanilirsa,

B=AT +(/1K—,ur)N +u'B

T K
T+
Nt +1° Nt + 77

veya

Ak —put =0,

LSS VR S
N +7? BN
elde edilir. Buradaki ikinci ve Uglncl esitlikler kullanilirsa A'x — 't =0 elde edilir.

Boylece
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—u'/ Ak —ur =0 , ,
= -y +xl’u=0
u/ Ax—u't=0

veya
Au—Au' =0

bulunur. Buradan pdA—Adu =0 veya J'd%:-[d—'u esitliginden InA=In gz +Inc, yani
7

A
— =C(sabit
P ( )

elde edilir. Diger taraftan, Ax—ur=0 esitliginden

NS

yazilabileceginden

R

L C(sabit) bulunur. O halde,  bir genel helistir.
K

43.2 W —dogrultu Egrisi icin Ornekler

S S S
1) y(s)=| cos| —= |,sin| — |,—= | birim hizli egrisinin W — dogrultu egrisini bulalim.
) ( (ﬁj (ﬁ) ﬁj




oldugundan
W(s) s (T x(9)8()
- = (T(5)+B(s)
el i) )
=(0.0.)

elde edilir. » nin W —dogrultu egrisi y ise W (s)=7_/'(s) olacagindan 7_/’(5)=(0,0,1)

yani

7(s)=(c,,C,,5+¢,) , (C,,C,,C, birer sabit)

bulunur (Sekil 4.1).

~ W — dogrultu egrisi (}/)
~ Ana eéri(}f)

Sekil 4. 1 Genel helisin W — dogrultu egrisi (¢, =c, =¢, =0 igin)
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ni bulalim.

W —dogrultu egrisi

slant helisinin

. S
2

3s
2 9

2

r. Boylece

bulunu

ST x()80)

43

7' (s) esitliginden



b=
»

J+(c,,cz,c3)

elde edilir (c,,c,,C, birer sabit) (Sekil 4.2).

W — dogrultu egrisi (}/)

| (o

Sekil 4. 2 Slant helisin W — dogrultu egrisi (¢, =¢, =¢, =0 igin)
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BOLUM 5

YUZEY EGRILERI iLE BAGLANTILI EGRILER

5.1 V —dogrultu Egrisi

Tanim 5.1 B’ de yénlendirilmis M yiizeyi izerinde bir egri ¥ olmak lizere, ¥ egrisinin
birim teget vektor alani T, ylizeyin y egrisine kisitlanmis birim normal vektor alani U

ve V =U xT olmak lizere, {T,V,U} Darboux gatisini gozéniine alalim.

Darboux catisinin tiirev formdilleri,

T 0 x, (| T
Vil=l-x, 0 7, (|V
u’ -x, -, 0 |U

ile verilir. Burada x, geodezik egrilik, x, normal egrilik ve 7, geodezik burulmadir.
Tanim 5.2 E’ de yonlendirilmis bir M yiizeyi tizerinde birim hizli y egrisi verilsin.
egrisi boyunca Darboux ¢atisi {T,V,U} olmak lzere, M ylzeyi Gzerinde bulunan ve

V vektor alaninin integral egrisi olan ; egrisine, ¥ nin V —dogrultu egrisi denir.

y egrisinin V —dogrultu egrisi y ise,

—_ —

V(r(s)=7(s)

yazilabilir.
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M ylzeyi X = X(u,V) parametrik denklemi ile verilsin. O halde,

V(s)= Xu(p(S),Q(S))%+ Xv(p(s)’q(s))(;—g

esitligini saglayan »(s) = X (p(s),q(s)) egrisi,  egrisinin V —dogrultu egrisidir.

M yizeyi f(X,y,z)=c kapali denklemiile verilirse,

v(s):(;1’(5),;;(3),;;(5)]

ve f(j_/l(s),}_/z(s),y_/3(s)):c esitliklerini gergekleyen y(s):(}_/l(s),yz(s),73(s))
egrisi, ¥ egrisinin V —dogrultu egrisidir.

Teorem 5.1 7, E’ de M yiizeyi lizerinde birim hizli bir egri ve » nin V —dogrultu
egrisi 7_/ olsun. Bu durumda, y nin geodezik egriligi (x,), normal egriligi (x,) ve
geodezik burulmasi (z,) ile ;_/ nin geodezik egriligi (&), normal egriligi (k) ve

geodezik burulmasi (?g) arasinda,

— — —
K, =Ty8in6 -k, cost 7, =-0'-xk, Ky =Ky8in0+7,cos

iliskileri vardir. Burada; M vyuzeyinin ;_/ egrisine kisitlanmis birim normal vektor alani

U olmak Uzere, T ile U arasindaki acl @’drr.

Ispat: ¥ nin V —dogrultu egrisi ; oldugundan V =;_/, =T vyazabiliriz.

}_/ egrisinin Darboux catisini {f,V,U} ile gobsterelim. <U,'F>:O oldugundan
<U,V>:O yani U LV elde edilir. U birim vektdr alani oldugundan, T ile ]
arasindaki a¢i @ olmak (zere,

U=Tcos@+Usind

yazilabilir. Buradan
V =UxT =(T cos@+U sin&)xV

V =Ucos@—Tsiné
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olur. Boylece, ¥ nin V —dogrultu egrisinin normal egriligi
4 =<f',U> =(V',T cos@+U sin6)

= <—K'gT + z'gU ,cos T +sin AU >
esitliginden
K, =7,8n0—x, cosd

olarak bulunur. V = cos QU —sin 6T esitliginden tlirev alinirsa

—

V =-6'sindU +cos(9(—/ch —rgV)—H’ cos dT —sin H(KQV + K‘nU)
=—0'sinJ —x, cos T —7, cosN —0'cos T —x, sinN —x, sin U
=(-x,cos0—0'cosO)T +(—K‘g sin @ — 7, cos H)V +(—0'sinf -k, sin)U

olup, ¥ nin V —dogrultu egrisinin geodezik burulmasi

7, =<\7',U>

=—k,c0s” @ —0'cos’ —0'sin” @ -k, sin’ 6
=-0' (cos2 0 +sin’ 49) ~K, (cos2 0 +sin’ 49)
yani
7,=-0'-x,

seklinde bulunur.

¥ nin V —dogrultu egrisinin geodezik egriligi ise

% - <f’,\7>

<V ""Ucos@-T sin49>

<—K‘gT +7,U,U cos @ —T sin 9>
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esitliginden
K, =K, smt9+z'g coséd

olarak elde edilir.

Bu teoremin geometrik yorumlarina bakalim:

K, =7,8n0—K, cosb, 7,=-0'-xK, K, =K,8in0+7, cost
olarak elde edildi. Diger taraftan,

kK, =0 < y geodezik egri,

k, =0 < y asimptotik egri,

7,=0 < y asliegri

oldugunu biliyoruz [15].
Sonug¢ 5.1

y bir geodezik egri olsun.
° }_/ de bir geodezik egridir <y bir asli egridir ya da H:% dir.

° }_/ bir asimptotik egridir <y bir asli egridir yada =0 dir.

¥ bir asimptotik egri olsun.

. ;_/ bir asli egridir < @ sabit olmasidir.

y bir asli egri olsun.
° }_/ bir asimptotik egridir <> » ayni zamanda geodezik egridir ya da H:% dir.

° }_/ bir geodezik egridir < y bir geodezik egriyada € =0 dir.
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Teorem 5.2 y, E’ de M yiizeyi lzerinde birim hizli bir egri ve y egrisinin
V —dogrultu egrisi ;_/ olsun. 7_/ egrisinin egriligi (x) ve burulmasi (7 ) ile y egrisinin

geodezik egriligi (Kg ), normal egriligi ( x,,) ve geodezik burulmasi (z'g ) arasinda

K=K +1,, T = —
K'g+2'g
iliskileri vardir.

Ispat:

y egrisinin V —dogrultu egrisi ¥ oldugundan V :7_/ =T yazilabilir. Boylece

o i A AR BN

bulunur. Diger taraftan

y =T =V'=—xT+7U

y ==k, T -k, +7,U+7U’
= —Kg'T — K, (K‘gV +x,U )+rg'U +17, (—K‘nT —rgV)
- (_Kg' —rgKn)T +(-7,7 =, )V +(rg' —zcgzcn)U

oldugundan

T VvV U
yxy =0 1 0|=7,T +x,U

—K, 0 7,

_ [ 2
= Kg+Tg

— —n

=[ 7

ve
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0 1 0
det(;,; 7 j: , 0 ‘.
! 2
Ky —TgK, T, —K, T, —Kk,

_ 2 2 _ ’ !
= K'n(l('g +Tg) K'g Tg+Kng

kullanilirsa

— N —m
det(;/ SV Y j 2 2 ' '
—_ —Kn(l('g +7, )—K'g Ty HK,T,

2
ro—n

- K, +7,
VXY

elde edilir.

Sonug¢ 5.2 y egrisinin V —dogrultu egrisi 7_/ olmak Uzere, 7_/ nin geodezik egriligini
(/?g ), normal egriligini (x,) ve geodezik burulmasini (?g ), y egrisinin egrilik ve

burulmasi (x,7) cinsinden ifade edelim:
y egrisinin asli normal vektor alaniile V vektor alani arasindaki agi ¢ olmak tzere,

) de
K, =KCOSQ, K,=Ksing, rg:r+¥

esitliklerinin gecerli oldugunu biliyoruz. Bu esitlikler Teorem 5.1 de verilen sonuglarda

yerine yazilirsa

K, =7sin@+¢'sind—kcospcosd
7,=-0'—xksing

K, =Kcospsinf+7cosd+¢'cost

bulunur.
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5.1.1 V —dogrultu Egrisi icin Ornekler

1) X (u,v)=(cosu,sinu,v) silindir yiizeyi iizerinde, X( 7(s) ile verilen

)

7(s) =(cos(%},sin(%),(%]j egrisinin V —dogrultu egrisini bulalim.

X, (u,v) =(-sinu,cosu,0) ve X,(u,v)=(0,0,1) oldugundan, yiizeyin birim normal

vektor alani
U= = Xux X, (cosu,sinu,0)
[ X, x X ||

seklindedir. Boylece normal vektor alaninin y egrisine kisitlanmigi

U (#(s))=U (s)= (cos(%j,sin(%)ﬁj

ve y egrisinin birim teget vektér alani

70T6 (-l el )

oldugundan

V(s)=U (s)xT (s)= [%Sin[%]’_%co{%}%J

elde edilir.

simdi - V(s)=7 (s)=X,(p(s).a(s ))3S+x (p(s ),q(s))% esitligini  saglayan

7(s)=X(p(s).a(s)) egrisini arastiralim.

{Xu(p(s),q(s))—(sin p,cos p,0)
X, (p(s).q(s))=(0.0.1)

oldugundan,
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V(s)= (%sin(%}—%co{%}%l =(—p'sin p, p’cos p,q’)

elde edilir. Buradan
2]

eld

1

—p'sin p =Tsin(

p'cosp=-

e

[\

, 1

s

bulunur. Buradaki birinci ve ikinci esitliklerin kareleri alinip, taraf tarafa toplanirsa

elde edilir.

. 1

S 1 S S
S)=——+¢, alinr ve —p'sinp=—=sin| — | veya p'cosp=——cos| —
SN pinp—in(5) ver penp-—ren( )

denkleminde yerine yazilirsa ¢, = (2k —1) 7z, k € Z bulunur.

p(s):—%+c1 alinir ve —p’sinp:%sin(%j veya p'cosp:—%cos(%]

denkleminde vyerine vyazilirsa ¢, sabiti s degiskenine bagl ¢ikacagindan,

p(s)= —i+c1 ¢6ziim olamaz. O halde

2

seklindedir. Diger taraftan, q' = denkleminden

1
V2
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q(s) :i+c2, (c, =sabit)

NG

elde edilir. Boylece, y egrisinin V —dogrultu egrisi

esitliginden

(o))

elde edilir (Sekil 5.1).

“a Ana egri (7/)

* V —dogrultu eérisi(}/)

AR5,
o AL 1
T 0

1

Sekil 5. 1 Silindir izerinde helisin V —dogrultu egrisi (¢, =0 igin)
2) X (u,v)=(cosu,sinu,v) yizeyi iizerinde, X (s,0)=y(s)=(coss,sins,0) ile verilen
dik kesit gemberinin V —dogrultu egrisini bulalim.
X, (u,v) =(-sinu,cosu,0) ve X,(u,v)=(0,0,1) oldugundan, yiizeyin birim normal

vektor alani

X, x X, :(Cosu,sinU,O)

U="2wuZ%v
XX,

seklindedir. Béylece normal vektér alaninin ¥ egrisine kisitlanmisi
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U (7/(8)) =U (s) =(coss,sins,0)

ve ¥ egrisinin birim teget vektér alani
T(s)=(-sins,coss,0)

oldugundan

V(s)=U (s)xT (s)=(0,0,1)

elde edilir.

esitligini  saglayan

I
X
o
—_
©
—_
w
~
o)
—_~
w
~
~
[eR
=)
+
>
<
—_
=]
—_~
w
~
o)
—_
w
~—~—
~

simdi V(s)=y (s)
7(5)=X (p(s).a(s)) egrisini aragtiralim.

{Xu(p(s),q(s))—(sin p,cos p,0)
X.(p(s).a(s))=(0.0.1)

oldugundan,

V(s)=(0,0,1)=(—p'sin p, p'cos p,q’)
elde edilir. Buradan

—p'sinp=0

, } denklem sistemine gore sin p ve cos p ayni anda O olamayacagindan
p'cosp=0

p'=0 elde edilir. Oyleyse p(s)=c, (sabit)dir.

q'=1 esitliginden q(s)=s+c,, (c,=sabit) elde edilir. Boylece y egrisinin

V —dogrultu egrisi
7(s)=X(p(s).a(s))=X (c..5+¢,)
esitliginden

7(s)=(cosc,,sinc,,s+c,)=(c;,C,,5+C,)

seklinde silindirin ana dogrulari olarak bulunur (Sekil 5.2).

54



. A >~V —dogrultu egrisi(}/)

> Ana egri (7/)

Sekil 5. 2 Silindirin dik kesit gemberinin V —dogrultu egrisi (¢, =c, =0 igin)

3) X (u,v)=(cosu,sinu,v) silindir ylizeyinin ana dogrularindan

X (0,s)=y(s)=(1,0,s) dogrusunun V —dogrultu egrisini bulalim.

X, (u,v)=(-sinu,cosu,0) ve X,(u,v)=(0,0,1) oldugundan, yizeyin birim normal

vektor alani
U =M=(cosu,sinu,0)
[X,x X,

seklindedir. Boylece normal vektor alaninin y egrisine kisitlanmigi
U(#(5))=U (5)=(1.0.0)

ve y egrisinin birim teget vektdr alani

T(s)=(0,0,1)

oldugundan

V(s)=U(s)xT(s)=(0,-1,0)

elde edilir.
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simdi V(s)=7 (s)

Il
pad
e
—~
o
—
wn
N—
o
—~
wn
N—
N—
D_|Q_
oo
+
P
<
—_
i)
—_~
N—
—~
—
N—
ol|la
o |

7_/(8) =X (p(s),q(s)) egrisini arastirahim.
V(s)=(0,-1,0)=(—p’sin p, p'cos p,q’)

—p'sinp=0
p'cos p=-1

esitligini  saglayan

} denklem sisteminde p’#0 olmalidir. Bu durumda sin p=0 olup,

p=kz,(k=1,2,...) bulunur. Fakat p=kz = p'=0 celiskisi elde edileceginden bu

denklem sisteminin ¢6zimu yoktur. Dolayisiyla silindirin ana dogrularinin V —dogrultu

egrisi yoktur.

4) E’ de x> +y*>=12> dairesel konisi lizerindeki

y(s)= [%cos(ﬁln%),%sin(ﬁlngj’ij

2
egrisinin V —dogrultu egrisini bulalim.

f(x,y,2)=x"+y*—2z* alinirsa,

VE =(2x,2y,-22), |VE||=4x* +4y* +42% =2x* + y* + 2*

olup, ylizeyin birim normal vektor alani

U - 2 X y -
Vel Xy + Ry Ry D

seklindedir. Boylece normal vektor alaninin y egrisine kisitlanmigi

U(s)= (%COS(\Eln%),%sin(ﬁlngj’_%j

ve ¥ egrisinin birim teget vektér alani

NG

T(s)= lcos(\/ilnij—Lsin(\/ilnij,lsin(\/Elnij+Lcos
2 2 2 2)2 2

NG

oldugundan
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V(S):(%sin(ﬁln%)+%cos(ﬁlngj,%sin(ﬁlngj_%Cos(ﬁlng}%j

elde edilir.

— —

7 egrisinin V —dogrultu egrisi y ise y (s)=V (s) oldugundan,

([ ) o 02 e ) )2

=

—_
w

~—~
Il

716)=[2s[cos[ V2 |22 VE S || 2o VZ S o v ]

bulunur. Burada

R R e e e

+{—%s(2\/§cos(\/§1n§)+sin(ﬁlngjj: 2o

oldugundan, ; ylzey lzerindedir (Sekil 5.3).

4

Sekil 5. 3 Koni tzerindeki bir egrinin V —dogrultu egrisi
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Simdi bazi diizlemsel egrilerin V —dogrultu egrilerine bakalim:
5) z=0 diizlemindeki y(s)=(coss,sins,0) ¢emberinin V —dogrultu egrisini bulalim.
7'(s)=(—sins,coss,0) ve H;/'(S)H =1 olup, y egrisinin birim teget vektor alani
T (s)=(—sins,coss,0)
ve birim normal vektor alaninin y egrisine kisitlanmisi
U (s)=(0,0,1) dir. O halde,
€ e, €,

V(s)=U(s)xT(s)=| 0 0 1|=(—coss,—sins,0)

—sins coss 0

elde edilir. Buradan

—

V(s)=y (s)=(-coss,—sins,0)

olup, her iki tarafin integrali alindiginda, egri z =0 dizleminde oldugundan

7(s)=(-sins+c,,coss+c,,0), (c,,c, sabit) bulunur.
6) z =0 diizlemindeki y(s) =(s,52,0) paraboliiniin V —dogrultu egrisini bulalim.

7'(s)=(1,2s,0) ve H;/'(S)H =+/1+4s> oldugundan y egrisinin birim teget vektor alani

1 2s
T(s)= : ,0
) (\/1+432 J1+4s? )

ve birim normal vektor alaninin y egrisine kisitlanmisi

U (s)=(0,0,1) bulunur. O halde

V(s):U(s)xT(s)=(0,0,1)>{ : 28 o}:( 25 1 OJ

J1+4s2 J1+4s> CJirast Jirast

elde edilir. Buradan
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O e e et

_\/1+482 J1+4s?

olup, her iki tarafin integrali alindiginda

7(6)= (_I N -2:132 OIS’I\/1+14sz dS’OJ

veya integraller hesaplanirsa

;_/(s):(—l\/14r4s2 +cl,lln(25+\/1+4sz)+c2,c3j , (¢,,¢,,C, sabitler)
2 2

elde edilir. ;_/ egrisinin de z =0 duzlemi Gzerinde olmasiigin ¢, =0 olmalidir. Boylece
}7(3):(—%\/14‘452 +cl,%ln(23+\/1+4sz)+c2,0j , (c,,c, sabitler)

bulunur (Sekil 5.4).

Ana egri (7

N—

T
,fﬁ// > \,/ —doglrultu egrisi| ]_/)

L 1 L
& 4 2 0 2 B

Sekil 5.4 z =0 diizlemindeki paraboliin V —dogrultu egrisi (¢, =c, =0 i¢in)
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BOLUM 6

E* DE FRENET EGRISi iLE BAGLANTILI EGRILER VE UYGULAMALARI

6.1 Asli-dogrultu Egrileri

Tanim 6.1 y, E* de Frenet elemanlar {T,N,B,B,,kk,,k;} olan bir Frenet egrisi

olsun. y egrisinin asli normal vektor alaninin integral egrisine y egrisinin asli-dogrultu

egrisi denir. y egrisinin asli-dogrultu egrisi y ise,

N(7(s))=7 (s)
yazilabilir.

Teorem 6.1 y, E* de k,,k,,k, egriliklerine sahip bir Frenet egrisi ve y nin asli-

dogrultu egrisi }_/ olsun. 7_/ egrisinin egrilikleri

El :‘,klz +k22

o k) kK (K 1K)
(k) (ke —k k) ki (0 +K)

J(kfw;)[(k;m—K’kz)ﬁk;k;(kf+k;)}(—zk;2klk3+k;k2(k;k1—zk;&))+k2(—k;k;kz+k3(—k;kl+k2+k1k2k3))

(ke i 1) | Kok k)

olarak verilir.
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ispat: » nin Frenet elemanlar {T,N,Bl,Bz,kl,kz,k3} ve 7_/ nin Frenet elemanlar
{-]_-,N,El,gz,EhEz,Es} olsun.

—

7 nin asli-dogrultu egrisi » oldugundan, N (;(s)) =7 (9) =-F(S) yazilabilir. Buradan

—n —

7 (s)=T (s)=N'(s) =—kT +k,B,
olup, ki =H7_/”H :||—le "‘sz1” esitliginden 7_/ egrisinin birinci egriligi

E1 =«/k12 +k22

bulunur. Boéylece asli-dogrultu egrisinin asli normal vektor alani

!

= K T+ K,

Jki +k2 ki +k;

seklindedir. Ayrica,

N =

3\—||—|I

B]

—m

7 =—KT =k (KN)+k,'B +k, (—k,N +k;B,) = kT +(=k7 =k; )N +k, B, + k,k,B,

ve
N B B
T I T T S Tk El B,
s)xy (s)xy (s)= —|- 0
rxr (<7 (9= o K o e
Kok kK Kk TRk Kk

—ICKT +kokBy + (K, ~ kK B,

v (s)xy (s)xr (s)

H—! —n —m

2
_ \/k;k; S SE (Y

olup, asli-dogrultu egrisinin ikinci binormal vektoér alani

7 (597 (s)x7"(s)  KakT +hk + (K —kk |8,

2
\/ kK2 + k 2K, 7k, +(kl'k2 - kz'kl)
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olarak elde edilir. B (s)=B,(s)xT(s)xN(s) esitliginden, asli-dogrultu egrisinin

birinci binormal vektor alani

T N B B,
) 1 Kk, 0 kkk  k'k —k'k
B = ~| 0 1 0 0
\/k; ks2 + k12k22k32 + (k1'k2 o kZ’kl ) -k 0 K, 0
k> +k; k> +k;
T B, B,
§1 = 1 > k22k3 k] k2k3 kllkz - k2,k1
\/ ik ke (k' =g )|k K, .
JKE k2 kK
5 _ 1 [kl'kj ok ko kK ok koK,
e 2 2, 12 2 12 1 2 2
\/k;‘k§+k12k22k32+(k1'k2—k2'kl) Jke i vk +kg VK +k;

B (s).7 (5)

4

)

seklindedir. Boylece asli-dogrultu egrisinin ikinci egriligi E2(5)2<
esitliginden

! ’ 2
—(k2 K —k kz) —K2K2 (k2 +K2)

ks, =
(K +k§)\/(k2’|<1 k'K, )2 +k2K? (K +K?)

olarak bulunur. Son olarak,

7 (s)= (—k,” LK+ klkj)T +(—3klk1' —3k2k2') N +(—kfk2 K kK2 4 kz") B,

+(2k2'k3 n k2k3')82

olup, asli-dogrultu egrisinin tGglincu egriligi ks (s) =

= esitliginden
K2 (s
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i+ ) (ks e+ i)

E3:[(k;kl+k;kz)2-k;k;(kf+k§)} \/[(kzkl_k1k2)2+k§k§(kf+k;)}{(_2(kz) o -+l (lk ~2Kc )
+k, (i, + ks (KK, +K, + k1k2k3))}

bulunur.

6.2 B —dogrultu Egrileri

Tanim 6.2 , E* de Frenet elemanlari {T,N,Bl,Bz,kl,kz,k3} olan bir Frenet egrisi

olsun. y egrisinin birinci binormal vektor alaninin integral egrisine » egrisinin

A

B, —dogrultu egrisi denir. y egrisinin B, —dogrultu egrisi y ise,

yazilabilir.
Teorem 6.2 y, E* de k,k,,k, egriliklerine sahip bir Frenet egrisi ve y egrisinin

B, —dogrultu egrisi ;A/ olsun. ;A/ egrisinin egrilikleri,

l,(\l :‘/kzz +|(32

2 2
2K,k — K koKD + 2Kk Kok, —(kz'k3) —(k3'k2)

K, =
2 \/k;‘kf kK, K, +(k3'k2 —k,'k, )2 (k' +K3)
EaTs (2(k2' )2 kk, +kk, (—2|<3’|<1 - kl'k3)+ K, (—k;kzk; Kk, KKK, + k13k2k3)j
o (k) K, — 2K,k K, +k? (k;)2 2K, (K, +k; )
ile verilir.

ispat: 7 egrisinin Frenet elemanlar {T,N,B,,B, kk,,k;} ve ;/(S) egrisinin Frenet

elemanlarn {T, N, B, B2, ki, k>, k3} olsun.
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Al A~

y egrisinin B, —dogrultu egrisi 7A/ oldugundan, B, =y =T bulunur. Buradan

N

y =-k,N+k,B, olup, B, —dogrultu egrisinin birinci egriligi

K, =HyH = [N +k,B, | = k2 K

bulunur. Béylece, B, —dogrultu egrisinin asli normal vektor alani

T ok g
ki(s) JkZ+kz  JkZ K
seklindedir. Ayrica,

N

7 (s)=—kN—KkN"+k/B, +k;B, =k k,T —k,'N +(-k} =k ) B, + k;'B,,

N B B
N N N 0 0 1 0 N Bz
7(S)X7 (S)X7 (S): 0k, 0 K, =0 -k, Kk

Kk, -k —ki—k k| Kk Tk

= (kaky =k, T+ (—hkok )N + (k2 ) B,

Al Al Am

2
7 (5)x7 (s)x7 (s) :\/k;kf+kﬁk;k32+(k3'k2—k2’k3)

esitliklerinden B, —dogrultu egrisinin ikinci binormal vektor alani

~ V4 (S)xy/ (S)xy (S

5o Y (s)x5 (s5)x5" (s) (Ko =T+ (o, )N+ (kK7 By
. (s)= _

N N N

7 (s)x7 (s)x7 (9) \/k;kf Tk 2K,k +(k3'k2 —k'k, )2

olarak bulunur. B (s)= éz(s)xf(s)x N(S) esitligi kullanilirsa, B, —dogrultu egrisinin

birinci binormal vektor alani
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(—kkz k)T —(k3 (k. - kz'k3)) N +(—k2 (K —kz’k3)) B,
JG k2 \/kjkf S SR (SR )2

seklindedir. O halde B, —dogrultu egrisinin ikinci egriligi

Bi=

<BI(S),? (S)> —k]2k22k32—k,zkzkj+2k2k2'k3k3'—(k2'k3)2—(k3'k2)2

P 2
ki(s) \/k;kf Tk 2K,k +(k3'k2 —kz'k3) (K +k2)

7 (s)= (kl'kz +2k1k2')T +(kfk2 KK kzkf) N

+(—3k2k2' —3k3k3') B, +(—k3k22 K k3") B,

ve

esitliklerinden B, —dogrultu egrisinin tictinci egriligi

2
Je ke (2(k2') kK, + Kk, '(—2k3'k1 —kl'k3)+ K, (—kl'k2k3' Tk, KK K, + k13k2k3)J

= 2
(k) K, — 2k kok, K, +k,? (kz') +K2K, (K, +k; )

elde edilir.

6.3 B, —dogrultu Egrileri

Tanim 6.3 7, E* de Frenet elemanlari {T,N,Bl,Bz,k],kz,k3} olan bir Frenet egrisi

olsun. y egrisinin ikinci binormal vektér alaninin integral egrisine y egrisinin

B, —dogrultu egrisi denir.  egrisinin B, —dogrultu egrisi y ise,
B,(7(s))=7 (s)
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yazilabilir.
Teorem 6.3 y, E* de k ,k,,k, egriliklerine sahip bir Frenet egrisi ve y egrisinin

B, —dogrultu egrisi ;~/ olsun. 7~/ egrisinin egrilikleri

ile verilir.
ispat: » egrisinin Frenet elemanlari {T,N,B,B,,kk,.k,} ve 7~/(s) egrisinin Frenet

elemanlari {f,ﬁ,él,gz,R1,R2,R3} olsun.
y egrisinin B, —dogrultu egrisi 7~/ oldugundan,

B, =7~/ =T bulunur. Buradan 7~/ =—k,B, olup, B, —dogrultu egrisinin birinci egriligi

seklindedir. Ayrica,

~nm

7 (3)=(-K) B, —k,(—k,N +k;B,) = (k; ) B, +k,k;N —k2B,

ve
T B, B,
~ ~N ~m O 0 1 T N Bl 2
7(S)X7/ (S)X7/ (S)= 0 —k o~ 0 0 =Ky | =Kk T
3
, 0 kk, -k,
0 kk, -k, —k32
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~nN ~m

ACEACEAC

= JKkd = kK2

esitliklerinden B, —dogrultu egrisinin ikinci binormal vektor alani

B:(s)= 7 (S (st () =k2E1;(S)=T(S)

~n ~m

ACEACEAC

olarak bulunur. B, —dogrultu egrisinin birinci binormal vektér alani
B (s)= B> (S)xf(s)x N(S) olmak Uzere,

Bi(s)=T(s)xB,(s)x(-B(s)) olup,

TNCBB N B B
- 1 0 0 0 ; L
Bi(s)= 0 0 0 1 =(-1)'|0 0 1][=-N(s)
0 -1 0
0 0 -1 0

B (), ;"'(s)>
Rl(S)

seklindedir. Bdylece B, —dogrultu egrisinin ikinci egriligi, E2(5)2<
esitliginden
ka(s)=—k,(s)

bulunur.
7 (5) = (ol ) T+ 2ok 1o )N+ (G, K =k, By =3k, ) B;

ve
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bulunur.

Teorem 6.4

1) y, E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve » nin asli-dogrultu egrisi ;_/ olsun. Bu

durumda, y bir slant helistir < 7_/ bir genel helistir.

2) 7, E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve 7 nin B, —dogrultu egrisi }A/ olsun. Bu

durumda, y bir B, —slant helistir < 7A/ bir genel helistir.

3) 7, E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve » nin B, —dogrultu egrisi y~/ olsun. Bu

durumda, y bir B, —slant helistir < 7~/ bir genel helistir.

— —

ispat: 1) » egrisinin asli-dogrultu egrisi » oldugundan, N(;/(S))=7

(5)=T(s)

yazilabilir.

y bir slant helistir < <N,u> =cos @ (u sabit bir birim vektor ve 6 = sabit)
= <'F,u> =cost & ; bir genel helistir.

~

2) y egrisinin B, —dogrultu egrisi ;A/ oldugundan, Bl(;(s))zy (S)='IA'(S) yazilabilir.
y bir B,-slant helistir < <B],V> =cos @ (v sabit bir birim vektér ve 8 =sabit)

& <f,V> =cosf < ;/ bir genel helistir.

~I

3) 7 egrisinin B, —dogrultu egrisi  oldugundan, Bz(;/(s)):y (s):f(s) yazilabilir.
y bir B, -slant helistir < <Bz,w> = cos @ (w sabit bir birim vektor ve 6 =sabit)

& <f,w> =cosf < ]~/ bir genel helistir.

6.3.1 B, —rektifiyan Egriler

Bu bolimde; E* de B, —rektifiyan egrileri tanimlanacak ve bu egrilerle ilgili bazi

karakterizasyonlar verilecektir.
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Tanim 6.4 y, E* de bir Frenet egrisi ve ¥ nin B, —dogrultu egrisi 7_/ olsun. Eger 7_/
egrisinin konum vektdéri daima y nin asli normalinin ortogonal tiimleyeninde

bulunuyorsa, yani 4, , 4, , A, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak lzere
y=AT +A,B + B,
oluyorsa, 7_/ egrisine B, —rektifiyan egrisi denir.
Teorem 6.5 7, E* de ki (s), k> (s), ks (s) egriliklerine sahip bir Frenet egrisi olsun. y

bir B, —rektifiyan egriye kongruenttir <> ( ] (S CI&dS]E 0,ceR dir.

ispat: (:>) 7_/ Frenet egrisi bir B, —rektifiyan egri olsun. Tanim geregince,

=AT+A4,B + 4B, vazlr. Ayrica, y egrisinin B, —dogrultu egrisi y ise

T=8B,, Bl:N, Bzzf oldugunu biliyoruz. Bu esitlikler yerine vyazilirsa

4B, + ,N + AT elde edilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

¥
T =48, +2(-kB )+ 4N+ 4 (kT +kB )+ 4T+ 4 (kN)

olup,

{A;—AZEIZL A aki=0, -Aks+Aki=0, 4 =0

elde edilir. Burada 4’ =0 esitliginden 4 =c(sabit) olur. Ayrica, —Ak,+ 4k, =0

esitliginden A, _kL olup, /13 -4 k =1 denkleminde yerine yazilirsa A, —S+Cj'kk—kd

2

elde edilir. Bulunan degerler ZZ' + ﬂ,jlzl =0 esitliginde yerine yazilirsa

(CLJ +[s+cj'ﬁds]ﬁ:0 (6.1)
k, k,

elde edilir.
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(<:) E* de El, IZZ, IZ3 egriliklerine sahip ve egrilikleri (6.1) denklemini saglayan keyfi

bir 7_/ egrisi alahm.

esitligini saglayan X € E* vektériinii géz 6niine alalim.

X'=T +ck,B, —[%} N

2

X' = —(C_ﬁ) —[SJch'@dlez1 N=0

2

olacagindan X bir sabit vektordir. Boylece

7 =B, +Ck7k3ﬁ+{s+cj.%dsjf+x
2 2

yani, }_/ egrisi X sabit vektdrii tarafindan belirlenen ételeme ile bir B, —rektifiyan

egriye kongruenttir.

Sonug 6.1 Kk, k,, Kk, egriliklerinin timunin sifirdan farkh sabitler oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (6.1) numarali denklem saglanmayacagindan, tamamen E* de
bulunan, sifirdan farkl El, IZZ, IZ3 sabit egriliklerine sahip bir B, —rektifiyan egri

yoktur.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda bazi yeni baglantili egriler tanimlanmistir. Bir
Frenet egrisinin birim Darboux vektor alani (W) yardimiyla W —dogrultu egrisi

tanimlanarak, bu egrilerin egrilikleri arasindaki iliski elde edilmistir. Ayrica, 3-boyutlu

Oklid uzayinda yiizey Uzerinde alinan birim hizli bir egrinin {T,V,U} Darboux gati

alanindaki V teget-normal vektor alaninin integral egrisi olan ve bu egriyle ayni ylizey
Uzerinde kalan V —dogrultu egrisi tanimlanarak, bu baglantili egrilerin ylizeye ait
egrilikleri arasindaki iliskiler verilmistir. Son olarak, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet
egrisi icin asli- dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi ve
B, —rektifiyan egri tanimlari yapilmis ve bu egrilerin bazi karakterizasyonlari elde
edilmistir.

Benzer disiinceyle; n—boyutlu Oklid uzayinda bir Frenet egrisiyle baglantili yeni

egriler tanimlanarak, bu egrilerin egrilikleri arasindaki iliskiler arastirilabilir.
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