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OZET

BELIRLI DiZl UZAYLARININ HER YONDE DUZGUN KONVEKS
YAPISI VE BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI

Nurdan KURU

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Baz1 dizi uzaylarimin geometrik 6zelliklerinin incelendigi bu ¢alisma dort bolimden
olusmaktadir.

Birinci boliimde, Banach uzaylarmin geometrik 6zellikleri ile ilgili ¢aligmalarin bir
literatiir 6zeti verilmis ve bu calismanim amaci belirtilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak temel tamim ve teoremlere yer
verilmistir.
Ugiincii boliimde, ¢ p(u,v) ve K(p,u,v) dizi uzaylarmin konveks, kesin konveks,

diizgiin konveks ve her yonde diizgiin konvekslik yapisi incelenmis, diger geometrik
ozellikleriyle ilgili sonuglar elde edilmistir.

Son boliim olan dordiincii boliimde ise uzaylarin sagladigi ispat edilen biitiin geometrik
yapilar1 listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylari, Banach uzay geometrisi, her yonde diizgiin
konvekslik, diizgiin konvekslik, kesin konvekslik.

YILDIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

THE UNIFORMLY CONVEX IN EVERY DIRECTION
STRUCTURE AND SOME GEOMETRICAL PROPERTIES OF
CERTAIN SEQUENCE SPACES

Nurdan KURU

Department of Mathematics

MSec. Thesis
Advisor: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

This study, which deals with the geometrical properties of some sequence spaces,
consists of four chapter.

In the first chapter, a literature review of studies concerned with Banach space geometry
and the aim of this study is given.

In the second chapter, the principal definitions and theorems that used in other chapters
are given.

In the third chapter, the convexity, strictly convexity, uniformly convexity and
uniformly convex in every direction structure of the sequence spaces ¢ p(u,v),

K( p,u, v) is studied and some consequences about other geometrical structures of these
spaces are obtained.

In the last chapter, all of the geometrical structures of / p(u,v), K(p,u,v) which are

proved in the third chapter are listed.

Key Words: Sequence spaces, Banach space geometry, uniformly convex in every
direction, uniformly convex, strictly convex.
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BOLUM 1

GIiRiS
1.1 Literatiir Ozeti

Son yillarda dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin geometrik yapilari ile ilgili pek ¢ok c¢aligma
yapilmistir. Dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerinin yani swra geometrik 6zellikleri de
onem kazanmis, boylelikle pek cok kavram agiklik kazanmistir. Bu yapilarla alakali

calismalarin bazilar1 asagida verilmistir.

Kesin konveks Banach uzay ilk olarak 1936 yilinda Clarkson [1] tarafindan tanitilmigtir.

Ayni zamanda diizgiin konvekslik tzerinde de c¢alisan Clarkson, L, uzaymnm

1 < p <o iken diizgiin konveks yapida oldugunu kanitlamistir [1].

Clarkson [1] tarafindan diizgiin konveks uzaylar1 tanimlamada kullanilan konvekslik
modiilii daha sonra tanimlanan ¢ok sayida modiil i¢in baslangic niteligindedir. 1970
yilinda Goebel [2] tarafindan bu modiile bagh konvekslik karakteristigi tanimlamistir.
Smulian 1939 yilindaki ¢alismasinda, zayif diizglin rotundluk ve zayif-yildiz diizgiin
rotundluk modiiliinii ele almistir [3]. 1955 yilinda Lovaglia [4] tarafindan yerel
konvekslik modiilii tanitilmis ve bu modiille bagli konvekslik karakteristigi

olusturulmustur. 1967 yilinda Gurarii [5], yeni bir konvekslik modiilii olusturmustur.

Her yonde diizgiin konvekslik kavrami ise Garkavi [6] tarafindan, her smirl altkiimesi
en fazla bir Cebysev merkezine sahip normlu lineer uzaylar1 karakterize etme amaciyla
tanitilmigtir. Daha sonra Zizler [7], Day, James, Swaminathan [8] ve Fakhoury [9]
diizglin rotundlugun bu genellemesi iizerinde caligmalar yapmistir [10]. Day, James,
Swaminathan [8] c¢alismalarinda her yonde diizgiin konvekslik yapisint yOnli
konvekslik modiilii ile degil, gerek ve yeter sarti veren bir teorem yardimiyla ele

almigtir.



Normal ve diizgiin normal yapi, sabit nokta teorisi ¢aligsmalarinda biiyiik 6nem
tasimaktadir [11]. Pek c¢ok calismada Banach uzaylarinin normal yapisi, konvekslik
modiilleri ya da konvekslik katsayilar1 kullanilarak ele alinmistir. Goebel [2], X

Banach wuzaymin konvekslik modiilii 6(1)> 0 1se normal yapida oldugunu
kanitlamistir. 21 yil sonra Gao ve Lau [12], 6 (3/ 2)> 1/4 ise uzaymn diizglin normal
yapida oldugunu gostermislerdir. Bu sonuglar1 genelleyerek Gao [13], € € [0,1] olacak
sekilde bazi ¢ degerleri igin o (1 + g)> g/2 1ise uzaymn dilizgiin normal yapida

oldugunu ispatlamistir [ 14].
Opial [15], kendi adiyla bilinen Opial 6zelligini tammlamig, bu ozelligin 7

(1 <p< oo) uzaylarinda saglanip, L, [0,2%] uzaylarinda saglanmadigini gostermistir.

Diizgiin Opial 6zelligi Prus [16] tarafindan 1992 yilinda tanimlanmistir. 1980 yilinda
Huft [17] yaklasik olarak diizgiin konvekslik kavramini tanimlamistir. Ayrica, her
yaklasik olarak diizgiin konveks Banach uzaymnm diizgiin Kadec-Klee 6zelligine sahip

ve refleksif yapida oldugunu gdstermistir.

Cesaro dizi uzaylari (ces p) ve Ozellikleri pek c¢ok calismaya konu olmustur. 1970

yilinda Shue [18], Cesaro dizi uzaylarini normla birlikte ilk defa tanimlamistir. Liu, Wu
ve Lee [19] 1936 yilinda Kadec-Klee ve yerel diizgiin rotund olma 6zelliklerini, Cui,
Hudzik ve Pluciennik [20] 1997 yilinda p -tipte Banach-Saks 6zelligini incelemislerdir.
Normlu Cesaro dizi uzaylarmin paranormlu dizi uzaylarina genellenmesi ise Sanhgan
ve Suantai [21] tarafindan yapilmistir. Genellestirilmis dizi uzaylarinin diizgiin Opial
ozelligini Petrot ve Suntai [22] calismustir. 2007 yilinda Karakaya [23], Lacunary
icerikli dizi uzayini Luxemburg normla birlikte tanitmis, rotundluk ve Kadec-Klee
ozelliklerini incelemistir. Bu uzaym (g) ve diizgiin Opial 6zellikleri ise Mongkolkeha
ve Kumam [24] tarafindan 2011 yilinda incelenmistir. 1997 yilinda Khan ve Rahman

[25], ces|(p,)(g,)] dizi vzaymi tanitmus, bu uzaym vektor degerli dizi uzayma
genellestirilmesi ise 2005 yilinda Mursaleen ve Khan [26] tarafindan yapilmistir.
Simsek ve Karakaya [27], ces[(p, ).(¢,)] paranormlu dizi uzaym, ces(X,p,,q,) vektor
degerli uzayma genellestirmis, Kadec-Klee ve rotund olma 6zelliklerini incelemislerdir.
Savasg, Karakaya ve Simsek [28], tanimladiklar1 E( p)-tipte dizi uzaymin bazi topolojik

ozelliklerinin yanm sira p -tipte Banach-Saks ve Gurarii konvekslik modiili ile ilgili

ozelliklerini incelemislerdir.



Leinder [29], (v,1)-toplanabilirligi de la Vallee ortalamalariyla 1965 yilinda
tanimlamistir. 2000 yilinda Malkowsky ve Savas [30], 2010 yilinda Savas, Simsek ve
Karakaya [31], de la Vallee-Poussin ortalamalariyla dogan yeni dizi uzaylari
tanimlamistir. 2011 yilinda Simsek [32], 2010 yilindaki ¢aligmalarinda [30] tanimlayip
baz1 topolojik ve geometrik 6zelliklerini inceledikleri dizi uzaymin diizgiin Opial ve
k— NUC gibi geometrik Ozelliklerini ¢alismistir. Malkowsky ve Savas [33],
genellestirilmis agirlikli ortalamalar1 kullanarak yeni bir dizi uzayr tanimlamislardir.
Altay ve Basar [34], bu dizi uzaymdan esinlenerek paranormlu bir dizi uzayi

tanimlamiglardir. Simsek ve Karakaya [35] 2009 yilindaki ¢aligmalarinda /¢ p(u,v, p)

modiiler dizi uzaymni tamimlayarak Kadec-Klee ve Opial 6zelliklerini incelemislerdir.
1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci1 bir¢ok uygulama alami olan bazi geometrik kavramlarin tanitilmasi,
birbirleriyle olan iligkilerinin incelenmesi ve bazi1 dizi wuzaylar1 iizerinde
uygulamalarmmn verilmesidir. Ozellikle diizgiin konvekslik ve her yonde diizgiin
konvekslik yapilarmin konvekslik modiilleri yardimiyla incelenmesi, bu modiiller

kullanilarak uzaym diger yapilariyla ilgili sonuclar elde edilmesi hedeflenmistir.

1.3 Hipotez

14 p(u,v) ve E(p,u,v) (1 <p< oo) uzaylarinin konveks, kesin konveks, diizgiin
konveks ve her yonde diizgiin konveks yapilarinin incelenmesi ve her yonde diizgiin
konvekslik i¢in konvekslik modiilii bulunmas1 hedeflenmistir. Calismada bu yapilarin
birbirleriyle ve diger baz1 geometrik yapilarla baglantilar1 ele alinmis ve bu baglantilar

yardimiyla £ (u,v) ve ¢(p,u,v) ile ilgili sonuglar elde edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde daha sonra kullanilacak olan fonksiyonel analizin temel kavramlarina yer

verilmistir.

Tanim 2.1 (Lineer Uzay) X bostan farkl bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar

cismi olsun.
+: XxX—>Xve :KxX—>X

ikili islemleri asagida verilen Ozellikleri sagliyorsa X climlesine K iizerinde bir lineer

uzay (vektor uzayi) adi verilir [36].

Her a,f € Kve x,y,z€ X igin

CH x+y=y+x

(L2) x+(y+z)=(x+y)+z

(L3) x + 0 = x olacak sekilde 6 € X vardur.

(L4) Her bir x € X igin x +(— x) = 6 olacak sekilde (- x)e X vardur.
(LS 1.x=x

(L6) ax + y)=ax + ay

(L7) (e +ﬂ)x =ox + [x

(L8) a(pr)=(af )x



Tanim 2.2 (Alt Vektor Uzayr) Y, X vektor uzaymin bostan farkl: bir altkiimesi olsun.
Her y,y, €Y ve a,fB skalerleri i¢cin ay, + fy, €Y saglaniyorsa Y ye X vektor

uzayinin alt uzayi denir [37].
Tamm 2.3 (Metrik Uzay) Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d:XxX—>R,_,

(v, y)—>d(x,»)
fonksiyonu verilsin. Eger bu d fonksiyonu Vx,y,z € X igin
M) d(x,y)=0 & x=y,

M2) d(x,y)=d(y,x),
(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir ve bu

durumda (X ,d ) ikilisine bir metrik uzay denir [38].
Tanmim 2.4 (Normlu Vektor Uzayr) X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
x>,
x = [
fonksiyonu her x,y € X ve her a € K igin
(ND) x| =0< x=0;

(N2) flax] =

(N3) ||x + y” < ||x|| + ||y|| (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X lizerinde norm adini alir ve bu durumda (X , ) ikilisine bir

normlu vektor uzayi adi verilir [38].

Tamim 2.5 (Yar1t Norm) X, K cismi iizerinde lineer bir uzay olsun. Eger ¢: X = R
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢ doniisiimiine bir yarmnorm, (X ,q) ikilisine

ise bir yarmormlu uzay denir [36].

i) g(Ax)=|2|g(x).



i) g(x+y) < q(x)+q(y).

Tanim 2.6 (Paranormlu Uzay) X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger

g:X = R fonksiyonu, A€ K ve x,y € X i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa g’ye bir

paranorm ve (X,g) ikilisine de paranormlu uzay denir [30].
) g(6)=0,

i) g(x)=g(-x),

i) g(x+y)<g(x)+g(y)

iv) A — 4, ve g(x—x,) =0 iken g(Ax—A,x,)—0

Tanim 2.7 (Modiil) X bir vektor uzayi olsun. Eger p: X — [0,00] fonksiyonu asagidaki

sartlar1 sagliyorsa modiil olarak adlandirilir:

1) p(x) =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart x =0 olmasidir.

1) |a| =1 olacak sekilde her o € F' ve her x € X i¢cin p(ax) = p(x) saglanir.

iii) a, 20,0+ =1 ve biitiin x,y € X iken p(ax + ,By)é p(x)+ p(y) olur.

Eger (ii1) 6zelligi asagidaki 6zellikle yer degistirebiliyorsa fkonveks modiildiir:

iv) o+ 8 =1 olacak sekilde biitiin &, 8 € R igin f(oox+ fy) < a.f(x)+ B.f(») [39].

Tanim 2.8 (Luxemburg Normu) p = (pk), her ke N i¢cin p, =1 seklinde pozitif ve

siirl reel sayilar dizisi olsun. Ces(p) nin asagidaki sekilde taniml biitiin x = (xk) reel

P j <
k
P
2
n=l1

* j olsun. p bir modiildiir ve
||x|| 1nf{g >0: p( j< 1}

seklinde tanimlanan norma Luxemburg normu ad1 verilir [40].

dizilerinin uzay1 oldugunu farzedelim:

i3

X € Ces( icin p i[

k=1

=~ | —



Tanim 2.9 (Uzakhk, Cap) (X,d) bir metrik uzay ve 4,B X in altkiimeleri olsun.

d(x, 4)=inf{d(x,a): a € A},

d(4,B)=infld(a,b):a € A,b € B},

d(4)=supld(a,a'): a,a'c A}
olarak tammlandiginda d(x,4) x ve A arasindaki, d(4,B) A ve B arasindaki
uzakliktir. d(A) ise A kiimesinin gap1 olarak ifade edilir [36].

Tanmim 2.10 (Smirh Kiime) Bir metrik uzayin A altkiimesinin siirlt olmasi i¢in gerek

ve yeter sart sonlu bir ¢apa sahip olmasi, yani d (A)< oo olmasidir. Aksi halde sinirsiz

olarak adlandirilir [36].
Tanim 2.11 (Komsuluk) (X ,d ) bir metrik uzay ve a € X olsun. O halde, » >0 icin
S(a,r)={xe X :d(a,x)< r}

a merkezli ve r yaricapl bir komsuluk (ya da acik yuvar, agik kiire) olarak adlandirilir

[36].

Tamm 2.12 (Acik Kiime, Kapah Kiime) (X ,d ) bir metrik uzay olsun. G < X in agik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin her noktasinin komsulugunun G de olmasidir.

Yani, eger x € G ise dyle bir >0 vardir ki S(x,7)c G dir.

(X ,d ) metrik uzaymndaki bir kiimenin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart kiimenin

tiimleyeninin acik olmasidir [36].

Tanmm 2.13 (Yakinsak Dizi) (xn) reel sayilar dizisi olsun. Eger her &£ >0 ve

n, =n, (8) dogal sayis1 i¢in n > n,, iken

<é&

saglaniyorsa (xn) dizisi x e yakmsar denir ve x, - x ya da limx, =x seklinde

n—>0

gosterilir [41].
Tanmim 2.14 (Cauchy Dizisi) (X ,d ) bir metrik uzay, (xn) X uzayinda bir dizi olsun.
Her & >0 i¢in m,n>n, oldugunda d(xm,xn)<8 olacak sekilde n, =n, (8) say1s1

varsa (x, ) dizisine Cauchy dizisi denir [42].



Tanim 2.15 (Tam Uzay) (X ,d ) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsiyorsa (yani,

limiti X in bir elemant ise) X uzayina tam uzay adi verilir [37].
Tanmim 2.16 (Banach Uzay) Tam normlu uzaya Banach uzay denir [37].
Tanmim 2.17 (Tam Paranormlu Uzay) Bir (X , g) paranormlu uzayimda, alinan her

Cauchy dizisi bu uzaym bir noktasina yakimsiyorsa (X , g) uzayina tam paranormlu
uzay denir [36].

Tanim 2.18 (Lineer Fonksiyonel) X lineer bir uzay olmak tizere f:X —C
doniisiimiine bir fonksiyonel denir.

Eger her x,yeX icin f(x+y)< f(x)+ f(y) esitsizligi gercekleniyorsa f
fonksiyoneline alt toplamsal, f(x+ y)= f(x)+ f(y) esitsizligi ger¢ekleniyorsa

toplamsaldir denir.

Eger her x€ X ve her A1 skaleri i¢in f (/lx)=/1f (x) ise f fonksiyoneli homojendir

denir.

Homojen ve alt toplamsal olan bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve homojen olan

bir fonksiyonele ise lineer fonksiyonel denir.

Her xeX igin |f(x)<K/x| olacak sekilde bir K >0 reel sayis1 varsa f: X —C

doniisiimiine smirl lineer fonksiyonel denir. Smirli bir lineer fonksiyonelin normu;

1] = supl )

o ||

olarak verilir [36].

Tamm 2.19 (Siirekli Dual Uzay) X normlu bir uzay olsun. X iizerindeki tim smirl
lineer fonksiyonellerden olusan B(X, R) ciimlesi

/()

If]= ig}gw = §g§|f (x)
x#0

=1

normu ile bir Banach uzay olusturur. Bu uzaya X in dual uzay1 denir ve X ile

gosterilir [36].



Tamim 2.20 (ikinci Dual) X, X Banach uzaymm duali olmak iizere B(X *,R)

uzayma X uzaymin ikinci duali denir ve X~ ile gosterilir. X da bir Banach uzayidir

[36].

Tamim 2.21 (Refleksif Uzay) X normlu bir uzay olmak iizere X =X ise X uzayina
refleksif uzay denir [36].

Tamm 2.22 (Zayif Yakinsakhk) X bir normlu uzay ve {xn}, X de bir dizi olsun. Her

feX igin n— o iken f (xn)—> f (x) saglaniyorsa {xn} dizisi x € X e zayif yakinsar
denir ve x, Lx olarak gosterilir [37].

Tamm 2.23 (Kuvvetli Yakinsakhik) X bir normlu lineer uzay ve {xn } € X olmak iizere

limx, =x olacak sekilde bir xe€X varsa {x,} dizisi kuvvetli yakmsak olarak

n—>x0

adlandirilir [37].

Tanmim 2.24 (Konveks Fonksiyon) Siirekli bir f:R— R fonksiyonunun konveks

olmasi i¢in gerek sart Vx,y € R igin

f(x;ngf(X);f(y)

olmasidir [43].

Tanim 2.25 (Minkowski Esitsizligi) Sonlu sayida, hepsi sifir olmayan x;,y, ve p>1

icin asagidaki esitsizlige Minkowski esitsizligi denir.
" 1p o 1/p o 1/p
(Sl ] =[Skl ] (Bl ) 44
k=1 k=1 k=1

Tamim 2.26 Bu ¢aligmada (X , ) bir reel Banach uzay1 olmak iizere sirasiyla B, ve

S, ile X uzaymnin kapalt birim yuvari ve birim kiiresi gsterilmistir. Yani,
B, =freX |y <1]

ve
S, ~be Xl -1)

olarak ele alinacaktir.



2.2 Dizi Uzaylan

Tanim 2.27 (Dizi Uzaylar) Kompleks ve reel degerli tim x = (xk) dizilerinin ciimlesi

w olarak gosterilmek {izere;

xX= (xk ),y = (yk) €w ve a bir sabit olsun.
x+y=(xk +yk) ve ox :(axk)
seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir.

Literatiirde yer alan baz1 iy1 bilinen dizi uzaylar1 asagida verilmistir.
l, = {x = (xk)e w: sup|xk| < oo}

keN
c=ix=(xk)ew:11fiilgoxk =l,leiR}

C zi\'z(xk)ewzll{iil}oxk 20}

/, :{x:(xk)ewzi|xk|<oo}

k=1

0 :{x:(xk)ewzi|xk|p<oo} (1< p<o)

J

Bu uzaylar sirasiyla smnirli, yakinsak, sifira yakmsak, mutlak yakinsak, p-yakinsak,

n—>0 =1

n
cs={xew:lim2|xk|

bs :{xe w:suprk
k=1

yakinsak serilerin ve smirl serilerin uzay: olarak adlandirilir. Bu uzaylardan ¢ _, ¢, ¢,

0

uzaylari ||x||oo = s1ip|xk| normu altinda birer Banach uzaylaridir. Ayni sekilde 7, ve 7,

1/p
uzaylar1 swrasiyla ||x|| = Z|xk| ve ||x||p = (Z|xk |p] normlar1 ile birer Banach
k k
uzaylaridir. Bu uzaylar arasinda
tyctlt,cl, ce,cect, (1<p<q<oo)

seklinde bir kapsama bagintis1 olup, asagida verildigi gibi bir norm esitsizligi gecerlidir.
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I, =[xl = el =l
[36], [45]

Tanmm 2.28 Bu calismada yapisi incelenen uzaylar asagida verilmistir.

p
< ©

IIk olarak normlu 7, (u,v) (1< p <o) uzays

k
Uy Z ViX;
i—1

Ep(u,v)—{xew:ki‘

seklinde elemanlara sahip olup, x € £, (u, v) i¢in norm

. » 1/p
bl |
k=1
ikinci uzay olan ¢(p,u,v) (1 < p < ) paranormlu uzayz ise

Pi
< 0

olarak tanimlanmistir ve x ef(p,u,v) icin kullanilan Luxemburg normu asagidaki

k

ukzvixi

i=l1

olarak tanimlanmustir [34].

E(p,u,v)z {x EW: i
k=1

k
Uy Zvixi
i—1

sekildedir:

Pk

HE inf{/l >0: p(%) < 1} ()=

k=1

k
u, VX,
=1

[34].
Bu uzay i¢in H = sup{ pk} olmak lizere M = max {I,H} olarak kullanilacaktir.
E( p,u, v) paranormlu uzaynin bazi yapilar1 Karakaya ve Simsek tarafindan incelenmis,
uzayin Kadec-Klee ve diizgiin opial 6zelligine sahip oldugu ispatlanmistir [35].
2.3 Banach Uzaylarinda Temel Geometrik Kavramlar
Bu boliim, ¢alismanin temelini olusturan geometrik kavramlarin tanitimina ayrilmistir.

Tamm 2.29 (Konveks Yapi1) X lineer bir uzaym altkiimesi olsun. X uzaymin konveks
olmasi i¢in gerek ve yeter sart x,ye X, A+u=1, 1>0, u>0 iken Ax+ueX
olmasidir.
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Konveksligin geometrik olarak tanimlanmasi da miimkiindiir.
Lx,y)={ax+(1-Ay):0< A <1},

X ve y yi birlestiren dogru pargasi olsun. Oyleyse X uzaymin konveks olmas1 i¢in gerek
ve yeter sartin X in X ve y yi icerdigi zaman L(x,y) yi de icermesi oldugu sdylenebilir
[36].

Tanim 2.30 (Kesin Konvekslik, Rotundluk) Herhangi bir X Banach uzaymnimn kesin
konveks (rotund) olmas i¢in gerek sart asagidaki icermenin biitiin x, y € X i¢in gecerli

olmasidir;

<1
xX+y

ES! = <1- [46]

[ =¥>0

Bagka bir ifadeyle, X Banach uzaymin kesin konveks olmasi i¢in gerek sart, x,y € S,

ve x # y iken her 1 e (0,1) icin asagidaki esitsizligin saglanmasidir:
Jax+ (-2 <1. [47]

Tamm 2.31 (Diizgiin Konvekslik) Herhangi bir X Banach uzaymin diizgiin konveks

olmasi i¢in gerek sart her x,y € S, ve 0 <& <2 i¢cin bir § (e) > (0 var olmasidir dyle ki

[ =1
b=t (=2 <1-00) [1]
[e=y=ze

Ornek 2.1 ¢, uzay diizgiin konvekstir.
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1

.‘ 4
€
2
1

-1

Sekil 2.1 ¢, Uzaymda Diizgiin Konveksligin Temsili

¢, i¢in asagidaki esitlik yazilabilir:

2
=06 =,/1- [i) .
2
Boylece 7, uzayi i¢in konvekslik modiilii olusturulmus oldu.

p > 2 olarak ele alindiginda konvekslik modiilii
» 1/p
5= (1 - (f} ]
2

Tanmm 2.32 (Clarkson Konvekslik Modiilii) Herhangi bir X Banach uzay1 i¢in

olur.

konvekslik modiilii fonksiyonu &, : [0,2] — [0,1] asagidaki gibi tanimlanr:

5,(e)= inf{l - ”";_y” o < L < 1= ] = g} . 3]

13



Yani, 6 X(g) herhangi bir ¢ >0 i¢in asagidaki icermelerin daima dogru oldugu en

biiytik sayidir: x,y € X i¢in,

<1

xX+y

b1 s <i-6,() [11]

[e=rlz¢

Belirli bir X uzay1 iizerinde calisirken &, (g) yerine 5(g) ifadesi de kullamlabilir.
Konvekslik modiili &, , [0,2] arahginda konveks ve & =2 igin siirekli olmayabilir

[47].
Konvekslik modiilii iki-boyutlu karaktere sahiptir, yani ¢ € [0,2] igin
5,(g)=1inf 5, (¢) (2.1)

seklinde X uzaymin biitiin iki-boyutlu alt uzaylar1 iizerinden infumum alinarak

tanimlanabilir [11].
Tanim 2.33 (Konvekslik Karakteristigi) Herhangi bir X Banach uzay1 i¢in konvekslik
katsayis1 ¢, asagidaki gibi tanimlanir:

£, =&,(X)=suple >0:5(¢)=0}. [2]

Konvekslik karakteristigi, X in birim kiiresinin iizerinde ya da yeterince yakiminda

bulunan pargalarmin uzunluklarmi smirlayan bir degerdir.

Tamim 2.34 (Her Yonde Diizgiin Konvekslik) (X ,

) Banach uzay: ve |z|=1 olan

belli bir zeX igin, X in zeX yoniinde konvekslik modili &:[0,2]— [0,1]

fonksiyonudur ve

5(2,3)=inf{1—@:nx”£ L

y||£1,x—y=ez}.

seklinde tanimlanir. Her £ >0 ve ze€e X i¢in & (z,g)> 0 saglaniyorsa X uzayma her

yonde diizgiin konveks denir [48], [11].

Yénlii konvekslik modiilii 5(z, ) veya §(— z,&) seklinde gosterilebilir.

Her yonde diizgiin konvekslik modiili icin karakteristik asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:
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&, (X)=suple:5(z,&)=0}. [45]
Tamm 2.35 (Yerel Diizgiin Konvekslik) X bir Banach uzay olsun. Her ¢ >0 ve
x e S, i¢in,

X+y

> <1-6 (VyeX)

||x—y||23 :>||

olacak sekilde & = 5(x, g) >0 varsa X uzayma yerel diizgiin konveks ad1 verilir.

X Banach uzayi icin yerel konvekslik modiilii her x € §, ve 0< ¢ <2 i¢in asagidaki

sekildedir:

5X(x,8)=inf{l—M:yESx,

x—y”Ze}.

Acik¢a goriilmektedir ki, bir X Banach uzayinm yerel diizgiin konveks olmasi i¢in her

xeS, ve 0<&<2 icin 5(x,&)>0 olmasi gerekmektedir [47], [49].

Tamm 2.36 (Yaricap, Chebyshev Yaricapi, Chebyshev Merkezi) X Banach uzayinin
herhangi A, B altkiimeleri i¢in:

r.(4)= sup{“x —y|| = A} (x e X),
r,(4)=inf{r,(4): x € B},
Cy(4)=tre B:r(4)=r,(4)};

r (A) sayisina A nin x elemanina ait yarigap, r, (A) ve C, (A) ye sirastyla A nin B ye

X

ait Chebyshev yaricap1 ve Chebyshev merkezi ad1 verilir.

A= B oldugu durumda bu son iki ifade igin 7(4) ve C(4) kulanilir ve B ye ait ibare
kaldirilir [11].

Tanmm 2.37 (Yaricapsal, Yaricapsal Olmayan Nokta) 7, (A)= diamA yi saglayan x

noktasma yarigapsal nokta denir. Bu sekilde olmayan noktalara ise yarigapsal olmayan

nokta ad1 verilir [11].

Tanim 2.38 (Normal Yapi) Bir X Banach uzaymin kapali, konveks bir C altkiimesinin
normal yap1 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek sart C nin herhangi sinirli, konveks, tek

noktadan farkl bir K altkiimesinin yaricapsal olmayan nokta icermesidir.
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Eger X in her sinirli kapali konveks altkiimesi normal yapidaysa, X normal yapidadir

denir [50].
Tanim 2.39 (Diizgiin Normal Yapi) X bir Banach uzay olsun. Eger X in her simirl,
kapali, konveks C altkiimesi 4 € (0,1) iken

supﬂ|z - x|| S C}S h.diam(C)
olacak sekilde bir z noktasi igeriyorsa X uzayina diizgiin normal yapidadir denir [51],
[52].

Tanim 2.40 (Diizgiin Karesel Olmayan Yapi) Herhangi bir X Banach uzayinda birim

yuvardan se¢ilen x ve y elemanlar1 i¢cin

xX+y X —

2 PP

<1-6 yada

olacak sekilde & > 0 varsa uzaya diizgiin karesel olmayan yapidadir denir [53].

Tanim 2.41 (Kadec-Klee Noktas1) n —> o ve [|x,[ — 1 sartim saglayan (x,)e X icin

x, = x iken ||xn - x|| — 0 saglaniyorsa x € S, noktas1 Kadec-Klee noktasi (H-noktast)

olarak adlandirilir [54].

Tamm 2.42 (Kadec-Klee) S, in her noktasi B, i¢in bir H-noktas1 ise X Banach

uzayina Kadec-Klee 6zelligine sahiptir denir [54].

2.4 Temel Teoremler ve Esitsizlikler

Bu bolimde daha sonra kullanilacak olan temel teoremler ve esitsizliklere yer

verilecektir.
Teorem 2.1 Her kesin konveks uzay konvekstir.

Teorem 2.2 Diizgiin konveks her uzay kesin konvekstir. Dahasi, sonlu boyutlu

uzaylarda bu iki yap1 denktir [11].

Ispat X diizgiin konveks Banach uzay olsun. Bu takdirde, x,y € S, ve 0 <& <2 icin

=1
b=t = <o)
el
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xX+y

olacak sekilde bir §(¢)> 0 vardir. Yani, <1 her

<1, <1,

x—y||>0 iken

zaman saglanir. Boylece uzay kesin konvekstir.

Teorem 2.3 Diizgilin konveks her uzay her yonde diizgiin konvekstir, ancak her yonde

diizglin konveks her uzay diizglin konveks olmak zorunda degildir [11].

Teorem 2.4 Her yonde diizgiin konveks her uzay kesin konvekstir [47].

Teorem 2.5 X bir Banach uzay ve konvekslik modiilii 6 ve konvekslik karakteristigi
g, olsun. Oyleyse &, [0,2) aralig1 iizerinde siirekli ve [g,,2] arahig {izerinde kesin
artandir [11].

Ispat Oncelikle X uzaymin iki boyutlu oldugu farz edilecektir; boylece uzaymn birim
yuvar1 R* de kapali, sinirli, konveks ve 0 noktasinda simetriktir. Farz edelim ki u,v e X
ve [uf=|v|=1 olsun.

xX+y
2

<1,

i <1,

s, ()= inf{l -

x—y”Ze,x—y:Au,ery:,uv}

olarak tanimlandiginda &, , (3) nin konveks bir fonksiyon oldugu acgiktir. Dolayisiyla,

v|| =Lu# J_rv} (2.2)

O, (8) = inf{5u,v (g) : ||u|| =1,

saglanir. ae(0,2) ve &,&, e[O,a] olarak se¢ildiginde 5w(g) nin konveksligi

asagidaki esitsizligi gerektirir:

&, =& 2-a 2—a

Bu ifade 6, , (¢) yonlii modiiliiniin [O,a] araliginda yari stirekli bir aile olusturur. (2.1)

ve (2.2) den dolay1 herhangi bir X Banach uzay1ve 0<¢, <¢, <a<?2 iin,

&, — ¢
2—a

5x(82)_5x(81)g

yazilabilir. 6, azalmayan, konveks &, , fonksiyonlarinm infimumu oldugundan dolay:

o, fonksiyonu [80 ,2] aralig1 tizerinde kesin konvekstir.
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Teorem 2.6 Herhangi bir X Banach uzaymnin kesin konveks olmasi i¢cin gerek ve yeter

sart 6(2) =1 olmasidir [11].

Ispat 6(2)=1 ve x,y € X i¢in |x| =[y|=|(x + »)/2| =1 olsun. Bu takdirde

x+(-y)
2

<1-6(x—(=y))=1-5(2)=0

X-y
2

olur. Boylece x = y elde edilir ve X kesin konvekstir.

Diger taraftan, X uzaymm kesin konveks ve [x]| =]y =[(x-»)/2|=1 oldugunu kabul
edelim. Ayrica x #—y olsun. Bu takdirde 1=||(x—»)/2|=(x+ (= »))/2| <1 geliskisi

elde edilir. Boylece x = —y saglanir ve §(2)=1 olur.

Onerme 2.1 Normlu bir uzaym rotund (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

iki boyutlu alt uzaylarinin her birinin rotund (kesin konveks) olmasidir [55].

Teorem 2.7 Herhangi bir X uzaymin diizglin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

konvekslik modiiliiniin her & e (0,2] igin &, (¢)> 0 olmasidir [11].

Ispat X diizgiin konveks bir Banach uzay olsun. Bu takdirde her ¢ > 0 icin 6yle bir

y|=1 ve [x-y|>¢ iken

olur. Bdylece, konvekslik modiiliiniin tanimindan dolay1 &, (¢)> 0 saglanir.

5(3) >0 vardrr ki biitlin x,y € X i¢in ||x|| =1,

0<5,(e)<1- Xty

Yeter sart1 ispatlamak i¢in X, 6, modiiliine sahip bir Banach uzay ve her ¢ (0,2] icin

S, (¢)>0 olsun. Belirli bir & e (0,2] degeri i¢in |x]|=1, |y|=1 ve |x—3|>& olacak

<1-6(¢) olmasmi gerektirir. Burada 8(g)=3,(¢) (yani x

sekilde x,y € X alindiginda

x+y

0<5,(e)<1-

yazilabilir ki bu da Xty

ve y den bagimsiz) olur ve uzay diizgiin konvekstir.

Teorem 2.8 Herhangi bir X uzaymin diizglin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

£,(X)=0 olmasidir [11], [47].
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ispat Bu sart her ¢ e(0,2] i¢in 5,(¢)>0 olmasmi gerektirdiginden Teorem 2.6 ya

benzer bir sekilde ispatlanir.
Teorem 2.9 X bir Banach uzay iken asagidaki sartlar denktir:

a.) X diizgiin konvekstir.

b.) X deki iki {x, } ve {y,} dizisi i¢in,

<1,

yn”Sl ve lim

n—0

X

n

x, +,[|=2 ise limlx, — y,|=0 (2.3)
saglanir [47].

ispat (a)= (b) X uzay: diizgiin konveks ve {xn},{ n}; her neN i¢in ||xn||£1,

|v,]|<1 ve lim|x, +y,|=2 olacak sekilde X uzayindan iki dizi olsun. Celiski elde

etmek amaciyla 1im||xn -,
n—0

# (0 oldugunu farz edelim. O halde baz1 ¢ > 0 i¢in

> &

xn, - yn,
olacak sekilde bir {nl} indeks kiimesi vardir.

X diizgiin konveks oldugundan 6yle bir 6 (8) > (0 vardir ki

x, +3, [ <20-5()) (2.4)

saglanir. Li_r)2||xn +,/|=2 oldugu bilindiginden (2.4) de yerine yazildiginda
2<2(1-5(¢))

elde edilir ve bu ifade geliski verir.

(b):>(a) (2.3) deki sartlarin saglandig1 varsayilsin. Eger X diizgiin konveks degilse,

>0 icin

=<1,

y” <1, ||x—y|| 2= ||x—y|| <2(1-6(¢))
durumunu saglayacak bir 6 (8) >0 bulunamaz.

O halde X de asagidaki sartlar1 saglayan {xn} ve {yn} dizileri bulunabilir

0 <1,

¥ <1,
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(ii) [, +v,| = 2(1-1/n),

2.

(111)

Xn = Vn

(ii) den dolay:r lim|x, + y, | = 2saglanir ve bu durumda ||xn - y,|lZ & olmas1 hipotezle

celisir. Yani, X uzayi diizglin konveks olmalidir.

Teorem 2.10 Asagidakilerden her biri normlu lineer bir X uzaymin her yonde diizgiin

konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir.

(1) Eger X de

a.)

xn yn = 1’ (vn)
b)x, -y, =,z (Vn)

— 2, olacak sekilde {xn }, {yn} dizileri ve sifirdan farkli z elemani varsa

c.)

a, — 0 olur.

X, + Y,

(1) Eger X de

d) x| <1,

X, v,I1£1,(Vn)

e) x,—y, >z,

f) -2,

X, Y,
olacak sekilde {x,},{y,} dizileri varsa z=0 saglanr.
(iii) X deki smurh bir {x,} dizisi igin

275, +4f" +lw | -l +47 >0
saglayacak hicbir sifirdan farkli z yoktur.

(iv) X deki her sifirdan farkh z igin, 8yle bir pozitif A vardir ki |x|<1 ve |x+2z]<1

iken <1—-A saglanrr [8].

1
X +—Z
2

Teorem 2.11 Her diizgiin konveks Banach uzay refleksiftir [47].
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Ispat X diizgiin konveks bir Banach uzay olsun. S, = {j eX |/, =1} X" da birim

yuvar ve f €S . olsun. {xn} in §,de f (xn)—>1 seklinde bir dizi oldugunu kabul
edelim. {xn} dizisinin bir Cauchy oldugunu gdstermek istiyoruz. {xn} dizisinin Cauchy

X, 2 &

olmadigmi farz edelim. {xn} n {xni }, {X"/} seklinde iki alt dizisi i¢cin

olacak sekilde bir & > 0 1n varligin1 kabul edelim. X uzaymin diizgiin konveks olmasi

H(xni +Xx, )/ 2” <1-6 seklinde §(¢)> 0 m varligmi garanti eder.

e, +x, 2] <L s, +x, 2] <1 -5)=1-5

ve f (xn)—>1 celiski verir. Boylece {xn} bir Cauchy dizisidir ve x, — x seklinde

x € X vardr. x € S, oldugu aciktir. Buradan,

2

lim x H = hm”x || =1
Nn—>0 n—>0

yazabiliriz. James teoremi kullanilarak (bir Banach uzaym refleksif olmasi i¢in gerek ve

yeter sartn her f €S . icin, f (x)=1 olacak sekilde xeS, in varhigi oldugunu

sOyler) X uzaymin refleksif oldugu dogrulanir.
Teorem 2.12 Her diizgiin konveks Banach uzay yerel diizgiin konvekstir [47].
Teorem 2.13 Her yerel diizgiin konveks uzay kesin konvekstir [47].

Teorem 2.14 Diizgiin konveks yapida bir Banach uzayin her kapali, konveks, smirli C

altkimesi normal yapidadir [47].

Ispat D, C nin diam(D) >0 seklinde kapali, konveks bir altkiimesi ve x,, D de keyfi

bir eleman olsun. ||x, —x,|>d /2 seklinde bir x, € D segildiginde D konveks oldugu

icin (x, +x,)/2 e D olur. x, = (xl +x2)/ 2 olsun. Diizgiin konvekslikten dolayi,

)

o < 7,

|Sr ve ||u—v|_

yazilabilir. Béylece her x € D i¢in

e ==

.
2 | || 2

21



fraf)

1
Oy (5) >0 oldugundan

= x| < d
olur. Sonug olarak,
sup{[x - x,| : x € D{< diam(D).
Teorem 2.15 Diizgiin konveks her uzay normal yapidadir [47].

Ispat Teorem 2.15 ten dolay1 saglanir.

Onerme 2.2 X bir Banach uzay ve C, X in diam(C)>0 seklinde konveks, smirh

altkiimesi olsun. O halde, her & > 0 i¢in dyle bir x, € C vardir kibaz1 z€ S, icin

supmx—xon:xeC}S d[1—5x[z,d;8jj

saglanir [47].
Ispat Verilen d >¢>0 igin ||x, - X, || >d —¢ olacak sekilde x,,x, e C segilsin.

Xy =, +x,)/2 ve z:= (x, = x,)/|x, - x,| olarak belirlensin. |x - x,|<d,

x—x2||Sd

ve (x—x,)—(x—x,)=x, —x, = zx, - x,| olur. Bundan dolay
d—¢
e,

Teorem 2.16 Her yonde diizgiin konveks her uzay normal yapidadir [47].

X, +x,

e =] = -

saglanir.

Ispat X her yonde diizgiin konveks oldugundan, her ze X ve ¢>0 igin &, (g)> 0

saglanir. Onerme 2.2 ve &, (g) un siirekli olmasindan dolay1 X normal yapidadir.
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Teorem 2.17 X bir Banach uzay olsun. Eger X in konvekslik modiilii § i¢in & (1) >0

saglaniyorsa (yani, &, (X ) <1 ise) X uzay1 normal yapidadir [11].

Ispat K — X kapali ve konveks bir altkiime ve diamK =d >0 olsun. d — u> &, (X ).d

olacak sekilde bir x>0, |u—v|2d—-p olacak sekilde u,veK segilsin ve
z= %(u +v) olsun. Oyleyse, herhangi bir x € K i¢in |u—v|>d — u iken |x-u|<d,

||x - v|| <d olur. Sonug olarak,

et

i ) >0 oldugundan z, K nin yaricapsal olmayan bir noktasidir.

saglanir ve & (

Teorem 2.18 Herhangi bir X Banach uzayi i¢in & (3/ 2) >1/4 ise X normal yapidadir
[13], [12].

Teorem 2.19 X bir Banach uzay olsun. Eger 0 <& <1 olacak sekilde her ¢ i¢in

o (1 + g) > & /2 saglantyorsa X normal yapidadir [13].

Teorem 2.20 Eger her yonde diizgiin konvekslik katsayisi ¢ (x)<1 ise (X , ) normal

yapidadir [3], [2].
Teorem 2.21 Diizgiin konveks her uzay diizgiin normal yapidadir [47].

ispat X bir Banach uzay olsun. X uzaymm kapal, konveks, smirli ve d = diam(C)> 0

olacak sekilde herhangi bir C altkiimesi i¢in dyle bir x, € C vardir ki (2.5) den dolay:

sl s 1-6( 3 )

1
saglanir. Boylece o =1-6, (5) <1 iken,

supﬂx - x0|| X € C}< a.diam(C)

olur. Sonug olarak X diizglin normal yapidadir.
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Teorem 2.22 Herhangi bir X Banach uzayi1 i¢in & (l) >0 1se X diizgiin normal yapidadir
[13].

Teorem 2.23 Herhangi bir X Banach uzay i¢in 6(3/2)> 1/4 ise X diizgiin normal
yapidadir [13], [12].

Teorem 2.24 X bir Banach uzay olsun. Eger 0 <& <1 olacak sekilde her ¢ i¢in

o (1 + 8) > g/2 saglantyorsa X diizgiin normal yapidadir [13].

3 1
Teorem 2.25 Eger baz1 ¢ € (0, 5} i¢in O, (8) > gg saglaniyorsa (X , ) diizgiin normal

yapidadir [3], [12].

Teorem 2.26 Her ¢ € [0,1] icin O, (1 + g)> £ ise (X, . ) diizgiin normal yapidadir [3],

[13].

Teorem 2.27 Baz1 ¢ €(0,2] icin &, (£)>6,(s):= max{O,gT_l} saglantyorsa (X ,

/)

diizglin normal yapidadir [3], [16].

Teorem 2.28 X bir Banach uzay olsun. X in diizgiin nonsquare olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart &,(x)< 2 olmasidir [11].
Teorem 2.29 Her diizgiin konveks Banach uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir [47].
Ispat X diizgiin konveks bir Banach uzay olsun. {xn }, X de x, ——x ve ||xn || - ||x||

seklinde bir dizi olsun. Eger x =0 ise, lim|x, | =0 olur ki bdylece limx, =0 saglan.
n—>0 n—o

x#0 olsun. Gosterilmek istenen x, — x oldugudur. Celiski elde etmek i¢in

limx, #x, yani x—”%)ﬁ oldugu farz edilsin. O halde, her & >0 igin {xn /||x,, }
n—>x0 xn X
dizisinin {x /||x } altdizisi vardir dyle ki

n; n;

‘x[ _x >e>0
]

;i

saglanir. X diizgiin konveks oldugundan
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1 X,
<1-¢
2] ||x||
olacak sekilde &(¢)>0 vardir. x, ——>x ve
olmasin1 gerektirdiginden dolay1
<11m1nf ‘ T X <1-¢6
||x|| e 2, ||x||

saglanir ve bu ¢eliskidir. Sonug olarak, {xn} dizisi x € X e kuvvetli yakinsar.

Teorem 2.30 / ( p,u,v) uzay! iizerindeki Luxemburg norm genel norma indirgenebilir,

i
p]/p

yani

[l =<

k
“kz ViXy
1

k=1 i=

fp(u,v) = (Z

Ispat Biitiin £ € N icin p, = p ise

Z
||x|| infiA: Z <1

saglanir.

Onerme 2.3 x € E(p,u,v) olsun.
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(iv) a=1ise p(x)é ap(x)< (ax).

Ispat Burada (i) ve (ii) nin ispat1 verilecektir. (iii) ve (iv) igin ispat benzer sekilde

yapilmaktadir.

[k olarak 0 < a <1 olsun. Her k € N igin a” <a” oldugu agiktir. Oyleyse,

Pk

] Pk
Pk

5

a

Ve




olur. Yani aMp(ﬁj < p(x) ve p(ax) < ap(x) < p(x) saglanir.
a

Onerme 2.4 x € /(p,u,v) olsun.

i <1 ise p(x)<|x]
(i) |l >1ise p(x)> |-
(iii)  [x|=1 i¢in gerek ve yeter sart p(x)=1olmasidir.
(iv)  |x| <1 igin gerek ve yeter sart p(x)<1 olmasidir.

(v)  |x|>1 iin gerek ve yeter sart p(x)>1 olmasidur.

Ispat (i) ¢, 0<e<1 —||x|| seklinde bir reel say1 olsun. Bu durum ||x|| + & <1 olmasmi

gerektirir. Norm tanimindan dolayr 6yle bir A >0 vardir ki ||x||+g>l>||x|| ve

p(%) <1 saglanir. O halde énerme 2.3 (iv) ve Onerme 2.3 (ii) kullanilarak asagidaki

plx)<p (”x”%ij

~p{(p+2)%

esitsizlik elde edilir:

<l 2[5
< (| + ).

Yani her ¢e (0,1 —||x||) igin p(x)< (“x” + 8) saglanir. A= {“x” +e:0<e<1~- ||x||}

olarak alindiginda ||x|| =inf 4 olur. p(x) A nm alt smir1 oldugundan, p(x)< ||x|| olur.

[ -1
[~
olmasmi gerektirir. Norm tanimi ve Onerme 2.3 (ii) kullanilarak asagidaki esitsizlik

elde edilir:

(1) ¢, O<ex< seklinde bir reel sayr olsun. Bu durum 1<(1—8)||x||<||x||
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[ -1
i

olarak almdiginda |x|=sup4 olur. p(x) A nmn ist smiri oldugundan,

Yani her €€ (0,

J igin (1 —g]|x|| < p(x)dir. 4= {(1 - 8X|x|| 0<e< ”x|”xﬂ l}

x|| < p(x)

saglanir.
(i) (=) |x|=1 ve & pozitif bir reel sayr olsun. Oyle bir >0 vardr ki
l+e>A> ||x|| =1 ve p(%) <1 saglanir. Onerme 2.3 (iii) den asagidaki esitsizlik elde

edilir:

< (1 + 8)M .
Yani her ¢ >0 icin [p(x)]"" <1+¢& ve p(x)<1 olur.

p(x)<1 ise p(x)<a" <1 olacak sekilde a <(0,1) segilebilir. Onerme 2.3 (i) ve

p(x) <a kullanilarak

a

p(ﬂ < pl)

<1

yazilabilir ve boylece x| <a elde edilir. Fakat a <1 oldugundan ||x|< 1 geliski verir,

Bu nedenle p(x)=1 olmalidur.

(=) p(x)=1 olsun. Norm tammimdan ||x|| <1 dir. Eger ||x||<l ise p(x)< ||x|| <1

celiski verir. Sonug olarak ||x|| =1 olmalidir.
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(iv) (=) |x|<1 olsun. Onerme 2.4 (i) den p(x) <1 saglanr.

(<) [x|=1 olsun. |x|=1 ise Onerme 2.3 (iii) den p(x)=1,

x|>1 ise Onerme
2.4 (i1) den p(x) > 1 saglanir. Sonug olarak p(x) >1 dir.
(v) Onerme 2.4 (iii) ve (iv) maddelerinin sonucudur.

Onerme 2.5 x € E(p,u,v) olsun.

(i) O<a<lve |x|>a ise px)>a".

(i)  a>1ve |y <a ise plx)<a®.
Ispat (i) 0<a<1 ve |x|>a olsun. Onerme 2.4 (v) ve Onerme 2.3 (i) birlikte goz
oniine alindiginda

X

L>12 1
a

a

U
i)
7\
Q| =
N——
V
[

ifadesi elde edilir. Bu nedenle ||x|| >a = p(x) > a saglanmalidr.

(i) a=1 ve ||x||<a olsun. Onerme 2.4 (iv) ve Onerme 2.3 (iii) dikkate almarak

asagidaki ifade elde edilir:

kd <1:>p(£)<1
a a
:aMp(£)<aM
a
= p(x)<a" .

Bu nedenle ||x|| <a = p(x) <a" olmasini gerektirir.
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Onerme 2.6 a,b € R* ve 2 < p < iken asagidaki esitsizlikler saglanir:
i) a? +b? < (a2 +b2)p/2,
i) (a2 +62 )" <2022(a? +b7) [47].

Ispat a ya da b den birinin 0 olma durumunda iki sart da saglanmaktadir. Bu nedenle

ispat a # 0,b # 0 i¢in yapilacaktir.

2 2
1) 2a <1 ve — 52 <1 saglandig bilindiginden

a“ +b a” +

a’ b? a’ e b? e
+ = | ——
(a2 +b2)p/2 (a2 +b2)p/2 aZ + b2 a? + b2

saglanir.
1) p =2 i¢in saglandig1 agiktir. Bu nedenle p > 2 olarak ele alinacaktir. p'=p/2>1
ve (¢'= p‘/(p'—l)z p/(p—2) alindigimda 1/ p'+1/4¢'=1 olur. Holder esitsizligi
kullanilarak
| N/ /o
vt <Y <)) (1)

2/p

o n(gr 4
elde edilir, yani
(> +67 )" <2022(a” +b7)
saglanr.

Teorem 2.31 x,y e/, olsun. /7, (p > 2) iizerindeki norm asagidaki esitsizlikleri saglar

Burada g = P saglanir.

p—1

@) 2" + oA )< e+ o7+ s 27 (ol o1 )
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Gy 2l oA} < ol - A

Gi) e+ ol + ol <2+ of )
1< p <2 i¢in esitsizlikler ters olarak saglanir [1].

Teorem 2.32 /,(u,v) (2< p <o) uzaynda her x,y e/ P(u,v) i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir:
e ol + =l <27 (ol + ")
Ispat Onerme 2.6 den a,b e R* ve 2< p <o iken
b +la—t" <lavtf +|a—tf )"
< (o + 2 )"
=227 )
<2292 g 1 |y

=27 a]” +[p)") (2.6)

0
i=l1

Boylece x = {x,|”,y={y,|", € ¢, (u,v) icin

P 0

2

i=1

i i

0
Z U 2 VX +”i2"k3’k

i=l | k=l k=1

2
pJ”/

i i
uizvkxk - ”iZVkJ’k
=l =1

p o0 p o0
<2r! LZ + Z
i=1 i=1

1
U; 2 VX
=1

1
U; 2 Vil
=1

yazilabilir ki bu da x,ye/ P(u,v) (2 <p< oo) iken asagidaki esitsizligin gegerli

oldugunu gosterir:
sl +pe= 1" <27 (" + A7)
Teorem 2.33 a,bcR* ve 2< p < iken asagidaki esitsizlik saglanur:
la+b" <27 Qa|” + |b|”). [47]
Ispat (2.6) dan dolay1 a,b e R* ve 2< p <o iken
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la+ b +a—b" <27 (af’ +}o")
saglandigmi biliyoruz. Dolayisiyla,
la+ 6" <27 (af” +” )~|a—bf"
a+ b <27 (o’ + ")

saglanir.
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BOLUM 3

BELIRLI DiZI UZAYLARININ HER YONDE DUZGUN
KONVEKS YAPISI VE BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu bolimde, Tanim 2.27 de tanitilan /¢ p(u,v) ve f(p,u,v) uzaylarinin konveks, kesin
konveks, diizgiin konveks ve her yonde diizgiin konveks yapilar1 incelenecektir.

l p(u,v) normlu uzaymin diizgiin konveks ve her yonde diizgiin konveks yapilar1 i¢in

konvekslik modiilii olusturulacak ve bazi geometrik ozellikleri ile ilgili sonuglara
ulagilacaktir. Benzer sekilde paranormlu bir uzay olan f(p,u,v) icin de konvekslik

modiilii olusturulacak ve bazi1 geometrik 6zellikleri ile ilgili sonuglar elde edilecektir.

3.1/ p(u, v) Uzaymin Bazi Geometrik Ozellikleri

Uzaym konveks, kesin konveks ve diizgiin konveks yapida olabilmesi i¢in saglamasi

gereken Ozellikler ikinci bolimde verilmistir. Bu Ozelliklere dayanarak ¢ p(u,v)

uzayinin yapisi asagida incelenecektir.

Teorem 3.1 / p(u,v) konvekstir.
Ispat x,ye/ p(u,v) olsun. Tanim 2.29 dan dolayr / p(u, v) uzaymin konveks
olabilmesi i¢in her x,y € Kp(u,v) igin (1-A)x+ Ay e Kp(u,v) olmas1 gerekmektedir.

I4
< oo Ve

k
u, Z V: X;
i=1

0
x,y€l,(u,v) ise uzaym elemanlarnmn tanimi geregi >
k=1

i P

k=1

k
u, Y v,y,| <oo saglanr.

i=l1
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Oyleyse,

(I-A)x+ Ay = i
k=1

k p
ukZVi[(l—l)xi+lyi1 .
i=1

Teorem 2.33 kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir.

p

0 k 0 k P
<2 Z“kzvi(l_ﬂ“)xi +Zukzvi/lyi j
k=1 i=1 k=1 i=l
© k P «© k P
<27 (1=AY Yl v | #2772 D v,
k=1 i=1 k=1 =1

<
Béylece, (1-A)x+ Ay e/ p(u,v) saglanir ve / p(u, v) konvekstir.

Teorem 3.2 / (u,v) kesin konvekstir.

Ispat Tamim 2.30 dan dolay1 kesin konveksligi incelemek igin / p(u,v) uzayindan

<1,

y|<1 ve |x-y|> 0 olacak sekilde iki eleman alalim.

k

Uy Z VX,
i=1

l p(u,v) uzaymin norm tanimimdan dolayi ||x|| <1 ise {i
k=1

» 1/p
<1, yani

k P
u, Y v,x,| <1 saglanur.

i=l1

>

k=1

P

Benzer sekilde, <1 saglanir.

y” <1 ise {i

» 1/p .
: <1 VGZ
k=1

k
) v,y
=1

1/p
0 k p
Son olarak |[x - y[>0 sarti (Z ukzvi (x, - yi)( j >0 durumudur ve en az bir i

degeri i¢in (xl. - yi) >0 olmasini gerektirir. Yani aliman herhangi x ve y elemanlari

icin X # ) olmalidir.

p

0 k
<1, ;uk;viyi

istiyoruz. Onerme 2.1 den normun iki boyutta incelenmesi yeterli olacaktr.

p
<1 ve X#Y iken

k
u, ZVI.xl.

i=l1

>

k=1

<1 oldugunu gostermek
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I'p

||x+ y” = quﬂ’] (xl +y1)|p +|“2V1 (xl +y1)+u2V2(x2 +y2)p)

Teorem 2.33 kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilmistir. X # ' sartindan dolay1 <

isareti yerine < isareti alinacaktir.

< 2r! Py Py pp! + Py + P
- uyx, Ui Uy Vi Xy T UV, X, Uy Vi Y T UV, Y,

[ /
< uv x,|” +luw, oy |+ u,vox, +u,v,x,|” + uyv, vy, P
- V1% V1)1 2 Vi X 2VaX, 211 2V2 D)2

[ /
<127 My x, P+ lu,vx, +uyv x|+ ey v |7+ vy, a7
- 11X 2V1% 2V X, Y11 2V1 )1 2VaVo

<(r2)”
<2
Boylece Xty H = %”x + y|| <1 saglanir ve 7 (u, v) uzay1 kesin konvekstir.

Teorem 3.3 / (u,v) diizgiin konvekstir.

Ispat Tanim 2.31 kullanilarak uzaym diizgiin konveks yapiy1 sagladigini gostermek

X - y|| 2 ¢ iken <& olacak sekilde bir §(g)> 0

amactyla ||x||£1 , ||y||£1 , x-|2-y

mn varhig1 gosterilecektir.

Teorem 2.32 deki esitsizligi kullanarak

e sl b=l <27 (] + 1)

yazilabilir. ||[x]|<1 , [y <1 ve |jx - y|>¢ sartlarindan dolay: e+ +e7 <2772,

yani [x+y|" <27 —&” saglanur.

SR

p
Sekil 2.1 de verilen iliskiden dolay1 6 :1—[1—[§j j <1 yazilabilir ve her ¢ >0

igin 5(¢)> 0 saglanur.

Boylece, ¢, (u,v) diizgiin konvekstir.

35



327 p(u, v) Uzaymin Her Yonde Diizgiin Konveks Yapisi

Bu adimda /7, (u,v) uzaymnm her yonde diizgiin konveks yapida oldugu ispatlanacaktur.

Tanim 2.34 den her yonde diizgiin konveks olmanin birim yuvardan alman herhangi

ayrik iki x ve y elemanlart1 ve normu bir olan z elemani i¢in, x — y = &z iken

Y EV <1 - 8 olacak sekilde 5(z,¢) in varligi oldugu bilinmektedir.

Diizgiin konveks yapidan farki ise belirli bir yon vererek x ve yp lerin se¢imine
kisitlama getirilmesidir, ciinkii diizgiin konvekslikte bulunan &(g) birim yuvardaki
ayrik biitiin x ve y ler i¢cin saglanir. z yi belirledikten sonra segilen x elemanm Sekil
3.1 de gosterildigi gibi se¢ilmelidir, aksi halde x — y = &z seklinde birim yuvardan bir

y elemani bulunamaz.

Sekil 3.1 Her yonde diizglin konveks yapida x se¢imi
(x, kesik ¢izgilerle gosterilen kisim digindaki yerlerden secilebilir.)
Buradaki farki yaratan yon kavrami z ve x in arasindaki agiyla ifade edilirse (6 ); y
nin birim yuvardan olabilmesi i¢in x ve y arasindaki a¢cinin maksimum alacagi deger
m—260 olmahdir. Asagidaki sekilde, belirli bir z ve x i¢in y nin se¢imine iliskin

kisitlama belirtilmistir.
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Sekil 3.2 Her yonde diizgiin konveks yapida y secimi

(y, sadece koyu renkle gosterilen kisimdan secilmelidir.)

Teorem 2.3 den dolayr diizgiin konveks yapida olmanin her yonde diizgiin konveks
olmay1 gerektirdigi bilinmektedir. Bu nedenle, konvekslik modiilii her yonde diizgiin
konvekslik modiilii olarak kullanilabilir, ancak bahsedildigi gibi her yonde diizgiin
konveks yapida olmak i¢in elemanlar belirli kisitlamalarla secildiginden yapiya 6zel

modiil bulmak daha faydali olacaktir.

Bu sartlar altimda ¢ (u,v) uzaymin her yonde diizgiin konvekslik ozelligi saglayip

saglamadig incelenecektir.
Asagidaki teoremin ispatini iki farkl sekilde verecegiz.

Teorem 3.4 ( (u, v) uzay1 her yonde diizgiin konveks yapidadir.

Ispat T Burada amag yukarida bahsedilen sartlar1 saglayan bir & (z,g) olusturmaktir.

Belirtilen sartlarin geometrik olarak karsiliklarini anlayabilmek amaciyla asagidaki

birim yuvar kullanilabilir:
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Sekil 3.3 Her yonde diizgiin konveks yapinin temsili

x,yel, (u,v) olsun. Bu takdirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

xX+y
2

x+y|
2

P
&

||x|| cos(@) + H|x|| sin (9‘17

‘P

p
€

1/p
Baska bir ifadeyle, ||x||cos(9)—§ + H|x||s1n 9‘17} olur. Ispat1 tamamlamak

icin “Vl<1-5 olacak sekilde 5(2,3) modiiliiniin varhigm gostermeliyiz. Bu
» 1/p

durumda, Tamm 234 ile birlikte, 5(2,8):1—[”x”cos(9)—£ +H|x||sin€‘p]

yazabiliriz. Elemanlar birim yuvardan secildigine gore esitlik

p

cos(0)—

1/p
% +|sin 9|p] seklinde diizenlenebilir. Yon kavramina ve &

5(2,8):1—[

degerine bagli bir 6 nin varlig1 gosterildiginden /¢ p(u,v) uzay! her yonde diizgiin

konveks yapidadir.
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Ispat IT Uzaym her yonde diizgiin konveks yapiy1 sagladigini gostermek amaciyla
ikinci i1spat Teorem 2.10 kullanilarak yapilacaktir. Bu teoremin herhangi bir maddesinin

saglanmas1 uzayin her yonde diizgiin konveks yapida oldugunu sdylemek i¢in yeterlidir.

(D) ve (II) durumlarinin saglandigin1 gostermek amaciyla Teorem 2.9 dan
yaralanilacaktir. Uzayin diizgiin konveks yapida oldugu Teorem 3.3 de ispatlandigindan

Teorem 2.9 geregi:
X deki iki {x,} ve {y,} dizisi igin,

x <1, =0

n

yn”Slve lim{x, +y, /=2 = lim

n—0 n—0

xn_yn

saglanir. Normun 6zelliklerinden limx, —y, =0 olmalidir ki bu da (I) i¢gin o, =0

n—>x0

olmasini, (IT) i¢in z =0 olmasini gerektirir.

1) 2° 71(‘xn +Z||p +||xn ||p)—||2xn +z||p — 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir ze X

oldugunu varsayalim.

lim (27 Jx, + 2| + [, |” )~ |2, + | )= 0 oldugu agiktr.

Teorem 1.3 deki esitsizlik kullanilarak

2, 42l + )2 o, + 2l

yazilabilir. z sifirdan farkli kabul edildiginden x, + z # x,, dir ve yukaridaki esitsizlik

2 e, 42l + [ )> fox, + 2l

olarak duzenlenebilir.
Oyleyse,

tim 27 (Jx, + 2|/ +

n—0

x| )-[2x, + 27 )> tim(2x, + 2| —|2x, + 2| )

n—»0

tim 27 Jx, + 2| + |, | )~ |2, + 27 )> 0

n—0

elde edilir, celiskiden dolay1 sifirdan farkli bir z eleman1 mevcut degildir.
(IV) X deki herhangi bir sifirdan farkli z elemani i¢in, dyle bir pozitif A vardir ki

||x|| <1 ve ||x + z|| <1 iken <1—A saglanir.

1
X+—z
2
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Herhangi bir sifirdan farkh z igin x| <1 ve [x+z|<1 olsun. Sonug 2.1 den dolay:

1 < p < woiken asagidaki esitsizlik saglanir:

Jat 8" +a=s]" <27 (ol +[8]").

Burada az% ve b= xre secildiginde
x x+z|” £_x+zp<2p_, fp x+z|”
2 2 2 a 2 2
I e e e
2 2 2 2
X+z

elde edilir. Segilen x ve z icin gi saglandig1 icin < isareti yerine < isareti

kullanilmalidir. Son olarak,

x|| < 1,||x+ z|| <1 ve z in sifirdan farkli oldugu (||z|| #0)

bilindiginden
x+£ ! < 217_][L+L]_M
27 2F 27
1/p
X2 <[1—WJ
2 27

» 1/p
z
saglanir. A—l—[l—”ziLJ secilerek her sifirdan farkli z i¢in pozitif bir delta

bulunabilir.

Boylece 7 (u, v) her yonde diizglin konveks yapidadir.

Sonu¢ olarak uzaym her yonde diizgiin konveks yapida oldugu yapiya ait modiil

olusturularak ve teorem yardimiyla iki sekilde ispatlanmistir.
3.3 E( p,u,v) Uzaymin Bazi Geometrik Ozellikleri

Uzaym konveks, kesin konveks ve diizgiin konveks yapida olabilmesi i¢in saglamasi

gereken Ozellikler ikinci boliimde verilmistir. Bu 6zelliklere dayanarak E(p,u,v)
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uzaymin bu yapilar1 sagladigr /¢ p(u,v) uzayma benzer bir sekilde asagida

ispatlanacaktir.
E( p,u,v) icin H= sup{pk} olmak iizere M = max {I,H} olarak kullamilacaktr.
Teorem 3.5 E(p,u,v) konvekstir.

Ispat x,ye E(p,u,v) olsun. Tanim 2.29 dan dolay1 E(p,u,v) nin konveks olabilmesi
igin (1—A)x+ Ay € (p,u,v) olmahdur.

LB
ukaixi < 0 Ve

i=1

X,y eﬂ(p,u,v) ise uzaym elemanlarinin tanimi geregi Z
k=1

Py

k
ukzviyi

i=1

2.

o0
< oo saglanir.
k=1

Buradan,

(1-A)x+2y= i

K A
kal[l—ﬂ,)x +ly1 .

i=1
ij
M-1 A M < J
+27 A Zukaiyi
=1 i=l1

Teorem 2.33 kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

k

U Zviﬂ“yi

i=l1

P &
< ZM{Z A)x, +Z
k k=1

ukivi(l—
i=1

B B

k
U D VX,

i=1

MS

<2M] M

=~
Il

1

< o0
Boylece, (l - ﬂ,)x + Ay € E(p, u, v) saglanir ve E(p,u,v) konvekstir.
Teorem 3.6 E(p,u,v) kesin konvekstir.

Ispat Tanim 2.30 dan dolay1 kesin konveksligi incelemek icin E(p,u,v) uzaymdan

||x - y|| > 0 olacak sekilde iki eleman alinacaktir.

Pk
<1 saglanir.

o0

[ <1 ise Onerme 2.4 den p(x)<1, yani p(x )=>" ukzk:vl.xl.
i=1

k=1

0

|<Tise p(y)<1ve p(y)=>

k=1

k Pk
0y vy,
i=1

Benzer sekilde, <1 saglanir.
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Son olarak |jx— y|> 0 sartmi incelersek; p X — y Z
=

k P
ukzvi(xi _yi)( >0

i=1
durumudur ve en az bir 1 degeri i¢in (xi - yi)> 0 olmasini gerektirir. Yani alman

herhangi x ve y elemanlar: i¢in X # ) olmalidur.

+y

Onerme 2.4 den <lin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin p(x;y ]<1in

Eolx 4+ 1
u, th Y
=] i=1 2

+ 00
saglanmast oldugunu bilindiginden p(xTyj =

<1 oldugunu

gostermek yeterli olacaktir.

Onerme 2.1 den dolay1 uzayin iki boyutta incelenmesi yeterli olacaktir.

P2
xX+y X, +y X, +y X, +y
”( 2 j:‘”‘“( B j ””‘( g Ij”’”( = j

Y

Teorem 2.33 deki esitsizlik kulanilarak
P
71 + 277 v,

<2P‘{u1v

yazilabilir. Yani,

14
+

P2
+

P

n pas pe

X
= u,v, u,v, — 5 +u,v, —

|

X, X
272
2

2
2

2[’1*1
<
2}71

2}72*1 » »
2 2
Quzlel +“2V2x2| +|“2V1y1 +“2V2y2| )

2}72
P2 )

0u1v1x1|p' + |u1v1y1|p' )+

1 P P P
<E u1v1x1| ' +|u1v1y1| ' +|u2v]x1 +u2v2x2| ? +|u2v]y1 +U,V, Y,

<L)+ p(»)=1

2

Ty

+yH :%||x+y|| <1 saglanir ve E(p,u,v) uzay1 kesin

Boylece p(x ]< 1, yani

konvekstir.

Uzayin diizgiin konveksligi gosterilmeden dnce ispatiyla ilgili bir dnerme verilecektir.

l p(u,v) uzayl i¢in kullanilan esitsizliklerin, norm tanimindan dolay1 E(p,u,v)

uzayinda saglanmamaktadir. Bu Onermeyle E(p,u,v) icin yeni bir esitsizlik
olusturulacaktir.
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Onerme 3.1 /(p,u,v) (2< p <o) uzay1 igin

p[“—yj+ p[x_y j <2 (p(e)+ p(v)

2 2 2

saglanir.

Ispat Teorem 2.33 de verilen esitsizligi kullanarak asagidaki sonuglar elde edilebilir.
X
) a=u, ?‘, b=u, % ve p, €[2,0) alindiginda;

la+b" +|a—b]" <277 Qa|p '+ p|” ') esitsizliginde yerine kondugunda asagidaki ifade
elde edilir:

P
+

Py
X

u,v,?+u,v,% 4

P
2
21’1*1
<

|1’1 +| |1’1
) uvix uwvy

x X,
Uy, — — Uy, — uyv, —| +luyv,
2 2

14l

1 1 1
< EQu1V1x1|p +|u1v1y1|p )
X Vi Y

x
(i) a=u,y, ?1 +u,v, ?2, b=u,v, 5 +u,v, S vep € [2,00) alindiginda;

pz) esitsizligi kullanilarak yukaridakine benzer bir

x x y y
[uzvl 7‘ +u,v, sz — [uzvl 7‘ +u,v, 72]
Y V2

P2
u,v, 74‘1/121/2 7
Pz)
Pz)

|a+b P2 £2p2"]Qa

P2 +|a—b

" 4|b

sonug elde edilir.

< 21’2—][

21’2—]

21’2

D2 P2

+

P>
+

x] x2
UV, — + UV, —
2

<

P>
quzlel +u2V2x2| +|“2V1y1 Tu,,y,

1 P2
< 5 U,V X, +u2v2x2| +|u2v]y] +u,v,y,

43



(1) ve (i1) nin sonuglar1 kullanildiginda;

X+y X=y W
+p| —= | = +-L
p(sz(zj”‘v‘(z 2)

P>

+

Y Y
(uzvl( ot 7‘) +u,v, (7 + 72))

S%qullelrnl +|“1V1y1|p] )+%Q“2V1x1 +u2v2x2|p2 +|u2V1y1 +“2V2y2|p2)
S%(‘ullel|p' +|u1v1y1|p' +|u2le1 +u2vzx2|p2 +|u2v]y1 +u2v2y2|p2)

<

(p(x)+ p(»))

N | —

elde edilir.

Burada esitsizlik iki boyut iizerinden genellenmistir. Bunun nedeni sonsuz boyut i¢in
incelendiginde de esitsizligi saglamayan sonug elde edilmemesidir. Ornegin herhangi

bir k degeri i¢in
x] x2 xk
a=uyv, —+uv,=+..+uyv, —,
2 2 2

Y Y Yk
b=u,v, 2‘+u v2f+ Auy, - 5

ve p, € [2, oo) alindiginda;

Dk

2

x x x
[ukvl71+ukv272+...+ukvk7k]+(ukvl ); +u v2%+ Auy, yk]

Dk

+

X X X
uv—1+uv—2+...+uv—k—uvy+uv&+ tuy, 2k
k12 k22 kk2 k71 2 k" k

2 2 2
< 2”k"][ukv]

Pk
pas Y Vi

P
+ukv] > +u V27+ +uka ) \]

X, X, X,
—tu v, =+ tu v, —
2 2
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2Pk‘] » »

k k
< o Qukv,x, +u v, X2) + A wvx " vy vy, ety )
<1 + 2 4.+ Py + P
< levin +uvpx2, + wvex " + vy + vy, + o u |

elde edilir ve her k degeri icin aym1 durum gecerli oldugundan, esitsizli§in sonsuz
boyutta kullanilmas1 miimkiindiir.

Onerme 3.1 ile elde edilen esitsizlik uzayn diizgiin konveks ve her ydnde diizgiin
konveks yapisina ait konvekslik modiilii olusturmada kullanilacaktir.

Teorem 3.7 E(p,u,v) diizglin konvekstir.

Ispat Uzayn diizgiin konveks yapiy1 sagladigmi gostermek amaciyla ||x|| <1, || y|| <1,

xX+y

||x - y|| 2 ¢ iken < 0 olacak sekilde bir & (s) > 0 m varlig1 gosterilecektir.

k=y|=¢ (£€(0.2]) iken .

_y‘=1 olur ve Onerme 2.2 den p(x_yj=1

saglanir.

X —

Ilk olarak Onerme 3.1 deki esitsizlikte bulunan p(%) ifadesi p( yj olarak

&

diizenlenecektir. Bunun i¢cin ¢ degeri iki kisimda incelenirse;

(1) 0 <& <1 iken Onerme 2.3 ve p(x — ) =1 kullanilarak agagidaki
g

esitsizlik elde edilir:
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Onerme 3.1 deki esitsizlikte yukarida gésterildigi gibi p(%j

£ M
(—j olarak ele
2

M
alindiginda p(x ; Y j < %(p(x) +p(y))- (gj saglanir.

Ayrica p(x) <l p(y) <1 iken

olarak ifade edilebilir.

M\ m
Norma gecis yapmak icin A= [1 - [—j j secilirse;

2 1 x+y 1 e\
< < 1-| = <1 olur.
P T ',Mp( 2 ] 1 (8]’”( (2] ]

Boylece

X+ PR e)" ﬁ
2y || :[1_(Ej j ve O :1—[1—[5j j olarak diizgiin konvekslik

sart1 0 < ¢ <1 iken saglanmis olur.

(i)  1<e&<2 iken Onerme 2.3 ve p(x
&

4 ) =1 kullanilarak agagidaki

esitsizlik elde edilir:




. - 1
Onerme 3.1 deki esitsizlikte yukarida gosterildigi gibi p(%)zz—M olarak ele

almdiginda p(x ; y] < %(p(x)+ p(y))— 2LM saglanir.

Ayrica p(x) <l p(y) <1 oldugunu bilindiginden

x+y 1
<l—-—
g ( 2 ) 2"
olarak ifade edilebilir.
1
. . 1 \m e
Norma gecis yapmak icin A=|1- o secildiginde;
x+y
p 2 < ! Jo) < ! 1-——|<1 olur.
L Ly 2 1 M
1 \m 1 \m 1-——
() B
2M 2M
1
" y 1 \m 1 \u L .
Boylece =|l-—+| ve 6=1—-|1-—~ olarak diizgiin konvekslik sart1

1 <& <2 iken saglanmis olur.

Sonug olarak uzayin konvekslik modiilii asagidaki sekilde tanimlanabilir:

1

- 1—[1—(%]M}M 0<g<1.

1

1
1- 1_2_M 1<¢e<?2

3.4 E( p,u,v) Uzaymin Her Yonde Diizgiin Konveks Yapisi
Her yonde diizgiin konvekslik kavrami1 Boliim 3.2 de incelendigi sekilde ele alinacaktir.
Teorem 3.8 E( p,u,v) her yonde diizglin konvekstir.

Ispat Her yonde diizgiin konveks olmay1 gostermek amaciyla E(p,u,v) uzayindaki

belli bir ||z] = 1 igin asagidaki sekilde bir 5(z,&)> 0 (& > 0) bulmamiz gerekmektedir:
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5(z.e)= inf{l _”";—y” <1y < tx-y = sz}.

Onerme 2.4 den ve uzaymn norm tanimimdan

P

u, > vx;,| <1 ve ||y||£l iken p(y)él,

bM<t ken pl)<l. pl)-3

k=

k
=

1

P

<1 saglanur.

p(3)=3

k=1

k
ukzviyi
il

Burada diizgiin konvekslikten farkli olarak eklenen sart x—y =&z olmasidir ki, bu

sartin iki tane geregi vardir: ||x — y|| = ¢ ve alinan her x i¢in y = x — &z olmasidir.

Onerme 3.1 deki E(p,u,v) icin olusturulan esitsizllk x ve y=x-& i¢in
kullanildiginda;

p(ﬂ(x_gz)jw(x_(x_gz))g

2

elde edilir. Onerme 2.3 den p(%zjsf p(z)=

g .. xX+y &
— olacag1 icin <l1-=
2 2 . 'D( 2 ) 2

saglanir.

/M
Norm yapisina geg¢is yapmak i¢in A = (1 - %) secildiginde
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/M
X ; yH = (1 - %) dir. Boylece &(z,&)=1- [l —ng alindiginda her

olur, yani

yonde diizgiin konvekslik sart1 saglanmis olur.

Ispat II Uzaymn diizgiin konveks yapiy1 sagladigim gostermek amaciyla ikinci ispat
Teorem 2.10 kullanilarak yapilacaktir. Bu teoremin herhangi bir maddesinin saglanmasi

uzaym her yonde diizgiin konveks yapisini ispatlamak icin yeterlidir.

() ve (II) durumlarinin saglandigin1 gostermek amaciyla Teorem 2.9 dan
yaralanilacaktir. Uzayin diizgiin konveks yapida oldugu Teorem 3.7 de ispatlandigindan

Teorem 2.9 geregi:
X deki iki {x,} ve {y,} dizisi igin,

=2 = lim =0

n—>0

<1,

yn”Sl ve lim

n—0

X

n

xn+yn xn_yn

saglanir. Normun 6zelliklerinden limx, —y, =0 olmalidir ki bu da (I) i¢gin o, =0

n—>x0

olmasini, (IT) i¢in z =0 olmasini gerektirir.

(am 27 (“xn +Z||p + p)—||2xn +z||p — 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir ze X

xn

oldugunu varsayalim.

lim (27 Jx, + 2| + [, |” )~ |2, + 2| )= 0 oldugu agiktrr.

Teorem 1.3 deki esitsizlik kullanilarak

2, 42l + )2 o, + 2l

yazilabilir. z sifirdan farkli kabul edildiginden x, + z # x,, dir ve yukaridaki esitsizlik

2 e, 42l + [ )> fox, + 2l

olarak duzenlenebilir.
Oyleyse,

Y)-lex, + 27 )> tim(x, + 27 - |2x, +2]’)

n—»0

tim 27 (Jx, + 2|/ +

n—0

xi’l

tim 27 Jx, + 2| + |, | )~ |2, + 27 )> 0

n—0

xi’l

elde edilir, celiskiden dolay1 sifirdan farkli bir z eleman1 mevcut degildir.
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(IV) Herhangi bir sifirdan farkli z igin x| <1 ve |x+2z|<1 olsun. Onerme 2.4 den
dolay1 [x| <1 iken p(x)<1 ve |x+z|<1 iken p(x+z)<1 saglamr. Onerme 3.1 deki

esitsizlik x = x + z ve y = x alarak kullanildiginda

ety E S B S )

2 2

yani

o202 ) o[ 2] <2 ol )+ o)

2 2

elde edilir. p(x)sl ve p(x + z)S 1 ve z eleman sifirdan farkli oldugu bilindiginden
z o
p(gl # 0 saglanir.

Buradan,

z 1 z
+—=(<=(1+1)-p| =
p(x 2) S (1) p( 2)
zZ zZ
+Z|<1-p| =
P (x 2) P @
elde edilir ve p(x +§j <1 saglanir.
<1 olarak ifade edilebilir ve

Onerme 2.4 den dolay: x +§

‘=1—s (¢ >0) olur.

z
X+ =
2

<l-A

Boylece uzaydaki her sifirdan farkli z elemani i¢in A = % sectigimizde ||x + %z

olacak sekilde pozitif bir A bulunabilir.
Boylece E( p,u, v) her yonde diizglin konveks yapidadir.
357 p(u,v) ve E(p,u,v) Uzaylarinin Diger Geometrik Yapilan

Uzaylarm konveks, kesin konveks, diizgiin konveks, her yonde diizgiin konveks yapida
olduklar1 konvekslik ve her yonde diizgiin konvekslik modiilleri bulunarak 3.1 ve 3.2

boliimlerinde ispatlanmistir.
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Bu boliimde saglandigi ispatlanan yapilar, konvekslik ve her yonde diizgiin konvekslik
modiilleri ve ikinci boliimde verilen teoremler kullanilarak uzaylarin diger geometrik

ozellikleri ile alakali sonuglar elde edilecektir.

Teorem 3.9 / p(u,v) uzay1 normal yapidadir.

Ispat

a.) Uzayin diizgiin konveks yapida oldugu Teorem 3.3 de ispatlandigindan Teorem 2.15

dan dolay1 normal yapidadir.

b.) Uzayn her yonde diizgiin konveks yapida oldugu Teorem 3.4 de ispatlandigindan

Teorem 2.16 den dolay1 normal yapidadir.

1
P\p
c.) Konvekslik modiilinde &=1 alindiginda 5(1)2[1—[%) j >0 oldugu

goriilmektedir. Teorem 2.17 den uzay normal yapidadir.

Teorem 3.10 /(p,u,v) normal yapidadir.

Ispat

a.) Uzaymn diizgiin konveks yapida oldugu igiincii bolim Teorem 3.7 de
ispatlandigindan Teorem 2.15 dan dolay1 normal yapidadir.

b.) Uzaymn her yonde diizgiin konveks yapida oldugu {igiincli boliim Teorem 3.8 de
ispatlandigindan Teorem 2.16 dan dolay1 normal yapidadir.

1

c.) Konvekslik modilinde ¢=1 almdiginda o (l) =1- (1 —2LMJM >0 oldugu

goriilmektedir. Teorem 2.17 in sonucu olarak uzay normal yapidadir.

1

d.) Uzayin her yonde diizgiin konvekslik modiili & (z,g) =1- (1 —%)M olarak Teorem

3.8 de bulunmugtur. Normal yapiy1 Teorem 2.20 yardimiyla ispatlamak i¢in &, (x)<1

oldugu ispatlanacaktir. Uzaym her yonde diizgiin konvekslik karakteristigi Tanim 2.34

1

de &, (X)=sup{e : 5(z,&) = 0} olarak tammlanmustir. Yani, 8(z,&)=1- (1 - gj Yoo
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1
durumu incelenecektir. Burada, (l—ng =1 ise %zO olmak zorundadir. Yani
50,Z(X )=sup{8:5(z,8)=0}=0 oldugundan Teorem 2.20 den dolayr uzay normal

yapidadir.

Teorem 3.11 / p(u, v) diizglin normal yapidadir.

Ispat

a.) Uzaymn diizgiin konveks yapida oldugu igiincii bolim Teorem 3.3 de

ispatlandigindan Teorem 2.21 ten dolay1 diizglin normal yapidadir.
1

Pp
b.) Konvekslik modiiliinde & =1 alindiginda 5(1)2[1—[%) j >0 oldugu Teorem
3.9 (c) de gosterildiginden Teorem 2.22 den dolay1 uzay diizgiin normal yapidadir.
Teorem 3.12 f(p,u,v) diizglin normal yapidadir.

Ispat

a.) Uzaymn diizgiin konveks yapida oldugu igiincii bolim Teorem 3.7 de

ispatlandigindan Teorem 2.21 ten dolay1 diizgilin normal yapidadir.

1

b.) Konvekslik modiilinde ¢ =1 alindiginda 5(1)2(1—%]1‘4 >0 oldugu Teorem
2

3.10 (c) de gosterildiginden Teorem 2.22 den dolay1 uzay diizgiin normal yapidadir.

Teorem 3.13 /| (u, v) diizgiin karesel olmayan yapidadir.

Ispat Uzaym diizgiin karesel olmayan yapida oldugunu ispatlamak amaciyla £ (X )< 2
oldugu gosterilecektir. Tamm 2.33 den &, =¢£,(X)=sup{e >0:5(¢)=0} oldugu

bilinmektedir. /¢ p(u,v) uzayr i¢in konvekslik modilinin 0 oldugu durum

1 1
P\p P\p
5(3):1—(1—(2] ] =0 drr. Yani, (1—(%) ] =1 sart1 saglanmalhdir ve bunu

saglayan tek degerin € =0 oldugu agiktir. Oyleyse ¢,(X)<2 saglanir ve Teorem 2.28

dan dolay1 uzay diizgiin karesel olmayan yapidadir.
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Teorem 3.14 f( P, u,v) diizgiin karesel olmayan yapidadir.

Ispat Uzaym diizgiin karesel olmayan yapida oldugunu ispatlamak amaciyla £ (X )< 2
oldugu gosterilecektir. Tamm 2.33 den &, =£,(X)=sup{e >0:5(¢)=0} oldugu

bilinmektedir. ¢(p,u,v) uzay1 igin konvekslik modiiliiniin

M\ p
1—(1—@] J 0<e<l
5(e)= 2
1\
1—(1—2—”[] 1§8<2

oldugu bilindiginden iki durum olarak incelenecektir:

1 1

PARRE " M
1) 5(8)21—(1—(5) ] =0 1se (1—(5) ] =1 olur ve bu durum & =0 olmasini

gerektirir.

1 1
. 1 \m . 1 \m - _—
i) 5(g)=1- 1—2—M =0 1ise 1—2—M =1 olur ve bu durumu saglayan hi¢bir ¢

degeri mevcut degildir.

Sonug olarak &,(X)<2 saglanir ve uzay, Teorem 2.28 den dolay: diizgiin karesel

olmayan yapidadir.

Teorem 3.15 Kp(u,v) refleksiftir.

Ispat Uzayn diizgiin konveks oldugu Teorem 3.3 ten bilindiginden Teorem 2.11 den

dolay1 uzay refleksiftir.

Teorem 3.16 /(p,u,v) refleksiftir.

Ispat Uzayin diizgiin konveks oldugu Teorem 3.7 de ispatlanmistir. Bu nedenle Teorem

2.11 den dolay1 uzay refleksiftir.

Teorem 3.17 / p(u, v) yerel diizgiin konvekstir.

Ispat Uzaymn diizgiin konveks oldugu ispatlandigindan Teorem 2.12 den dolay1 yerel

diizglin konvekstir.

Teorem 3.18 ¢(p,u,v) yerel diizgiin konvekstir.
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Ispat Uzaym diizgiin konveks oldugu gosterildiginden Teorem 2.12 den dolay1 yerel

diizglin konvekstir.

Teorem 3.17 ¢ ,(u,v) Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.

Ispat Uzaym diizgiin konveks oldugu ispatlandigindan Teorem 2.29 ten dolay1 Kadec-

Klee 6zelligine sahiptir.

Teorem 3.18 /(p,u,v) Kadec-Klee dzelligine sahiptir.

Ispat Uzaym diizgiin konveks oldugu ispatlandigindan Teorem 2.29 den dolay1 uzay

Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.
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BOLUM 4

SONUCLAR VE ONERILER

Sonug boliimiinde ¢ p(u, v) ve /( p,u,v) uzaylarinin geometrik yapilar1 ve 6zellikleri ile

ilgili elde edilen sonugclar listelenecektir.

Sonug 4.1 Zp(u, v) konvekstir.
Sonu¢ 4.2 /| (u,v) kesin konvekstir.

Sonu¢ 4.3 /| (u,v) diizgiin konvekstir ve konvekslik modiilii

olarak bulunmustur.

Sonu¢ 4.4 /| (u,v) her yonde diizgiin konvekstir ve modiilii

p

cos(@)—%

5(2,8):1—[

1/p
+|sin€|p}

olarak bulunmustur.

Sonug 4.5 Zp(u, v) refleksiftir.

Sonu¢ 4.6 7 (u,v) yerel diizgiin konvekstir.
Sonu¢ 4.7 /| (u,v) normal yapidadar.

Sonu¢ 4.8 7 (u, v) diizglin normal yap1y1 saglar.
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Sonu¢ 4.9 7 (u, v) diizgiin karesel olmayan yapidadir.
Sonuc 4.10 / p(u, v) Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.
Sonugc 4.11 E(p,u,v) konvekstir.

Sonug 4.12 E(p,u,v) kesin konvekstir.

Sonug 4.13 E( D, u,v) diizglin konvekstir ve konvekslik modiilii

olarak bulunmustur.

Sonuc 4.14 E( p,u,v) her yonde diizgiin konvekstir ve modiilii

olarak bulunmustur.

Sonug 4.15 /(p,u,v) refleksiftir.
Sonug¢ 4.16 /(p,u,v) yerel diizgiin konvekstir.

Sonug¢ 4.17 /\ p,u,v) normal yapidadir.

Sonug¢ 4.19 /(p,u,v) dizgiin karesel olmayan yapidadir.

(p.u,v)
(p.u,v)
(p.u,v)

Sonug 4.18 /(p,u,v) diizgiin normal yapiy1 saglar.
(p.u,v)

Sonug 4.20 /(p,u,v) Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.
(p.u,v)

Sonug¢ 4.21 /(p,u,v (2 <p< oo) uzay1 i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

o[22 o257 |2 3 lole)e o).

2 2
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