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OZET

DEGISMELi OLMAYAN HALKALAR UZERINDEKi CARPIMSAL MODULLER
Deniz SONMEZ

Matematik Anabilim Dali

Ylksek Lisans Tezi
Tez Danismani : Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Bu tezin temel konusu modul teorisi ve modil teorisi igersindeki ¢arpimsal modiil
kavramlarini ve 6zelliklerini degismeli olmayan halkalar lzerinde tanimlamak ve insa
edilmesi icin gerekli 6zellikleri sunmaktir.

ilk olarak Béliim 2'de gerekli temel kavramlari hatirlatmak adina &n bilgiler verilmistir.
Boylece Halkalar Teorisine giris ve halkalar lizerine kurulu olan modiiller icin bir alt yapi
olusturulmustur. Uclincii béliimde halkalarin genel yapisi, degismeli olma ve olmama
durumlari ve bu durumda saglanan 6zelliklerden bahsedilmistir. Bolim 4'te ise moddl
tanimi ve temel Ozellikleri verilmistir.Boylelikle 6zel bir modil olan c¢arpimsal
modyillerin insasi ve incelenmesi i¢in gerekli tiim bilgi ve 6zellikler sunulmustur.

Bollim 5'te ilk olarak degismeli olmayan halka Gzerinde kurulu carpimsal modilin
genel ozellikleri ve tanimlari verilmistir. Bu tanim ve 6zellikleri destekleyen 6rnekler
sunulmustur. Daha sonra carpimsal modiillerin asli, dlizglin, asal, dagilmali olma gibi
Ozel halleri incelenmistir. Sonraki kisimlarda carpimsal modiillerin sonlu Gretilmislik
durumlari, maksimal alt modillerinin yapisi ele alinmistir. Son olarak ise degismeli
olmayan halkalarin ideallerinin ¢arpimi degismeli oldugu durumda ¢arpimsal
modadllerin nasil davranislar izledigi incelenmis ve sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Degismeli olmayan halka, modiil, carpimsal modiil, alt moddl
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ABSTRACT

MULTIPLICATION MODULES OVER NONCOMMUTATIVE RINGS

Deniz SONMEZ

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Giirsel YESILOT

The main subject of this thesis is to define the characteristics and properties of module
theory and multiplication modules in module theory over noncommuative rings.

First of all,in section 2 is given the required information for being able to remind the
basic concepts. So that, the sub-structure was established to introduce to the Ring
Theory and Module Theory.

In section 3, the general structure and the condition of being commutative and
noncommutative of the rings are described.

In the next section, definition and basic properties of the modules are given. Thus, all
knowledge and properties of the modules are presented to examine the construction
of the multiplication modules.

In section 5, firstly, general characteristics and definitions of the multiplication
modules over the noncommutative ring are given. Some examples are presented to
support this definition and properties.

Then, the special situation of the multiplication modules such as, essantial, uniform,
prime, distributive modules are investigated. Nextly, the finitely generated
multiplication modules and the structure of the maximal submodules of the
multiplication modules are dealt.
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Finally, the behaviours of the multiplication modules over the noncommutative ring
with commutative multiplication of ideals are investigated and showed.

Keywords: Noncommutative ring, modules, multiplication modules, submodules
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Modiil teorisi, matematigin temel disiplinlerinden biri olan Cebir ve Sayilar Teorisi

icersinde ¢cok dnemli bir yerdedir.

H. ibrahim Karakas 1972 yilinda halkalar icin bilinen Cohen Teoremini modiillere

genisletmis ve bu calismasinin sonucunu Cohen Teoremi olarak sunmustur.

1981 yilinda A.Barnard garpimsal modiillerin temel 6zelliklerini vermis ve bu temel
Ozellikler ve tanimlar kullanilarak bircok c¢alisma yapilmistir [3],[4],[5],[8],[9]. Ayrica
A.Barnard bu galismasinda ¢arpimsal modiiller igin sonlu Uretilmislik kosulu olmadan

Nakayama Lemma'yi ispatlamistir.[2]

Z.Abd El-Bast ve P.F.Smith 1988 yilinda ¢arpimsal moddller ile ilgili bir ¢alisma yapmis
ve bu calismada carpimsal modil olma sartlar ile ilgili bir ¢cok kriter ortaya
koymuslardir. Daha sonra P.F.Smith elde ettikleri bazi teoremleri tekrardan inceleyerek

farkli tekniklerle yeniden ispatlamistir.

1990 ve sonraki yillarda ise A.A. Tuganbaev yayinladigl bircok makale ile ¢carpimsal
modyllerin temelini saglamlastirmistir. A.A. Tuganbaev bu calismalari ile birlikte degisik
ozelliklerdeki halkalar tzerindeki ¢carpimsal modiilleri incelemistir. Bunlarin en dikkat
cekici olani degismeli olmayan halkalar tzerindeki ¢carpimsal modiil ile ilgili yapilan
calismalardir. Bu c¢alismasinda degismeli olamayan c¢arpimsal modiller ile alt
modydllerini ve maksimal alt modiilleri arasindaki iliskileri incelemis, sonlu Uretilmis

carpimsal modiiller ile teoremleri yeniden ele almig ve farkl yollarla ispatlamistir [1].



1.2 Tezin Amaci

Modul Teorisi, matematigin temel disiplinlerinden biri olan cebir icersinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu tez ile birlikte, Modil Teorisi'nin temel tanim ve teoremlerini
sunmak ve 6zel olarak degismeli olmayan halkalar (izerindeki ¢carpimsal moddiller

hakkinda bilgi vermek amaglanmistir.

Bu amacg dogrultusunda ilk olarak Halkalar Teorisi'nin temel kavramlarindan
bahsedilecektir. Daha sonra bu kavramlardan yararlanilarak Modul Teorisine giris

yapilacaktir.

Sunulan temel bilgiler 1s1ginda Carpimsal Modyiiller ayrintili olarak incelenecektir. Bu
¢alismalar ile carpimsal modiil tanimi, temel teoremleri ve ¢arpimsal modiillerin 6zel
halleri incelenerek ¢carpimsal modiillerin degismeli olmayan halkalar Gizerindeki

davranislari ayrintili olarak sunulacaktir.

1.3 Hipotez

Cebirin 6nemli bir ¢alisma alani olan Modiil Teorisinde, Carpimsal Moddllerin halkanin

degisme ozelligine gore farkh davranislar sergiledigi gosterilebilir.



BOLUM 2

ON BILGILER
Tanim 2.1 S bir kiime ve {izerinde bir baginti < olan (S, <) sistemi
(i) Yansima:Hera € Sicina < a
(ii) Ters simetri:a < bveb < aisea=0>b
(iii) Gegcisme:a < b, b<cikena <c

saglaniyorsa S ye sirali kime denir. Eger (S, <) sirali kimesinde a,b € Sigina <

b veya b < a ise bu sirali kimeye tam sirali denir [12].

Tanim 2.2 Sirali bir kiimede kendinden kesin biiylk hicbir eleman yoksa bu elemana

maksimal eleman denir [12].
Tanim 2.3 (S, <) sirali kimesinde, a,b € S elemanlariigin ;
(i) a<z b<zve

(ii)a < z', b < z'iken z < Zz' olmasini gerektirecek sekilde bir z € Svarsazyeaile b

nin supremumu denir ve z = sup{a, b} olarak gosterilir.
Benzer sekilde infimum da tanimlanabilir ve inf {a, b} olarak gosterilir [12].

Tanim 2.4 (S, <) sirali kimesinde her a,b € S elemaninin bir supremumu ve

infimumu varsa bu sirali kimeye bir latis ( kafes ) denir.
Bir latiste sonlu ve bos olmayan her A alt kiimesinin sup A ve inf(A) vardir [12].
Tanim 2.5 Sirali bir kiimenin tam sirali bir alt kimesine zincir denir [12].

Lemma 2.1 (Zorn Lemma) Bos olmayan bir S sirali kimesinin, her zincirinin S de bir
3



st sinir1 varsa, S sirali kiimesinin bir maksimal elemani vardir [12].

Tanim 2.6 §, sirali kimesi bir zincir ve S nin bos olmayan her alt kiimesinin de bir en

kiiglk elemani varsa S ye iyi sirali kime denir [6].

lyi siralama prensibi : Bos kiimeden farkli bir S kiimesi icin,kendisi tizerinde S nin bir
zincir olacak sekilde kismi siralama bagintisi vardir ve bu siralamaya gore S iyi sirah bir

kiimedir [6].



BOLUM 3

HALKALAR

3.1 Halkalar ve Alt Halkalar

Bu bolimden itibaren alinan tim halkalar birimli halka olarak kabul edilecektir.
Tanim 3.1 R bostan farkh bir kiime, "+" ve " . " da R Uzerinde ikili islemler olsun. Bu

durumda asagidaki kosullari saglayan (R, +,.) sirali Gglusiine bir halka denir [6].
(1) R,+ birabelyan (degismeli) gruptur.

(2) "." R de birlesmeli bir islemdir.

(3) "." nin "+" Gzerine soldan ve sagdan dagilma ozellikleri vardir, yani her a,b,c € R
icin

ab+c =ab+ac ve b+c a=ba+ca

Teorem 3.1 (R, +,.)bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir [6].

(1) Hera € Rigina.0fr = 0 = 0za

(2) Hera,b € Ricina —b = —ab= —a b

(3)Hera,b € Ricin —a —b =ab

(4) Hera,b,c e Ricina b—c =ab—acve b—c a=ba—ca

Tanim 3.2 (R, +,.) bir halka olsun.

(1) Eger R nin "." islemine gore birimi varsa (R, +,.) halkasina birimli halka denir.


http://tr.wikipedia.org/wiki/Bo%C5%9Fk%C3%BCme
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCme

(2) R birimli bir halka, 1z # 0 ve Og # a olsun. Eger ab = ba = 1 olacak sekilde bir
b € R mevcut ise b ye a nin garpimsal tersi, a ya da terslenebilir (birimsel ) bir eleman

denir.
(3) Eger "." degismeli ise (R, +,.) halkasina bir degismeli halka denir.

(4) R nin sifirdan farkh herhangi iki elemaninin garpimi sifir olmuyor ise R ye sifir

bolensiz halka denir [6].

Ornek 3.1 n bir pozitif tamsayi olsun. Modiilo n ye gére tiim kalan siniflarinin kiimesi
olan Z,, ={0,1,..,n—1 } Gzerinde ve®yia b=a+b ve a b =abile

tanimlayalim. Bu durumda { Z,,, ,® }birimi 1 olan degismeli, sonlu bir halkadir [6].

Ornek 3.2 R reel sayi bilegenli n-inci (n = 1) merteben tiim matrisler kiimesi M,,(R)
ile gosterilsin. Matris toplami ve ¢arpimina gére n = 2 icin M, (R) degismesiz ve sifir

bolenli bir halkadir [6].

Tanim 3.3 R bir halka S de R nin bostan farkli bir alt kimesi olsun. Eger S, R deki

islemlere gore bir halka ise S ye R nin bir alt halkasi denir [6].

Teorem 3.2 (R, +,.) bir halka ve S € R olsun. S nin R nin alt halkasi olmasi igin gerek

ve yeter kosul ;

(1) S+0

(2) Hera,b € Sicina—b €S
(3)Hera,b € Sicinab € S olmasidir [6]..

Ornek 3.3 Z, Q nun bir alt halkasi ; Q,R nin bir alt halkasi ve R de C nin bir alt
halkasidir [6].

Ornek 3.4 2Z,7Z nin bir alt halkasidir. O halde birimli bir halkanin alt halkasi birimsiz
olabilir [6].

Not : Bir halkanin birimi ile alt halkasinin birimi ayni olmak zorunda degildir.

Gergektende M, (R) halkasinin birimi (1) 2 iken onun bir alt halkasi olan

_ a 0 e o100
S = 0 O.aER n|nb|r|m|0 0d|r[6].



Teorem 3.3 R bir halka {S;};c; de R nin bostan farkh alt halkalar ailesi olsun. Bu

durumda ¢; S; arakesiti de R nin bir alt halkasidir [6].

Tanim 3.4 R bir halka ve S € R olsun. R nin Svyi kapsayan tim alt halkalarinin

arakesitine S ile Uretilen alt halka denir ve < S > ile gosterilir. S = @ ise < § >=0p dir
[6].

3.2 idealler ve Halka Homomorfizmalari

Tanim 3.5 (R, +,.) bir halka ve I da R nin bir toplamsal alt grubu olsun.

Herr € Rvehera € licinra € Iisel ya R nin sag ideali denir. Ayni sekilde ;
herr € Rvehera € liginar € Iisel yaR nin sol ideali denir.

Bu sartlar altinda I, R nin hem sol hem de sag ideali ise I ya R nin idealidir denir [6].

Ornek 3.5 R halkasinin sifin ve kendisi R nin idealleridir ve bunlara asikar (trivial)

idealleri denir. Bunlarin disinda baska idealleri varsa onlara da 6z idealler denir [6].

Ornek 3.6 Tamsayilar halkasi Z nin idealleri toplamsal alt gruplaridir ve n € Z igin

nZ seklindedir [6].

Teorem 3.4 R bir halka ve {I;:i € w} de R nin ideallerinin bostan farkh bir ailesi

olsun. Budurumda ¢, [; de R nin bir idealidir [6].

Tanim 3.6 R bir halka ve I € R olsun. R nin I yi kapsayan tiim ideallerinin arakesitine |

ile Uretilen ideal denir ve < I > ile gosterilir. Eger [ = {a,,a,, ..., a,} ise

<I>=< aq,ay,..,a, >=<aay,..,a, > olur. Eger I = {a} tek elemanl ise
< a > idealine a ile Uretilen temel ideal denir. Her ideali temel ideal olan halkaya da
temel ideal halkasi, her ideali temel ideal olan bir tamlik bdlgesine ise temel ideal

bolgesi (TiB) denir [6].

Ornek 3.7 Z, bir TiB dir. Ciinkii Z nin her ideali toplamsal devirli alt grup yani

I = nZ =< n > oldugundan Z bir temel ideal bolgesidir [6].

Teorem 3.5 R bir halka ve I, R nin bos kiimeden farkh bir alt kimesi olsun.

— h t .
(1) <I>= e+ o bisi+ b Mk C + £=1gdzd. 1, S; € R,njzy €Z,

ai,bj,ck,gd EI, p,t,h,d EZ+



(2) R degismeliise <[ >= oira;+ §-=1 b]- sj: 1,8 €ER,a;, bj €l,s,t€Z"
Budurumda<a>= [ ,ras;:1;,s; €ER, n€Z* olur[6].

Tanim 3.7 R bir halka I ve J de R nin iki ideali olsun.
I[+]={a+b:a€l,be€]}yelve]ideallerinin toplami

IJ= ,ab;: a;€l,b;€]Jven € Z* vye debuideallerin garpimi denir [6].
Teorem 3.6 R halka ve [, ] de iki ideali olsun. O zaman I + J ve I] de R nin idealidir [6].

Tanim 3.8 (R,+,) ve (R',®,®) halkalar ve f:R — R’ bir fonksiyon olsun. Eger

asagidakiler saglaniyorsa f ye halka homomorfizmasi denir.
(1) Hera,b €Ricinf a+b =f a &f(b)
(2) Hera,b € Ricinf ab =f a Of(b)

Eger f:R — R’ halka homomorfizmasi 6rten ise f ye epimorfizma, 1-1 ise f ye

monomorfizma, f halka homomorfizmasi 1-1 ve orten ise izomorfizma denir.

Bir halkanin kendisi Gzerindeki homomorfizmmasina endomorfizma ve kendi Uzerine

izomorfizmasina ise otomorfizma denir [6].

Tanim 3.9 R ve S iki halka olmak lzere , ¢ : R — S fonksiyonu her r € R igin
@ r =05 ise @ fonksiyonu bir halka homomorfizmasidir ve sifir homomorfizma

olarak adlandirilir [6].

Ornek 3.8 R bir halka ve i : R = R birim fonksiyon olsun. Bu durumda i bir halka

homomorfizmasidir, hatta burada i 1-1 ve 6rten oldugundan izomorfizmadir [6].

Ornek 3.9 p: Z > Z,, her a € Z igin u a = a ile tanimlansin. Burada u bir halka

epimorfizmasidir. Gercekten de her a,b € Z icin
ua+b =a+b=a+b=pua +ulb)
uab =ab=ab=pu a ulb)

oldugundan u bir halka homomorfizmasi ve her b € Z,, icin u b = b olacak sekilde bir

b € Z bulundugundan u 6értendir yani bir epimorfizmadir [6].



Tanim 3.10 (R,+, ) ve R',®,0O birer halka ve f:R—R'" bir halka
homomorfizmasi olsun. f~1(0x) ={r €R: f r = 0p } kimesi (R,+) nin bir alt

grubudur ve bu alt gruba f nin gekirdegi denir. Cek f ile de gosterilir [6].
Yardimci Teorem 3.1 Tanim 3.10 da tanimlanan Cek f, R nin bir idealidir [6].

Teorem 3.7 R bir halka I da bir ideal olsun. R de modilo I ya gére kalan siniflarinin

kiimesi R/I Uzerinde +, - islemlerinin
a+1 + b+1 = (a+b)+1 ve
a+l b+1 = (ab)+1

ile tanimlayalim. Bu durumda (R/I, +, ) bir halkadir. Eger ¢ : R = R/I fonksiyonu her
a€Ricingp a =a+1 iletanimlanirsa ¢ bir epimorfizma ve Cek ¢ = I dir. Burada

@ ye dogal homomorfizma denir [6].

Teorem 3.8 Halka homomorfizmasinin bir monomorfizma olmasi icin gerek ve yeter

kosul gekirdeginin sifira esit olmasidir [6].

Teorem 3.9 ( Birinci izomorfizma Teoremi )

f:R — S bir halka homomorfizmasiise R/Cekf = f R dir [6].
Teorem 3.10 ( ikinci izomorfizma Teoremi )

Eger I, R halkasinin bir ideali, S de bir alt halkasi ise S + I, R nin bir alt halkasive S N I
da S nin bir idealidir. Ayrica (S+1)/I =S/(SNn 1) dir [6].

Teorem 3.11 ( Ugiincii izomorfizma Teoremi )
I ve ], R halkasinin ideallerive I € J olsun. Bu durumda J/I,R/I ninidealive
(R/D/J/1) = (R/]) dir [6].

Tanim 3.11 Bir halkanin idealleri sadece 0 ve kendisinden ibaret ise bu halkaya basit

halka denir [6].
3.3 Maksimal ve Asal idealler

Tanim 3.12 R bir halka ve Mde R nin bir sol (sag) ideali olsun. Asagidaki kosullar

saglaniyorsa M idealine R nin sol (sag) maksimal ideali denir.

(1) M #R



(2) I,R nin M c I c R olacak sekilde bir sol (sag) idealiise ] = M veya I = R dir.
Eger M sol ideali ayni zamanda bir sag ideal ise M maksimal idealdir denir. [7].

Ornek 3.11 p € Z asal olsun. pZ = (p) ideali Z de maksimal idealdir. Gercekten
1 & pZ oldugundan p Z # Z dir.p Z < n Z olsun. Buradan n|p olacagindan

n=1veyan=polurn=1isenZ = Z ven =pise nZ = p Z olur [6].

Teorem 3.12 R bir halka ve M # R bir ideali olsun. M nin R nin maksimali ideali olmasi

icin gerek ve yeter kosul her x € R\M icin M + x = R olmasidir [6].

Tanim 3.13 R bir halka, R # {Og} ve P # R bir ideali olsun. R nin herhangi iki
A, B idealiicin AB € P iken A € P veya B € P oluyorsa P ye R nin bir asal idealidir [6].

Teorem 3.13 P, R halkasinin bir asal ideali ve I3, 15, ...,I,, de R halkasinin bir takim

idealleri olsun. O halde asagidakiler denktir [12].
(1) Birj =1,2,..,ni¢cin P 2 I;

2)P2 ki

B)P2 ik

Teorem 3.14 R bir birimli halka ve 0 # 1z olsun. Bu durumda R nin en az bir tane sol

maksimal ideali mevcuttur [12].
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BOLUM 4

MODULLER

4.1 Modiiller ve Alt Modiiller

Tanim4.1 M,+ bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlarin, R deki
elemanlarla skaler ¢garpimi, R x M — M fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa, M

ye R Uzerinde bir modiil veya kisaca R-moddl denir [12].

(1) Herr € R,herm,m' € Micinr m+m' =rm+rm’

(2) Herr,r" € R,herm € Micin r+r' m=rm+r'm
(3)Herr,r" € R,herm € M igin rr’' m =r(r'm)

(4) Herm e Migin1lym =m

Teorem 4.1 R bir halka ve M bir R —modyil olsun. Herm € M igin ;
(1) 0gm = 0y,

(2) —1 m = —mdir[12].

Ornek 4.1 Her R halkasi skaler carpimi halkadaki carpim olarak kendisi (izerinde bir

R—moduldir [12].

Ornek 4.2 V, Kcismi (izerinde bir vektdr uzayi ise V bir K-modiildir [12].
Ornek 4.3 I, R halkasinin bir ideali ise I bir R —modiildiir [12].

Ornek 4.4 I, R halkasinin bir idealiise R xR/I = R/I skaler carpimini

r,s +1 - rs+ [iletanimlayarak, R/l bir R —moduil olur [12].
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Tanim 4.2 R bir halka, M bir R —modil ve N € M bos olmayan bir alt kiime olsun. N
de kendi basina bir R —modiil ise N ye, M nin bir alt moduli veya R —alt moduli denir

[12].

Ornek 4.5 M modiiliniin kendisi ve sifirdan ibaret {0,}=0 alt kiimeleri M nin alt

modalleridir [12].

Onerme 4.1 R —modiil M nin bos olmayan bir N € M alt kiimesinin alt modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul her r,7" € R, her m,m’ € N icin rm +r'm’ € N olmasidir

[12].

Onerme 4.2 M bir R —modiil olsun. {N,};¢; ailesi, M nin bir R-alt modiiller ailesi olsun.

Budurumda ;¢; N; de M nin bir R alt moddltdir [12].

Tanim 4.3 M bir R —modiil ve X © M bir alt kime olsun. X alt kiimesini kapsayan tim
alt moddullerinin arakesitine X in Urettigi alt modil denir ve < X > ile gosterilir. O
halde Sy, M nin alt moddllerinin ailesi olmak lzere; < X >= ycx{ K € Sy} dir.
Buradan ; < X >, X alt kiimesini kapsayan en kigik R —alt modil oldugu anlasilir

[12].

Ornek 4.6

R bir halka, M bir R —moddl olmak lizere m € M icin Rm = {rm : r € R } dir.
(1) X=0ise< X >= 0y

(2) X#@Qise<X>={ L nx;: 1, ERvex; €EX,i=12,..,n; nEN}
(3) X ={xq1,x3, ..., X5} sonlu bir kiime ise

<X>= L rx;:r ERvex;€X,i=12,..,.m =Rx;+Rx,+:-Rx,  olur

[12].
Tanim 4.4 M bir R —modil, m € Molsun. {m} nin Urettigi alt modl

<m>=Rm={rm:r€R} dir. Eger M =<m> olacak sekilde meM
bulunabiliyorsa, M modiline devirli modil denir. X € M sonlu bir alt kiime olmak

Uzere, M =< X > ise M moddiline sonlu lretilmis moddl denir [12].

Ornek 4.7 R halkasi, R = R1y oldugundan R —modiil olarak devirlidir [12].
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Teorem 4.2 ( Modiiler Kural ) M bir R —modil olsun. K,L ve N, M modilinin alt

modiilleri ve K € N olsun. Boylece ;
K+ LNnN = K+ L nNdir[12].

lspat: K+ LNN S K+L veKCSN oldugundan, K+ LNN S K+ N C N dir.
BuradanK + LNN < (K+L)NN...(1) bulunur.

Tersine ; x € (K+ L) NN alalim. x € N ve x = y + z olacak sekilde bir y € K ve bir

z € L bulunabilir. K € N oldugundany € Nolurvez = x —y € L N N bulunur.
x=y+2z€K+ (LnNN) elde edilir.
Boylece K+L NNCS K+ LNN ..(2)oldugu gorilir.
1 ve (2) kapsamalarindan esitlik elde edilir.
Onerme 4.3 R bir halka, I bir ideal ve M bir R — modiil olsun.
IM={ ~,rm;: r;€lvem; € M,i =1,2,..n;n € N}ise
(1) IM, M nin bir alt modultdar.
(2) Ivel’,R ninikiidealiisel I'M = [I" M dir.
(3) I = Ra bir esas (temel) idealise IM = Ra M = {am : m € M} dir [12].
Onerme 4.4 R bir halka, M bir R —modiil, N bir alt modiil ve @ # X € M bir alt kiime
olsun. (N: X) kiimesini ;
N:X = N:izxX ={r €R:rX c N} olarak tanimlayalim. Bu durumda ;
(1) N:X ,R nin bir idealidir.
(2) N:X = (N: X )dir[12].
Tanim 4.5 R bir halka, M bir R —modilve @ # X €S M bir alt kiime olsun.

0:X ={r € R:rX = 0} idealine X in anhilatoru (sifirlayicisi) denir ve Ann (X) ile

gosterilir [12].

Teorem 4.3 R bir halka, M bir R —modiil ve @ #+ X © M bir alt kiime olsun.
Ann(M/X) ={r €R: r(M/X) =0p/x = X}
= r€R:yrm+X=X = r€R:rme€ X,herm € M igin

={reR:rMc X}= (X:M)[12] dir.
13



Tanim 4.6 R bir halka, M bir R —modil olsun. 0:M = {r € R:rM = 0} idealine M
modulinin anhilatéri denir ve Ann(M) ile gosterilir. Eger Ann M =0 ise M

modiiliine sadik (faithful) modiil denir.
Ann M =,y Ann(m) oldugu agiktir [12].

Onerme 4.5 R bir halka, M bir R —modiil, ® # X € M bir alt kiime, N; ler ve N alt

modyiller olsun.

(1) Nt X = (N2 X)

(2) N ve N' alt moddlleriigin Ann N + N’ = Ann(N) n Ann(N") dir [12].
Onerme 4.6 R bir halka, M bir R —modiil ve N de bir alt modiil olsun.

RxM/N - M/N skaler garpmini r,m+N - rm+ N ile tanimlanirsa, M/N

toplamsal bolim grubu bir R —modauldir ve M /N ye bolim modili denir [12].

Sonug 4.1 R bir halka, M bir R —moddl olsun. Bu durumda M /N boélim modili ayni
zamanda bir R/(N: M) = R/ann(M /N) —moduldur [12].

Ornek 4.8 R bir halka, M bir R —modiil ve N;, N, birer alt modiil olsun.

Ann((N, + No)/Ny) = (Ny: Ny + N,) = (Ny: Ny) [12] dir.

4.2 Modiul Homomorfizmalari

Tanim 4.7 R bir halka, M ve N de birer R —modiil olsun. Bir f : M = N fonksiyonu,

herm,m’ € M ve herr € R igin;
fm+m' =fm +fm'" ve frm =rfm
kosullarini saghyorsa, f ye bir modil homomorfizmasi veya R —homomorfizma denir.

Tanim 4.8 Bir modil homomorfizmasi olan f ; 1-1 ise monomorfizma ; 6rten ise
epimorfizma ve de hem 1-1 hem de 6rten ise bu homomorfizmaya izomorfizma denir

[12].
Onerme 4.7 R bir halka ve f : M — N bir homomorfizma olsun.

(1) f Oy =0y, f -m =—f(m)

(2) Cekf=f10y = meEM: f m =0y kimesibirM alt modilidr.
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(3) f homomorfizmasinin bire bir olmasi igin gerek ve yeter kosul Cekf = 0 olmasidir.
() f M =Imf,N nin bir alt moduliduar [12].

Onerme 4.8 R bir halka, M ve N bir R —modiil ve f : M - N bir homomorfizma

olsun.

(1) f ortenise ann(M) € ann(N)

(2) f bire biriseann N € ann M

(3) f izomorfizmaise ann N = ann(M) olur [12].

Onerme 4.9 R bir halka, M ve N bir R —modiil ve f; ve f, : M = N birer

homomorfizma olsun. O halde homomorfizmalarin toplami ;

fi+tfa m =fi m + f,(m)iletanimlanirsa f; + f, de bir modiil
homomorfizmasidir [12].
Tanim 4.9 R bir halka, M bir B —modul ve N bir alt moddil olsun.

f+M—->M/N,f m =m+ N iletanimh fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. Bu

fonksiyona dogal homomorfizma denir [12].

Teorem 4.4 ( Homomorfizma Teoremi ) R bir halka, M ve N bir R —modiil ve

f + M = N bir homomorfizma olsun. O halde ;

M/Cekf =f M =Imf dir[12].

Tanim 4.10 Sifirdan farkh bir moddlan, sifir ve kendisinden bagka higbir alt modulu
yoksa bu modiile basit modil denir [12].

Ornek 4.9 p asal tamsayilari igin Zyp, Z —modulleri basit modiillerdir [12].

Tanim 4.11 Bir M modillinin 6z bir alt modull olan N alt moddli igin, M nin N yi
kapsayan N den baska hicbir 6z alt modiilii yoksa N ye bir maksimal alt moddl denir

[12].

Onerme 4.10 R bir halka, M bir R-modiil ve N alt modiil olmak Gizere N nin maksimal
alt modil olmasi igin gerek ve yeter kosul M/N bolim moduliinin basit moddl

olmasidir [12].
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BOLUM 5

DEGISMELI OLMAYAN HALKALAR UZERINDEKiI CARPIMSAL MODULLER

5.1 Carpimsal Modiillerin Genel Ozellikleri

Tanim 5.1 R bir halka, M bir sol R —moddil olsun. M nin her N alt moduli igin
N = IM olacak sekilde R nin bir I ideali varsa, M ye ¢arpimsal sol R — modil denir[1].
Ornek 5.1 Her R halkasi, kendisi (izerinde bir carpimsal sol R — moduildir [1].

Onerme 5.1 R bir halka olmak {izere
M garpimsal sol R —modiildiir & Her N alt moduli igin N = (N: M)M dir [1].

Ispat : =: M bir carpimsal sol R —modiil ise her N alt modili icin N = IM olacak

sekilde I ideali vardir.

IM = Nise IM € N dir. Oyleyse (N: M) nin tanimi geregi I € (N: M) dir.
N=IMC (N:M)MyaniN € (N:M)M ... (1)

Herr € (N:M)i¢cintM S N ise (N:M)M < N...(2) bulunur.

Sonug olarak ise (1) ve (2) dende N = (N: M)M oldugu gorilir.

& : (N:M); R nin bir ideali oldugundan (N: M) = I dersek her N alt moduli igin
N = (N: M)M = IM bulunur ve M garpimsal sol R —modiil olur.

Ornek 5.2 Her basit sol R — modiil carpimsal sol R — modiildiir[1].

Ispat : M bir basit sol R — modiil olsun. M nin ¢arpimsal sol R — modiil oldugunu

gosterelim.
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M basit sol R — modiil oldugundan alt modailleri 0, ve M dir. M nin ¢arpimsal sol R-
modil olabilmesi i¢cin her N alt modili igcin N = IM olacak sekilde I ideali var
olmalidir. O halde,0); = 0xrM olan Oy idealive M = RM olan halkanin kendisi ideal

olarak var olur. Dolayisiyla M basit sol R — modull ¢arpimsal sol R — moddl bulunur.

. pZ (p-asal ), Z — modul olarak ¢arpimsaldir.
° Tersi olarak; Z, Z — modul olarak ¢arpimsaldir fakat basit modil degildir.
Ornek 5.3 Basit halka tizerindeki her sifirdan farkli garpimsal sol R —modiil basit sol

R — moduldir[1].

Ispat : R bir basit halka ve M sifirdan farkl bir sol R —modiil olsun. M nin basit modiil
oldugunu gostermek igin kendisinden ve 0,, alt modiliinden baska alt modilinin
olmadigini géstermeliyiz. R basit halka oldugundan idealleri sadece 0 ve R dir. M
modili carpimsal sol R —modil oldugundan her N alt modili icin N = IM olacak

sekilde R nin bir I ideali vardir. O halde M nin alt modiilleri ;

N =IM = 0gM = 0y ve N = IM = RM = M olarak bulunur. M nin 0y, ve M
alt moddllerinden baska alt moduli bulunamadigindan M bir basit ¢arpimsal sol R —

moduldur.
Onerme 5.2 R halka M sol R-modiil olmak {izere ;

M bir ¢arpimsal sol R-modildir & [ € ann(M) olacak sekilde I ideali icin M bir
carpimsal sol R /I —moduldir[1].

Ispat : =: M carpimsal sol R-modiil olsun. I € ann(M) i¢in M nin bir carpimsal sol

R /I —modil oldugunu goésterelim.

Oncelikle M nin bir sol R/I —modiil oldugunu gosterecegiz. Burada skaler carpimi ;
R/IxM — M; (r+1,m) = rmolarak tanimlanirsa M sol R /I —modiildiir, ¢link(;

3 lyi tanimlilik

(r+I,m) = (' +1,m)ikenm = m'ver+1 = r’ + I olur.
Oyleyser — 1’ € I < ann(M) bulunur, yani her m € M igin
(r—=r)Ym =0,, = rm —r'molur. Buradan;

rm = rmvem = m’ oldugundanrm = r’m’ bulunur ve iyi tanimhdir.
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. Modiil

Herr+1,s+1 € R/I vem,n EM igin,

(i) (r+,(m+n)) =rm+Im+rn+In olur. [ € ann(M) oldugundan
Im = In = 0,, olur. Buradan

(r+l,(m+n) =rm+m = r+I,m)+ (r+1Ln)

(ii) r+l+s+I m = r+s+I ,m = r+sm=rm+sm

= r+Im)+(s+1I,m)

(iii) r+l s+Im = r+I,sm =rsm = rs+I,m

= (((r+D(s+1)),m) bulunur.

Boylece M bir sol R/I-modiil olur.

Simdi M sol R/I-modulinin ¢arpimsal oldugunu gosterecegiz.

M cgarpimsal sol R —modil oldugundan her N alt modilld igin N = JM olacak
sekilde J ideali vardir. Her N alt modulu icin N = J'M olacak sekilde /' < R' = R/I
ideali bulunabilirse M bir carpimsal sol R/I —moduldir.

J' = (J + D/Ialindiginda J" bir R’ idealidir. Gergekten de ;

a,b €],x,y € [ olmak tizereher a’ =a+x+1,b'=b+y+1€] icin

a—b = a+x+1 —(b+y+1I)olur. (R,+) degismeli bir grup oldugundan ;
a—-b'=a+x+1 — b+y+1 = a—b + (x—y)+1 elde edilir. ] ve I birer
ideal oldugundan a—b €] ve x—y €I bulunur. Dolayisiyla her a’,b" € J' igin
a' —b" € +1)/I=] bulunur.

Ayrica; her v =r+ 1 €R/I vea € J,x €I olmak Gizereher ' =a+x+1 €] igin
r'a"= r+1 a+x+1 =ra+rx+1olur.a €] ve] ideal oldugundan ra € J olur
benzer sekilderx € I ver'a’ € (J +1)/I bulunur.

Sonug olarak J* ; R' nin bir idealidir.

Boylece M carpimsal modil iken her N alt moduli icin N = JM olacak bicimde bir |
ideali bulundugundanl € ann M igin;

N=JM=]M+0y=(J+1 /)M =]'M =N elde edilir. Dolayisiyla ; her N alt
moduli icin R' nin N = J'M olacak sekilde J' ideali vardir ve buradan M nin bir

carpimsal sol R/I- modil oldugu goruldr.

&: I S ann(M) igin M bir carpimsal sol R = R/I — moddl olsun. M nin ¢arpimsal

sol R — moddl oldugu gosterilmelidir.
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Skaler garpmiRx M = M ; (r,m) = rmolarak tanimlarsak, M nin bir sol R —modill

oldugu aciktir.

I € ann(M) igin M bir carpimsal sol R = R/I — modiil oldugundan her N alt modulu
icin N = J'M olacak sekilde R" niin J' ideali vardir.

Bir J idealiiigin J' = (J + I)/I alirsak;

N =J]'M =]M+0, =M = N olacak sekilde R nin J ideali oldugundan M

carpimsal sol R —modulddr.

Onerme 5.3 R halka ve M bir sol R —modiil olsun. O halde ;

M nin bir garpimsal sol R —modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul her m € M igin
Rm = IM olacak sekilde R nin bir I ideali bulunmasidir [3].

ispat : <: Her m € Micin Rm = IM olacak sekilde I ideali mevcut olsun. M nin

carpimsal sol R — modil oldugunu gostermeliyiz.

Her m € M igin saglaniyorsa her n € N igin de Rn = [,M olacak sekilde I, ideali

vardir. [yt I, olarak alirsakyani I = I, ise hern € N igin

n€ Rn=I,M<S [,M = IMoldugundan N € IM bulunur. Ayni sekilde ;
IM = I,M = (I, + I,,+ ..)M S N olur ve sonug olarak ;

IM € NveN = IM elde edilir. Boylece M g¢arpimsal sol R-modiil olur.

=: M carpimsal sol R —modiil ise herm € M icin Rm bir alt modiil ve

N = Rm = IM olacak sekilde bir I ideali vardir.

Tanim 5.2 M bir sol R-modil olmak lizere X,Y €S M igin;

(Y:X) = {r €R : rX S Y }kimesi"Y kolon X " olarak adlandirilir ve asagidakiler

saglanir .
(1) Y bir alt modil ve X bir alt kiime oldugunda ( Y: X) bir sol idealdir.

(2) Y ve X birer alt moddl oldugunda (Y: X) bir ideal olur [1].
Simdi (1) ve (2) yi ispatlayalim.

(1) : Y bir alt modil ve X alt kiime olsun bu durumda; r,s € (Y:X)igin
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rXCY,sX CYdir. Herx € X € Migin rx = y, ve sx = y, olacak sekilde y;,y, €Y

vardir. Boylece ;
Yi—Y,=71x — sx =(r—s)x € Y bulunur.
Her x € X icinsaglandigindan (r —s)X €Y ; r—s € (Y:X) bulunur.

a € Rigin,r € (V:X) ise rXCVY ve Y alt modil oldugundan arX €Y bdylece
ar € (Y:X) bulunurve (Y:X) bir sol idealdir.

(2) : X, Y alt modul iken (Y: X) in bir ideal oldugunu gosterecegiz.

(1). kisimda sol ideal oldugu gosterilmisti. Simdi sag ideallik sarti gosterilmelidir. Yani
a € R,r € (Y:X)iginra € (Y:X) oldugu gosterilmelidir. a € R,r € (Y:X) ise
rX €Y veX alt modil oldugundan aX € X dir. Her iki taraf r ile carpildiginda
raX €rX CY bulunur.Yanira € (Y:X) dirve (Y:X) bir idealdir.

Ornek 5.4 R=M,,, Z birhalkave M = M,,, Q birsol R —modiil iken ;

Y={ (Z 8) : a,b € nZ}biralt moduldir.

nZ < Q oldugundan Y € M dir.

v1,V2 € Y ver €Riginy; —y, € Yver.y,; € Y oldugundan Y bir alt moduldir.

0y, ceEZT}E M

X={(5 o

kiimesi bir alt moddl degildir.
Clnkd modil sarti olarak X bir toplamsal grup degildir.(0 € X )
Y: X = reR:rXCY

_ 22 _ 71 Zac 0 N
—{(23 24)-21'62,1—1,2,3,4,(23 24)( )E Y,cEZ'}

0 0

_ zZy Zp  cz; O .\
nk s
- {(np t) M n;k;p;s,t EZ}

(Y: X) bir sol idealdir.

Zy Z; nk s _ nkz;+npz, f
Zz3 Z4 np t = nkzg+npz, d
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nk s z1 z; _ nkzy+szz g

Fakat — y.r = np t Z3 Zy  npz,+tz; b

¢ (Y:X) oldugundan sadece

sol idealdir.

c 0

Ayni sekilde X = {(0 O) :

c € nZ,c € Z*} olarak aldigimizda X alt moddl olur ve
(Y:X) bir idealdir.

(Y:X) ={reR: rXcvY}

Zy 2y Z1 Zz . nt O .
={ (Z3 24) : (23 Z4)(O O) €Y, z,teZi=1234}
_ Zl Zz . nt21 O
= {(23 24) : (ntz3 O) € Y }olur.

Her z; € Z igin saglandigindan (Y:X) = R olur ve bir idealdir.

Onerme 5.4 Bir carpimsal sol R —modiiliin homomorf gériintiisii de ¢arpimsal sol R -

moduldir [1].

ispat : M, R halkasi Uzerindeki bir carpimsal sol R — modil olsun. f: M - M bir
epimorfizma ve N, M nin alt modild olsun. f(N) = N olacak sekilde M nin bir N alt
modil vardir. M modli ¢arpimsal sol R- modiil oldugundan N = IM olacak sekilde R

nin bir I ideali var olur. Sonug olarak ;
N=f(N) = f(IM)=1 f(M) =IM olur ve M garpimsal sol R — modiil bulunur.

Sonug¢ 5.1 R bir halka ve M bir sol R —modiil olsun. M nin N alt modili igin, M

carpimsal ise M /N bolim modull de carpimsaldir [1].
ispat : M bir sol R —modiil ise N alt modiilii icin M /N de sol R-modiildiir. Buradan,

f+ M — M/N homomorfizmasini ele aldigimizda fonksiyon o6rten oldugundan
homomorf goériintiisti f(M) = M/N olur. Onerme 5.4 ten carpimsal modiiliin

homomorf gorintlisi de carpimsal bulunur.
Onerme 5.5 M, R halkasi tizerinde ¢arpimsal bir sol R —modiil olsun . R nin

IM # M sartini saglayan her [ ideali igin ; ann(M/X) € I olacak sekilde bir X devirli

alt modald vardir [1] .

ispat : M carpimsal bir sol R-modiil ise IM € M dir. IM # M oldugundan
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x & IM olan x € M vardir ve boéylece X = (x) devirli alt modili mevcut bulunur.
x & IM oldugundan X & IM dir. M carpimsal sol R- modil oldugundan her N alt
modull igcin N = KM olacak sekilde K ideali mevcuttur, dyleyse X devirli alt modulu
icin de X = JM olacak bicimde bir Jideali vardir. X € IMise X =JM & IM olur.
Buradan J € I bulunur. Clinkli ; JM =X & IM iken JS [ olsun . Her j € ] icin j € ]
olur ve buradan jM € JM ve jM < IM olur. Herj igin saglandigindan /M € IM
bulunurbuda /M = X & IM olmasi ile gelisir. Dolayisiyla ] & I dir.

JM =XiseJM € Xvyani] € (X: M) = ann(M/X) dir.

J CSann(M/X) ve ] £ 1 oldugundan ann(M/X) €1 dir. Cinki ; J &I iken
ann(M/X) € I olursa ] € ann(M/X) < I oldugundan ] € I bulunur bu da hipotez
ile gelisir. Dolayisiyla ann(M/X) € [ dir.

5.2 Carpimsal Modiillerin Bazi Ozel Halleri

Onerme 5.6 M bir sol R — modiil olmak lizere asagidakiler denktir.

(1) : M carpimsal modulddr.

(2) : M nin devirli her X alt modill icin X = IM olacak sekilde | sol ideali vardir.

(3): M nin her X alt moduliive heri € ligcinX = X;veX; = I;M olacak sekilde X

in alt modullerinin kiimesi { X;} ve {I;} ideallerin kiimesi vardir [1].

ispat : (1)=(2) : M carpimsal modiil olsun . Her N alt modiilii icin devirli alt modiiller
dahil N = JM olacak sekilde J ideali vardir. Yani X devirli alt moddll icin X = IM olacak

sekilde I ideali dolayisiyla sol ideali vardir.

(2) =(3) : M nin her X alt moduli ve bu X alt modillinin { X;} devirli alt moddllerinin
kiimesi igin X; ; X in alt modull ise M nin de alt moduli olur. Her X alt modduli igin
X = X; dir ginkli her x € X igin x =71.x; +1.x, + +--..7.X,, olacak sekilde x; € X;
bulunur ve {X;} modil ailesi mevcuttur. Hipotezden X; devirli oldugundan X;=I;M
olacak sekilde I; sol ideali vardir. X;= ;M oldugundan I;M € X; saglanir. I; =(X; : M)
alindiginda X; ve M birer alt modiil oldugundan tanim 5.2 (2) geregi I; bir ideal olur ve

{ 1;} idealler kiimesi bulunur.
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(3) =(1) : HerX alt modill i¢cin X = X; ve X; =I;M olacak sekilde {X;} ve

{I;} idealler ailesi mevcut olsun.

Bu durumda her X alt modiluX = X; = (I;M) = ( I;)M olarak yazilabilir.
I; = I olarak alindiginda I bir ideal olur ve her X alt moduli igin X = IM olacak

sekilde bir I ideali bulundugundan M bir ¢garpimsal sol R —modiil olur.

Tanim 5.3 M sol R-modiliiniin sifirdan farkh her X alt moduli icin NNX # 0 kosulunu
saglayan N alt modiliine asli alt modil denir. Bu durumda M ye de N nin asli
genislemesi denir. Benzer sekilde R nin her J # 0 idealiicin 1] # 0 oluyorsa I idealine
asli ideal denir [1].

Tanim 5.4 M bir sol R- modil ve N, M nin alt moduli olsun. M nin her sifirdan farkh P
asal alt modiliicin N P %0 oluyorsa N ye yari asli alt modul denir [2].

Ornek 5.5 R nin her asli alt modiilii yari asli alt modiliidiir. Tersi her zaman dogru

degildir. Z-modul olarak Zq, nin 6 altmodiilii yari asli alt moduludir ancak asli

degildir. 4 N 6 =0fakat 2 N 6 #0ve 3 N 6 #0][2].
Onerme 5.7 M sadik ¢arpimsal sol R - modiil, her [; ideali igin  ;¢;(I; M) = (N 1;)M ve
N, M nin alt moduli olsun. N nin asli alt modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N = IM olacak sekilde R nin bir I asli idealinin olmasidir [1].

ispat : =: N,M nin bir asli alt modilii olsun. M c¢arpimsal modiil oldugundan
N = JM olacak sekilde R nin bir J ideali vardir. R nin bazi B idealleriicginJNn B =0
olsun. Bu durumda M sadik oldugundan NNBM =M NBM =(J NB)M =0M =0

ve N asli oldugundan BM = 0 olmahdir. Buradan Beann M ve M sadik
oldugundan B =0 dir. Oyleyse J ,R nin asli idealidir.

&: I,R nin bir asliidealive K,M nin IM n K = 0 olacak sekilde bir alt moduli
olsun. M c¢arpimsal oldugundan K = XM olacak sekilde R nin bir X ideali vardir.
(INnX)M € IM n K = 0dir. Msadik oldugundan (I N X) = 0 olur. Buradan [

asli oldugundan X = 0 dir. Boylece K = XM = OM = 0 bulunur ve IM = N asli alt

moddul olur.
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Onerme 5.8 R bir halka, M bir carpimsal sol R —modiil ve f : R = R/ann(M) ile
taniml halka epimorfizmasi olsun. I ise ann(M) < [ olacak sekilde R nin sol ideali ve

f () da f(R) nin asli sol idealiise IM ; M nin asli alt modulidr [1].

ispat : IM nin asli oldugunu gdstermek icin ya her N alt modiili icin NNIM # 0
olduguyada NNIM = 0 icin N = 0 oldugu gosterilmelidir .

NNIM = 0 olsun . M g¢arpimsal modil oldugundan N = JM olacak sekilde J ideali
vardir. JNI)M € JMNIM = NNIM = 0 ise (JNI)M < 0 olur. Boylece

fUNI) = Og/ann(my bulunur. f bir epimorfizma oldugundan

fann =fHNf(U) =0dir. f(I) asli sol ideal oldugundan her f(J) ideali igin
fONfFU) =0 iken f(J) =0 olmaldir. Oyleyse f(J) =0 dir. Sonug¢ olarak ise
JM = N = 0 bulunur ve IM asli bulunur.

Tanim 5.5 Bir M modiilindn sifirdan farkli herhangi iki alt modulinin kesisimi sifirdan
farkli ise M modiliine diizgiin (uniform) denir [1].

Onerme 5.9 R halka, M carpimsal sol R —modiil ve f : R - R/ann(M) ile tanimli
halka epimorfizmasi olsun . f (R) halkasinin sifirdan farkl iki idealinin kesisimi sifirdan

farkli ise M dizgindur([1].

Ispat : M nin herhangi iki alt modiili X,Y icin XNY = 0iken X = 0 veya Y = 0 oldugu
gosterilirse M dizglndidr. YNX =0 olsun. M garpimsal oldugundan X =IM ve
Y = JM olacak sekilde I,] ideali vardir. JNI M € JMNIM = YNX =0 dir. Oyleyse
f JNI = Og/annmy dir. f bir epimorfizma oldugundan

fJNI =f] nf I =0dr. Hipoteze gore sifirdan farkh iki idealin kesisimi sifir
olamayacagindan f(I) = 0 veya f(J) = 0 dir. Yani f(I) = 0 ise IM = 0 bulunur.Yani

IM = X = 0 dir. Boylece M diizgiin ( uniform ) oldugu gorilar.

Tanim 5.6 M sifirdan farkli bir sol R —modiil olmak tGzere M nin sifirdan farkli her N alt
moduli icin ann(N) = ann(M) oluyorsa M ye asal modil denir. Eger M /N asal modiil

oluyorsa N ye de asal alt modiil denir.
R halkasinin sifirdan farkli I, J idealleriigin I] # 0 oluyorsa R ye asal halka denir[1].

Onerme 5.10 R halka M bir carpimsal sol R-modiil ve f: R - R/ann(M) halka

epimorfizmasi olsun. Ann(M), R nin asal ideali ise M asal moduldir [1].
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Ispat : M nin asal oldugunu géstermek icin her N alt modiilii icin ann(M) = ann(N)

oldugunu gostermeliyiz.
Herr € ann(M) icin M = 0 ve sifirdan farkli N alt moddilii icin N = 0 dir. Oyleyse
r € ann(N) dir. Yani; ann(M) € ann(N) ...(1) bulunur.

0 # N alt modull igin M garpimsal oldugundan N = JM olacak sekilde J ideali vardir.
Burada f(J) # 0 dir. Cinkii f(J) = Oise ] € ann(M) ve JM € ann(M)M = 0 yani

JM = N = 0 bulunur bu da N alt moduliuniin segimi ile gelisir.
Sonugolarak f(J) # OyaniJ] &€ ann(M) dir. N = JM oldugundan
ann(N)] € ann(M) bulunur. Cinkiir € ann(N),j € ] olmak Gzere

r.j € ann(N)] i¢in rjM S rJM =rN =0 dir. (r € ann(N) oldugundan) Oyleyse
rjiM = Q0 yanir.j € ann(M) dir. Buradan ann(N)] S ann(M) dir. Ann(M) asal ideal
oldugundan ya ann(N) € ann(M)yada] € ann(M) olmalidir.

J € ann(M) oldugundan ann(N) < ann(M)... (2) bulunur.
(1) ve (2) den de ann(N) = ann(M) esitligi elde edilir ve M asaldir.

Tanim 5.7 M bir sol R —modiil olmak lizere M nin herhangi X,Y ve Z alt modiilleri igin

X+Y)YNZ=XNZ+YnNLZsaglaniyorsa M ye dagilmali (distributive) modul denir
[1].

Onerme 5.11 R iki tarafli ideallerinin latisi dagilmali olan halka ve M ; I,] idealleri igin
IMNJM = ({InNJ)M olacak sekilde ¢arpimsal sol R —modil ise M dagiimal
moduldir[1].

Ispat: (X+Y)NZ=XNZ+YNZoldugunu gdstermeliyiz . X,Y ve Z alt modiilii
icin M carpimsal oldugundan X =IM, Y = JM ve Z = KM olacak sekilde I,] ve K

idealleri vardir.

X+Y)NnZ =({UM+]M) n KM = (I+]))M n KM = (I+])NnK)M
=(INK+JNnK)M=(INnK)M + (JnK)M =IMn KM + JM n KM
=X N Z + YnNZbulunur.

Tanim 5.8 R bir halka ve M bir sol R-modil olmak tizere ; Z(M) ve Z(R) kiimeleri
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Z(M) ={r € R:sifirdanfarkhbazim € M leriginrm =0}
Z(R) ={r € R:sifirdanfarklibazis € Riginrs = 0} olarak tanimlanir.

Onerme 5.12 R bir halka ve M bir sol R —modiil olsun. M sadik ¢arpimsal sol R —
modil ise Z(R) = Z(M) dir [1].

ispat : Her a € Z(R) icin as = 0 olacak sekilde sifirdan farkli s € R vardir. M sadik
oldugundan dolayi 0 # s € R igin sM # 0 ve as = 0 oldugundan asM = 0 dir. Z(M)
tanimindan da a(sM) = 0 oldugundan a € Z(M) bulunur ve Z(R) S Z(M) elde

edilir.

Diger taraftan ; her r € Z M igin rm = 0 olacak bigimde en az bir sifirdan farkli
m € M vardir. M carpimsal sol R-modiil oldugundan 6énerme 5.3 e gére herm € M
icin Rm = IM olacak sekilde bir I ideali vardir. Boylece rm = 0 oldugundan rIM = 0
bulunur. M nin sadik R —moddl olmasindan dolayi da rI = 0 olmahdir. I ideali sifirdan

farkh oldugundan Z R nin tanimigeregir € Z R bulunur. Buradan da
Z(M) < Z(R) elde edilir.

Sonug olarak da Z(M) = Z(R) oldugu goruldr.

5.3 Carpimsal Modiillerin Maksimal Alt Modiilleri

Onerme 5.13 R bir halka ve M carpimsal sol R —modiil iken P bir maksimal ideal ve

PM # M ise PM maksimal alt moduldiir [1].

ispat : P maksimal ideal ise R nin 6z idealidir ve P # R dir. Dolayisiyla RM = M # PM

olur. Boylece PM, M nin bir 6z alt modultddr.

PM nin maksimal olmasi icin PM vyi kapsayan hi¢ bir 6z alt modiil olmamasi gerekir.
Kabul edelim ki PM € N € M olacak sekilde N,M nin bir alt modili olsun. M
carpimsal alt modil oldugundan her N alt modili icin N = IM olacak bicimde bir
I'ideali vardir. Boylece PM € N = [M olur. PM < IM iken de P < I dir. Clnki
PM < IM iken P € [ olmasaydiyani P & [ olsaydi p € I olacak sekilde bir

p € P bulunabilirdi. p € Pve her m € M igcin pm € PM olur ve pM S PM bulunur.
Buradan p € [ oldugundan pm & Imve her m € M igin pM & IM olur. Bu da
PM < IM olmasi ile geligir. Dolayisiyla P & I dir. Bu ise P nin maksimal ideal olmasi ile
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celisir. Bu celiski PM € N € M olacak sekilde N alt modilinin varhiginin kabuliinden

kaynaklanmaktadir.

Sonuc olarak, PM yi kapsayan 6z alt modil yoktur ve PM maksimal alt modulddr.
Onerme 5.14 M bir carpimsal sol R —modiil ve P bir maksimal ideal olsun.

(1): M #= PM ise M/PM modilu carpimsal basit sol R/P — moduldir ve

R = P 4+ ann(M /X) olacak sekilde bir X devirli alt modlu vardir.

(2) : M/PM modiliu en fazla iki alt moddle sahip devirli modildiir ayrica ya M = PM
ya da PM, M nin maksimal alt moduludir [1].

ispat (1) : M carpimsal sol R —modiil iken P maksimal ideali icin M /PM nin carpimsal

sol R/P -modiildiir. Oncelikle bunu gostermeliyiz. = M sol R —modiliiniin N alt

modyilleri igin de M /PM nin alt moddlleri N/PM seklindedir. Clnk ;
a+PM,b+PM € N/PMigina,b € N olmak lzere;
(a+PM) — (b+PM) = a—-—b+PM € N/PM olur.

r+P€ R/Pigin(r+P)(a+PM) = ra+Pa+PM+rPM=ra+PM € N/PM

olur ve N/PM bir alt modul bulunur.
Simdi de M /PM nin ¢arpimsal oldugunu gosterelim.

Her N/PM alt modilu i¢cin N + PM = (I + P)(M + PM) olacak bigimde I + P ideali
mevcut ise M/PM cgarpimsal olur. M ¢arpimsal oldugundan her N alt modili igin

N = IM olacak sekilde I ideali vardir . Buradan ;

(I+P)M+PM) = IM+ IPM + PM + PPM = IM + PM =N + PM oldugundan
M /PM c¢arpimsal bulunur.

P maksimal ideali icin R/P halkasi basittir, ¢linkli I /P ideali igin P € I € R dir fakat
P maksimal oldugundan I = R ya da [ = P olmaldir. Dolayisiyla I /P ideali R/P ya da
0 idealidir. Boylece R/P nin kendisinden ve de sifirindan bagka ideali olmadigindan
basit halka oldugu gorilir. Ornek 5.3 ten de basit halka (izerindeki carpimsal
moddllerin basit modil oldugu soylenir. Yani M/PM carpimsal basit sol R/P-

moduldur.
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Buna gore dnerme 5.5 ten PM # M iken ann (M /X) & P olacak sekilde X devirli alt

modlinin var oldugunu biliyoruz. P maksimal ideali igin
ann(M/X) € P oldugundan birr € ann(M/X) iginR = (r) + P yani
ann(M/X) + P = R bulunur.

(2) : Ozellik (1) den M /PM nin basit modiil oldugunu biliyoruz . Eger M/PM = 0 ise
M /PM tek bir alt modiile sahip devirli modil olur. Eger M/PM # 0 iseyaniM # PM
ise PM maksimal alt modul olur ¢inki PM © N < M i¢cin N/PM ; M/PM nin bir alt
moduili olur fakat bu da basit olmasi ile gelisir dolayisiyla PM maksimaldir ve M /PM

nin en fazla iki alt moduld vardir.

Onerme 5.15 R bir halka ve M bir sifirdan farkli carpimsal sol R-modiil olmak izere M

nin maksimal alt modult vardir [1].

ispat: 0 # m € M elemanini alalim. Ann m , R nin bir 6z idealidir ¢linkii aksi olsaydi
yani R = Ann(m) olurdu ve 1 € Ann(m) olurdu ve 1.m =m =0 bulunurdu.

Ann(m) 06z oldugundan Ann(m) € P olacak sekilde bir maksimal P ideali vardir.

Eger M = PMise M c¢arpimsal oldugundan (1 —p)m = 0 olacak sekilde bir p € P
vardir. O halde ;

(1 —-p) € Ann(m) € P olurdu. P maksimal oldugundan 1 —p,P de olamaz geliski
meydana gelir dolayisiyla M # PM dir. M/PM ; R/P basit halkasi tGzerinde carpimsal
sol R/P -modil oldugundan 6rnek 5.3 ten M /PM basit modil yani PM bir maksimal

alt modul bulunur.

Onerme 5.16 R bir halka ve M sifirdan farkh carpimsal sol R —modiil olmak {zere

asagidakiler saglanir.

(1) : M nin her 6z alt modili, M nin bir maksimal alt modilinde kapsanir.
(2) : K ; M nin bir maksimal alt moduli olmasi igin gerek ve yeter kosul

K = PM # M olacak sekilde R nin bir P maksimal ideali olmasidir [1].

ispat : (1) : Sifirdan farkli her carpimsal modiiliin bir maksimal alt moddil icerdigini
gosterelim. M sifirdan farkli ¢arpimsal bir sol R -modil olsun. M sifirdan farkh bir

modil ise 0 # m € M elemanivardir. Ann(m) = {r € R: rm = 0 } kimesi R nin bir
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0z idealidir ¢linki aksi olsaydi yani R = Ann(m) olsaydi 1 € R = ann(m) oldugundan

1 € Ann m olurduve 1.m = m = 0 bulunurdu. Dolayisiyla ann(m) bir 6z idealdir.

R nin her 6z idealini kapsayan bir maksimal ideal mevcut oldugundan, ann(m) yi de

kapsayan ann(m) € P olacak sekilde bir maksimal P ideali vardir.

Eger M = PM ise M garpimsal oldugundan RM = PM yani her m € M igin Rm = Pm
olur. 1 € R oldugundan da 1.m =m =pm vyani (1 —p)m = 0 olacak sekilde bir
p € Pvardir. O halde; (1 —p) € Ann(m) S P olur. P maksimal idealiigin p € P iken
1 —p € P bulundugundan c¢eliski meydana gelir dolayisiyla M # PM dir. M/PM bir
carpimsal sol R/P —modiil oldugundan Ornek 5.3'ten M /PM basit modiil yani PM bir
maksimal alt modildir. Sonug¢ olarak M c¢arpimsal icin P maksimal ideali olmak

Uzere PM maksimal alt moduldar.

(2) : & :PM = K #+ M olacak sekilde P maksimal ideal iken PM bir maksimal alt

modiil olugunu Onerme 5.13 ten biliyoruz .

=: K bir maksimal alt modil olsun . K = PM olacak sekilde P maksimal idealinin
varhgini gostermeliyiz. Tanim 5.2 (2) den (K: M) = Q olacak sekilde bir Q idealinden
bahsedebiliriz.M ¢arpimsal sol R —modil oldugundan (K:M)M = QM = K olur.
Simdi Q@ nun bir maksimal ideal oldugunu gostermeliyiz.Q nun maksimal ideal
olmadigini kabul edelim. Oyleyse Q c P olacak sekilde bir P maksimal ideali
bulabiliriz. Boylece p € Q = (K:M) olacak bi¢cimde bir p € P vardir. p € (K: M)
oldugundan pM € K ve K maksimal alt modil oldugundan K +pM = M olur.
K = QM oldugundan da QM +pM =M = (Q + pR)M € PM c M olur ve PM =M
bulunur.

(1) de gosterildigi gibi her m € M igin (1 — p)m = 0 olacak sekilde p € P bulunabilir.
Her m € M igin (1 — p)m = 0 saglandigindan 06zel olarak x &€ K olacak sekilde bir
X € M elemani segersek (1 — p)x = 0 olacak sekilde de bir p € P bulunur. Buradan K
bir maksimal alt modil ve x € K oldugundan  (x) + K = M olur. Esitligin her iki
tarafini soldan (1 — p) ile ¢arparsak ;

1-p x + 1-p K= 1—p M olurburadan da,
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(1-p)K =(1—-p)M < K bulunur.Boylece(1 —p) € (K:M) = Q < P yani
(1 —p) € P elde edilir. P yi maksimal ideal sectigimizden dolayi p € Pvel —p € P
oldugundan celiski olusur . Oyleyse Q maksimal idealdir ve K = QM dir.

5.4 Sonlu Uretilmis Carpimsal Modiiller

Onerme 5.17 R halka ve M bir sol R —modiil olmak lizere asagidakiler saglanir.

(1) : Her s, tigcin R= I;+]; olacak sekilde I, I,, ...., I, ve ]y, ]2, ..., Jm ler R nin idealleri
ise R = L, + TJL,]; olur.

(2) : M/IMve M/JM sonlu Uretilmis modil olacak sekilde I,] ideali ve M modili
varsa M/ (JI)M modilu de sonlu Uretilmistir.

(3) : M/I;M sonlu Uretilmis modil olmak tzere I, I, ...., I,, idealleri ve M moduli
varsaM / (I, ....[,) M ,M/(I; n I, N ...n [,)M ve

M/(ILM N LM N ....n [,M) sonlu Uretilmis moduldur[1].

ispat (1) : R nin NI; idealine I, N Jj idealine de J diyelim. Her s,t igcin R = [;+];
oldugundan

R=(I+]) v (Itm) € Us+J1Jz v Jm) € Us + J10 )30 e 0 ])

= (Ig+]) € Rdir. Yani(I; +]) = R dir. Aynisekilde
R=(J+1L).J+1)S J+L.,S]+Ln ..nl,=]+1 S Rolur.
Boylece /] + 1 = R bulunur.

(2) : M/ IM ve M/JM sonlu Uretilmis ise X1, X2, - ,Xm ; Vi, ---»Yn € Migin

M= I, Rx;+IM = 7., Ry; +]M dir. Her iki esitligi ) ile soldan carparak
JM = %, Jx; + JIM bulunur ve boylece

n
M= Ry +JM

j=1

= JmRyj+ L +JIM S T Ry;+ L;Rx;+]JIM S M olur. Sonug olarak
M= 7J_iRy;+ {ZiRx;+]JIM bulunur.
f:M — M/JIM dogal epimorfizmasi igin de
f(M)=f TJo4Ry;j+ ZiRx;+]JIM = T Rf(y;))+ {LiRf(x;)bulunur.
Boylece M /JIM sonlu Uretilmistir.
(3) : Ozellik (2) den faydalanilarak timevarimla M/(I,1, ....I,)M nin sonlu iretilmis
oldugunu gosterecegiz. (2).6zellikten M/ IM ve M /JM sonlu Uretilmis iken
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M /(I])M sonlu Uretilmis idi. Yani ;

n=2 icin 6nerme dogrudur.

n=k icin dogru ise n=k+1 icin de dogru mu bunu gosterecegiz.

n=k icin dogru ise M/(I,1, ....I,)M ve M/I;,.1M sonlu uretilmistir. Ozellik (2) den
M/(LI; ....I41)M de sonlu Uretilmis olur ve timevarimdan M/(I;1, ....I,,)M sonlu
uretilmis olur. Boylece M /(I 1, ....I,,)M sonlu Uretilmis ise ;

Ly ..l) M € (LnlLn..n[l)M € ([ MnI,Mn...NIL,M)oldugundan
M/(I;nLNn..n[,))M ve M/(I;MNI,Mn ...n[,M) modilleri, sonlu Uretilmis
olan M/(1;1, ....I,)M modilinin bolim moddllerine izomorf olur. Dolayisiyla
M/(IinLNn..n[))M veM/(I;MNI,Mn ....n I[,M) modilleri de sonlu Uretilmis

olur.

Onerme 5.18 M bir sol R —modiil ve her bogstan farkl { I; } idealler kiimesi icin
et M) = [NnI; + ann(M)]M olsun. Asagidakiler denktir.

(1): M garpimsal sol R —modaildiir.

(2) : N c JM olacak sekilde herhangi N alt modili ve Jideali icin N =IM ve

I c Jolan I idealivardir.

(3) : N c JM olacak sekilde herhangi N alt moduli ve | ideali icin N € IM ve
I < ] olan I idealivardir[1].

ispat : (1) = (2) : M carpimsal modiil olsun . N c JM olmak lzere N = IM ve
I c Jolan I idealini gosterecegiz. I idealini I = ] N (N: M) olarak alalim. M ¢arpimsal
oldugundan her N alt modiilii icin N = (N: M)M dir.Béylece | & (N:M) dir.
Gergekten de eger ] € (N: M) olsaydi her j € ] icin jm € JM olur.

J € N:M oldugundan j € N:M dir. Boylece jm € N olur. Sonu¢ olarak
JM c N olur. {N c JM idi, dolayisiyla JM c N olamaz } . Boylece ] &€ (N:M) oldugu
gorilir. =] N N:M ve ] £ (N: M) oldugundandal c ] ve

ann(M) < (N: M) bulunur. GCuanka r € ann(M) icintM = 0 € N olur.
Dolayisiyla r € (N: M) bulunur. Modidiler kural kullanilarak

J+ann(M))n(N:M) =] n (N:M) + ann(M) = [ + ann(M) bulunur.
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[J+anmn(M)) Nn(N:-M)IM =(JM+0)NN = [[+ann(M)]M =IM =M NN
bulunur. N € JM oldugundanda JM N N = N = IM bulunur ve ispat tamamlanir.

(2) =(3) : N c JM olacak sekilde herhangi N alt moduli ve ] ideali icin N = IM ve
I € ] olanl ideali var olsun . N =IM oldugundan N € IM saglanir ve ispat

tamamlanir.

(3) =(1) : N, M nin bir alt moduli olsun .N alt moduli icin N = LM olacak sekilde bir L
ideali var mi gosterecegiz. i = {K : K, R nin bir idealive N € KM } kiimesi icin ) # @
dir. Cinki R bir ideal ve N € RM = M olur ve R €  dir. I; idealleri ; ¥ nin bos
kiimeden farkli idealler toplulugu olsun. Hipotezden N I; € 1 olur Zorn lemmasi ve iyi
siralama prensibinden ¥ nin en kiigik elemani vardir. J ideali i nin en kiicik elemani
olsun. i tanimindan N € JM dir. N # JM kabul edelim yani (N € JM) . (3). 6zellikten
I c ] ve N C IM olacak sekilde I ideali vardir. Béylece | € Y bulunur. Fakat I c J

oldugundan J nin segimi ile gelisir. O halde N = JM dir ve M ¢arpimsaldir.

Ornek 5.6 Z tam sayilar halkasi, Q rasyonel sayilar halkasi,
R = {(g g): z€Z,q€Q} seklindeki 2x2 lik matrislerin degismeli halkasi ve

M= {(8 g) : g € Q} olsun. Burada M c¢arpimsal R-moddl degildir. Clnki her N alt

moduli i¢cin N = IM olacak sekilde | ideali yoktur. Gergekten de her p € Q igin

ty 0 q
a)(OO

sekilde p,q € Q bulunamayabilir. Sonug olarak M ¢arpimsal degildir. Fakat bir dnceki

a € Z;t,q € Q olmak lzere (8 )= (8 %q) yani her p=aq, a=§ € Z olacak

onermeden her N alt modilil icin N © JM olacak sekilde I € J ve N € IM olan I ideali

vardir[1].

Tanim 5.9 M bir sol R- modiil ve X alt modil olmak Uzere ; eger Y alt modili igin
M=X+Y iken M =Y oluyorsa X alt modiline gereksiz (superfluous) alt modiil

denir[1].
Onerme 5.19 M carpimsal sol R —modiil olmak {izere asagidakiler saglanir.

(1) : R nin M =1IM vyi saglayan her [ideali igin R =1+ ann(M) ise M sonlu

Uretilmistir.
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(2) : Rnin ann(M) < P olacak sekildeki her P maksimal ideali icin M # PM ise

M sonlu Uretilmigtir.

(3) : Her M/M;  bolim moduili sonlu lretilmis olacak sekilde My, M,,.....,M,, ler

M nin alt moddlleriise M/(My N M, N ....n M,;,) de sonlu Uretilmistir.

(4) : Her M/M;  boélim modilu sonlu Gretilmis ve My N M, N ....n M,, = 0 olacak

sekilde My, M,, ....., M,, alt modiilleri varsa M sonlu uretilmistir.

(5) : Her M/M; bolim modull sonlu Uretilmis ve My N M, N ....N M, alt modula
superfluous alt modil olacak sekilde My, M, ....., M,, alt modilleri varsa M sonlu

Uretilmistir[1].

ispat (1) : {X;}, M nin tim devirli alt modiillerinin kiimesi olsun. M ¢arpimsal modiil
oldugundan her X; alt modulu i¢in X; = I;M olacak sekilde [; ideali vardir. [;

idealine I diyelim. M modilini  X; olarak yazabildigimizden

M= X;,= |[I;M = IM saglanir. Hipoteze gore M = IM saglandiginda
R=I1+ann(M) idi. 1€ R = [ +ann(M) olur. {I;} kiimesinin

1€ [,I;+ann(M) olacak sekilde sonlu bir {I;,I,,....,I,} alt kimesi vardir. O
halde M =1.M=[ Y~ L+annM)] . M = ~ M+ 0= 75X olur

Sonug olarak M; M= 7, X; olacak sekilde sonlu alt modullerin toplami

oldugundan sonlu Uretilmistir.

(2) : { P, } ; R nin ann(M) < P olan bitin maksimal ideallerinin kiimesi olsun.
Ann(M) S P; oldugundan hipoteze gére M # P; M olur. Onerme 5.5 e gére M # PM
ise ann(M /X) € P olacak sekilde X devirli alt modili vardi dolayisiyla ; M # P; M ise
ann(M/X;) = (X; : M) € P; yani

X; & P; M olacak sekilde X; devirli alt moduli vardir. X; ve M alt modil oldugundan
tanim5.2 (2)den (X;: M) = ann (M / X; ) idealinden bahsedebiliriz.

R nin ann(M/X;) idealine I diyelim . Buradan ann(M) € ann(M/X;) < I olur.
Gergekten de ; r € ann(M)i¢in rM = 0 dir .Yani her m € M igin rm =0dir. O
halde rm + X; € X; olur. X;alt modil oldugundan r (m+ X;) € X; bulunur .

Buradandar € ann (M/X;) oldugu gorilir.
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I = ann(M/X;) kabulimizden de ann(M/X;) < I oldugu aciktir.

Simdi M nin sonlu Uretilmis oldugunu goéstermek icin iki durumu inceleyecegiz.
(i): R # Iolsun. O halde bir P maksimal ideali vardir kil < P olur.
ann(M) < I oldugunu bildigimizden ann(M) < P olur. { P; } kimesini

ann(M) < P;olan maksimal ideallerin toplulugu olarak seg¢mistik . Dolayisiyla bir
i € ligin P=P;dir. O halde ann(M/X;) €1 S P; bulunur. M c¢arpimsal modl
oldugundan X; = (X; : M)M = ann(M/X;) M S P; M olur. Yani;

X; € P;M dir. Bu ise énerme 5.5 e gore X; & P; M olmasi ile gelisir. Sonug olarak

[ = R olmahdir.

(ii) : I = R oldugunu biliyoruz. R = I nin sonlu bir J alt kimesi vardir ki

R=1= ;g ann(M/X;) olur. M ¢arpimsal modiil oldugundan her j igin
Xi=X;:M)M = ann(M/X;)M dir. DolayisiylaM = RM = [ jc;ann(M/X;) M
=[ jgann(M/X;)M] = ;¢; X; bulunur. J kimesinin sonlu olmasindan dolayi M,
sonlu alt modiillerin toplami olur ve sonlu Gretilmistir .

(3) : M carpimsal modil oldugundan her i € [ ya karsilik M; alt modilleri igin
M; = I;M olacak sekilde I; ideali vardir. Onerme 5.17 (3) ten M/ ;M = M/ M; sonlu
Uretilmis ise

M/ N1, N ...nI,)M de sonlu Uretilmistir.

LnhLn..n[)M < (L {MnLLMn...NnIL,M)oldugundan dolayi

M/(LMALMAN .0 1,M) modili ;

sonlu dretilmis M/ (I; NI, N ....n[,)M nin bir bolim modiline izomorftur ve

boylece M / (I;M N LM N ....0 [, M) modilu de sonlu uretilmis olur.

M; = ;M oldugundan M / (1M nNLbM N ...Nn[,M)=M/M,nNM,n...NM, sonlu

Uretilmis olur.
(4) : (3). ozellikten M/ My N M, N .....N M,, nin sonlu lretilmis oldugunu biliyoruz .

MyNMyN...0nM,=0ise M/ M, "M, N ...nM, =M/(0) = M bulunur ve M

sonlu Uretilmis olur.
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(5): (3).ozellikten M/ M; N M, N .....N M,sonlu Uretilmis idi dolayisiyla
M=N+ M, NM,n....Nn M, olacak sekilde sonlu uretilmis bir N alt modult vardir.

M; N M, n .....n M, superfluous oldugundan dolayi tanim geregi M = N olur. N sonlu

Uretilmis oldugundan M de sonlu uretilmis moddl olur.

5.5 ideallerinin Carpimi Degismeli Olan Halkalar Uzerindeki Carpimsal Modiiller
Lemma 5.1 (Carpimsal Modiiller igcin Nakayamma Lemma)

R bir ideallerinin carpimi degismeli olan halka ve M carpimsal sol R — modiil olsun.
I c J(R) olacak sekilde bir ideal olmak tizere IM = M ise M = 0 dir [12].

Ispat: Her x € M icin x = 0 oldugu gésterilmelidir.

x € M igcin M c¢arpimsal sol R —modil oldugundan onerme 5.3 e goére Rx = KM

olacak sekilde bir K ideali vardir.Hipoteze gore IM = M iken

Rx = KM = KIM = IKM = [Rx = Ix olur. O halde Rx = Ix oldugundan bir a € [
icin x =ax dir. I cJ R oldugundan 1—a birimseldir. Boylece x = ax ise

(1 — a)x = 0 olur. Esitligin her iki yanini soldan 1 —a ~lile carparsak;

(1-a)t 1-ax={1-a)"'0=0 bulunur.Sonug olarak x =0 elde edilir ve

M = 0 bulunur.

Onerme 5.20 R ideallerin ¢arpimi degismeli olan bir halka ve M bir ¢arpimsal sol

R —modiil olsun. I ideali icin M = IM iken asagidakiler saglanir :
(1) Her N alt modilt icin N = IN
(2)Herm € M iginbirb € [ vardirki (1 —b)m = 0 dir[1].

ispat : (1) : M carpimsal oldugundan her N alt modiilii icin N = JM olacak sekilde J
ideali vardir. Hipoteze gére M = [IM iken N = JM = JIM = [JM = IN bulunur.

(2):Herm € Migcin Rm € M ..(i) ve
herm € Micinm = 1.m € Rmolurve M € Rm...(ii) bulunur.

(i) ve (ii) den Rm = M dir. Ayrical idealiicin IR € I veherb € [icinb=b.1 €IR

oldugundan I € IR ve boylece IR = I bulunur.
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Rm=M ve IM =M oldugundan Rm =M =IM =IRm = Im olur. Buradan
Rm =1Im yani 1.m € Im ‘dir. Bir b € I icin 1.m = m = bm bulunur. Oyleyse

m—bm=0=(1-b)m = 0 bulunur.

Tanim 5.10 R bir halka olmak lzere R nin tek bir maksimal sol ya da sag ideali var ise

R halkasina local ( yerel ) halka denir[12].

Onerme 5.21 R ideallerinin garpimi degismeli bir halka olsun. Eger R bir yerel halka ve

M sifirdan farkli bir sol garpimsal R — modiil ise M devirli bir sol R- moduldir[1].

Ispat : R bir yerel halka ise tek bir maksimal sol ideali vardir . Bu ideal, P ideali olsun. P
bir maksimal sol ideal ise PM de maksimal alt modiil bulunur ( Onerme 5.13 ). PM
maksimal oldugundan 6z alt modildir ve PM # M dir. Gergekten de eger PM = M
degil ise yani PM = M ise Nakayamma Lemma ve Jacobsan Radikali tanimi yardimiyla
J(R) =P yani P € J(R) oldugundan M =0 bulunur. Bu da hipotez ile gelisir.
Dolayisiyla PM # M dir.

PM # M oldugundan dolayr m & PM olacak bigimde bir m € Mvardir. M de
¢arpimsal sol R-modiil oldugundan dnerme 5.3 ten Rm = IM olacak sekilde bir I ideali
vardir. I € P olsaydi her iki taraf M ile ¢arpilarak IM S PM kapsamasi elde edilir.
1 € Roldugundan 1.m =m € Rm = IM olur ve m € PM celiskisi meydana gelir.
Dolayisiyla I € P dir. P tek bir maksimal ideal oldugundan I = R olmaldir. Boylece
Rm =IM = RM = M oldugu  gorilir. Sonu¢ olarak ise M = Rm olarak

bulundugundan M devirlidir denir.

Onerme 5.22 R ideallerin carpimi degismeli olan bir halka, M bir ¢arpimsal sol

R —modiil ve P, R nin bir maksimal ideali olsun. O halde asagidakiler birbirine denktir.
(1): M =PM

(2): Her N alt modli icin N = PN dir.

(3) : M nin her devirli X alt moddld icin X = PX dir.

(4) : P, M nin herhangi bir devirli alt modiliintin anhilatoriini icermez [1].

ispat : (1) = (2) : Bir 6nceki 6nermede M = IM iken N = IN idi. Burada M = PM
saglandigindan N = PN bulunur.
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(2) = (3) : Her N alt modili icin N = PN saglanir ise X devirli alt modil igin de
X = PX saglanir.

(3)= (1) : { X; }, M nin tiim devirli alt modillerinin kiimesi olsun. M nin her devirli X alt
modili igin X = PX oldugundan X; devirli alt moddlleri i¢in de X;=P X; olur. M
modulint  X; olarak yazabildigimizden M = X; = PX; =P X; = PM bulunur.

(3) = (4) : M nin her devirli X alt modill igcin X = PX iken P nin herhangi devirli X alt
moddilindn anhilatérind icermedigini gosterecegiz. Yani her devirli X alt moduli icin

ann(X) & P oldugu gosterilmelidir.

Kabul edelim ki ann(X) € Polsun . O halde her iki tarafi Xile carptigimizda
ann(X)X € PX olur. Bu durumda ann(X)X = 0 € PX = X bulunur. Yani ann(X) in
elemanlarindan bagimsiz kapsama her zaman saglanir. Oyleyse ann(X) = R dir.
Kabuliimiz olan ann(X) < P kapsamasina gére R € P bulunur. Fakat bu da P nin

maksimal ideal olmasi ile gelisir. Dolayisiyla ann(X) & P bulunur.

()= (3) : Her devirli Xalt modili icin ann(X) £ P iken X = PX oldugu

gosterilmelidir.

Her X devirli alt moddli icin ann(X) & P ve P maksimal ideal oldugundan

R = P + ann(X) dir. Boylece

X = RX = (P+amm(X))X = PX +ann(X)X = PX + 0 = PX bulunur.

Tanim 5.11 R bir halka ve M bir sol R —modiil olmak tGzere M /N bélim modulinin
sifirdan farkli her K/N alt modilli igin  ann(K/N) = ann(M/N) oluyorsa N alt

moduliine asal alt modul denir [1].

Tanim 5.12 R bir halka ve M bir basit sol R —modiil olmak Gzere ann(M) ye R nin sol

primitif ideali denir [1].

Onerme 5.23 R bir halka, M bir carpimsal sol R —modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii

olsun. O halde asagidakiler saglanir.

(1) : N, M nin bir asal alt moddiliidir gerek ve yeter kosul ann(M/N) R nin asal

idealidir.
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(2) : N, M nin maksimal alt modili ise N, M nin bir asal alt modiillidiir ve R nin bazi

P sol primitif idealleri icin N = PM olur.

(3) : R, ideallerinin carpimi degismeli olan bir halka ise M nin belirli N alt modiilleri icin
R nin sol primitif P ideali M # PM + N olacak sekilde bulunur ve PM, M nin asal alt

modultdar [1].

ispat (1) : = : N,M'nin bir asal alt modilii olsun. Ann(M/N)'nin asal oldugunu

gostermeliyiz.
I[] € ann(M/N) = (N:M) ikenI € (N:M) veya] € (N: M) ise (N: M) asaldir.

I[J] € ann M/N = N:M ikenl & ann M/N olsun. O haldel M/N , M/N bolim
moddlinin sifirdan farkh bir alt modili ve ] € ann I M/N  dir. N asal alt modiil

oldugundan J € ann(M/N) olur ve boylece ann(M /N) asal idealdir.

& : Ann(M/N) = (N: M) = P asal ideal olsun. M c¢arpimsal modil oldugundan
N = (N:M)M = PM'dir. K/N; M/N'nin N =PM & K € M olacak sekilde sifirdan
farkl bir alt modili olsun. PM € K ve M c¢arpimsal oldugundan R nin K = IM olacak
bicimde bir [ ideali vardir. PM € K = IM oldugundan P € I bulunur. Gergcekten de
PM € K = IM iken P & [ olsun. O halde birp € Piginp €& I olur. p € P oldugundan
M C PMvep &l isepm & Im C IM olur . Buradan PM & IM olur bu da hipotez ile
celisir. Sonug olarak ann(M /N) = P & I dr.

K /N, M /N'nin alt modili oldugundan K/N < M /N dir. O halde

ann M/N < ann K/N bulunur. Ann K/N < ann M/N oldugu gosterilirse
N asal bulunmus olur. M carpimsal modil oldugundan N:K K € N'dir. N 06z alt
modil oldugundan N & M ve M € N 'dir. Buradan;

(N:K)K = (N:IM)IM < N olur. Boylece (N:IM)I < (N: M) yani

(N:K)I € (N:M)elde edilr. (N:M)=ann(M/N) asal ideal oldugundan
dolayi (N:K) = ann(K/N) € ann(M/N)ya da I S ann(M/N) olmahdir. Fakat
ann(M/N)=P &I vyani I £ ann(M/N) oldugundan ann(K/N) € ann(M/N)

olmalidir. Béylece ann(K/N) = ann(M/N) bulunur ve N asal alt modulddr.

(2) : N, M'nin maksimal alt modilu olsun . Bu durumda M /N bolim modilu basit

modul olur. M/N basit modil oldugu durumda ann(M/N) = (N: M) primitif sol
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idealdir. Ann(M /N) primitif sol ideal ise ann(M/N) asal idealdir. Clnk{ primitif sol
ideal tanimina gére M /N basit modil olmasi icin gerek ve yeter kosul N'nin maksimal
alt modil olmasidir. N maksimal modil ise r € Rve m € Miginrm € N fakat
m & N olsun. O halde rM =rN +rRm < N olur. Budurumdar € (N: M) olur ve
N asal bulunur. P = ann(M/N) = (N: M) aldigimiz da ise P primitif ideal olur ve M
carpimsal oldugundan N = (N: M)M = PM elde edilir.

(3) : M carpimsal modiil ve P primitif sol ideal ise ; ann(M/K) = P olacak sekilde
M /K basit moduli dolayisiyla K maksimal alt moduli vardir. M garpimsal oldugundan

K = (K:M)M = ann(M/K)M olur. K maksimal alt modiil oldugundan

M # K + N olacak sekilde belirli N alt moddlleri igin ann(M /K) = P ideali bulunabilir.
Yani N'yi kapsayan K maksimal alt modilleri icin M # K + N # ann(M/N)M + N #
PM + N olacak sekilde P ideali bulunabilir. Bu durumda P = ann(M/K) ise

PM = ann(M/K)M = K maksimal alt modiliu bulunur ve K = PM, M'nin maksimal

alt modull ise asal moddldir.

Onerme 5.24 M carpimsal bir sol R-modiil ve N, bir sol R —modiil olsun.

f+ M = N @& N olacak sekilde bir epimorfizmaise N = 0 dir [1].

ispat: g: N®N — N olmakiizereg (x,y) = x ile tanimli déniisiim ve

h: N®N — N olmakizere h(x,y) = y ile tanimh donlsim birer epimorfizmadir.

f: M = N®N,g ve hdonlsimleri birer epimorfizma oldugundan donusimlerin
bileskeleri de epimorfizmadir. Boylece (g o f): M - Nve (ho f): M - N

epimorfizma olarak bulunur.

K= Cek (g o f) veL = Cek (h o f) olmak lzere,
(g o f): M = N bir epimorfizma oldugundan M/ Cek (g o f) = M/K = N ve
ayni sekilde

(ho f): M > N de bir epimorfizma oldugundan M /Cek (h o f) =M/ L

IR
=

bulunur. Boylece ;

M/L = M/K = N oldugundan bir ¢ : M/ K — M/ L olacak sekilde

x,y € M igin Y(x+ K) = (y+ L) iletanimli bir izomorfizma bulunabilir.
Simdiann(M/K) = ann(M/L) oldugunu gosterelim.
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Hera € ann(M/K) icina.(M/K) = 0y/x = K olur. ¢ bir izomorfizma oldugundan
11 da bir izomorfizma yani értendir béylece M/K = 1y~ (M /L) olur. Bu durumda ;

a.(M/K) = ap™ (M/L) =Opsc =%~ Opy) = (%~ (@ (M/L)) bulunur
Boylece a € ann(M/L) bulunur.

Sonug olarak ise ann(M/K) S ann(M/L) elde edilir.

Ayni sekilde ; her b € ann(M/L) igin b.(M/L) = 0y, dir . 3 bir izomorfizma yani
orten oldugundan Y (M /K) = M /L dir. Buradan

Om/, = b-(M/L) =b.yp(M/K) = ¢ (b.(M/K)) = (0y/k) bulunur. Béylece ¥
bire bir oldugundan b. (M /K) = 0,k oldugundan b € ann(M/K) elde edilir.

Sonug olarak ise ann(M/L) € ann(M/K) bulunur ve ann(M/K) = ann(M/L)
oldugu gorilir .

M carpimsal sol R-modiil oldugundan

K =ann(M/K)M = (K: M)M = ann(M/L)M = (L: M)M = L olur. Béylece ;

K = L oldugu goralir.

Hern € N igin f 6rten oldugundan f(m) = (0,n) olacak sekilde birm € M vardir.
g(0,n) = 0 oldugundan (g o f)(m) = 0 elde edilir ve

m € Cek (g o f) =K =1L =Cek (h o ) bulunur. O halde

m € Cek (h o f) oldugundan

(h o f)(m)=(0,n) =n=0o0lurve N = 0dir.

Not : M,R — modil ve N;ler alt modiil olmak tGzere N N; S N olacak sekilde asal alt
modil ise N; € N genel olarak dogru degildir.Fakat M ¢arpimsalsa bu ifade herzaman

dogrudur [12].

Onerme 5.25 R bir halka, M bir ¢arpimsal sol R- modiil ve N asal alt modiil olsun . N;
ler M nin alt modili olmak tGzere N; NN, N ... ... N N, € N iseenazbiriigin N; S N

dir [12].
Ispat: Her N; alt modiilii ve N asal alt modiilii icin Ny N N, N ... ... N N, € N ise
(N::M)n (Ny:M) N ... ... N (Nx:M) € (N: M) olur ve N asal alt modul iken (N: M)

asal ideal olur. Teorem 3.13 ten en az bir i i¢in (N;: M) € N: M olur. Her N; alt moduli

icin M garpimsal sol R-modiil oldugundan N;= (N;: M) M oldugundan

N;=((Ni:M)M S N:M M = N bulunur ve ispat tamamlanir.
40



BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Tez calismasi sonucunda, halkanin degismeli olmadigi durumda modiillerin ve 6zellikle
¢arpimsal modullerin hangi 6zelliklere sahip oldugunu gordik. Boylelikle ¢carpimsal
modadillerin alt modiilleri, sonlu Gretilmislik durumlari veya bunun gibi birgok 6zel hali;
moddlin tzerinde kurulu oldugu halkanin degismeli olup olmamasi ile iliskili oldugu
sonucuna varildi . Boylece, halkanin baska 6zellikleri dikkate alinarak moddliin ve

carpimsal modulin farkli davranislar sergileyip sergilemedigi incelenebilir.
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