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ALT MODULLERIN YARI RADIKALLERI

Elif OZEL

Matematik Ana Bilim Dali
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Tez Danismani: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Bu ¢alismada degismeli halkalarda asal ve yar1 asal alt modiilleri incelemek igin
oncelikle halka ve modiillerle ilgili genel bilgiler verilmistir. 3. boliimde degismeli bir
halka iizerindeki asal alt modiil tanim1 ve genel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra asal
alt modiillerin noetherian modiillerle, serbest modiillerle ve asalimsi alt modiillerle olan
iligkileri aragtirilmistir. Son olarak yar1 asal alt modiiller arastirilmig ve yari asal alt
modiillerin genel 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Halka teorisi, modiil teorisi, asal alt modiil, yar1 asal alt modiil,
yar1 radikal
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In this study, firstly ring and modiile theory were described for research in prime and
semiprime submodules in commutative ring. In the 3. part, definition and basic
properties of prime submodules in a commutative ring were given. Then,, the relation
between prime submodules, noetherian modules, free modules and primary modules
were researched. Finally, semiprime submodules and their basic properties were
examined.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

2009 yilinda F. Callialp ve U. Tekir, “ Degismeli Halkalar ve Modiiller” adl1 kitapta
halkalar ve modiiller ile ilgili temel tanim, teorem ve 6zellikleri incelemis ve asal alt

modiiller, carpimsal modiiller, noetherian ve artinian modiilleri anlatmastir [1]

2003 yilinda R. Ameri “ On the Prime Submodules of Multiplication Modules” adli
makalesinde carpimsal bir modiiliin asal ve yar1 asal alt modiilleri ile ilgili bazi

Ozellikleri ispatlamistir [2].

2007 yilinda D. S. Malik, Sen J. N. ve M. K. Introduction to Abstract Algebra isimli
kitabinda grup, halka, modiil ve vektor uzay1 kavramlarini incelemislerdir [3]

1988 de C. P. Lu “M- radicals of Submodules in Modules” adli makalesinde asal alt
modiiller ve radikalleri ile ilgili baz1 6zellikleri incelemistir [4].

2003 yilinda D. P. Yilmaz “On Prime Submodules of Finitely Generated Free Modules”
adli makalesinde sonlu {liretilmis serbest modiillerin asal alt modiilleri ile ilgili bilgi
vermistir [5].

2009 yilinda R. J. Nezhad ve M. H. Naderi ¢arpimsal modiillerin asal ve yar1 asal alt

modiilleri ile ilgili temel tanim ve teoremleri vermistir [6].

2012 yilinda G. Yesilot ve M. Ozavsar Soyut Cebir Coziimlii Problemleri adl1 kitabinda
grup, halka, cisim yapilar1 hakkinda inceleme yapmislardir [7].

1984 yilinda C. P. Lu “Prime Submodules of Modules” adli makalesinde asal alt

modiiller ile ilgili temel Ozellikleri vermis, maksimal P- asal alt modiillerini,



genigletilmis IM alt modiillerini ve noetherian modiillerin asal alt modiillerini
incelemistir [8].

1992 yilinda R. L. McCasland ve M. E. Moore “Prime Submodules” adli makalesinde

serbest modiillerin asal alt modiilleri lizerinde inceleme yapmustir [9].

D.G. Northcott 1968 yilinda “Lessons on rings and multiplicities” adli kitabinda
halkalar ile ilgili temel bilgiler vermis ve modiiller, alt modiiller, serbest modiiller,
asalims1 modiiller, noetherian halka ve modiiller ile ilgili bilgi vermistir [10].

I.Kaplansky 1970 yilinda “Commutative Algebra” adli kitabinda modiiller ve idealler
ile ilgili temel olusturmak amacli bir ¢alisma yapmistir[11].

2008 yilinda H. A. Tavallace ve R. Varmazyar yar1 asal alt modiil tanimin1 yapmis yar1
asal alt modiillerin temel ozelliklerini vermistir. Ayrica asal alt modiiller ile olan

iliskisini de incelemistir [12].

2000 yilinda R. Y. Sharp “Steps in Commutative Algebra” isimli kitabinda halkalar, alt

halkalar, idealler ve modiiller ile ilgili temel bilgiler vermistir [13].

H.Hacisalihoglu 1975 yilinda “Lineer Cebir” adli kitabinda vektoér uzaylar ile ilgili

temel Ozellikleri vermis ve daha sonra modiil tanimini1 vermistir [14].

Elbette bu ¢aligsma alanlar1 bu kadarla sinirl degildir. Asal alt modiillerin projektif, flat
modiiller ile birlestirilmesi gibi daha nice konularla ¢alisma yapilmistir. Fakat bu
calismada bu konulari incelemeyecek ve bunlarin ayrintilarina burada deginmeyecegiz.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez, modiil teorisi alaninda c¢alisan herkesin yararlanmasi amaciyla hazirlanmistir.
Halka teorisi ve modiil teorisi ile ilgili temel kavramlar verilecektir. Daha sonra asal alt
modiiller konusu ayrintil bir sekilde anlatilacaktir. Asal alt modiillerin diger modiiller
ile iligkileri verilecektir. Daha sonra yar1 asal alt modiiller ile ilgili bilgi verilecek ve
asal alt modiillerde saglanan bazi1 6zelliklerin yar1 asal alt modiillerde de benzer sekilde
saglandigini géstermeye calisacagiz.



1.3 Hipotez

Birimli ve degismeli bir halkanin asal idealleri ile asal alt modiiller arasinda benzerlikler
vardir. Halkalar i¢in Cohen Teoremi gibi bazi temel teoremler birimli ve degismeli bir
halkada asal alt modiiller i¢in de saglanir. Ayrica asal alt modiiller i¢in saglanan temel

Ozelliklerin yar1 asal alt modiiller i¢in de saglandig1 gosterilebilir.



BOLUM 2

2.1 On Bilgiler

Tanmm 2. 1 S bir kiime ve <, S iizerinde bir bagmt1 olmak iizere (S,<)sistemi

1) Yansima 6zelligi: Her a€Si¢in a<a
ii)Ters simetri ozelligi: a<bve b<aise a=b
iii)Gegisme ozelligi: a<bve b<ciken a<c

ozelliklerini sagliyor ise S ye kismi siral kiime denir. Eger (S,S) sirali kiimesinde

her a,b e Si¢in a <bveya b <aise bu sirali kiimeye tam sirah denir. [1]

Tamm 2. 2 Sirali bir kiilmede bir elemanin kendisinden kesin biiyiik bagka bir eleman
yoksa bu elemana maksimal eleman denir. [1]

Tamim 2. 3 Siral1 bir kiimenin tam sirali alt kiimesine zincir denir. [1]

Lemma 2. 1 (Zorn Lemma) Bostan farkli bir S sirali kiimesinin, her zincirinin S de

bir st sinir1 varsa, S sirali kiimesinin en az bir maksimal elemani vardir. [1]

2.2 Halkalar

Tanmm 2.2.1 R bos olmayan bir kiime olsun. R tizerindeki (+) ve (.) ikili islemleri

igin, asagidaki 6zellikleri saglayan (R, +,.) ticliisiine halka denir.

i) (R,+) abelyan bir grup,



i) Hera,b,c e R i¢in, (ab).c=a.(b.c) (birlesme ozelligi ),

iii) Her abceRigin , a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc ( carpmanin

toplama iizerine dagilma o6zelligi )
Ek olarak;

Her a,beR i¢in ab=Db.aise R’ ye degismeli halka

Her aeRi¢in l;.a=a.l, =a olacak sekilde bir 1; e R elamani varsa, R’ ye
birimli halka denir. [1]

Buradan itibaren ab =ab yazilacaktir ve halkalarimiz birimli degisimli olacaktir.

Teorem 2.2.1 (R,+,.) bir halka olsun. Oyle ise asagidakiler saglanir.
i) Her aeRi¢in a.0, =0.a=0; dir.
i) Her a,beR i¢in a.(-b)=—ab=(-a)b dir.
iii) Her a,b e R igin (—a).(—b)=ab dir.
iv) Her a,b,ceR i¢in a(b—c)=ab—ac ve (b—c)a=ba—ca dir. [1]

Tanim 2.2.2 Halka sadece 0, dan ibaret ise yani 0, =1 ise halkaya trivial halka
denir. [1]

Tamim 2.2.3 R bir halka ve a€ R olmak tizere ab=0 olacak bi¢imde bir 0=beR
varsa, a elemanina halkanin sifir béleni denir. [1]

Tamm 2.2.4 R bir halka ve 0, #a€R olsun. ab=1, olacak sekilde beR varsa, a

elemanina terslenebilir veya birimsel eleman denir. [1]

Tanimm 2.2.5R birimli ve degismeli bir halka ve 1; #0;olsun. Eger R ’nin 0, dan

bagka sifir boleni yoksa, R ’ye bir tamlik bolgesi denir. [1]

Tanim 2.2.6 Birimli ve degisimli bir halkanin sifirdan farkli her elemanin tersi varsa
halkaya cisim denir. [1]



Ornek 2.2.1 Q,R,C adi toplama ve garpma islemine gore birer cisimdirler fakat Z bir

cisim degildir.

Tamim 2.2.7 Bir R halkasinda a <R igin, a° =aise a elemanma idempotent eleman

denir. ¥ aeRigin, a“ =0 olacak sekilde bir k > 0 tamsayisi bulunabilirse a elemanina
nilpotent eleman denir. [1]

Tanim 2.2.8 R bir halka &= | = R olsun.
1.Her a,bel i¢cin a—bel ve

2.Her ael veher reR i¢in rael
ise | ’ya R ’nin bir ideali denir.

0={OR} ve R’nin kendisi her zaman bir ideal oldugundan, trivial olmayan her

halkanin en az iki ideali vardir. R ’nin kendinden farkli her idealine has ideal denir. [1]

Ornek 2.2.2 Tamsayilar halkas1 Z ’nin idealleri toplamsal alt gruplarindan ibarettir. [7]

Teorem 2.2.2 R bir halkave I, (ieA) , R nin ideallerinin bostan farkli bir toplulugu
olsun. O zaman ﬂ I. de R ’nin bir idealdir. [1]

ieA

Tanmmm 2.1.1 A R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R ’nin A’y1 kapsayan en kiiglik

idealine A’nun iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. A={a}tek elemanli bir kiime

ise (A)=(a) ya a’mn urettigi temel ideal denir. A={a,,a,,...,a,} sonlu bir kiime ise

n

(A)’ya sonlu iiretilmis bir ideal ve A’ya da bir iireteg sistemi denir. [1]

Tamm 2.2.9 Her ideali bir temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi denir. [1]

Onerme 2.2.1 R halkasinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R ’nin 0 ve
R ’den baska higbir idealinin olmamasidir. [1]

Tanmim 2.2.9R bir halka, | ve J iki ideal olsun.

| +J={a+b:ael,beJl}’ ye | ve J ideallerinin toplami ve



1J ={Z:aibi g el,veb ed,n eZ*} ‘ve | ve J ideallerinin ¢arpimi denir. 1J ve
| +J de R ’nin idealleridir. [1]

Tanmm 2.2.10 Rve S iki halka olsun. Her a,b € Rigin
f(a+b)=f(a)+f(b) ve f(ab)="f(a)f(b)
kosullarini saglayan f :R— S fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.

Eger bir homomorfizma 1-1 ise monomorfizma, orten ise epimorfizma ve hem 1-1
hem de orten ise izomorfizma adi verilir.

Cekf ={reR: f(r)=0}
kiimesine f ’nin ¢ekirdegi denir. Cekf , R ’nin bir idealidir. [1]

Tanmm 2.2.11 |,R halkasinin bir ideali olsun. w:R — F\% , m(r)=r+1 ile tanimh

fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. ©” ye dogal (naturel) homomorfizma denir.

[7]

Teorem 2.2.3 (l.izomorfizma Teoremi) Eger f:R—>S bir orten halka

homomorfizmast ise f ;R = f(R)=S “dir. [7]
Cekf

Tanimm 2.2.12 P,R halkasimin bir has ideali olsun. a,beRicin, abe P olmas1 aeP
veya b e P olmasii gerektiriyorsa P ’ye bir asal ideal denir. [1]

Ornek 2.2.3 p, Zde bir asal ve nde bir bir pozitif tam say1 olsun. <p“> nin bir asal
ideal oldugunu gosterelim. abe < p”> ve ag < p”> olsun. Bir reZvardir 6yle ki
ab=rp"dir. p", ay1 bélmediginden p boler b ve boylece bazi qeZigin b=qp dir.
Boylece b" e < p”> dir. [3]

Onerme 2.2.2 P, Rhalkasmimn bir asal ideali ve 1,,1,,...,1, de R halkasinm bir takim

idealleri olsunlar. Bu taktirde agagidaki ifadeler birbirine denktirler.

DBir j=12,...,n i¢in, P> Ij



2P (),
i=1

3P, dir. [1]

i=1

Onerme 2.2.3 Rbir halka olsun. P — R idealinin asal olmas igin gerek ve yeter kosul
% boliim halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidir. [1]

Tamm 2.2.12 |, R halkasimin bir ideal olsun.
JI={reR:birneNigin r" 1}

kiimesi R halkasinin | * y1 kapsayan bir idealdir. Bu ideale | idealinin radikali denir

ve /1 ile gosterilir. [1]

Onerme 2.24 |,R halkasimin bir ideal olsun. | idealinin radikali R’ nin |’ y1
kapsayan biitiin P asal ideallerinin arakesitidir. [1]

Onerme 2.2.5 R bir halka ve | bir ideali olsun. | idealinin radikali, 1 y1 kapsayan tiim

asal ideallerin kesisimidir: [1]

Ji=rP

Pev(l)
Sonug 2.2.1 R bir halka olsun. Nil radikal

JO=N(R)= () Pdir. [1]

Pe Spec

Teorem 2.2.4 |,R halkasini bir has ideali olsun. R’ nin | € J < R kosulunu saglayan
her J idealii¢in, | =J veya J =R oluyorsa | ‘ya R ’nin maksimal ideali denir. [1]

Teorem 2.2.5 R bir halka ve M =R bir ideal olsun. M > nin R ’nin bir maksimal
ideali olmas1 gerek ve yeter kosul her xe R—M i¢in M +<X> =R olmasidir. [7]

Ornek 2.2.4 F bir cisim ise tek maksimal ideali 0 dir. [1]

Onerme 2.2.6 R bir halka olsun. M — R idealinin maksimal olmas1 igin gerek ve yeter

kosul % boliim halkasinin bir cisim olmasidir. [1]



Sonug 2.2.2 Her maksimal ideal asaldir. [1]

Teorem 2.2.6 Sifirdan farkli her R halkasinda en az bir tane maksimal ideal vardir.
[13]

Sonug¢ 2.2.3 J, R ’nin bir has ideali ise J ’yi kapsayan bir maksimal ideal vardir. [1]

Tanmim 2.2.13 R halkasinin tek bir tane maksimal ideali varsa, R’ ye bir lokal ( yerel)
halka denir. [1]

Ornek 2.2.5 F bir cisim ise tek maksimal ideali 0 oldugundan, bir yerel halkadr. [1]

Tanim 2.2.14 R halkasmin tim maksimal ideallerinin arakesitine Jacobson Radikali
denir ve J (R) ile gosterilir. [1]

Ornek 2.2.6 J(Z)= () (p)=0dur.[1]

peZ asal

Onerme 2.2.7 acR elemanin, Jacobson radikalinde olmast icin gerek yeter kosul her
r e Rigin, 1—-ar € R elemaninin birimsel olmasidir. [13]

Tanim 2.2.15 |,R halkasinim bir ideali olsun. | P asal ideali i¢in, | = P = P olacak

sekilde hicbir P asal ideali yoksa P’ ye 1’ mm bir minimal asal ideali denir. Ozel
olarak, | =0 idealinin minimal asallar1 O dan ibarettir. [1]

Teorem 2.2.7 n=2 olmak tizere , I, 1,,...,1, ler R halkasinin idealleri olsunlar. Her

i#=jigin I, +1,=R (i, j=1..,n) ise
Lol = LN1 Nl di [1]

Teorem 2.2.8 (Cin Kalan Teoremi) n=>2 olmak iizere, I;,1,,...,1, ler R halkasinin

idealleri olsun. Her i# j icin I, +1, =R (i, j=1..,n) ise r € R olmak iizere,

i) f(r)=(r+1,...,r+l1,) ile tanimlanan f:R—)%x...x% homomorfizmasi
1 n

ortendir.

ii) RI e % x...x% izomorftur. [1]
172**"n 1 n



Tamim 2.2.16 |ve J, R ‘nin iki ideali olsun. (1:J)={reR:rJ c I} c | kiimesini

tanimlayalim.
(0:3)={reR:rJ =0}
ile tanimlanan kiimeye J ’ nin sifirlayicis1 denir ve Ann(J) ile gosterilir. [13]

Tamim 2.2.17 R bir tamlik bolgesi ve F,R’ nin kesir cismi olsun. | ,R modiil F ’ nin
bir alt modiilii olmak iizere XI — R olacak sekilde O#XxeR varsa |’ ya R’ nin

kesirsel ideali denir. | kesirsel ideal ise 1J =R olacak sekilde J ideali varsa | * ya
terslenebilir ideal denir. [1]

Ornek 2.2.7 R=Z ve F=Q icin | = %Z ise 1,7 ’in kesirsel ideali ve terslenebilir

idealdir.

Onerme 2.2.8 R halkasinim bir | ideali igin, asagidaki ifadeler denktir.

1) I =+/J olacak sekilde bir J | (R) bulunabilir.

2) |, R ’nin bir takim asal ideallerinin arakesitidir.

31 =1

dir. [1]

Tanim 2.2.18 Yukaridaki 6nermenin denk kosullarindan birini saglayan ideale radikal
ideal denir. [1]

Tanmim 2.22.19 R degismeli bir halka ve Q, R’nin bir ideali olsun. Va,beR,

abeQve agQolmasi pozitif bir ntam sayisi igin b" € Q olmasini saghyorsa Q’ ya

asalimsi ideal denir. [3]

Teorem 2.2.9 Q, degismeli bir R halkasinda bir ideal olsun. O zaman

1),/Q, R’ nin bir ideali ve \/Q 2Q,
2)Eger Q bir asalimsi ideal ise \/6bir asal idealdir. [3]

Tanmm 2.2.20 Q, R halkasiin bir asalimsi ideali olsun. P asal ideali i¢in P = \/6 ise
Q’ ya P -asalimsi ideal denir. [3]

10



Ornek 2.2.8 i, pozitif bir tam say1 olsun. Z de bir p asali i¢in <pi> , (p)- asalimsidur.

(p)= <pi> oldugunu gostermek yeterlidir. ae <pi> olsun. Bir pozitif ntam sayisi

vardir 6yle ki a" e<pi>dir. Boylece, bazi reZigin a" =rp'dir. Buradan pl ave
ae(p) dir. <p‘>g<p>elde edilir. Tersine, ae(p)olsun. teZvardir dyle ki

a=tpdir. Bu esitlikten a'=t'p'e(p')olur. ae [(p')ve (p')c [(p') elde edilir.
Esitlik elde edilir. [3]

Teorem 2.2.10 Q ve P, Rhalkasinin idealleri olsunlar. Q asalimsidir ve P :\/6 dir

ancak ve ancak

NQcPcQue
ii)abeQ,agQ olmasi b € P olmasini saglar. [3]

Tamm 2.2.211, Rhalkasinin bir ideali ve her i=12,..,n i¢in Q,ler P - asalimsi

idealler olmak iizere,

I =Q,NQ,N..nQ,

seklinde yazilabiliyorsa, bu yazilisa |’ nin bir asalims1 ayrisinu ve | idealine de
ayrisabilir ideal denir. Ayrica, asagidaki iki kosul saglaniyorsa bu ayrigima minimal
asalimsi ayrisim denir.

1)B,P,,...,P, ler Rnin farkl asal idealleridirler.

2)Her j=1,2,...,nigin, (|Q = Q,dir. [3]
B
Tanmm 2.2.22 |, Rhalkasinin ayrisabilir bir ideali ve |’ nin bir minimal asalimsi

ayrisgimi, 1=12,...,n ve \/Q_i: P olmak iizere,

I =Q,NQ,N..nQ,

olsun. n elemanh {R,P, ,Pn}kﬁmesine, | ya iliskin asal idealler kiimesi denir ve

{R
Ass(1)={P,P,,...,P,}ile gosterilir. [1]
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Tamim 2.2.23 R bir tamlik bolgesi ve S =R\ {0} olarak alimirsa, S™'Rde sifir bélen

yoktur ve 0dan farkli her eleman birimsel oldugundan cisimdir. S'Rye Rnin kesir
cismi denir. [1]

Ornek 2.2.9 Z_deki birimsel elemanlarin kiimesi, yani tiim sifir bolen olmayan

elemanlar kiimesi S =7 _“lizere, S7Z, i belirleyelim.

Her teSigin, %=Z—:Olur. Snin elemanlar1 birimsel oldugundan, herbir %yi aT

olarak ifade edebiliriz. [1]

Tanim 2.2.24 R halkasin1 ideallerinin her artan

Lcl,c..cl, c..

zinciri sonlu adimda durursa, R’ ye Noetherian halka denir. [1]
Teorem 2.2.11 R halkasini ideallerinin her azalan

Lo, 2.2l 2.

zinciri sonlu adimda durursa R’ ye Artinian Halka denir. [1]
Ornek 2.2.10 Her cisim artinian halkadir. [1]

Teorem 2.2.12 Her artinian tamlik bolgesi cisimdir. [1]

Sonug 2.2.4 Artinian halkanin her asal ideali maksimaldir. [1]

Sonu¢ 2.2.5 Rartinian halkasinda nil radikal ve jacobson radikali aynidir, yani
N(R)=J(R)dir. [1]

Teorem 2.2.13 (Cohen Teoremi) Her asal ideali sonlu iiretilmis bir halka

noetheriandir. [1]

Tamim 2.2.25 Bir i¢ isleme gore V bir abel grubu ve H da iki islemi sirasiyla toplama
ve ¢arpma olan bir cisim olsun. V iizerinde bir dis islem olarak tanimlanan ve asagidaki
aksiyomlar1 saglayan bir H xV —V doniisiimiiniin var oldugunu kabul edelim. Bu
halde V kiimesine H cismi lizerinde bir vektor uzay denir.
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1)H xV —V donisiimii V tizerindeki V xV —V ig¢ islemi {izerine dagilabilirdir.
2)HxV —»V doniisiimic Hdaki +:HxH — Hi¢ ( toplama ) islemi iizerine
dagilabilirdir.

3)HxV —»V doniisimi Hdaki (.):HxH —>Hi¢ ( ¢arpim ) islemi ile
birlesebilirdir.
4)H xV —V déniistimiiniin birim elemam H {izerindeki (.):HxH —H i¢

( garpma)

2.3 Modiiller

Tanim 2.3.1 (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlar ile R

deki elemanlarin skaler carpimi , RxM — M fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyor
ise, M’ ye R iizerinde bir modiil veya kisaca R - modiil denir. [1]

i) Her reR veher mm'eM igin, r(m+m’)=rm+rm’
ii) Her r,r'eR veher meM igin, (r+r')m=rm+rm
iii) Her r,r'eR ve her meM igin, (rr')m=r(r'm)

iv) Her meM i¢in, Im=m

Ornek 2.3.1

1.Her R halkasini, skaler carpimi halkadaki ¢arpim alarak, kendisi iizerindeki bir R -
modiil olarak diisiinebiliriz. [1]

2. |, Rhalkasinin bir ideali ise | bir R - modiildiir. [1]
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3. I,R halkasinin bir ideali ise Rx F\% — F\% skaler ¢arpimi , (r,s+1)>rs+1 ile

tanimlanarak F\% bir R - modiil yapilabilir. [1]

4.V ,K cismi iizerinde bir vektor uzay: ise V ’ yi bir K - modiil olarak diisiinebiliriz.

[1]

5. H birimi 1 olan degisimli bir halka olsun. H iizerinde tanimlanan

8 .- By
[aij]: : .t |, a; €H seklindeki biitin mxnmatrislerin kiimesi H, " olsun.
a

ml mn

Lay J+[by J=[a+b;]

tanimlayarak H, " yi bir H - modiil yapabiliriz. [14]
c|a; |=[ca; |,ceH

Tamim 2.3.2 R bir halka, M bir R- modiil vee N € M bos olmayan bir alt kiime
olsun. N de kendi basina bir R - modiil ise N ye M nin alt modiilii denir. [1]

Ornek 2.3.2 M modiiliiniin kendisi ve sifirdan ibaret {OM } =0 alt kiimesi M nin bir alt

modiiliidiir. [1]

Ornek 2.3.3Rhalkasmi R- modiil olarak diisiindiigiimiizde, alt modiilleri R nin
idealleridir. [1]

Onerme 2.3.1R- modiill M nin bos olmayan bir N < M alt kiimesinin alt modiil
olmasi igin gerek ve yeter kosul her r,r'eR, her mmeN igin,
rm+r'm’ e N olmasidir. [1]

Tanmm 2.3.3 M bir R - modiil ve X < M bir alt kiime olsun. X alt kiimesini kapsayan,

tiim alt modiillerin arakesitine X in iirettigi alt modiil denir ve (X )ile gosterilir. [1]

Ornek 2.3.4

1) X =@ise (X)={0, 1,

2) X =Jise (X)={Zrixi ‘r eRVvex eX,i=1,2,...,,n,neN}
i=1
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3) X ={X,X,,..., X, } sonlu bir kiime ise,
(X):{erixi ‘reRvex eX,i :1,2,...,m}: RX, +RX, +...+ Rx_ oldugu agiktir. [1]
i=1

Tamm 2.3.4 M bir R - modiil, me M olsun. {m} nin iirettigi alt modiil

(m)=Rm={rm:reR}ye mile iiretilmis alt modiil denir. Eger M =(m) olacak
sekilde bir me M bulunabilirse, M ye devirli modiil denir. X < M sonlu bir kiime

olmak iizere, M =(X) ise M ye sonlu iiretilmis modiil denir. [1]

Ornek 2.3.5 R halkasi, R = R.1, oldugundan, R - modiil olarak devirlidir. [1]

Onerme 2.3.1 R bir halka, | bir ideali ve M bir R - modiil olsun.

IM :{Zrimi relvemeM,i :1,2,...,n,neN}ile gosterelim.

i=1

1) IM, M nin bir R - alt modiilidiir.
2)1 ve I', Rnin iki idealiise 1(1M)=(11")M
3) | = Ratemel ideal ise IM =(Ra)M ={am:meM }dir. [1]
Onerme 2.3.2R bir halka, M bir R - modiil, N bir alt modiilii ve @# X < M bir alt

kiime olsun.
(N:X)={reR:rX c N}ile gosterelim.

1)(N:X), R’ nin idealidir.
2)(N:X)=(N:(X))dir. [1]
Tanmm 2.3.5 R bir halka, M bir R - modiil ve & # X < M bir alt kime olsun.

(0:X)={reR:rX =0} idealine X in sifirlayicis1 denir ve Ann(X) ile gosterilir. [1]
Tamim 2.3.6 R bir halka, M bir R - modiil olsun.

(0:M)={reR:rM =0}
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idealine M modiiliiniin ~ sifirlayicist  denir ve  Ann(M) ile gosterilir. Eger

Ann(M)=0ise M modiiliine sadik ( faithfully ) modiil denir. [1]

Teorem 23.1Rbir halka, M bir R-modil, {N;}ler ve Nalt modilleri ve

& # X < M bir alt kiimesi olsun.

i) [ﬂNi:X]:ﬂ(Ni:X),

iel iel

ii) (N:ZNijzﬂ(N:Ni)

icl iel
iii) N ve N’ alt modiilleri i¢in, Ann(N +N")=Ann(N)~Ann(N’) dir. [1]
Onerme 2.3.3Rbir halka ve M bir R-modiil, 1da Rnin bir ideali olsun.
| = Ann(M )ise,

% xM — M skaler garpimim (r+1,m)— rmile tanimlayarak R - modiil M bir % -
modiil yapilabilir. [1]

Onerme 2.3.4 Rbir halka ve M bir R -modiil ve N de M nin bir alt modiilii olsun.
Rx M%\I — N%\I skaler garpmmum  (r,m+N)—rm+Nile tammlayarak, N%\I

toplamsal boliim grubu, bir R -modiil yapilabilir. N%\I ye boliim modiilii denir. [1]

Tamim 2.3.7 R bir halka, M ve N de R-modiil olsunlar. Bir f:M — N fonksiyonu,

her m,m" e M i¢in,
f(m+m')=f(m)+f(m),

her reRve her meMigin, f(rm)=rf(m)kosullarim sagliyorsa, f ye bir modiil

homomorfizmasi veya R - homomorfizma denir.

Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma, 6rten ise epimorfizma ve hem bire bir
hem orten ise izomorfizma denir. M den M ye homomorfizmalara endomorfizma,
M den M ye izomorfizmalara da otomorfizma denir. [1]

Tamim 2.3.8( Dogal Homomorfizma ) Rbir halka, M bir R- modiil ve N bir alt
modiilii olsun. p:M — N%\l , p(m)=m+Nile tamiml fonksiyon bir orten

homomorfizmadir. Bu fonksiyona dogal homomorfizma denir. [1]
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Teorem 2.3.2( Homomorfizma Teoremi ) Rbir halka ve f:M —>N bir

homomorfizma olsun. %ekf = f(M)=Im f dir. [13]

Teorem 2.3.3( 1. izomorfizma Teoremi ) R bir halka, M,ve M,, R- modiil M nin
iki alt modiili ve M, = M, olsun. Bu taktirde, M%/I de % in bir alt modiiliidiir.
1 1

Ayrica,

(%J =M/ dir. [1
%/Mz :

Teorem 2.3.4(2. Izomorfizma Teoremi) R bir halka, M bir R -modiil ve M, ile

M, de iki alt modiil olsunlar. Bu taktirde,

W:I\/%MlﬂMz)_)(Ml+M%/|2 , m+(M;AM,)—>m+M,ile tanimli fonksiyon

bir izomorfizmadir. [1]

Ornek 2.3.6 M bir R-modiill ve meMolsun. g, :R—Rm, g, (r)=rmile tanimh

fonksiyon bir Orten homomorfizmadir ve c¢ekirdegi, Ann(m) dir. Su halde ,
R ~ i
/Ann(m) ~ Rmdir. [1]

Tamm 2.3.9 Sifirdan farkli bir modiiliin, sifir ve kendinden baska hi¢bir alt modiili
yoksa, bu modiile basit modiil denir. [1]

Ornek 2.3.7 Cisim kendisi iizerinde bir basit modiildiir. [1]

Tamim 2.3.10 Bir M modiiliiniin has bir alt modiilii N olsun. M nin N yi kapsayan
N den baska higbir has alt modiilii yoksa N ye bir maksimal alt modiil denir. [1]

Tamm 2.3.11 Bir M modiliniin 0 dan farkli bir alt modili N olsun. M nin, N de
kapsanan 0 dan bagka higbir alt modiilii yoksa, N ye bir minimal alt modiil denir. [1]

Ornek 2.3.8 Rbir halka, M bir R- modiil ve N bir alt modiilii olsun. N nin bir

maksimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N%\I nin bir basit modiil

olmasidir. [1]
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Ornek 2.3.9 Rbir halka, M bir R- modiil ve N bir alt modiilii olsun. N nin bir

minimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N nin bir basit modiil olmasidir. [1]
Onerme 2.3.5 R bir halka ve M bir R - modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) M bir basit R - modiil <> her 0=me M i¢in, M =Rm,
2)M bir basit R- modiil ise her 0#meMigin Ann(m), Rnin bir maksimal
idealidir. [1]
Tamm 2.3.12Rbir halka ve {M,}

O ailesi, bir R- modiller ailesi olsun. Her

I € | bileseni m, € M, olmak iizere,

[IM; ={(m):m eM,,iel}Kartezyen ¢arpim kiimesini alalhm. Toplama ve garpim

islemlerini bilesen bilesen tanimlayarak;

(mi)+(mi'):(mi +mi') ve r(m)=(rm)

islemleri altinda, | [M, bir R -modiildiir. R - modiil [ [M,ye, {M,}  ailesinin direkt

iel

carpimi denir. Bu c¢arpimda, bilesenlerinden ancak sonlu tanesi sifir olmayan

elemanlarin olusturdugu alt kiime de bir alt modiildiir. Bu alt modiile de {M,}

iel

ailesinin direkt toplamu denir ve @, , M, ile gosterilir. [1]

iel

Tamim 2.3.13Rbir halka, M bir R- modil ve {M,}.

o ailesi, M nin bir R -alt

moduller ailesi olsun.

1) M =ZMi , yani, her meM elemani, m, € M,olmak {iizere sonlu toplam

iel

olarak, m= Z m;, seklinde yazilabiliyor ve

iel

2) Bu yazihs ancak tek tiirlii ise M, {M,}.

., alt modillerinin i¢ direkt toplami

denirve M =@®,_, M, ile gosterilir. [1]
Tamim 2.3.14 R bir halka, M bir R -modiil ve S = {ym}aEI de M nin bir iiretec sistemi

olsun. Her me M elemani, r, e R, y, €S olmak {izere, m= Zraya seklinde sonlu bir

ael

toplam olarak yazilabiliyor ve bu yazihis tek tiirlii oluyorsa, S={y,} _ ye M nin bir

tabam denir. M modiiliine de bir serbest modiil denir. [1]
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Ornek 2.3.10 Her Rhalkas1 kendisi iizerinde bir serbest modiildiir. Taban olarak,
{1; } almabilir. [1]

Ornek 2.3.11 Her vektor uzay: bir serbest modiildiir. Ciinkii her vektor uzaynm bir
tabani vardir. [1]

Tammm 2.3.15R bir tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun. me M eleman:i igin
rm = Oolacak sekilde bir 0 =r € Rvarsa, mye M nin bir burulmali elemani

T(M)={meM :rm=0 olacak sekilde bir 0+ r € R var}

alt modiiline de M nin burulmali alt modiilii denir. T(M)=M ise M ye burulmali

modiil T(M)=0ise M ye serbest burulmah modiil denir. [1]

Ornek 2.3.12 V, F cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun. Su halde V bir serbest
burulmali modildir. A€V, 0=feFve Af =0olsun. F bir cisim oldugundan

f e Fdir. AMff ' =0ve A =0elde edilir. [1]

Onerme 2.3.6 R bir tamlik bdlgesi ve M bir serbest R -modiil olsun. M bir serbest
burulmali R - modiildiir. [1]

Ispat M bir S :{Xj}j , tabanli serbest R- modiil ve xeT (M )olsun. Su halde

ax = 0olacak sekilde 0+ aeRvardir. X= Z a;X; olsun. Boylece
jed

O:aX:Z:(aaj)Xj olur. Sbir taban oldugundan, her jeJigin aa; =0olur. Rbir

jed
tamlik bdlgesi oldugundan, her je Jigin a; =0olur. Sonug olarak x=0ve bdylece

M bir serbest burulmali R - modiildur.

Tamim 2.3.16 R bir halka, M bir R - modiil ve N, M nin bir has alt modiilii olsun.
Her reR ve meMicin rmeN ve mgNolmast bir t>0 tam sayisi i¢in

r' €(N:M)olmasim gerektiriyorsa, yani,
reRmeMigin, rmeN iken re,(N:M) veya meNise Nye asalims: alt
modiil denir. [1]

Ornek 2.3.13 R bir halka olsun. Her R - modiil R nin asalimsi alt modiilleri asalimsi
idealleridir. [1]
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Onerme 2.3.7M bir R - modiil ve N, M nin bir asalims: alt modiilii olsun. Su halde

(N:M)=Ann ( N%\') , Rnin bir asalimsi idealidir. [1]

Tanmmm R bir halka, M bir R- modiil ve N, M nin bir asalimst alt modiltu olsun.
(N:M)=Pise Nye P-asal idealine iliskin asalimsi alt modiil veya kisaca P -

asalimsi alt modiil denir. [1]

Onerme 2.3.8 Rbir halka, M bir R-modiil ve¢ N, M nin bir has alt modiilii olsun.
Rnin bir P ideali i¢in, asagidaki iki kosul saglaniyorsa, P bir asal ideal ve N de
M nin bir P -asalimsi alt moduludiir.

i)JHer re Rve me M i¢in rme N ve m¢ N olmasi r € P olmasini gerektirir.
i) r € P ise bir k pozitif tam sayis1 icin r*M < N dir.[1]

Tammm 2.3.17 R bir halka, M bir R -modiil ve K, M nin bir alt modiili olsun. K,
M nin sonlu sayida asalimsi alt modiillerinin kesisimi olarak yazilabiliyorsa K, M de
asalimsi1 ayrisima sahiptir veya K ayrisabilir bir alt modiil denir. [1]

Tamim 2.3.18 R bir halka, M bir R -modiil ve K, M nin bir asalims1 ayrisimi mevcut

olan bir alt modiil olsun. Her ie{1,2,..,s}i¢in, N; bir P, -asalims: alt modiil olmak

iizere, K nin

K=N,AN,n..nN,

minimal asalimsi ayrisgimini alalim. Su halde, her ie{l, 2,...,S}igin P ler farklidir.

Ayrica B, P,,...,Pasal idealleri, Ktarafindan tek tiirld belirlidir. P,P,,...,P asal
ideallerine, M nin  Kalt modiline iliskin asal idealleri denir ve
Ass(K)={R,P,,..., P, }ile gosterilir. [1]

Tamm 2.3.19 R bir halka, M bir R -modiil olsun. M nin alt modullerinin her artan

M, cM, c..c M, c...zinciri sonlu bir adimda durursa M ye Noetherian modiil
denir. [1]

Ornek 2.3.13 Z - modiil Z noetherian modiildiir. [1]
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Ornek 2.3.14 7 - modiil Q noetherian degildir. Gergekten, (%) c (%) c (%j c...bir

sonsuz zincirdir. [1]

Tanmm 2.3.20 R bir halka ve M bir R -modiil olsun.

Z(M)={reR: bir0=meM igin, rm=0} kiimesine, M iizerindeki sifir bolenler

kiimesi denir. [1]

Tamm 2.3.21 R bir halka ve M bir R - modil olsun. M nin alt modillerinin her azalan

M,oM,>..oM, o..

zinciri sonlu bir adimda durursa M ye artinian modiil denir. [1]

Ornek 2.3.15 Z- modiil Z artinian degildir. Ciinkii Znin alt modiillerinin azalan
zinciri sonlanmaz. [19]

Ornek 2.3.16 Z - modiil Z _ sonlu oldugundan artiniandir. [1]

Teorem 2.3.5 F bir cisim ve V, F cismi iizerinde vektdr uzayr olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

i)V sonlu boyutlu F - uzayidir.
i)V artinian F - modiildiir. [1]

Tanmm 2.3.22 Rbir halka, M bir R-modiil olsun. M nin her N alt modili i¢in
N =IM olacak sekilde, R halkasinin bir | ideali varsa, M ye bir ¢arpimsal modiil
denir. [1]

Ornek 2.3.17 Her devirli modiil carpimsal modiildiir. [1]

M =Rmbir devirli R- modil ve N, Mnin herhangi bir alt modili ise
(N:M)M c Noldugu agikti. neN olsun. M =Rmoldugundan, n=smolacak

sekilde bir seR vardir. Boylece Rn=sRm=sM < N olur. Su halde se(N:M) ve
n=sme(N:M)M bulunur.  Béylecee Nc(N:M)Molur.  Sonug  olarak,
N =(N:M)M dir.
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Onerme 2.3.9 R bir halka, M bir carpimsal R -modiil ve N, M nin bir alt modiilii ise
N :(N : M)M dir. [1]

Lemma 2.3.1R bir halka M, sadik ¢arpimsal R -modiil ve P, R halkasinin bir asal
ideali olsun. a€ Rve X e M olmak iizere, ax € PM ise a € P veya x € PM dir. [1]
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BOLUM 3

ASAL ALT MODULLER

Tamim 3.1 R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bir has alt modili olsun. Her
reRve meMigin, rme N olmast meNveya re(N:M) olmasim gerektiriyorsa

N ye R-modiil M nin bir asal alt modiilii denir. [1]

Ornek 3.1 R halkasinin her asal ideali R -modiil R nin bir asal alt modiiliidiir. [1]

Ornek 3.2 R bir tamlik bélgesi olmak iizere T (M), R-modiil M nin has burulmali alt

modiilii ise M nin bir asal alt modiiliidiir. Gergekten, 0#r e Rve me M olmak iizere,

rmeT (M ) ise trm =0 olacak sekilde bir 0=t € R vardir. R tamlik bdlgesi oldugundan
rt = 0ve bdylece meT (M) olur. [1]

Ornek 3.3 Bir vektdr uzaymin her has alt modiilii asaldir. V, K cismi iizerinde bir
vektor uzayr ve W, V nin bir alt uzayi olsun. Her k e K, veV i¢in kv eW olsun. K bir

cisim oldugundan k™' e K dir. k kv eW ve v eW bulunur. [1]

Ornek 3.4R bir halka, I,,1,ve P idealleri olsun. Pasal ve I, I, cPise I, c Pveya
I, = P oldugunu biliyoruz. Bu 6zelligi asal alt modiiller i¢in genel olarak sdyleyemeyiz.
Gergekten, Z - modill ZxZyi goz online alalim. Su halde (0,0) asal alt modiil ve
(Zx0)N(0xZ)=(0,0) olur. Fakat, Zx0(0,0)ve 0xZ (0,0)dr. [1]

Lemma 3.1 R bir halka, M bir R -modiil ve N, M nin bir has alt modiili olsun. N alt

modiiliiniin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul (N :M)nin, R halkasinn asal ideali

olmasi ve N%\I nin bir serbest burulmali %N ‘M ) -modiil olmasidir. [1]
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Ispat (:>) N, R-modiil M nin bir asal alt modiili ve a,beRolmak iizere,

abe(N:M)ve bg(N:M) olsun. Su halde abM = Nve bM & N olur. Boylece

abte N ve btgN olacak sekilde teM vardir. N, R-modiil M nin bir asal alt
modiilii oldugu i¢in, a (N : M) olur. Béylece (N : M )bir asal idealdir.

M X R _ o - P 1 n v R
%\l nin serbest burulmali % N M ) modiil oldugunu gosterelim. 0#r e % N:M )

Ve me N%\I olmak iizere rm=0olsun. Su halde rmeN ve r ¢(N:M)olur. N asal

alt modiil oldugundan, me N ve bdylece m = 0olur.

(<:): N%\I bir serbest burulmali %N : M) -modiil olsun. N nin asal alt modiil

oldugunu gosterelim. r e Rve me M olmak iizere rmeN ve rg(N:M) olsun. Su

- _ ~ - ~ M . R _ . -
halde rm=0ve r =0 olur. %\I bir serbest burulmali %N ‘M) modiil oldugundan
m=0ve boylece me N olur. N, R - modiil M nin bir asal alt modiiliidiir.

Onerme 3.1 R bir halka, M bir R -modiil ve N, M nin bir asalimsi alt modiilii olsun.

Su halde N nin bir asal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (N:M)nin,

R halkasinin bir asal ideali olmasidir. [1]

Ispat (=):Lemma 3. 1 den agiktur.

(<):(N:M), Rhalkasmimn asal ideali olsun. r e Rve me M olmak iizere rme N ve

m¢e N kabul edelim. N asalimsi alt modiil oldugu i¢in bir n tam sayist igin
r"e(N:M) olur. (N:M), R halkasmimn asal ideali oldugu igin, re(N:M) olur.

Sonug olarak N, M nin bir asal alt modiiliidiir.

Onerme 3.2 R bir halka, M bir R -modiil ve N, M nin bir has alt modiilii olsun. Eger
(N:M), Rhalkasmim bir maksimal ideali ise N', M nin bir asal alt modiiliidiir. Ozel

olarak, IM # M olacak sekilde, R halkasinin her | maksimal ideali i¢in IM , M nin bir
asal alt modiiliidiir. [1]

Ispat (N ‘M ) =P, R halkasimin maksimal ideali oldugu i¢in N%\I , % cismi tizerinde

bir vektor uzayidir. Su halde M%\I bir serbest burulmali % - modiildiir. Lemma 3. 1

den N, M nin bir asal alt modiilidiir.
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| =(IM :M)oldugu agiktir. Fakat |, R halkasimn maksimal ideali ise, | =(IM :M)

olur. Su halde IM, M nin bir asal alt modiiliidiir.

Teorem 3.1 R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bir has alt modiili olsun. N
nin bir asal alt modiil olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul R halkasmin bir 1 ideali ve

M nin bir D alt modiilii igin ID< N olmasinm, 1 (N:M) veya Dc N olmasidur.

[1]

ispat (:>): N, R-modil M nin asal alt modiili olsun. |, R halkasinin bir ideali ve

D, M nin bir alt modiilii olmak iizere, ID c N fakat D ¢ N oldugunu kabul edelim.
ael alalim. Su halde ad e N ve d ¢ N olacak sekilde bir d € D vardir. N asal alt
modiil oldugu igin, a€(N: M) olur. Sonug olarak I (N :M) oldugu goriiliir.

(<): N nin bir asal alt modiil oldugunu ispatlayalim. r e R ve me M olmak iizere,
rmeNve meN olsun. Su halde (r)(m)c N ve (m)=Rma N olur. Hipotezden,

(r)c=(N:M) ve boylece re(N:M) olur.

Onerme 3.3 R bir halka, M bir R - modiil ve¢ N, M nin bir maksimal alt modiilii ise
N asaldir. [1]

ispat N, M nin bir maksimal alt modilii olsun. reR ve meM olmak tizere,
rme N fakat mg N olsun. Su halde maksimallik kosulundan N +Rm= M dir. Boylece

rM=rN+Rrmc N, yani re(N:M) olur. Béylece N, M nin bir asal alt

modulidiir.

Sonu¢ 3.1 M sonlu iiretilmis bir modiil ise M nin her has alt modiiliinii kapsayan bir
asal alt modiil vardir. [1]

Onerme R bir halka, {N;:iel}, R-modil M nin asal alt modiillerinin bostan farkli

bir ailesi ve bu aile tam siral1 olsun. Su halde ﬂ N;, M nin bir asal alt modiiliidiir. Eger

iel

M sonlu iiretilmis ise U N;, M nin bir asal alt modiiliidiir. [1]

iel
ispat N:ﬂNi olsun. Su halde N, Mnin bir has alt modilidir. reR ve

1€l

me M olmak tizere, rme N fakat, m¢ N olsun. Boylece m¢ N, olacak sekilde i€l
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vardir. N, asal alt modiil oldugu icin, r e(Ni ‘M ) olur. j, I nin herhangi bir eleman1
olmak tizere, N; <= N;iser e(N ;i I\/I) oldugu agiktir. Obiir yandan N ;N ise

rme N;ve mg N, oldugundan re(Nj :M) olur. Sonug olarak re(N: M) olur.

K :UNi olsun. M sonlu {iretilmis oldugundan Kbir has alt modiildiir. reRve

iel
m e M olmak iizere, rm e K fakat, m¢ K olsun. Bir i el icin rme N, ve meg N, olur.

N; asal alt modil oldugu i¢in, re(N;:M)c(K:M) olur. Boylece Kasal alt

moduldiir.

Tamm 3.2 R bir halka, M bir R - modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger bir
P asal alt modiilii i¢in, N < Pve P bu 6zellikteki en kii¢iik alt modiil ise Pye N alt

modiiliiniin bir minimal asal alt modiilii denir. (0) alt modiiliiniin bir minimal asal alt

modiiliine de, M nin bir minimal asal alt modiilii denir. [1]

Onerme 3. 4R bir halka, M bir R - modiil olsun. N, M nin bir has alt modiilii ve P de
N yi kapsayan bir asal alt modiil ise N nin P de kapsanan bir minimal asal alt modiili
vardir. [1]

Ispat Nyi kapsayan ve P de kapsanan biitiin asal alt modiillerin kiimesini Qile
gosterelim. Su halde P eQve boylece Q= olur. Qda ters kapsama bagintisinin
verdigi siralamayi alalim. Q dan alinan her zincirin bu siralama bagintisina gore, bir en
kiiglik tist sinir1 vardir. Clinkii, zincirdeki tiim asal alt modiillerin arakesiti de bir asal
alt modiildiir. Su halde Zorn Lemmaya gore, Qnin bir maksimal eleman1 vardir. Bir
maksimal eleman C olsun. C € Qoldugu i¢in, Casal alt modiil ve NcCc P dir.
Eger, N < D < C olacak sekilde, bir D asal alt modiilii varsa DeQ ve C<D olur.
C, Qda maksimal oldugundan C=Dolur. Sonu¢ olarak C, N alt modiiliiniin

minimal asal alt moduludir.

Sonug¢ 3. 2 Sonlu iiretilmis modiiliin her has alt modiilli, en az bir minimal asal alt
modiile sahiptir. [1]

Sonug¢ 3. 3 Bir modiiliin her asal alt modiilii en az bir minimal asal alt modiil igerir. [1]

Tanmim 3. 3R bir halka, M bir R - modil ve N, M nin bir has alt moduli olsun. N,
M nin bir has alt modiilii olsun. N yi kapsayan asal alt modiiller varsa, N yi kapsayan
tiim asal alt modiillerin kesisimine, N alt modilinin M - radikali denir. Bu radikal,
rad,,N veya kisaca radN ile gosterilir. Eger N yi kapsayan asal alt modiil yoksa,
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rad,,N =M olarak tanimlanir. Ozel olarak, rad,,M =M olur. rad,, (0)radikaline

M nin radikali denir. rad,,N = Nise N ye radikal alt modiil denir. [1]

Onerme 3.5M bir R- modiil ve N ile Lalt modiilleri olsun. Su halde asagidakiler
saglanir.

1.N cradN ,
2.rad (radN ) =radN,

3.rad(NnL)cradN nradL,
4. R halkasinm her | ideali i¢in, rad ( IM ) =rad (\/I_ M ) ,

5.,/(N:M)g((radN): M) dir.

6. M sonlu iiretilmis bir R - modiil ise radN =M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
N =M olmasidir. [1]
Ispat 1. Radikal tanimindan agiktir.

2. xeN olsun. NcradN oldugundan xeradN dir. Dolayisiyla xerad(radN)

bulunur. Tersine y erad(radN) olsun. yeradN oldugu agiktir. Dolayisiyla esitlik
elde edilir.

3. xerad(NNL) olsun. Tammdan x, NNLyi kapsayan asal alt modiillerin

kesisimindedir.
x, N yikapsayan asal alt modiillerdedir. Buradan x € radN elde edilir.

X, Lyi kapsayan asal alt modiillerdedir. Buradan x eradL elde edilir. Sonug olarak,
x € radN nradL bulunur.

4. 1Al ise IMcJIM ve boylece rad(lM)grad(\/l_M) dir. Tersine, x" e/l
olsun. O zaman x™ el olacak sekilde n,meZ" vardir. me M olsun. x"m eJIM dir.

(x“m)m —x™m" < IM elde edilir. /IM cIMve rad (\ﬁl\/l)g rad (IM) bulunur.
Boylece esitlik elde edilir.

5. Eger N =radM ise aciktir. Aksi halde, N yi kapsayan bir Kalt modiilii var ve
(K:M), (N:M)yi kapsayan bir asal idealdir. Su halde, (N ‘M ) c(K:M), yani
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J(N:M)M c Kdir. Bu kapsama, Nyi kapsayan her K asal ideali i¢in dogru

oldugundan aj(N :M)M cradN yani /(N:M)M g((radN): M) elde edilir.

6. N=M ise tamimdan radN =M dir. Tersine, radN =M ise N yi kapsayan asal alt
modiil yoktur. Dolayisiyla N =M dir.

Teorem 3.2R bir halka, M sonlu iretilmis bir R- modiil ve N ile L alt modiilleri
olsun. Su halde radN +radL=M < N + L =M olmasidir. [1]

Ispat (=):radN+radL=Mve N-+L=Mkabul edelim. M sonlu iiretilmis

oldugundan N+ L cT olacak sekilde bir maksimal T alt modiilii vardir. T maksimal
oldugundan asaldir. T asal oldugundan, N < T olmast radN cTve LcT olmasi
radL T olmasini gerektirir. Su halde radN +radL < T olur. Bu ise varsayimimizla
celisir.

(<): NcradN ve L cradl oldugundan, N +L =M olmas:
radN + radL = M olmasini gerektirir.

M bir R - modiil olmak tizere, 1) J(R)M < radM
2) nil(R)M crad (0) < radM dir. [4]
Ispat1) Vr € J(R), me M igin rme M dir.

2) Vrenil(R)i¢gin r"=0olacak sekilde bir neZ vardir. VmeM igin

rm e nil(R)M olur. Buradan r"me (0) ve r"merad(0)elde edilir.
(0) < M oldugundan rad(0) < M oldugu agiktir.
Teorem 3. 3 R bir artinian halka ve M bir R - modiil olsun. O zaman

1)radM = J(R)M ve 2) radM =M nin asal radikalidir. [4]
Ispat 1)Rbir artinian halka oldugundan nil(R)=J(R) dir. Ayrica;
nil(R)M < radM oldugunu biliyoruz. Buradan J(R)M cradM elde edilir. Tersine,

meMalaim. meradMdir. meJ(R)Mdir ¢inkii modil i¢in tammlanan
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fonksiyonun goriintii kiimesinden sectigimiz m elemani J (R) M ye diiser. Dolayisiyla

esitlik elde edilir.

2)radM = J(R)M =nil(R)M crad (0) < radM oldugundan ispat tamamlanur.

Teorem 3.4 Rbir halkave 1, 1,,...,1, ler Rnin idealleri olsun.
rad(1,...1))=rad (1, ..n1 ) dir. [11]

Ispat rad(l,..1,)crad(l,n..n1,) oldugu agiktir. Tersine, a e radl, N..Nradl,
olsun. 1<i<miken Viigin bir n tamsayist vardir oyle ki o el dir.
n=n+n,+..+n olsun. O zaman o"=a"a™..a™dir. a" el l,..I dir. Dolayisiyla

aerad(l,...1)olur. Esitlik elde edilir.

Onerme 3.6 M bir R - modiil olsun. | da Rnin bir ideali olsun. O zaman pozitif bir
n tamsayist i¢in radl"M = radIM dir. [4]

ispat Teorem 3.4 den +/I" =T dur.

Onerme3.5in 4.s1kkindan radIM = rad/I M oldugunu biliyoruz.
radl"M = rad/I"M =radVIM =radIM bulunur.

Onerme 3. 7 Eger Q, R- modil Mnin bir p- asalimsi alt modilii ise
radQ =rad (Q+ pM ) dir. [4]

Ispat Q< Q+pM oldugundan radQcrad(Q+pM) elde edilir.  Tersine,

radQ=ﬂPioIsun. Burada Pler Q yu igeren p,- asal alt modildiir.

iel

p:,/(Q: M)cp, ve pMcpMdir. Q+pM c pM+Qc pM +PR =P elde edilir.
Buradan rad (Q+ pM ) < ]P, =radQ elde edilir.

iel

Onerme 3. 8 M sonlu iiretilmis bir R - modiil ve m, R nin bir maksimal ideali olsun.
Eger Q, M nin m -asalimsi alt modiilii ise radQ bir m - asal alt modiildiir. [4]

Ispat mmaksimal ideal oldugundan ve Q, m- asalimsi oldugundan

m=,/(Q:M) c(radQ:M) ve (radQ:M)=R yada (radQ: M ) =m olmal.
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Eger (radQ:M)=R ise radQ =M olur ve buradan Q =M bulunur. M sonlu iiretilmis
oldugundan celigki elde edilir. Boylece (radQ M ) =molur.

Lemma3.2 N ve L, R-modiil M nin alt modiilleri olsunlar ve P de M nin p - asal
alt modiilii olsun 6yle ki NN L < Polsun. Eger(N :M) & p ise 0 zaman L c Pdir. [4]

Ispat leLve re(N:M)—polsun. O zaman rleNNL<P ve P, p- asal

oldugundan r ¢ (P:M )= pdir. r ¢ poldugundan | € P yani L < P dir.

Onerme 3. 9 A, Rhalkasmim bir ideali ve N de R- modiil M nin bir alt modiilii
olsun. Eger P, M nin AM NN < Psartin1 saglayan bir p- asal alt modiilii ise

AM c Pyada N c Pdir. [4]

Ispat P, Rnin asal ideali ve ((AMNN):M)<(P:M)=poldugundan
(AM:M)c pyada (N:M)c pdir.

Eger (AM :M )« pise lemma3.2 den N < P dir.

Onerme 3.10 Nile L, R-modiil M nin, NNnLcP iken N c Pya da L c Psartim
saglayan alt modiilleri ve P, M nin herhangi bir asal alt modiilii olsun. O zaman
rad (N L) =radN nradL dir. [4]

Ispat rad (N L)< radN nradL oldugunu énerme 3. 5. 3 den biliyoruz. Tersine, eger
rad(NnL)=Mise radN=radL=Mve rad(NnL)=radN nradL=M dir. Eger

rad(NnL)=Mise NNLcP olacak sekilde bir Pasal alt modilii vardir.

Hipotezden NcPya da LcPiken radNcP ya da radLcPdir.
radN nradL < P dir. Buradan esitlik elde edilir.

Yukaridaki iki 6nermeden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.4 M bir R - modiil olsun. O zaman A, Rnin bir ideali ve N, M nin bir alt
modiilii iken rad (AM NN )=radAM MradN dir. [4]

Onerme 3. 11 V bir vektdr uzayr olsun. O zaman V nin L, L,alt uzaylari igin

rad (L, NL, ) =radl, NradL, dir. [4]
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Ispat V nin biitiin alt uzaylar1 (0)- asal alt modiil oldugundan istenen clde edilir.

Tanmm 3.4 M bir R-modil ve N deM nin bir alt modiili olsun. V r e Rigin
rM AN =rN ise N alt modiiline M nin saf(pure) alt modiilii denir. [8]

Ornek3.5R=7,M =7Z,N =2Zolsun.V r e Ri¢inrM "N =rZN2Z = r2Zdir.

Dolayisiyla N saf(pure) alt modiildiir.

Ornek3.6R=7, M =ZxZ, N =Z(a,0)vea e Z" olsun.

rM AN =r(ZxZ)(Zx0)=r(Zx0)dir. DolayisiylaN saf(pure) alt modiildiir.
Sonu¢ 3.4 M serbest burulmali bir R -modiil olsun. N de M nin bir 6z alt modiilii

olsun. N saf(pure) alt modiildiir < N ,M de asaldir ve (N :M)=(0) dur. [8]

Ispat (=):Nsaf(pure) alt modiil olsun. re(N:M) ise rMcN ve
rN=rM NN =rM dir. rm=rnolacak sekilde bir ne N vardir. r(m—n)=0 ise
m-n=0 oldugundan r=0olur ve (N:M)=0elde edilir. YreR ve meM igin
rmeNolsun. rmerM NN =rN dir. Bir neNigin rm=rnise r(m-n)=0dir.
M burulmal oldugundan r=0ise re(N:M) veya m—n=0ise m=neN dir.
Boylece N asal alt modiildiir.

(<):Tersineg, r=0olsun. rNcrM ise rNcrM nNdir. Simdi xerM NN

olsun. X=rm=nolacak sekilde meM,neN vardir. rmeN ise
re(N:M)=0veya meNdir. r=0ise meN ve x=rmeN ise rIMANcN
dir. Esitlik elde edilir.

Sonu¢ 3.5 Z(M),M fizerindeki sifir b6lenlerin kiimesi olsun.
(0) R-modiil M nin bir asal alt modiilidir < Ann(M)=Z(M)dir. [8]
IspatZ(M)={reR:rm=0V m=0}ve Amn(M)={reR:rm=0V meM icin}

dir.
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(=): reZ(M) alahm. O zaman her 0#meMigin rm=0ve aynmi zamanda

r.0=0dir. Buradan reAnn(M)dir. Tersine, VmeMigin rm=0¢&(0)ve
m & (0) olur. (0) asal alt modiil oldugundan r € ((0): M) yani r € Z(M)dir.

(<): Anmn(M)=Z(M)oldugunu  kabul  edelim. VreRve meMigin
rme(0) vemg(0) olsun. Bu durumda rm=0vem=0dir. Dolayisiyla

rM c (0)dir. Buradanr e((O): M) elde edilir.

Tanim 3.5( Von Neumann Regiiler Halkasi ) R bir halka olmak iizere V a € Rigin

a=axa glacak bicimde bir X € R varsa Rye Von Neumann regiiler halkas: denir.

Ornek 3. 7 Biitiin cisimler bir Von Neumann regiiler halkadir.

Onerme 3. 6 Eger M bir Von Neumann regiiler halkasinda bir modiil ise biitiin

asalimsi alt modiilleri asaldir. [8]

Ispat M Von Neumann regiiler halkasinda bir modiil olsun. V reRigin,
r =rxr olacak sekilde birxe R vardir. N, M nin bir asalims1 alt modiilii olsun.

VrekR, me M icinrme N ve m¢ N oldugunu  kabul  edelim. O

zamanr" (N :M) olacak sekilde bir npozitif tamsayisi vardi. rmeN ve

r =rxr oldugundan (rxr)me N dir.

(rxr)meNve meg N oldugundan(rxr)e J(N:M) dir. (rxr)" e(N:M)olacak
sekilde birnpozitif tamsayisi vardir.  r"x"r" e(N:M)ver"x"r"M <N dir.
rxr(rxr)”_1 M cNve modil tanimindan( rxr)”_1 M < M elde edilir. Buradan

(rxr)e(N:M) ve (rxr)M < N bulunur. Buradan re(N:M)elde edilir.

Dolayisiyla N asal alt modiildiir.

Teorem 3.3 M, (N :M)=Pesitligini saglayan bir R -modiil ve N , M nin bir 6z alt
modiili olsun. Asagidakiler denktir:

a) N ,M nin asal alt modiiliidiir.

b) N%\I bir serbest burulmali % - modiildiir.

¢) VreR-Pigin (N:(r))=Ndir.
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d) v J & Pideali igin (N :J)=Ndir.
e) VeeM—Nigin(N:(e))=P dir.

f)M nin N yi igeren biitiin L alt modiilleri igin (N : L)= P dir

0 s5(4)-

hP=z(Mj) "

Ispat a) = b) Onerme 3. 2 de ispatland.

b) =c) N c( ( dlr M%\I nin serbest burulmali % modiil oldugunu kabul
edelim. Keyfi reR—Pigin me(N:(r))olsun. rmeN ve buradan
(r+P)(m+N)=0 dir. rePve N%\I serbest  burulmali % modiil
oldugundanme N dir. (N :(r))= N dir. Buradan esitlik elde edilir.

¢) =d) Nc(N:J)oldugu agiktir. V reR—Pigin (N :(r))= Nolsun. J,R nin

J & Pkosulunu saglayan bir ideali olsun. O zaman bir XeJ—P vardir dyle

kKi(N:(x))=N dir. Simdi me(N:J)olsun. O zamanJmc N dir. Buradan
xme N elde edilir. me(N :(x))= N oldugundan meN dir. (N:J)< N bulunur.
Dolayisiyla esitlik elde edilir.

d)=e¢) V JzPideali  igin  (N:J)=Nolsun. eeM-N alalim.
P = (N:(e))oldugu agiktir. re(N:(e))olsun. O zaman ree N dir. Eger r ¢ P ise
ee ( N :(r)) = N dir. Buradan bir celiski elde edilir. Béylece r € P yani ( N :(e)) cP
dir. Dolayisiyla istenen elde edilir.

e) =>f) V eeM —Nigin (N:(e))=Polsun.

M nin N & L sartin1 saglayan biitiin alt modiilleri

iginP (N :L)dir(N:L) [ (ZRID ((N:RI)=

leL leL
f) =0g) Mnin biitin N ¢ L kosulunu saglayanL alt modiilleri igin(N L)=P

olsun. Qe Ass('v%\l)olsun. N,Q asalimsi oldugundan Q=./(N:M) dir. Ayrica

33



(N:M)= Ann('v%\l) oldugundan Q= Ann('v%\l) dir. O zaman bazi

X e M —N i¢in Q= /Ann(x+N) bulunur. Buradan Q = Ann(x+ N)dir.
Nz(x)+N ve (x)+N, Mnin bir alt modilidir. Hipotezden
(N:({(x)+N))=Pdir. Buradan P((x)+N)cNve PxcNdir. Boylece
P < Ann(x+N)=Qbulunur. Tersine reQ=Ann(x+N)olsun. O zaman bazi
xeM—Nigin rxeNdir. Bdylece r((x)+N)cNvere(N:((x)+N))=P dir.

Buradan Q < P bulunur. Esitlik elde edilir.
g)=h) Ass('\/%\l):Pyani v meM —N i¢in P = Ann(m+ N)dir.

PcZz (N%\I )oldugu aciktir. Simdi xeZ (N%\I) olsun. BazzimeM —N i¢in
xm e N dir. Boylece bazi xeM —Nigin x e Ann(m+N)dir. Buradan x e Pelde

edilirve Z (M%\I ) c P dir. Dolayisiyla esitlik elde edilir.

h) =a) P=Z(MAI)Olsun. VreR , meM—-Nigin rmeN sart1 saglansin.

Dahasi reZ('V%\l):P:(N:M) dir. Béylece rM < Ndir. re(N:M)bulunur.

Buradan N, M nin asal alt moduliidiir.

Onerme 3.7 a) N, R -modiil M nin bir asalims1 alt modiilii olsun. O zaman N

asaldir ancak ve ancak (N :M) , R nin bir asal idealidir. b) M nin bir P -asalims

K alt modiiliinii igeren P -asal alt modiilii varsa 0 zaman K da P -asaldir. [8]

Onerme 3.8 M bir R-modiil ve N , M nin bir 6z alt modiili, mde Rnin bir
maksimal ideali olsun. O zaman N, m-asaldir < mM < N dir. Sonug olarak N,
M nin birm -asal alt modiilii ise M nin N yi igeren biitiin 6z alt modiilleri m -

asaldir. [8]
Ispat (=): N, Mnin bir m-asal alt modiilii olsun. O zaman (N:M)=mdir.

Buradan m < (N : M) dir. Kolon tanimmdan mM < N dir.
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(<): mM < N olsun. Kolon tanmimmdanmc (N :M) olur. mmaksimal ideal idi.
Dolayisiyla m=(N:M)elde edilir. mmaksimal oldugundan asal idealdir ayni

zamanda. Buradan N, m -asal alt modiil elde edilir. Sonug olarak N, M nin bir m -
asal alt modilii ve K, M nin bir alt modiilii olsun dyle ki N < K sart1 saglansin.
Ispatin ilk kismmmdan mM < N c K dir. Bdylece K, M nin bir m-asal alt

modulidiir.

Onerme 3.9 M bir R-modiil ve N , M nin bir maksimal alt modiilii olsun. N asal

alt modiildiir ve(N : M), R nin bir maksimal idealidir. [8]

Ispat N, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. M%\I bir cisimdir. Dolayisiyla
N%\I bir basit R -modiildiir. Biitiin basit modiiller devirli oldugundan N%\I bir basit
devirli R -modiildiir yani bazi me M%\l icin '\/%\' =Rmyve
Ann(ﬁ) = Ann('\/%\I ) =(N:M) maksimaldir. Maksimal ise asaldir kosulundan

N bir asal alt modiildiir.

Sonu¢ 3.6 M sonlu iiretilmis bir modiil olsun. O zaman M nin biitiin 6z alt

modiilleri bir asal alt modiil tarafindan igerilir. [8]

Ispat M sonlu iiretilmis bir modiil veN , M nin bir 6z alt modiilii olsun. Sonlu
tiretilmis bir modiiliin biitiin 6z alt modiilleri bir maksimal alt modiil tarafindan

kapsanir. Maksimal ise asaldir kosulundan istenen elde edilir.
3.1.Maksimal P -Asal Alt Modiilleri

Tamim 3.1.1 M bir R-modiil ve. N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger N, M nin
bir P -asalimsi alt modiilii ve M nin herhangi bir P -asalimsi alt modiilii tarafindan
icerilmiyorsa N ye maksimal P -asalimsi alt modiil denir.[8]

Onerme 3.1.1 E bir R-modiil ve N, E nin bir P -asalimsi alt modiilii ve A, R nin
bir ideali olsun. Eger A (N:E)ise(N:A), Enin bir P -asalims alt modiiliidiir.
[10]

Ispat vV reRve xeEolsun. oA ve oaxgNolsun. O zaman

r(ax)=oa(rx)eNve oxg N dir. Buradan r e P dir.
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Simdi r e Poldugunu varsayalim. Bir pozitif m tamsayis1 vardir oyle ki

r"E< N < (N:A)dir. Yani (N:A) , Eninbir P -asalims: alt modiiliidiir.

Onerme 3.1.2 M bir R-modiill ve N , M nin bir maksimal P -asalimsi alt

modiilidiir < N, M nin bir maksimal P -asal alt modiiliidiir. [8]

Ispat (=):N, Mnin bir maksimal P-asalimsi alt modiil olsun. Eger
re(N:M)ise onerme 3.1.1 den (N :(r))bir P -asalims1 alt modiildiir. Ayrica
(N:(r))=Noldugunu teorem 3.3 den biliyoruz. N maksimal oldugundan aym
zamanda asaldir. Boylece (N:M)asal ideal oldugundan
(N:M)=(N:M)=Poldugundan N, M nin bir maksimal P -asal alt
modiilidiir.

(<): N, M nin bir maksimal P -asal alt modiilii olsun. (N:M)=P dir. N asal alt

modil ise asalimsi alt modiildiir. Dolayistyla N asalimsi bir alt modiildiir. Buradan

istenen elde edilir.

3.2 Genisletilmis IM Alt Modiilleri

Bu béliimde R-modiill M nin genisletilmis IM alt modiillerini inceleyecegiz.

Buradal , R nin asal ya da asalimsi idealleridir.

Teorem 3.2.1: Rbir halka vel ,R nin bir ideali olsun. M ,n eleman tarafindan
tiretilmis bir R -modiil olsun. Xe Rve XM < IM ise biry e | igin (X” +y)M =0dir.

[11]

ispat a,a,,...,a elemanlart M yi dretsin. Vi=12,..,n i¢cin Xa € XM < IM ve

n
y; € | olmak tizere Xa, = Y_ y;a, dir. Buradan
[
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(X_yll)ai_ylzaz —..—Y,a, =0
_Y21a1+(X—y22)8.2 —=Y,,a =0

_ynlal_ynzaz _"'+(X_ynn)an =0

denklem sistemini elde ederiz. Katsayilarin determinanti biitiin @, leri dolayisiyla

M vyi sifirlar. Bu determinant X" + y seklindedir.

Onerme 3.2.1 M sonlu iiretilmis bir R -modiil ve | ,R nin bir radikal ideali olsun.
Ozaman (IM:M)=1 < Ann(M)c |

Ispat:(=): (IM:M)=1olsun. Ann(M)={r eR:rM =0} ve
(IM:M)={reR:rM < IM} dir. IIk kisim agiktur.

(<): Ann(M)c | ve r e Rolsun dyle ki relemani (IM : M )de igerilsin. Eger M ,
neleman tarafindan tiretildi ise biry el vardir dyle ki r"+yeAnn(M)c | dir.
Buradan r"elve (IM:M)c Jidir. 1 radikal  ideal  oldugundan

(IM :M)g«ﬁ: | dir. Béylece (IM :M)c I bulunur. I <(IM :M)oldugu agiktir.

Dolayisiyla esitlik elde edilir. [8]
Sonu¢ 3.2.1 P , Rnin sonlu dretilmis bir asal ideali olsun Oyle ki

Ann(P) < Polsun. O zaman (P*:P)= Ann(%z) = P dir. [8]

Ispat Ann(P) c Pise bir dnceki 6nermeden(P2 : P) dir. Buradan(Pz : P) =P elde
edilir.
Sonu¢ 3.2.2 P,Rnin Ann(P)c Psartim saglayan sonlu iiretilmis bir asal ideali

olsun. Asagidakiler denktir:

a) P2, Rnin bir P -asalimsi idealidir.

b) P2, R-modiil P nin bir P -asalimsi alt modiiliidiir.
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c) P?, R-modiil P ninbir P -asal alt modiiliidiir. [8]

Ispat: a) =Db) P?, Rnin bir P -asalimsi ideali olsun. O zaman sonug 3. 2. 1 den

P?, R-modiil P nin bir P -asal alt modiiliidiir. Asal ise asalims1 oldugundan P?,

R -modiil P nin bir P -asalimsi alt modiliidiir.

b) =c) P*> , R-modiil Pnin birP - asalims1 alt modiilii olsun. Sonug 1
den(PZ:P)zP dir. Onerme 3. 7 den (PZ:P) : (PZZP)zPyi iceren bir P -
asalimsi alt modiil oldugundan P?, R -modiil P nin bir P -asal alt modiiliidiir.

¢) =a) Asalimsi ideal ve alt modiil tanimindan aciktir.

Sonug 3.2.3 Eger M sonlu iiretilmis bir R -modiil vem,R nin Ann(M)

yi kapsayan bir maksimal ideali ise mM = M dir 6yle kimM , M nin bir

asal alt modiiliidiir. [8]

Ispat M sonlu iretilmis birR -modiil olsun. Kabulden Ann(M )< mdir.

m maksimal ideal oldugundan ayni zamanda asal idealdir. Onerme 3.2.1 den

Ann(M)cmve  (mM:M)=moldugundan (mM:M)de bir asal idealdir.
DolayistylamM , M nin bir asal alt modiiliidiir.
3.3. Noetherian Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Lemma 3.3.1 M bir R-modiil ve N de bir alt modiilii olsun. Eger asagidaki iki

kosuldan biri saglaniyorsa N sonlu tiretilmistir.

a) N+rMve (N: r) alt modiilleri sonlu olacak sekilde bir r € R vardir.
b) N+Rmve (N :m)alt modilleri sonlu iiretilmis olacak sekilde bir

m e M vardir.[1]

Ispat a) m—rm ile tamml fonksiyon altinda, (N: r) —> NNrMbir Orten

homomorfizmadir. Su halde (N X r) sonlu tiretilmis ise N NrM de sonlu iiretilmistir.

N +rM sonlu iretilmis ise 2. izomorfizma teoreminden

(N+rM%M E%N NrM)
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oldugundan, %N 1M )

de sonlu iiretilmistir. Buradan N alt modiiliiniin sonlu iiretilmis oldugu bulunur.

b) r—rm ile tammh fonksiyon altinda, (N:m)—>NMNRm bir &rten

: . (N+ Rmy N g
homomorfizmadir. Izomorfizma teoreminden Rm = % N A Rm) oldugu

g0z Oniine alinarak istenen elde edilir.

Onerme 3.3.1 N ,R-modiill M nin bir 6z alt modiilii olsun. N nin sonlu iiretilmis
olmadigini ve biitiin alt modiiller arasinda maksimal oldugunu varsayalim. O zaman

N bir asal alt modiildiir. [8]

Ispat Eger reR—(N:M)ise Ng(N:(r))di. Su haldeN+rM,N nin
maksimalliginden sonlu liretilmigtir. N # (N :(r)) ise N nin maksimal olusundan de
(N :(r))sonlu uretilmistir. Yukaridaki lemmadan N nin sonlu iretilmis oldugu

anlagilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece N = ( N : (r)) dir yani N bir asal alt modiildiir.

Son ispatlanan lemma ve oOnermeden halkalar i¢in bilinen COHEN teoremini

modiiller i¢in ifade eden asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.1 Rbir halka, M sonlu tretilmis bir bir R-modiil olsun. M nin
noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her asal alt modiiliiniin sonlu iiretilmis

olmasidir. [1]

Ispat H.I.Karakas m “On Noetherian Modules” isimli makalesinde ispatlanmistir.

3.4 Serbest Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Sonug¢ 3.4.1 F tabam{a, | _ olan bir serbest R-modiil olsun. B F  nin alt modiilii

olsun. O zaman (B:F)=(") _ (B:a,) dir.[9]

Ispat (B:F)={reR:rF cB}dir. rFcBise r{a}c=Bve re(B:a,)elde edilir.

re()(B:a,) sonucuna ulasilir. Tersine, r'e()(B:a,) olsun. r'eﬂ(B:aj) olacak
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sekilde bir jeAvardir. r'a;cBdir. a;ler Fnin tabam oldugundan r'F cBve

r'e(B:F)elde edilir. Buradan esitlik bulunur.

Sonu¢ 3.4.2 Mbir R-modil ve N de bir alt modili olsun. O zaman, N,
M R/AnnM - modiiliinde asaldir < N ,M R -modiiliinde asaldir. [9]

Ispat N, M %nnM - modiiliinde asal olsun. O zaman V r+AnnM e %nnM ve

V meMigin (r+AnnM)me N iken me Nyada (r+AnnM)e(N:M)dir.

(r+AnnM)meNiserm+AnnMmeN  dir.  V r'e AnnMiginrm+rmeN  dir.
rmeNikenmeN yada (r+AnnM)e(N:M)dir. rmeNikenmeN iseN, M R-

modiilinde asaldir. rmeN iken (r+AnnM)e(N:M) ise(r+AnnM)M =N dir.
rM + AnnMM < N dir.V r' € AnnM i¢inrM +r'M < N dir.BuradanrM < N

ve re(N:M) elde edilir. Dolayisiyla N, M R -modiiliinde asaldir. Diger taraf
agiktir.

Teorem 3.4.1 B, F nin alt modiili olsun. KdaR halkasinin kesir cismi olsun.
Eger KB = KF ise(B:F)=0 dur. [9]

Ispat F, serbest R- modiil oldugundan {a,}  gibi bir tabam vardir. A€A igin
KB  KF oldugundan Ka, N KB =0dir. Béylece (B:a, )=0dir. Tersi dogru degildir.

Ornek: F=Z®Z®...... , Z-modill ve B=2Z®4Z®... olsun. (B:F)=0 dir.
Ciinkii  (rZ,rZ,..)<=(2k,4k,...) sartm saglayan rler bulunamaz. Dolayisiyla
(B:F)=0

elde edilir. Fakat Qrasyonel sayilari i¢cin QB =QF dir. Tersini F sonlu boyutlu

oldugunda ve B de F de asalimsi oldugunda diisiinebiliriz. [9]

Teorem 3.4.2 Eger F sonlu boyutlu bir serbest R -modiil ve B, F nin KB = KF sartin
saglayan bir alt modiilii ise (B:F)#=0dur. [9]
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Ispat KB =KF olsun. F serbest R-modiil oldugundan {a, } _ gibi bir tabani vardur. .
O zaman Ka, "KB #0dir. Buradan (B:a,)=0dr.

O;tf[(B:ai)gh(B:ai):(B:F)¢0elde edilir.

i=1 i=

Teorem 3.4.3 F bir serbest R -modiil olsun. B de F nin bir asalimsi1 alt modiilii olsun.
Eger

i) KB=KFise(B:F)#0;
i) KB = KF ise B asaldir. [9]

Ispat: i) F bir serbest R-modiil oldugundan {a,}  gibi bir tabam vardir. KB =KF

ise KBNKa, #0dir. (B:a, )0 dr. Oiﬁ(BZai)gﬁ(Biai):(BiF)dlr.
i=1

i=1

ii) KB=KF ise KBnKa, =0dir. Buradan (B:a,)=0elde edilir. Oasal ideal

oldugundan (B F ) de asal idealdir. Dolayisiyla B asal alt modiildiir.

Lemma 3.4.1 P , Fnin KP = KF sartin1 saglayan bir alt modiilii ve K, R nin kesir
cismi olsun. P asaldir < P=KPF dir. [9]

Ispat Teorem 3. 4. 1 den (P:F)=0dir. Pnin asal oldufunu kabul edelim ve

acKPNFolsun. O zamanr,s eRves #0vep, €Pigin azzipi dir.

d= l_Isi olsun. Dolayisiyla daePdir. Fakat d¢(P:F)oldugundanaeP dir.

i=1
Buradan KP~F < P dir. P KPNF oldugu agiktir. Dolayisiyla esitlik elde edilir.
Tersine, eger P asal degil iseaeF—P ve 0#reRvardir 6yle ki raePdir. Daha

sonraa:lrae KPNF veP=KPANF dir.
r

Teorem 3.4.4 F bir serbest R-modiul olsun. Bde Fnin bir alt modili ve
P=KBNF olsun. Eger KB = KF ise P asal ve KP = KBdir. [9]

Ispat KP=K(KBNF)cK(KB)=KBcKPdir. Ayrica KP =KB oldugundan
KPNF =KBNF =P dir. O zaman P asaldir.
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3.5. Sonlu Uretilmis Serbest Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Tamm 3.5.1 A ve Biki kiime ve R, bu iki kiime arasinda bir iligki olsun.

R nin bolgesi D ( R) ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:
{x:xe AvebiryeB vardir yle ki (x,y) e R} [3]

R degismeli bir bolge, N> 3bir tamsay1 ve F , R™ de bir serbest modiil olsun.

Lemma 3.5.1 m<n bir tamsay1 ve N ,F nin birm eleman tarafindan iiretilen bir alt
modiilii olsun. O zaman (N : F)=0dur. [5]

Ispat (N:F)=0 oldugunu varsayalm. O#reR i¢in rF < Nvardir. S=R-{0}
olsun veK,R nin Kkesir cismi olsun. O zaman n-boyutlu K vektor uzayi

KM=~S?'F=S'Nve, S'N K cismi iizerinde m eleman tarafindan iiretilen bir vektor

uzayidir. Boylece n <m olur. Burada ¢eliski oldugundan( N : F) =0 dir.

Sonu¢ 3.5.1 N, F ninm eleman tarafindan iiretilmis bir alt modiilii ve m<nolsun. O

zaman N, F nin bir asal alt modiiliidiir < % serbest burulmali bir R -modiildiir.[5]

Onerme 3.5.1 1<i<nicingeR ve R=Ra+..+Raolsun. O zaman

R(a,,...,a,)serbest F = R™ modiiliiniin bir direkt toplamuidir. Dahasi  R(a,,...a,),

F nin bir 0 -asal alt modiilidiir. [5]

Ispat 1<i<nigin S; € Rvardir oyle ki l=sa +..+s,a,dir.
N ={(%,... X,) € F 15, +...+5,X, =0} olsun.
y:R—>R" ¢:R"” >R . .

ve fonksiyonlarii diistinelim. @y

r—r(a,..a,) (Mo £) > LS+ 4TS,

birim oldugundan F = RM — Imy @ Kerp = R(al,..., an)(JB N dir. F serbest R -modiil

oldugundan serbest burulmali bir modiildiir. Ayrica % (a1 a ) boliim modiilii de

n
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serbest burulmalidir. Serbest burulmali oldugundan asal alt modiildiir. Dahasi
(R(al,...,an):F)=Od1r.

Ciinkii; reR" icin rF cR(a,,..,a,) ve (r,...r,)F =R(a,,...,a,)olacak sekilde

r ler bulunamaz. Boylece R(a,,...,a,), F ninbir 0 -asal alt modiiliidiir.

Sonu¢ 3.52 1<i<nig¢ina €eR veP, Rnin bir asal ideali olsun Oyle
kiR=Ra +..+Ra, +P olsun. O zaman, R(a,..,a,)+PF F nin bir P-asal alt
modiiliidiir. [5]

Tamm 3.5.2 1<i<nigcin hepsi sifir olmayan & € Rolsun. Buradaa, elemanlarinin
ortak boleni demek bir d € Rve bazi b, elemanlar: igin & =db dir. Dahasid ,a, lerin

ortak bolenidir <> Ra, +Ra, +...+Ra, < Rd dir. [5]

Lemma 3.5.2 1<i<n igin hepsi sifir olmayana €R i¢inN =R(a,,...,a,),F = R™ in

n

bir asal alt modiiliidiir. Biitiin a, ler R de birimseldir. [5]

Ispat d, a lerin ortak bdleni olsun. V 1<i<n igin b € R vardir dyle ki a =db, dir.
Agikga d=0ved(b,....b)=(a,...a,)eN, d(b,...b,)eNve sonug 2. 2. den
(b,...b,)eNdir. Baz1 reRigin, (b,...b)=r(a,...a,)dir. a =draelde edilir.
1=dr dir.

Teorem 3.5.1 Rtek tiirli carpanlarina ayrilabilen bolge ve hepsi sifir olmayan
3, eRolsun. O zaman N =R(a,,..,a,), F=R"in bir asal alt modiilidir < & nin

biitiin ortak bolenleri R de bir birimseldir. [5]

Ispat (=):Lemma 3. 5. 2 de ispat1 yapildi.

(<):a nin biitin ortak bdlenlerininR de bir birimsel oldugunu kabul edelim.
O#reR,beR  olsun dyle ki r(b,...b,)eNve bazn  seRigin
r(b,...b,)=s(a....a,)olsun. Boylecerb, =sa dir. 1< j<nvardir 6yle ki a; #0dur.
Varsayalm kia;, Rde birimsel olsun. O zamans=rba,™ ve bdylece
rb, =rb;a;"a olur. Buradan b, =b,a,"a, dir. Bu durumda; elde edilir. Ayrica p, a,nin

herhangi bir asal béleni olsun. 1<k<n vardir 6yle kip, @, y1 bolmez. Fakat
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rb, =sa, verb, =sa; olmasi rab, =rab,yi verir dyle ki a;b =ab;,dir ve bdylece,

b. a
p b, yi boler. Ayricarb; =sa; olmas1r(3‘j=s[5‘j yi verir. Buradana,; nin b;yi

boldiigii elde edilir. Bazi ceRigin b, =ca;dir. V1<i<nicin rab, =rab, b =ca
esitligini verir. Boylece (b,..,b,)=c(a,,...,a,)eNdir. Buradan N, F nin asal alt

modulidiir.

3.6.F nin 2-Elemanla Uretilmis Asal Alt Modiilleri

Bu bélimde F =R™in bir asal alt modiilii oldugu durumu inceleyecegiz. Burada
R=RDb +...+Rb, dir. F nin L ve L"alt modiillerini diigiinelim:

L=R(b,...b,)veL ={(X,...x,) € F 8% +..+5,x, =0} olsun.
Buradas,e Rvel=sb +..+sb, dir. Daha onceki Onermelerde
gordiigimiiz gibi F=L®L dir.
N=Nn(L®L)=L&(NNL"),c=5a +..+5,a, olsun. @)
zamanR(a—cb)c NNL' dir. a=(a,...a,) veb=(h,...b,)

veN =R(a—ch)®Rb dir éyle kiN nL'=R(a—ch) dir. [5]

Lemma 3.6.1 R degismeli bir bolge ve N , R - modiil M nin bir alt modiilii olsun dyle

Ki M%\I serbest burulmali olsun. Lde N nin bir has alt modili olsun. O zamanlL ,

N nin bir 0 -asal alt modiiliidiir ancak ve ancak L, M nin bir 0- asal alt modiiliidiir. [5]

Ispat L, Mnin bir O-asal alt modiili olsun. O zaman M/L modiilii serbest

M
burulmalidir ve bdylece |\%_ de serbest burulmalidir. Ciinki; M%\l = A,\%_dir.

BuradanL, N nin 0 -asal alt modiilu elde edilir. Tersine, L , N nin 0 -asal alt moduli
olsun. O zaman ’\%_ ve N%\l serbest burulmali R - modillerdir. Ciinkii;

M
N%\I =~ A% dir. Ayrica MA de serbest burulmalidir veL, M nin 0-asal alt

modiludir.

Teorem 3.6.1 R tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bélge olsun. n>3 bir pozitif tamsayi
ve a,b eRolsun dylekiR=Rb +...+Rb,, c=sa, +...+5s,a,0lsun. Burada s, R
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ve 1=sb+..+sh,dir. N=R(a,..a )+R(b,..b,),F=R" nin bir asal alt

modiiliidiir <>ya & =cb, yada & —chb, nin biitiin ortak bolenleri R de birimseldir. [5]

Ispat Yukaridaki notasyonla birlikte N , F nin bir asal alt modiiliidiir <> N L', L nin
bir asal alt modilidir. Cinkii, F=L®Lve N=L®(NNL')olmas:

F ~ L, 111
%\I = % N A L') olmasin gerektirir. Dabhast, lemma 3.2.1 den

(NAL":L")=(N:F)=0dir. Lemma 3.6.1 den NNL’, L'niin bir asal alt modiilidiir
ancak ve ancak NNL', F nin bir asal alt modiiliidiir. N ~L'=R(a—ch) dir. Boylece

N NL’, F nin bir asal alt modiiliidiir ancak ve ancak N NL"=0dir. Teorem 3.5.1 den
a, =cb ya da a, = cb nin biitiin ortak bolenleri birimseldir.

Sonug¢ 3. 6. 1 M sadik ¢arpimsal R - modiil ve P, R nin M = PM olacak sekilde asal
ideali olsun. PM asal alt modiildiir. [6]

Ispat aeR, xeMolsun. axePMve ag(PM:M) oldugunu varsayalim.

Pc(PM:M) oldugundan ag¢P dir. Lemma 2. 3.1 den xePM olur. Bdylece
PM asal alt modiildiir.

Teorem 3.6.2 M carpimsal bir R—modiil olsun ve N, M’ nin bir has alt modiili
olsun. Asagidakiler denktir.

1) N, M’ nin bir asal alt modiiliidiir.

2) Ann('\/%\l) R nin bir asal idealidir.

3) P, R” nin AnnM cP sarti1 saglayan bir asal ideali iken
N = PM ’dir. [6]

(1)=(2) abe(N:M)ve bg(N:M) olsun. abe(N:M) oldugundan abM = N
ve bM & N dir. abte N ve bt¢ N olacak sekilde bir t€e M vardir. Buradan da
ae(N:M) olur.

(2)=(3)(N:M)=Pasal ideal olsun. M ¢arpimsal oldugundan
PM=(N:M)M =N dir. Simdi Ann(M)c Poldugunu gosterelim.

xe Ann(M) ise XM =0< N dir ve buradan x e (N : M) bulunur.
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(3)=(1) M sadik carpimsal %nn(M)_ modiildiir. %nn(M ), %nn(M) nin
asal ideali ve (%nn(M )jM =PM =N dir. Sonu¢ 3. 6. 1 den PMasal alt

modildiir. Boylece N asal alt modiildiir.

Tanmm 3.6.1 M carpimsal bir R—modil, I, vel,, Rnin idealleri , Nve K
M’ nin N=Ive K=I,M seklindeki alt modiilleri olsun. N ve K ’nin ¢arpimi
NK =1,.I, M seklinde tanimlanir. [6]

Teorem 3. 6. 3 M bir R- modiul ve P bir 6z alt modiili olsun.
P asaldir< M nin her U,V alt modiilii i¢in UV < Pise U cPya da

V c Pdir. [2]

ispat Pasal, UV <P, UgP ve VgPolsun. I,Jsirasiyla U ve V nin gosterimi
olsun. O zaman UV =IJM c P dir. Boylece bazi rel ve seJigin ryeU—P ve
sx eV —Pdir. Buradan rsxe Pve rM c P dir. Bu durum kabulimiiz ile celisir.

Tersine, baz1 reRve xeM —P igin rxeP fakat rM & P olsun. O zaman bazi
meMigin rmegPdir. |,J sirasiyla rx ve mnin gosterimi olsunlar. O zaman

R(rx)(Rm)=(Rx)(Rrm)=IMIM = 1JM c P elde edilir. Hipotezden, Rxc P yada

Rrmc P olmasi X e P yada rm e P olmasini saglar. Bu da ¢eliskidir. Sonug olarak
P asaldir.

Sonug 3. 6.2 M bir R-modiil ve P bir 6z alt modiilii olsun.

P asaldir < Vm,m’e M igin mm’'c P ise me Pyada m' e P dir.[2]

Teorem 3.6.4 M carpimsal bir R—modiil ve P, M ’nin bir has alt modiilii olsun.
Asagidakiler denktir:

1) P bir asal alt modiildiir.

2) M ’nin biitin N ve K alt modiilleri igin, eger NK <P ise Nc P
yada K < P’dir.

3) V mneM igin, eger mnc P ise me P yada ne P dir. [6]
Ispat Teorem 3. 6. 4 ve sonug 3. 6. 2 den istenen elde edilir.

Onerme 3.6.1 M carpimsal bir R- modiil ve L,M ’ nin bir has alt
modiilii olsun. Asagidakiler denktir:

1) L, M’ nin bir asal alt modiilidiir.
2) M’ nin her N alt modilii igin, eger N & L ise (L: N)= L’ dir.
[6]
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Ispat (1)=(2) L, M’ nin bir asal alt modiilii ve N , N & L sartin1 saglayan bir
alt modiili olan , m¢ L i¢in m E(L: N) oldugunu varsayalim. O zaman V neN

icin  mnc Ldir. Fakat L bir asal alt modiil ve m¢ L, teorem 3. 6.4 den ne Ldir,
Diger bir deyisle N < L dir. Bu da ¢eliski olusturur.

(2):>(1) M ’nin her N alt modiilii i¢in N & L ve (L: N)= L olsun. Ayn1 zamanda
m,m,eMigin mm,clLve meLolsun. N=Rm+L dir. N Lbdylece
(L:N)=Lolur. Fakat mm, < Lidi. Buradan m, (L:N)= L dir.

Onerme 3.6.2 M bir ¢arpimsal R- modiil ve Nile L, M’ nin L N sarti

saglayan alt modiilleri olsun. Eger L, N’ nin bir asal alt modiilii ise o zaman

(L : N) de M ’nin bir asal alt modiiliidiir. [6]

Ispat Eger L, N’ nin bir asal alt modiilii ise (L:N)de R ’nin bir asal idealidir ve
Ann(M)c(L:N) ve bdylece teorem 3. 6. 2 den (L:N)M, M’ nin bir asal alt
modiliidiir. Ayrica (L: N ) M =(L : N)dir. Simdi bu esitligi gosterelim.

re(L:N), meM ve ne Nolsun.

melLve (rm)n=m(rm)cR(m)cLolur. Bu nedenle rme(L:N) ve

(L:N)M c(L:N)dir. Tersine me(L:N) olsun. vneNmncLdir. R’nin

Rm=IM ve Rn=JM sartin1 saglayan |,J idealleri vardir ayrica IJM =mnc L dir.

t
Boylece 1<k <t, i, €l,ve m eM i¢in m=Z:ikmk dir.
k=1

Herhangi bir kigin inei (Rn)=i (JIM)< UM c Ldir. i e(L:N)dir ve bu bize
m e(L: N ) M olmasini saglar. Buradan (L: N ) c (L: N ) M dir. Dolayisiyla esitlik elde
edilir. (L:N) de M ’nin bir asal alt modiiliidiir.

Onerme 3.6.3 M , carpimsal bir R - modiill, N, M ’ nin bir maksimal alt modiilii, P,
M’ nin bir asal alt modiilii ve P # Nolsun. Eger L, P ’nin bir alt modiilii ise

(L ‘N ) de P’ nin bir aalt modiiliidiir. [6]

Ispat L, P’nin bir alt modili ve me(L:N) olsun. MNcL<P olur. Eger
me¢Pise NcPdir. N, M nin maksimal alt modiilii oldugundan N =P olur. Bu

durum ise kabuliimiiz ile ¢eligir. Buradan m € P olur. Dolayisiyla (L N ) c Pdir.
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Sonu¢ 3.6.3 M carpimsal R-modiil, N de M ’nin bir alt modiilii olsun. Ann(N),
M ’nin bir minimal asal alt modilidiir. [6]

Ispat VreR, meMigin rmeAnn(N)olsun. (rm)N=0dir. VmeM igin
(rM)N =0olur. Béylece rM < Ann(N) ve buradanr e (Ann(N): M ) elde edilir.
Dolayistyla Ann(N ), asal alt modiil elde edilir. K < Ann(N) olacak sekilde bir K asal
alt modiiliiniin varhigm kabul edelim. K < Ann(N) ise (K:M)<(Ann(N): M )dir.
M carpimsal R -modiil oldugundan (K:M)M = (Ann (N):M ) M ve

K = Ann(N ) elde edilir. Dolayisiyla Ann(N) minimal asal alt modiildir.

Tamm 3. 6. 2. M bir R -modiil olsun ve N ,M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger R
nin biitin | idealleri ve Mnin bitin Kalt modilleri icin 1°K < N olmasi
IK < N olmasini saglarsa N ye yar1 asal alt modiil denir. [12]

Not: Bir R halkasi kendi {izerinde bir R -modiil oldugundan, R nin bir | 6z alt modiili

ve JveK,Rnin idealleri iken eger J?K | olmast JK c | olmasm saglarsal yari
asaldir.[12]

Ornek 3.62 M =7Z,R=7,N =27,K =67,1 =37 alalm. 1°K =547 c N =27 sart1
saglanir ve IK =187 < N =27 oldugundan N yar1 asaldir.

Teorem 3.6.5 M carpimsal R -modiil ve N, M ’nin bir alt modiilii olsun. Asagidakiler
denktir.

1) N bir yari asal alt modiildiir.

2) Vm e M i¢in m* = N olmast me N olmasini saglar.

3)JN =N dir.

4) M%\l sifir olmayan nilpotente sahip degildir.

S5)Her K, K, alt modiilleri i¢in KK, < Nolmast K nK,cN

olmasini saglar. [6]
Ispat (1) :>(2) N, M ’nin bir yar1 asal alt modiilii ve bazi me M i¢in m* = N olsun.

M carpimsal oldugundan Rm = IM olacak sekilde bir | ideali vardir ve 1°M < N dir.
N yar1 asal alt modiil oldugundan me Rm= 1M < N dir. Buradan m e N elde edilir.
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(2)=(3)Nc JN oldugunu biliyoruz. me+/N olsun. O zaman pozitif bir k tam sayist

icin m“ < Ndir. k> nin bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayr oldugunu

varsayalim. Eger k >1lise iki segenek vardir:
1.k ¢ift olsun. O<I<k iken pozitif bir |tam sayst i¢in k =2l dir. Bu durumda
(m )2 —m“cNve boylece Vm, em'icin m?< Ndir. Buradan m e N ve

m' < N dir. Bu da k nin se¢imi ile gelisir.
2.k tek olsun. O0<I <k iken pozitif bir |tam sayis1 i¢in k =2l +1dir. Bu durumda

(m'”)2 =m“" =m* = N dir. Benzer sekilde yukaridaki gibi geliski elde ederiz.
Buradan k =loldugu sonucuna ulasilir. \/ﬁ < N olur ve \/ﬁ =N esitligi elde
edilir.
(3)=>(4)YN=N ve m+Ne N%\I nilpotent olsun. O zaman bazi pozitif ktam
sayilart igin (m+ N)k — N dir. Buradan m* c N elde edilir. m =N ise me+/N dir.
Fakat VN =N olmast m+N = N olmasmni saglar. Diger bir deyisle M%\I nin sifirdan
farkli nilpotent eleman1 yoktur.
(4)=(5) KK, = Nolsun. Eger me K, nK,ise m* c KK, = Nve (m+ N)2 = N dir.
Eger N%\I nin sifirdan farkli nilpotent elemani yoksa m+N =Ndi dir. Boylece
me N olur. Buradan K, n"K, = N elde edilir.
(5)=(1) I, R ’nin bir ideali ve 1?’M < N olsun. O zaman (IM)(IM )< N ise (5)den
dolayr IM < N dir. Buradan N, M ’nin yari asal alt modiiliidiir.

Sonu¢ 3.6.4 Carpimsal bir modiiliin biitiin yar1 asal alt R modiilleri baz1 asal alt
modiillerin kesisimidir. [6]

Ispat M carpimsal bir R - modiil ve N, M ’ nin bir yar1 asal alt modiilii
olsun. \/ﬁ = N dir. «/ﬁ > nin tamimindan istenen elde edilir.

3.7. Alt Modiillerin Yar Radikalleri
Lemma 3.7.1 M bir R -modiil olsun ve N, M nin bir 6z alt modiili olsun.

i) N , M nin bir asal alt modiiliidiir < | , Rnin bir ideali ve D, M nin bir alt
modiili ve IDc Niken DcNyada | —(N:M)dir.
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i) N, M nin bir asalims1 alt modiiliidiir < R halkasinin biitiin sonlu {iretilmis
idealleri veD,M nin herhangi bir alt modiili iken, IDcNiken Dc Nya da

I" < (N:M)dir.

iii) P, Rhalkasinin bir asal ideali olsun. N, M nin bir P -asalims1 alt modiiliidiir
<a) Pc(N:M) veb) VceR/P,meM/N igin cmg N [12]

Ispat i) (=): 1<R ve D<Miken IDcNve DzNolsun. Dz N ise bir
xe D/Nvardir. rel olsun. rxe N dir. Boylece X ¢ N oldugundan ve N asal alt
modiil oldugundan r €(N : M) dir. Béylece | = (N : M) bulunur,

(c): reR, aeMolsun 6yle ki raeN veagN olsun. I =(r) veD=Ra alalim.

IDc N fakat D N dir. Boylecel < (N: M) olur. Buradanr e (N:M) olur ve N

asal alt modiil bulunur.

i) (=):D<Mve I, Rnin sonlu iiretilmis bir ideali olsun yle ki ID < N sart
saglansin. Kabulden Dc N yada IDc Ndir. D& Nolsun ve N asalimsi alt modiil

oldugundan | < /(N :M) ve pozitif bir ntamsayisi igin 1" < (N : M) dir.

(<):reRve xeM olsun dyle ki rxe Nve x¢Nalalim. . 1 =(r) ve D=Rxolsun.

Boylece IDcN veD& N olur. Kabulden 1"<(N:M) sonucuna ulasilir ve

r" € (N:M)bulunur. N, M nin bir asalims1 alt modiilii ¢ikar.

iii ) (=): N, M nin bir P-asalimsi alt modiilii olsun. Tanimdan P =/(N: M) dir.
vVceR/P,meM/N i¢in cmeNolsun. Pozitif bir n tamsayisi vardir 6yle ki

c"e(N:M)dir. Ciinkii mgNveN , P -asalimsi alt modiil oldugundan pozitif bir

ntamsayist i¢in C" eaf(N :M)dir. Buradan ce./(N:M)=Pbulunur. Bu da

c¢m € N olmasi bir geliski olur.

(<:): a) ve b) nin saglandigin1 kabul edelim. re Rveme M igin, rme N olsun. b)
den me N dir. a) dan dolay1 da re P iken re Mdir. Boylece N asalimsi alt
modiildiir. P =./(N:M)oldugunu gostermeliyiz. a) dan Pc\[(N:M) oldugunu
biliyoruz. M c Polup olmadigini incelemeliyiz. re \/W olsun.
rre(N:M)ve r"M < Ndir. N , 6z alt modiill oldugundan, bir x e M/N vardir.
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r"xe Nve xg Ndir. b)den r" e Pdir ve P asal oldugundan r e P dir. Boylece ispat

tamamlanmis oldu.
Onerme 3.7.1 M bir R -modiil olsun.
i) Eger N ,M nin bir asal alt modiilii ise N yar1 asal alt modiildiir.

i) Eger N, M nin bir yar1 asal alt modiilii ise, (N: M), R nin yar asal idealidir. [12]

Ispat i) 1<R,K<Mve I°KcNolsun. [(IK)cNve Nasal oldugundan,
lc(N:M)ya dalK <N dir. Fakat (N:M)c(N:K)ve boylece
| = (N:K)=IK < Nbulunur. N yar1 asal bulundu.

i) J veK, Rnin idealleri olsun veJ’K c(N:M) olsun. (J°K)M N
ve J*(KM) < N bulunur. N yart asal oldugundan J(KM)< N = JK < (N : M) sonug
olarak (N : M) yari asal ideal bulundu.

Ornek 3.7.1 R=7,M =Z®7Z,B=((9,0)) olsun. (B:M)=(0)oldugu agiktir. Z bir
tamlik bolgesi oldugundan (B:M)=(0)asal idealdir. Fakat B,M nin yar1 asal alt
modiilii degildir. Ciinkii | =(3)ve K =((2,0))alalim. [12]

I’K ={(189,0):q e Z} = Bfakat IK ={(60,0):q € Z} « B dir. Yani (B:M)=(0)asal
oldugundan yar1 asaldir fakat B yar1 asal alt modiil degildir. [12]

Eger N ,Rnin bir yar1 asal alt modiilii ise vel <R , K<M iken I"K < N iken
IK < Ndir. [12]

Teorem 3.7.1 M bir R -modiil olsun ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

i) N yari asaldir.
ii ) Bazt re Rve me M igin r'me N oldugunda rme N dir.[12]
Ispati) =ii) reR, meMveteZ" icin, r'me N olsun.

| =(r)ve K =(m)alalim. I'K = Nve IK < N olur. Buradan rme N bulunur,
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i) =1) | <R ve K <M olsun oyle ki I°K < N saglansin.

S={ra:rel,aeK}kiimesini diisiinelim.

vrel,aeKicin, r‘acl’K = N =rae Ndir.Boylece S < N olur veIK,M nin Sile

tiretilmis bir alt modiilii oldugundan 1K < N bulunur. Boylece N yar1 asaldir.

Lemma 3.7.2 M bir ¢arpimsal R-modiil olsun. M nin bir N alt modiilii yar1
asaldir< (N : M), R halkasinin yar1 asal idealidir. [12]

Ispat (:>) N yari asal ise N nin asal ideal oldugunu gosterdik.
(<):1<R, K<M olsun 8yle ki I’K = N alalim.

Boylece (I’K:M)c(N:M) = 1*(K:M)c (I’K:M)ve buradan
I>(K:M)M c(N:M) elde edilir fakat (N:M)bir yar1 asal ideal oldugundan
I(K:M)c (N:M)=I(K:M)M < (N:MM dir.

M ¢arpimsal modiil oldugundan IK < N olur. Buradan N ,M nin yar1 asal alt modiili
bulunur.

Lemma 3.7.3 M bir carpimsal R -modiil olsun.

a) M nin bir N alt modiili asaldir< (N : M), R nin asal idealidir.
b) M nin bir N alt modiilii asalimsidir<> (N : M), R nin asalims1 idealidir. [12]

Ispat a) (=):Lemma 3. 1 de yapildi.

(<):1<R, D<M olsun &6yle ki IDcNdir. (ID:M)c(N:M)olur fakat
I((D:M)c(ID:M) ve I(D:M)c(N:M)dir. (N:M) asal oldugundan
lc(N:M)yada (D:M)c(N:M)dir. I & (N:M)oldugunu farz edelim. O zaman
(D:M)c(N:M) olur. (D:M)M < (N:M)Mdir. Yani D < N bulunur. Boylece N ,

M nin bir asal alt moduludir.

b) (=): abeRolmak iizere, abe(N:M)ve be(N:M)olsun. Su
haldeabM < N ve bM & N dir. Bir meM i¢in abme N ve bmg N dir. N asalimsi
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alt modiil oldugundan a* e(N M )olacak sekilde birk tam sayis1 vardir. Boylece

istenen elde edilir.

(c): (N:M), Rnin bir asalimsi ideali olsun. | , R nin bir sonlu tiretilmis ideali olsun
veD , Mnin bir alt modili olsun. ID< N kosulu saglansin. Bir pozitif
neZ"i¢in1" & (N : M) oldugunu farz edelim. D < N oldugunu bulmamiz gerekiyor.
ID=Nise (ID:M)c(N:M)dir. 1"z (N:M)oldugunu kabul ettik. (N:M)nin de
asalimsi oldugunu biliyoruz. @) zaman (D:M) < (N: M) bulunur.
(D:MM c(N:M)Myani Dc Ndir. Buradan N nin asalimsi alt modiil oldugu
bulunur.

Onerme 3.7.2 {F’i}iel bir R - modiil M nin bostan farkli yar1 asallarinin ailesi olsun.

P= ﬂ P de M nin bir yar1 asal alt modiiliidiir. [12]

Ispat 1 <R | K<M olsun dyle ki IZKgP=ﬂPi olsun. 1’K = P olur. Viel igin

P ler yar1 asal oldugundan 1’K <P = IK ﬂ P =P ve P yari asal bulunur.
R halkasinin bir | ideali yar1 asaldir < | radikal idealdir. [12]

Ispat (=):1yar asal ve x /1 olsun. Buradan pozitif bir k tamsayist icin x* € |

ve |yart asal oldugundan xl=xel olur. | g«/l_oldugunu zaten biliyoruz.
‘v’Xe\ﬁiken x € | oldu. \/I_g I bulundu. \ﬁ: I bulundu.

(<:) :Diger yandan JI nin tanimindan, bir alt modiiliin asal iken yar1 asal olmasindan

ve yar1 asal alt modiillerin kesisiminin de yar1 asal olmasindan | yar1 asal bulunur.
Bir R-modiill M nin herhangi bir B alt modiilii i¢in radB yar1 asal alt modiildiir.

Teorem 3.7.2 M sonlu iiretilmis ¢arpimsal bir R - modiil ve N de M nin bir 6z alt
modiilii olsun. N yar1 asaldir <> N radikaldir. [12]

Ispat (N:M)M=rad(N:M)Mve M  carpimsal bir R- modiil
oldugundan (N : M)N =M dir. Eger N yar1 asal ise (N : M) de yar1 asaldir. Dolayisiyla
(N :M)bir radikal idealdir.

(N:M)M =rad(N:M)M < (N:M)M =rad(N: M)M dir.
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Eger N=radN ise N , M nin bir radikal alt modiiliidiir yani N =radN =P Burada

P, M nin N yiigeren asal alt modiiliidiir. Asal bir alt modiil yar1 asal ve yar1 asallarin
kesisimi de yar1 asal oldugundan N , M nin yar1 asal alt modiiliidiir.

Sonu¢ 3.7.1 M sonlu iiretilmis ¢arpimsal bir R- modiil ve N de M nin bir 6z alt
modiilii olsun. [12]

N yar1 asaldir < N =ﬂ P dir. Burada P, , M nin N yi iceren asal alt modiiliidiir.
ispat (=): Eger N yariasal ise N radikaldir yani N =(")P dir.

(<) :Bir alt modiiliin asal ise yar: asal olmasi ve yar1 asal alt modiillerin kesisiminin de
yar1 asal olmasindan N yari asaldir.

Onerme 3.7.3 Eger M sonlu iiretilmis bir R - modiil ise M nin biitiin 6z alt modiilleri
bir yar1 asal alt modiil tarafindan kapsanir. [12]

Ispat M sonlu iiretilmis bir modiil ise M nin her has alt modiiliinii kapsayan bir bir
asal alt modiilii oldugunu gosterdik. Bir asal alt modiil ayni zamanda yar1 asal
oldugundan istenen elde edilir.

Tanim 3.7.1

1) P,R - modiil M nin bir yar1 asal alt modiilii ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun.
EgerN c P ise ve bu 0Ozelligi saglayan daha kiiglik bir yar1 asal alt modiil yoksa
P minimal yar1 asal alt modiildiir. [12]

2) 0= <OM > nin bir yar1 asali M nin minimal yar1 asali olarak adlandirilir.

Teorem 3.7.2 M bir R - modiil olsun. Eger M nin bir N alt modiilii bir yar1 asal P alt

modili tarafindan igerilirse P, N nin bir minimal yar1 asal alt modiiliinii igerir. [12]

Ispat Onerme 3. 4 den 6zelligin asal alt modiiller i¢in saglandgini gordiik bir modiil asal

ise yar1 asal olmasindan istenen elde edilir.

Onerme 3.7.3 M sonlu iiretilmis bir modiil ise biitiin 6z alt modiilleri en az bir tane

minimal yar1 asal alt modiile sahiptir. [12]
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Ispat N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Sonlu iiretilmis bir modiiliin biitiin 6z alt
modilleri bir yar1 alt modiilde igerilir. Boylece N, M nin bir yar1 asal alt modiiliiniin

icindedir.

Sonug¢ 3.7.2 M bir R - modiil olsun. M nin biitiin yar1 asal alt modiilleri M nin en az

bir tane minimal yar1 asal alt modiiliinii igerir. [12]

Ispat P , M nin bir yar1 asal alt modiilii olsun ve N = <O> olarak alalim. Bir onceki

teoremden P, <0> nin bir minimal yar1 asal alt modiiliinii igerir ve M nin bir minimal

yar1 asal alt modiiludiir.

Tamim 3.7.2 M birR - modiil olsun ve N <M olsun. Eger M nin N yi igeren bir yari
asal alt modiilii varsa N yi igeren bu yar1 asal alt modiillerin kesisimine N nin yari

radikali denir. S—rad,,N yada S—radN seklinde gosterilir. Eger N yi i¢eren yari asal
alt modiilii yoksa S—radN =M dir. Ozel olarak, S—radM =M dir. S—rad <0> ’a

M nin yan asal radikali denir. [12]

Onerme 3.7.4 M sonlu iiretilmis bir R -modiil olsun. N de M nin 6z alt modiilii olsun.

N nin yari radikali N nin yar1 asal alt modiillerinin kesigimidir. [12]

Ispat Sonlu iiretilmis bir modiil en az bir tane minimal yar1 asal alt modiile sahiptir.
Ayrica M bir R -modiil olmak {izere N de M nin alt modiilii ve P yari asal alt modiilii

iken P, N nin bir minimal yar1 asal alt modiiliinii igerir.

Teorem 3.7.4 M bir R -modiul olsun. B ve C, M nin alt modiilleri olsun. O zaman:
1) BcS-radB

2) S—radB(S —radB) =S —radB

3 ) S—-rad(BNC)cS-radBNS—radC, biitin yart asal P modiilleri igin
BNCcPiken BcPyada Cc Pdir.

4) S—rad(B+C)=S-rad(S—radB+S —radC)

5) {(B:M) c(S-radB: M)

6) Eger M sonlu iiretilmis ise, B=M < S—-radB=M
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7) EgerM sonlu iiretilmis ise, B+C=M < S—-radB+S-radC=M

8) I, Rnin ideali olmak tizere, S—radlM =S — rad</IM [12]
Ispat 1) Yari radikal tanimindan agiktir.

2)Yar1 asal alt modiillerin kesisimi de yar1 asal oldugundan S—radB de tanimindan
dolay1 yari asaldir. X € S —radB olsun. Yari radikal tanimindan

xeS—rad(S—radB)dir. Tersine, yeS-—rad(S—radB)olsun. Yine tanimdan
y € S —radB dir. Dolayisiyla esitlik elde edilir.
3) xeS—rad(BNC) olsun. Tamimdan dolay1 x, BNC vyi kapsayan yar asal alt

modiillerin kesisimindedir. x, Byi kapsayan yar1 asal alt modiillerin kesisimindedir.
Dolayisiyla xeS—radBdir. x, Cyi kapsayan yar1 asal alt modillerin de
kesisimindedir. Dolayisiyla x € S—radC dir. Sonug olarak xeS—rad(BNC) elde

edilir.

4) P, Mnin yari asal alt modilii olsun dyle ki (S—radB+S—radC)c Polsun.
Buradan S—-radBc Pve S-radC c Pdir. Boylece B P ve CcPdir. Bu da
B+CcP olmasin saglar. Boylece S—rad (B +C)cPve
S—rad(B+C)cS—rad(S—radB+S—radC)dir. Tersine, P, B+CcPsartim

saglayan bir yar1 asal alt modil olsun. Buradan BcPve CcPdir.
Boylece S—radB < Pve S—radC — P ve buradan S—radB+S —radC c P
Fakat S —rad (S —radB+S —radC) < P dir.Buradan

S—rad(S—radB+S—radC)c S —rad (B+C)elde edilir.

5)Eger S—radB =M ise halkaya esit olur. Sonuca ulasiir. P, M nin B c P olacak
sekilde bir yari asal alt modiilii olsun. (B:M )< (P:M)dir. P, yar1 asal oldugundan

(P:M), Rnin  yann  asal  idealidir.  Ayrica (P ‘M ) = ( P:M ) idi.

\/(B:M)g\/(P:M)=(P:M) olmasi J(B:M)M < (P:M)M olmasim saglar. P,

M nin Byi kapsayan bir yar1 asal alt modiilii oldugundan ,/(B:M)M < S—radB yani

(B:M)M < (S —radB: M )elde edilir.

6)Eger B=Mise S-radB=S-radM =M dir. Tersine, S—radB=M ve
B = M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan bir asal igerir dolayisiyla Byi iceren bir
yar1 asal P alt modiilii vardir. Béylece S —radB # M olur. Bu da kabuliimiiz ile gelisir.
7) 4. ve 6. 6zelligi kullanirsak,

B+C =M ancak veancak S—rad(B+C)=M <
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S—rad(S—radB+S—radC)=M < S—radB+S—radC =M dir.
8)Eger Mnin IMyi igeren yart asal alt modili yoksa S-—radlM =M ve

IVl =M cJIM = S—radiM c S -radJIM =
McS-radyIM =M =S—radJIM =S —radIM dir.  Simdi P, M nin

IM c Psartimm  saglayan bir yar1 asal alt modilli olsun. Bdylece
I c(IM:M)c(P:M) ve (P:M) yari asal oldugundan NIR= (P:M)=(P:M)dir.

Boylece x/l_l\/l cPveS —I’adx/I_I\/l c Pdir.
Boylece S —rad «/I_ M < S —radIM bulunur ve esitlik elde edilir.

Sonug 3.7.3 M bir R -modiil ve | ,R nin bir ideali olsun. Bir pozitif n tam sayisi igin
S—radl"M =S —radIM dir. [12]

ispat \/I_" =\/I_ dir. Bir onceki teoremin ( 8 ) sikkindan | =\/I_ oldugunu biliyoruz.
x € /1 olsun. Bir pozitifk tamsayist icin x* e lolur. X" el" = XE\/I_”:>\/I_Q\/I_"

m
bulunur. Tersine, t e /1™ alalm. t" e 1" =t" el =t e1 =+/1 =+/1" bulunur.

S—radl"M :S—rad\fl_”M :S—radJTM =S —radlM elde edilir.

Onerme 3.7.5 Abir R-modiil olsun. Qda Anin bir P asalims1 alt modiilii olsun. O
zaman S —radQ =S —rad(Q+ PA) dir. [12]

Ispat Q< Q+PA=S-radQcS—rad(Q+PA)bulunur. Pler Anin Qyu igeren

herhangi yar1 asal alt modiilleri olmak tizere S —radQ = ﬂ P

iel

P=J(@Q:A) =/(P:A) =(P:A)olur. Boylece PAc Pelde edilir.
PAcP =(Q+PA) cP=S-rad(Q+PA)cP
= S—-rad(Q+ PA)gﬂF’i =S —radQ = S —rad(Q+ PA) =S —radQ bulunur.

Tanmim 3.7.3 Mbir R- modil ve N, M nin yar1 asal alt modilii ve
P={/(N:M)=(N:M)olsun. Eger P, Rnin asal ideali ise N, M nin yar: asal alt
modilidiir. [12]
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Lemma 3.7.4 M sonlu iiretilmis bir R - modiil ve K, R nin maksimal ideali olsun.
Eger Q, Mnin bir K-asalimsi alt modiilii ise S-—rad , K - yan asal alt
modiildiir. [12]

Ispat «f(B: M) c(S—radB:M) oldugunu teorem 3. 7. 4 iin (5) sikkindan biliyoruz.
K=J(@Q:M) c(S-radQ:M)dir. O zaman maksimallik tanimindan
(S—radQ:M)=Ryada (S—radQ: M )=K olmal.

Eger(S—-rad:M)=R ise S—radQ=Mdir. BoyleceQ=M bulunur. Bu da bir
celiskidir ¢linkii  Q, K-asalimsi 0z alt modiil olarak segildi. = Bu nedenle
(S—radQ:M)=Kolur. S—radQ, Qyu igeren yari asal alt modiillerin kesigimidir. Bu

kesisim de yar1 asaldir. Buradan K -yar1 asal bulunur.

Onerme 3.7.6 M bir R- modiil olsun. N,N,,......,N, ler M ninP yar asal alt

modiilleri olsunlar. O zaman N =N, "N, N.......... NN, de bir P yar1 asaldir. [12]
Ispat(N:M)=(N,nN, N...nN, : M) dir.

Buradan(N:M)=(N,AN, n..AN M)
=(N,:M)N(N,:M)Nn..... (N, :M) =PAPn...nP=P

elde edilir ve (N : M) =P olur istenen sonug elde edilir.

Lemma 3.7.5 M garpimsal birR - modiil olsun. L ve N de M nin alt modiilleri
olsunlar. K, R nin bir asal ideali olsun ve P de M nin bir K yar1 asal alt modiilii olsun
oyle ki N "NL c P sarti saglansin. Eger (N:M) z KiseL < P dir. [12]

Ispat NALcP oldugunu kabul edelim.
(NNL:M)c(P:M)=K=(N:M)n(L:M)cKve K,R nin bir asal ideali
oldugundan (N:M)c K yada (L:M)cKolmali. (N: M)z K kabul ettigimizden
(L:M)c Kbuluruz. (L:M)M cKMve M garpimsal oldugundan L < KM olur.
Fakat (P:M)=Kolmast KM < Polmasin1 gerektirir. DolayisiylaL c KM < P
bulunur.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada halka ve modiil teorisi anlatilmig, asal alt modiiller ve yar1 asal alt
modiillerle ilgili arastirma yapilmis ve birimli ve degismeli bir halkanin asal idealleri ile
asal alt modiiller arasindaki iliski incelenmistir. Ayrica asal alt modillerin diger
modiillerle arasindaki iliski iizerinde durulmustur. Yar asal alt modiiller ile ilgili temel
bilgiler verilerek yar1 asal alt modiillerin yar1 radikalleri lizerinde inceleme yapilmistir.
Ayrica asal alt modiillerde saglanan bazi 6zelliklerin yar1 asal alt modiillerde de benzer
sekilde saglandig1 gozlenmistir. Bundan sonra yapilacak olan ¢alismalarda bir modiiliin

asal ve yar1 asal olmasini saglayan 6rnekler tizerinde ¢alisilabilir.
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