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OZET

CARPIMSAL MODULLER
Neslihan SUZEN

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Carpimsal modiiller, 1974 yilinda Mehdi tarafindan tanimlanan bir yapidir. Ancak 1981
yilinda, Barnard tarafindan farkli bir yol ile tanimlanmistir. Bundan sonraki ¢alismalarda
bu tanim dikkate alinmistir.

Bu calismada degismeli halkalarda ¢arpimsal modiilleri incelemek icin oncelikle halka
ve modiil teorisi anlatiimistir. Sonraki béliimde ilk olarak degismeli bir halka tzerinde
carpimsal modil tanimi ve genel 6zellikleri verilmistir. Ayrica bir modilin g¢arpimsal
olabilmesi icin bazi gerek ve yeter kosullar verilmistir. Daha sonra maximal ve asal
idealler icin verilen bazi sonugclarin carpimsal modiillerin asal alt modiilleri ve maximal
alt modilleri icin de saglanip saglanmadigi arastirilmis ve 0Ozel olarak carpimsal
modydllerin sonlu dretilmis olma durumlar incelenmistir. Son olarak carpimsal
modyillerin alt modullerinin radikalleri karakterize edilerek bu kisim tamamlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Carpimsal moddller, halka teorisi, modil teorisi, maximal alt
moddl, asal alt modiil, radikal.
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ABSTRACT

MULTIPLICATION MODULES

Neslihan SUZEN

Department of Mathematic

MSc. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Giirsel YESILOT

Multiplication modules which was introduced by Mehdi in 1974, is a structure in
module theory. However, in 1988, defined in a different way by Barnard. Since then,
this definition has been considered.

In this study, firstly ring and module theory were described for research in
multiplication modules in commutative ring. In the next part, initially, definition and
basic properties of multiplication module over commutative ring were given.
Furthermore, some necessary and sufficient conditions for a module to be
multiplication were given. Then, whether some results on prime and maximal ideals
also hold for prime and maximal submodules of multiplication modules were
investigated and particularly finitely generated multiplication modules were examined.
Finally, in this part, radical of submodules of multiplication modules was characterized.

Keywords: Multiplication modules, ring theory, module theory, maximal submodules,
prime submodules, radical.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

GCarpimsal moddller Mehdi tarafindan 1974 yilinda tanimlanan bir yapidir. Mehdi bir

modulln ¢arpimsal alt moddllerinin carpimsal olmasi ile agiklamistir [1].

1981 yilinda Barnard garpimsal modulleri Mehdi ‘den farkli bir yol ile tanimlamistir
[2]. Carpimsal moddller ile ilgili yapilan c¢alsmalarin ¢ogunda bu tanim dikkate
alinmustir [3],[4],[5],[81,[9]. Barnard calismasinda halkalar icin bilinen Nakayama
Lemma’daki sonlu Uretilmislik sarti yerine g¢arpimsal modil olma sartini getirerek

yeniden ispat yapmistir.

1988 yilinda El-Bast ve Smith verilen bu tanima bagh kalarak ¢carpimsal modiiller ile ilgili
temel teoremleri ifade ederek ispatlamislardir [3]. Bu calismada El-Bast ve Smith
degismeli ve birimli halkalar tGzerindeki modiillerin ¢garpimsal olmasi igin gerek ve yeter
kosullari vermislerdir. Ozellikle bu modiillerin sonlu Uretilmis veya devirli olma
durumlarini arastirmislardir. Makalede ayrica ¢arpimsal moddllerin asal alt modiilleri

ile ilgili de temel teoremler ve ispatlari verilmistir.

Yine 1988 yilinda Smith carpimsal modillerin temel teoremlerini farkh ispatlarini
vermistir [4]. Ayrica Smith bu ¢calismasinda degismeli bir halkanin idealleri ve ¢arpimsal

modyllerin alt modulleri arasindaki iliskiyi incelemistir.

Ali, 2008 yilinda yayinladigi makalede bir idealin radikali i¢in bilinen karakterizasyona
benzer bir karakterizasyonu sonlu Uretilmis carpimsal bir modilin alt modilinin M-

radikali icin yapmuistir [5].



Elbette ¢calisma alanlari bu kadarla sinirli degildir. Carpimsal modiillerin idempotent ve
nilpotent alt modiilleri, projektif ve flat moddiller ile birlestirilmesi gibi daha nice
konularda calismalar yapiimistir fakat bu calismada bu konulari incelemeyecegimiz icin

bunlarin ayrintilarina burada deginmeyecegiz.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez, modiil teorisi alaninda galisan veya ¢alismaya baslayan herkesin yararlanmasi
amaciyla hazirlanmistir. Bu amagla 6ncelikle temel halkalar teorisi kisaca anlatilacak ve
modil teorisinin temel kavramlari verilecektir. Daha sonra ise ¢arpimsal modiller
ayrintili bir sekilde incelenecektir. Bu ¢alismada ¢arpimsal modiuillerin alt modiilleri ile
halkanin idealleri arasindaki benzerlikleri incelemeyi amaglyoruz. Halkalar teorisindeki

bazi temel teoremleri carpimsal modiiller icin vermeye ¢alisacagiz.

1.3 Hipotez

Birimli ve degismeli bir halkanin idealleri ile c¢arpimsal modillerin alt modulleri
arasinda benzerlikler vardir. Halkalar igin Cohen Teoremi ve Nakayama Lemma gibi bazi
temel teoremler, birimli ve degismeli bir halkada ¢arpimsal modiiller icin de saglanir.
Ayrica modil teorisinde bazi teoremlerde modiillerin sonlu (retilmis olma sarti yerine

carpimsal modil olma sarti getirildiginde teorem halen saglandigi gosterilebilir.



BOLUM 2

HALKALAR ve MODULLER

Bu bélimde bir sonraki bolimde kullanilmak amaciyla bazi kavramlar tanitilacaktir.

2.1 On Bilgiler

Tanim 2.1 S bir kime ve <, S lizerinde bir baginti olmak lzere (S,S) sistemi

i)Her aeS icin a<a (yansima ozelligi)
ii) a<b ve b<a ise a=b (terssimetri 6zelligi)
iii) a<b ve b<c iken a<c (gecisme ozelligi)
Ozelliklerini saghyor ise S ’ye sirali kiime denir. Eger(S,S) sirali kiimesinde her

a,beS icina<b veya b<a ise bu sirali kimeye tam sirali denir [6].

Tanim 2.2 Sirali bir kiimede bir elemanin kendinden kesin blyik baska bir eleman

yoksa bu elemana maximal eleman denir [6].

Tanim 2.3 Sirali bir kiimenin tam sirali bir alt kimesine zincir denir [6].

Lemma 2.1 (Zorn Lemma) Bostan farkh bir S sirali kimesinin, her zincirinin S de bir
Ust sinirivarsa, S sirali kiimesinin en az bir maximal elemani vardir [6].
2.2 Halkalar

Tanim 2.4 R bos olmayan bir kiime olsun. R (zerindeki (+) ve () ikili islemleri icin,

asagidaki 6zellikleri saglayan (R,+, . ) sirali G¢lUsiine halka denir.



i) (R,+ ) abelyan bir grup,

i) Her a,b,c e R icin, (ab).c=a.(bc) (birlesme zelligi),

iii) Her a,b,c eRigin, a.(b+c)=ab+ac ve (a+b).c=ac+b.c (carpmanin toplama
Uzerine dagilma ozelligi)

Ek olarak ;

e Her a,beR icin ab=Db.a ise R ’ye degismeli halka,
e Her aeR igin 1,.a=al, =a olacak sekilde bir 1, €R elemanivarsa, R ’ye

birimli halka denir [6].

Buradan itibaren ab=ab yazlacaktir ve halkalarimiz birimli ve degismeli olacaktir.
Teorem 2.1 (R,+, . ) bir halka olsun. Oyleyse asagidakiler saglanir.

i) Her aeR igin a.0; =0z.a=0; dir.

ii) Her a,beR icin a(-b)=—ab=(-a)b dir.

iii) Her a,beR icin (—a).(—b) =ab dir.

iv) Her a,b,ceRic¢in a(b—c)=ab—ac ve (b—c)a=ba-ca dir [6].
Tanim 2.5 Halka sadece 0, dan ibaret ise yani 0, =1, ise halkaya trivial halka
denir [6].

Tanim 2.6 R bir halka ve aeR olmak tzere ab=0 olacak bicimde bir 0=beR

varsa, a elemanina halkanin sifir béleni denir [6].

Tanim 2.7 R bir halka ve 0, #a€R olsun. ab=1, olacak sekilde be R varsa, a

elemanina terslenebilir veya birimsel eleman denir [6].

Tanim 2.8 R birimli ve degismeli bir halka ve 1, #0; olsun. Eger R 'nin 0y dan

baska sifir boleni yoksa, R ’ye bir tamlik bolgesi denir [6].

Tanim 2.9 Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin tersi varsa

halkaya cisim denir [6].

Tanim 2.10 Bir R halkasinda a€R icin, a®=a ise a elemanina idempotent eleman

denir [6].



Tanim 2.11 R birhalka J# 1 <R olsun.

1. Her a,bel icin a—bel ve

2. Her ael veher reR igin rael

ise I ‘ya R ’nin bir ideali denir.

0:{0R} ve R ’nin kendisi her zaman bir ideal oldugundan, trivial olmayan her
halkanin en az iki ideali vardir. R ’nin kendinden farkli her idealine has ideali denir [6].
Ornek 2.1 Tamsayilar halkasi Z ‘in idealleri toplamsal alt gruplarindan ibarettir [7].
Teorem 2.2 R bir halka ve I,(i€A), R ’nin ideallerinin bostan farkli bir toplulugu

olsun. O zaman (|1, de R ’nin bir idealidir [6].

ieA
Tanim 2.12 A,R halkasini bir alt kiimesi olsun. R ’‘nin A ’yi kapsayan en kuiiglik

idealine A ’'nin Urettigl ideal denir ve (A) ile gosterilir. A:{a} tek elemanli bir
kime ise (A)=(a) ya a 'nin rettigi temel ideal denir. A={a,,a,,...,a,} sonlu bir
kiime ise (A) ‘ya sonlu liretilmis bir ideal ve A ’ya da bir lireteg sistemi denir [6].
Tanim 2.13 Her ideali bir temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi denir [6].

Onerme 2.1 R halkasinin bir cisim olmasi icin gerek ve yeter kosul R 'nin 0 ve R ’den

baska hicbir idealinin olmamasidir [6].

Tanim 2.14 R bir halka, | ve J ikiideal olsun.

| +J={a+b:ael,bel} ye I ve J ideallerinin toplami ve
1J :{Z:aibi g, el,b el ve neZ+} ‘ye | ve J ideallerinin ¢arpimi denir. 1J ve
i=1

I +J de R ’nin idealleridir [6].

Tanim 2.15 R ve S iki halka olsun . Her a,b e R igin

f(a+b)=f(a)+ f(b) ve f(ab)=f(a)f(b)

kosullarini saglayan f :R — S fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.



Eger bir homomorfizma 1-1 ise monomorfizma , Orten ise epimorfizma ve hem 1-1

hem de orten ise izomorfizma adi verilir.

Cekf ={reR: f(r)=0}
kiimesine f ’'nin gekirdegi denir. Cekf , R “nin bir idealidir [6].

Tanim 2.16 |,R halkasinin bir ideali olsun. 7:R — R% , z(r)=r+1 ile taniml
fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. 7 'ye dogal (natiirel) homomorfizma denir [7].
Teorem 2.3 (1.izomorfizma Teoremi) Eger f :R — S bir érten halka homomorfizmasi
ise f :%ekf = f(R)=S dir[7].

Tanim 2.17 P,R halkasinin bir has ideali olsun. a,beR icin, abe P olmasi acP
veya b e P olmasini gerektiriyorsa P ’ye bir asal ideal denir [6].

Onerme 2.2 R bir halka olsun. P — R idealinin asal olmasi icin gerek ve yeter kosul

% bolim halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidir [8].
Teorem 2.4 (M.Isaac’s Teorem) R bir halka olsun. R ’nin her asal ideali temel ideal ise
R bir temel ideal halkasidir [10].

Tanim 2.18 |, R halkasinin bir ideali olsun.

\ﬁz{reR: birneNicinr”el}

kiimesi R halkasinin | ’yi kapsayan bir idealidir. Bu ideale | idealinin radikali denir ve
\/I_ ile gosterilir [6].

Onerme 2.3 |, R halkasinin bir ideali olsun. | idealinin radikali R ’nin | ’yi
kapsayan biitlin P asal ideallerinin arakesitidir [6].

Teorem 2.5 | ,R halkasini bir has ideali olsun. R 'nin | ©J <R kosulunu saglayan

her J idealiicin, | =J veya J =R oluyorsa | ya R 'nin maximal ideali denir [6].

Teorem 2.6 R bir halka ve M = Rbir ideali olsun. M ’nin R’nin bir maximal ideali

olmasi icin gerek ve yeter kosul her xe R—M icin M +<X> =R olmasidir [7].



Ornek 2.2 F bir cisim ise tek maximal ideali 0 dir [6].

Onerme 2.4 R bir halka olsun. M — R idealinin maximal olmasi igin gerek ve yeter

kosul A/I bolim halkasinin bir cisim olmasidir [6.]

Sonug 2.1 Her maximal ideal asaldir [6].
Teorem 2.7 Sifirdan farkli her R halkasinda en az bir tane maximal ideal vardir [8].
Sonug 2.2 J,R ’nin bir has idealiise J ’yi kapsayan bir maximal ideal vardir [6].

Tanim 2.19 R halkasinin tek bir tane maximal ideali varsa , R ’ye bir lokal (yerel)

halka denir [6].

Ornek 2.3 F bir cisim ise tek maximal ideali 0 oldugundan, bir yerel halkadir [6].
Tanim 2.20 R halkasinin tim maximal ideallerinin arakesitine Jacobson Radikali denir
ve J(R) ile gosterilir [6].

Ornek 2.4 J(Z,,) = (5) dir.

Coziim. Z,, nin maximal idealleri

dir. Béylece J(Z,,)=1MNJ ={6,5} =(§) elde edilir.

Onerme 2.5 acR elemaninin, Jacobson radikalinde olmasi icin gerek ve yeter kosul

her r eR icin, 1—ar e R elemaninin birimsel olmasidir [8].

Tanim 2.21 |, R halkasini bir ideali olsun. | P asal ideali icin, | P — P olacak
sekilde hicbir P asal ideali yoksa P ’ye | ’‘nin bir minimal asal ideali denir. Ozel
olarak, | =0 idealinin minimal asallarina da R ’nin minimal asallari denir [6].

Ornek 2.5 Bir tamlik bdlgesinin minimal asallari O dan ibarettir [6].

Teorem 2.8 n>2 olmak tizere, I, 1,,...,1, ler R halkasinin idealleri olsun. Her i# ]

n

icin I, +1, =R (i,j=1..,n) ise

L.l =LN1LN..N1,  dir[6].



Teorem 2.9 (Cin Kalan Teoremi) n=>2 olmak tzere, I,I,,...,1, ler R halkasinin

idealleri olsun. Her i# j icin I, +1, =R (i,j=1..,n) ise reR olmak izere,

i) f(r)=(r+1,..r+1,) ile tanimlanan f:R—)%x...x% homomorfizmasi
1 n

ortendir.

i) RII | = % X .. X % izomorftur [6].
1°2**"n 1 n

Tanim 2.22 | ve J , R ’nin iki ideali olsun. (1:J)={reR:rJcl} kimesini

tanimlayalim.

(0:3)={reR:rJ =0} i

le tanimlanan kiimeye J ’nin sifirlayicisi denir ve ann(J) ile gosterilir [8].

Tanim 2.23 A, R ’nin bir ideali olsun. B < A kosulunu saglayan R ’nin her B ideali

icin B= AC olacak sekilde bir C ideali varsa A ’ya ¢arpimsal ideal denir [3].

Tanim 2.24 R bir tamlik bolgesi ve F, R ’nin kesir cismi olsun. | ,R-modil F “nin bir
alt modull olmak Gzere XI — R olacak sekilde 0= XeR varsa | ya R ’nin kesirsel
ideali denir. | kesirsel ideal ise |IJ =R olacak sekilde J ideali varsa |’ya

terslenebilir ideal denir [6].

Ornek 2.6 R=7Z ve F=Qigin I:%Zise | ,7Z’in kesirsel ideali ve terslenebilir
idealdir.
Tanim 2.25 R halkasini ideallerinin her artan

Lcl,c.cl, c..

zinciri sonlu adimda durursa, R ‘ye Noetherian halka denir [6].

Teorem 2.10 (Cohen Teoremi): R halkasinin biitlin asal idealleri sonlu tretilmis olsun.

Bu durumda R noetheriandir [6].
Tanim 2.26 R halkasini ideallerinin her azalan

Lo, o.ol 2.



zinciri sonlu adimda durursa R ’ye Artinian Halka denir [6].

2.3 Modiiller

Tanim 2.27 (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlar ile R

deki elemanlarin skaler ¢arpimi, RxM — M fonksiyonu asagidaki kosullari saglyor

ise, M ’ye R Uzerinde bir modiil veya kisaca R - modiil denir [6].
i. HerreRve her mmeM icin, r(m+m')=rm+rm'
ii. Her r,r eR veher meM igin, (r+r')m:rm+rm'
iii. Her r,reR veher meM icin, (rr')m = r(r'm)
iv..  Her meM igin, Im=m
Ornek 2.7

1.Her R halkasini, skaler ¢arpimi halkadaki ¢arpim alarak, kendisi izerinde bir R -

modiil olarak dustinebiliriz.

2. |, R halkasinin bir idealiise 1 bir R -moduldir.
3. 1, R halkasinin bir ideali ise Rx%—) F% skaler garpimi, (I’,S+I)H rs+1 ile

tanimlanarak F\% bir R-modil yapilabilir.

4.V , K cismi lizerinde bir vektor uzayiise V yi bir K -modiil olarak dislinebiliriz [6].

Tanim 2.28 R bir halka, M bir R - modil ve N — M bos olmayan bir alt kiime olsun.

Asagidaki kosullari saglayan N kimesine M ’nin bir alt modiilii denir.

i. Her n,n,eN igin n+n,eN ve

ii. Her reR ve neN igin rneN
M ‘nin 0 ve M disindaki alt modiillerine has alt modiilii denir .

Onerme 2.6 M bir R - modiilve N =M olsun. N ’nin bir alt modiil olmasi icin gerek

ve yeter kosul her r,r €R ve her mm €M icin rm+rm €N olmasidir [6].

7

Ornek 2.8 R halkasini R-modiil olarak disiindiigiimiizde, alt modiiller R ’nin

idealleridir [6].



Tanim 2.29 M bir R-modilve X < M bir alt kiime olsun. X alt kiimesini kapsayan

tim alt modiillerin arakesitine X ’in Urettigi alt modul denir ve <X> ile gosterilir.
meM olmak lzere {m} ’nin irettigi alt modiil

(m)=Rm={rm:reR}

‘ve m ile Uretilmis alt modul denir. Eger M :<m> ise M ’ye devirli modiil denir.

X =M sonlu bir alt kiime olmak iizere M =(X) ise M ‘ye sonlu iiretilmis modil

denir. X ={X,,...,X,} sonlu kiime ise

<X>={Zrixi ‘reRvex eX,i=1..,n }ZRX1+RX2+...RXH dir.
i=1

Onerme 2.7 R bir halka , | bir ideali ven M bir R-modil olsun.

IM ={Zrimi ‘relvem eM,i=1,2,..,nve n eN}
i=1

ile gosterelim. Su halde IM , M ’nin bir R - alt moduludir ve asagidakiler saglanir.
i) | ve J, R ’ninikiidealiise 1(JM)=(1J)M dir.
ii) | =Ra bir temel ideal ise IM =(Ra)M ={am:me M} dir [6].

Onerme 2.8 R bir halka, M bir R-modil, N bir alt modili ve @ # X < M bir alt

kiime olsun.
(N :X)={reR:rX gN}
ile gésterelim. (N : X)), R ’nin bir idealidir [6].

Tanim 2.30 M bir R-modiil ve N bir alt modiil olsun. (N:M)={reR:rM c N}

kiimesini tanimlayalim.

(0:M)={reR:rM =0}

10



’

ile tanimlanan kimeye de M ’nin sifirlayicisi denir ve ann(M) ile gosterilir.

(N:M) :ann(N%\l) oldugu agiktir. Ayrica (N :M), R ’nin bir idealidir [6].
Tanim 2.31 M bir R -moddl olsun.

Ann(M)={reR:rM =0}=0

ise M modiline sadik (faithful) modil denir [6].

Onerme 2.9 R bir halka , M bir R-modiil, {N;} ler ve N alt modilleri ve

D# X <M bir alt kiimesi olsun.

iel

1. (.D. N. :X):ﬂ(Ni:X)

2. (N:ZNijzﬂ(N:Ni)

icl iel

3. N ve N'ikialt modiligin ann(N +N') =ann(N)~ann(N')

saglanir [6].

Onerme 2.10 M bir R-modil veN , M ’nin alt modili olsun. Rx N%\I —>'V%\|

skaler carpimini (r,m+N)|—>rm+N ile tanimlayarak , N%\I bolim moduill bir R -
modyl yapilabilir [6].
Onerme 2.11 M bir R-modiil ve |,R ’nin | cann(M) sartini saglayan bir ideali

olsun. O zaman M, F% bolim halkasi Gizerinde bir moddldir [6].

Lemma 2.2 M bir R-modilve | ,R ’nin bir ideali olsun. Bu durumda,

| cann(M
.= Mim) dir.
ii. N%M , R% Uizerinde bir moduldir [8].

Lemma 2.3 | ve J,R’nin iki ideali vee M bir R-modil olsun. Eger | < J ise

IM cJM dir.
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Lemma 2.4 (Genel Determinant Argiimani) M sonlu dretilmis bir R -moddil ve I ,R

‘nin bir ideali olmak (izere M =IM olsun. Bu durumda (l—a)M =0 olacak sekilde

bir ae | vardir.

Onerme 2.12 |, R halkasinin bir ideali ve M sonlu uretilmis bir R - modiil olsun. Bu

durumda ann('v%M ) = ﬁ/ann(M )+1 saglanir.

Onerme 2.13 | ,R halkasinin bir ideali ve. M bir R - modil ve K, M ’nin bir alt

modiilii olsun. Bu durumda | (K:M)=(IK: M) saglanr.

Tanim 2.32 R bir halka, M ve N de R - modil olsun. f:M — N fonksiyonu, her
mm'eM icn , f(m+m)=Ff(m)+f(m) ve her reR ve meM icn
f (rm)=rf (m) kosullarini sagliyorsa f ’ye bir modiil homomorfizmasi veya R-

homomorfizma denir.

Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma, 6rten ise epimorfizma ve hem bire bir

hem o6rten ise izomorfizma denir [6].

Teorem 2.11 R birhalka f :M — N bir R modil homomorfizmasi olsun.
i) f (0, )=0, ve f(-m)=—f(m) dir.
ii) Cekf ={me M : f(m)=ON} kiimesi M ‘nin bir alt modulid(ir.
i)  f(M)=Imf , N’nin bir alt modiludir.
Teorem 2.12 (Homomorfizma Teoremi) R bir halka f:M —N bir R modil

. M ~ .
homomorfizmasi olsun. %Zekf =Imf dir[8].

Onerme 2.14 M devirli bir R -modiilise M =R

ann(M) dir [6].

Tanim 2.33 R bir halkave M bir R - modul olsun. M ’nin alt moddllerinin her artan

M,cM,c..cM, c..

zinciri sonlu adimda durursa M ’‘ye noetherian modiil denir [6].
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Onerme 2.15 R bir halka ve M bir R - modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. M noetherian moduldir.

2. M ’nin her alt modill sonlu Uretilmigtir.

3. M ’nin alt moddllerinin ailesi & # S nin bir maximal elemani vardir [6].

Tanim 2.34 R bir halkave M bir R - modil olsun. M ’nin alt modiillerinin her azalan

M,oM,o..oM, D..

zinciri sonlu bir adimda durursa M ye Artinian Modiil denir [6].
Onerme 2.16 R bir halkave M bir R - modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. M artinian modldr.

2. M ’nin alt modillerinin ailesi & # S nin bir minimal elemani vardir [6].

Teorem 2.13 M bir noetherian R -modiil olsun. Bu durumda R noetherian
ann(M)

bir halkadir [6].

Teorem 2.14 Her artinian halka noetheriandir [6].

Teorem 2.15 |, R halkasinin bir ideali ve M sonlu uretilmis R -modil olsun. XeR

icin XM < IM ise (x"+y)M =0 (n>0) olacak sekilde y I vardir [6].

Sonug 2.3 |, R halkasinin bir idealive M sonlu lretilmis R -modiil olsun. Bu durumda

M=IM ise (1+ y)M =0 olacak sekilde ye | vardir [6].

Lemma 2.5 (Nakayama Lemma) M sonlu dretilmis bir R-modil olsun. J,R ’nin
jacobson radikali olmak lzere | < J olsun. Bu durumda M =IM olmasit M =0

olmasini gerektirir [6].

Tanim 2.35R bir tamlik bolgesi ve M bir R -modiil olsun.

T(M)={meM :rm=0 olacak sekilde bir 0+r e R var}
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alt modiiline M "nin burulmal alt modiilii denir. T(M)=M ise M ’ye burulmali

modiil, T(M)=0 ise M ’ye serbest burulmali modiil denir [6].

R bir tamlik bolgesi degil ise T(M) ‘nin R-modiil M ’nin bir alt modiilii oldugunu
séyleyemeyiz. Gergekten Z, -modil Z, da 2 ve 3 elemanlari burulmali olmasina

ragmen 2+3=5 eleman burulmali degildir.
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BOLUM 3

DEGISMELI HALKALARDA CARPIMSAL MODULLER

Bu bolim boyunca birimli ve degismeli halka tzerinde g¢alisilacaktir.

3.1 Carpimsal Modiiller

Bu boélimde birimli ve degismeli bir halka izerinde ¢arpimsal modiiller ele alinacak ve

bir moduliin ¢carpimsal olmasi icin bazi gerek ve yeter kosullar verilecektir.

Tanim 3.1 M bir R-modil olsun. M ’'nin her N alt modili icin N = IM olacak sekilde

R ’nin bir | idealivarsa, M ’ye ¢arpimsal modiil denir [2].
Ornek 3.1 Carpimsal idealler carpimsal moduldiir [3].

Ornek 3.2 Her halka kendi tizerinde bir carpimsal modiildir.

Cunkl R halkasinin her | ideali | = IR biciminde yazilabilir.

Ornek 3.3 R ’nin terslenebilir idealleri carpimsal R -modiildiir:

| ,R ’nin terslenebilir bir ideali olsun. O zaman |J =R olacak sekilde bir J ideali

vardir. N , | “nin bir alt moduli olsun. Bu durumda,
NIJ=NJI=NR=N ve Nc/|

oldugundan NJ < IJ =R olur. Boylece NJ , R ’nin bir idealidir ve | c¢arpimsal

R -moduldur.

Ornek 3.4 Q,Z -modiil olarak carpimsal degildir:

Q bir carpimsal modiil olsa idi, Z = QI olacak sekilde Z in bir | ideali bulunurdu.
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. Eger 1 =0 ise Z =0 dir.
. Eger 1 #0 ise Z=QI =Q dur.
Her iki durumda da celiski elde edileceginden QQ,Z -modul olarak carpimsal degildir.

Onerme 3.1 Devirli modiiller carpimsal moduildiir [6].

ispat. M devirli R-modil ve N,M ’nin bir alt modili olsun. Bir meM igin

M =Rm dir. I ={r eR:rme N} kiimesi ele alinsin.
r,rel icin(L+r)m=rm+r,meN ve reR,ael icin (ra)m=r(am)eN

oldugundan | ,R ’nin bir idealidir. Simdi N = IM oldugunu gosterelim. Bir me M igin
M =Rm oldugundan her ne N icin n=rm olacak sekilde r € R vardir. Buradan r €|
ve n=rme IM dir. Oyleyse N < IM bulunur. Diger taraftan IM < N oldugu aciktir. O

halde esitlik saglanir. o

Onerme 3.2 M carpimsal bir R-modiil ve N, M ’nin alt modiilii olsun. O zaman
N:(N:M)M (3.1)

saglanir [6].

ispat. M carpimsal modiil oldugundan N = AM olacak sekilde R ’nin bir A ideali
vardr. AM c N oldugundan Ac(N:M) dir. Buradan N=AM c(N:M)M

bulunur. Tersine , r e(N :M) olsun. O zaman rM < N ve buradan (N :M)M cN

dir. Her iki kapsamadan (3.1) saglanir. o

Sonug 3.1 M ’nin ¢arpimsal R -modil olmasi igin gerek ve yeter kosul M ’nin her N

alt modiliiicin N =(N:M)M olmasidir [6].

Onerme 3.3 M bir R-modiil olsun. M ’nin garpimsal olmasi igin gerek ve yeter kosul

her me M icin Rm=IM olacak sekilde R 'nin bir | idealinin olmasidir [3].

ispat. (=): M carpimsal modii olsun. Rm,M ’nin alt modilii oldugundan

Rm=IM olacak sekilde R ’'nin bir | ideali vardir.
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(<): Her meM icin Rm=IM olacak sekilde R ’nin bir | idealinin oldugunu
varsayalim. N, M ’nin bir alt modili olsun. VX e N igin Rx=1 M olacak sekilde R
‘nin bir I, ideali vardir. I:Z:|X olsun. Boylece IM =N olur. Gergekten, VXe N
icin,

XeRx=1I.M c IM

oldugundan N < IM dir. IM=(D"1,)M =N oldugu agktr. Buradan IM =N ve
boylece M ¢arpimsal modildir. O

Simdi Nakayama Lemma’da M ’nin sonlu Uretilmis olma sarti yerine ¢arpimsal modil
olma sartini getirelim.

Onerme 3.4 M carpimsal bir R-modiil olsun. J,R ’nin Jacobson radikali ve | = J

olmak Gzere M =Ml ise M =0 dir [2].

ispat. XxeM olsun. M bir carpimsal modiil oldugundan Rx= AM olacak bicimde R
"nin bir A ideali vardir. O halde

Rx = AM = AIM = IAM = Ix

dir. Buradan x=ax olacak bicimde bir ael cJ vardir. J, Jacobson radikali

oldugundan 1—-a birimseldir. (1—a)x=0 ise X=0 ve boylece M =0 elde edilir. o
Onerme 3.5 R lokal bir halka olsun. R “nin her ¢arpimsal modiilii devirlidir [2].

ispat. R bir lokal halka ve M maximal ideal olsun. 0= M bir ¢arpimsal R -modiil ise,
M =MM dir. Eger M =MM olsa idi, R ’nin tek maximal ideali oldugundan
J(R)=M dir. M cJ(R) ve M =MM ise Onerme 3.4 den M =0olur ve 0% M
secimi ile celisirdi. Bir XM —MM elemani alalim. M carpimsal modl oldugundan

Rx=IM olacak sekilde bir | ideali vardir ve | ¢ M dir. Eger | =M olsa idi,

IM cMM ve xeRx=IM oldugundan xe MM olurdu. Béylece XxeM —MM

secimi ile gelisirdi.
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Degismeli halkada her has ideal bir maximal idealde kapsanir. M, R ’nin tek maximal
ideali oldugundan , 1 ¢ M olmasi | =R olmasini gerektirir. Oyleyse Rx=1IM

oldugundan M =Rx dirve M devirlidir. o
Teorem 3.1 Carpimsal modillerin homomorf goriintiisti de ¢carpimsal moddldir [9].

ispat. M, R halkasi lzerinde bir carpimsal modil, f:M —>M  bir R-modiil
homomorfizmasi ve K=f(M) olsun. keK olmak utzere k= f(m) olacak

bicimde me M vardir. M bir ¢arpimsal modul oldugundan Rm=IM olacak sekilde

R 'nin birl ideali mevcuttur. O halde,

Rk=Rf(m)=f(Rm)=f(IM)=I1f(M)=IK
ve boylece K carpimsal R - modilolur. o
Sonug¢ 3.2 M carpimsal R-modilve N, M ’nin alt modili olsun. O zaman N%\I de

carpimsal R -modilddr.

ispat. f:M — N%\l orten bir R-modul homomorfizmasidir. Teorem 3.1 den N%\I
de carpimsal bir R-modildir.o

Tanim 3.2 M bir R-modiil ve P, R 'nin maximal ideali olsun.
T.(M)={meM :(1- p)m=0 bazi pe P icin}

kimesini tanimlayalim. T (M), M ’nin alt modiludir. Clinkd m;, m, eT,(M) icin
(1-p,)m =0 ve (1-p,)m, =0 olacak sekilde p,,p,eP vardir. p=p,+p,—p,p,
secilirse ; (1-p)(m+m,)=0 ve m+m,eT,(M) olur. reR,meT,(M) igin

(1-p)(rm)=r(1- p)m=0 oldugundan rmeT,(M) dir [3].

Tanim 3.3 M bir R-modil ve P, R ’nin bir maximal ideali olsun.

@—p)M <Rm

olacak sekilde pe P ve meM varsa M ’ye P - devirli (P - cyclic) denir [3].
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Teorem 3.2 M bir R-modil olsun. M ’nin ¢arpimsal modiil olmasi icin gerek ve yeter

kosul R “nin her P maximal ideali icin T (M)=M veya M ’nin P -devirli olmasidir
[3].
ispat. (=): M carpimsal R -modiil oldugunu kabul edelim. P,R ’nin bir maximal

ideali olsun. M =PM oldugunu varsayalim. me M olsun. Onerme 3.3 den Rm=AM

olacak sekilde R ’nin bir A ideali vardir. Boylece

Rm=AM = APM = PAM =Pm

ve JpeP i¢in m=pm olur. Buradan (1-p)m=0 ve meT,(M) elde edilir.
T.(M)cM oldugu agiktir. O halde T,(M)=M olur. Simdi M = PM oldugunu
varsayallm. PM < M oldugundan M & PM dir. En az bir Xe M icin x&PM olur.
M carpimsal oldugundan Rx=BM olacak sekilde R ’nin bir B ideali vardir. B & P

dir. Eger B < P olsaidi,

XxeRx=BM < PM

ve XePM olurdu. x¢PM secimi ile gelisirdi. P, R ’nin bir maximal ideali

oldugundan 1-qeB olacak bicimde qeP vardir. Gercekten B & P oldugu igin bir
aeB(agP) vardir. P maksimal ideal ise P+(a):R ve bir qeP icin g+ra=1

dir. Buradanda 1-g=raeB dir.Ohalde 1-qe€B ise,

(1-q)M < BM =Rx

ve boylece M , P - devirli olur.
(<): R ’nin her P maximal ideali igin T,(M)=M veya M ’nin P -devirli oldugunu
kabul edelim. N, M ’nin alt modiliu ve | :(N : M) ideali olsun. (3.1) in saglandigini

gosterelim. (N : M) ‘nin tanimindan IM < N oldugu agiktir. Diger taraftan yeN

olsun.

K={reR|ryeIM}
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R ’nin bir idealidir. K =R oldugunu gosterelim. 0 € K oldugundan K =& dir. K #R

oldugunu varsayalim. O zaman K < Q olacak bigimde R ’nin bir Q maksimal ideali
vardir. Eger M =T,(M) ise (1—S)y=0 olacak bicimde seQ vardir ve bdylece
1-se K cQ celigkisi elde edilir. Hipotezden M =T,(M)degil ise M, Q-devirlidir.
(1-t)M < Rz olacak sekilde teQ ve zeM vardir. (1-t)N, Rz ’nin alt moduludir ve
R ’'nin

J={reR:rze(1-t)N}

ideali icin (1—t)N =Jz yazlabilir. Gergekten de Jz = (1-t)N oldugu agiktir. Diger
taraftan X e(1—t)N olsun. x=(1—t)s olacak bigimde seN vardir. 1—-t)N, Rz ’nin

alt modull oldugundan X =az olacak bicimde a<R vardir.

x=az=(1-t)se(1-t)N
ve ae€J olur. O halde x=azeJz ve boylece (1—t)N < Jz saglanir. Oyleyse
(1-t)N =Jz dir. Dolayisiyla

(1-t)IM=J(1-t)M cIz=(1-t)NcN

ise J(1-t)<=(N:M)=1dir. Buradan

(1-t)’ye(@-t)’N=1-t)A-t)N =(1-t)Jzc Jzc IM

ve (1-t)’yeIM dir. Bdylece (1-t)’cK<Q ve Q ’nun ideal olmasi ile celisir.
Oyleyse K=R ve yelIM olur. Buradan (N:M)M =N ve Sonug 3.1 den M

¢arpimsal moduldir. o

Sonug 3.3 M birR-modiil ve bazi m, e M (A1€A) icin M :ZRmz olsun. M ’nin

AeA

carpimsal modul olmasi igin gerek ve yeter kosul VAeA icin Rm, =1,M olacak

sekilde R ’nin I, (1 € A) ideallerinin var olmasidir [3].

ispat. (=): Gereklilik M garpimsal oldugundan agiktir.
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(<): YAeA igin Rm, =1,M olacak bicimde R ’nin I, (1€ A) ideallerinin var
oldugunu kabul edelim. P, R ’nin bir maksimal ideali olsun. € A igin |, P
oldugunu varsayalim. P maksimal ideal ise R = |, +P dir. Buradan 1, —q e, olacak

sekilde g € P mevcuttur ve

(Lk-a)M I M =Rm,

dir. Béylece M, P -devirlidir. Simdi VA€ A igin |1, P oldugunu varsayalim. Bu
durumda |I;M =Rm, c PM ve boéylece

M => Rm, c PM

AeA
dir. Buradan PM =M dir. Herhangi bir 4 € A igin,
Rm, =I,M =1,PM =1,MP = Pm,
ve bir peP icin (1—p)m, =0 dir. Oyleyse m, €T,(M) ve M =T, (M) elde edilir.

Teorem 3.2den M c¢arpimsal modildir. o

Sonug¢ 3.4 | ,R halkasinin bir carpimsal ideali ve M bir carpimsal R-modil olsun.

IM bir carpimsal R -moddldir [3].
ispat. P, R ’nin bir maksimal ideali olsun. Eger 1 =T,(1) veya M =T,(M) ise

IM =T, (IM) dir. Ciinkii, T, (I)={rel:(1—p)r=0bazip, eP i¢in} =1 veya

T,(M)={meM :(1-p,)m=0bazip, eP icin} =M ise p=p,+p,—p,p, segilirse,

(1-p)x=(1-p)rm +..+(1-p)r,m =0
olur. Buradan

TP(IM):{X:Zn:rimi eIM:(1-p)x=0 bazipeP icin}:IM
i=1

21



dir. Simdi M #T,(M) ve 1=T,(I) olsun. Teorem 3.2 den (1-q,)l cRa ve
(1-0,)! =Rm olacak sekilde ¢q,,q,eP ve ael,meM vardir. q=q,+0d,-00,

icin (1-q)IM < Rma elde edilir. Gergekten,
(1-0)IM =(1—(¢, +9,—0,)) IM = (1-¢,) IM —q, (1-,) IM
=(1-9,)(1-q,)IM =(1-q,) 1 (1-0,)M = R(am)

ve buradanda IM , P —devirlidir. Teorem 3.2 den IM c¢arpimsal modildir. o

Sonug 3.5 M bir R-modil olsun. J(R)=J , R ’nin Jacobson radikali olmak tizere,

i) M carpimsal R -modildr.

i) N%M carpimsal R -modildar.

iii) R 'nin her P maximal ideali igin MA’M devirlidir.

(i) = (ii) = (iii) gergeklenir. Eger M sonlu Uretilmis ise (iii) = (i) de saglanir [3].
ispat. (i) = (ii): JM ,M ’nin alt modiilii oldugundan Sonug 3.2 den f:M — MAM

orten homomorfizmasinda M carpimsal ise MAM carpimsaldir.
.. _—_— "_R "_ M , . . . . .
@) =(i): R = A ve M = AM olsun. P, R ’nin bir maksimal ideali ve
P =% olsun. Bu durumda P, R ’niin bir maksimal ideali olur. Teorem 3.2 den
TP,(M') =M veya M, P - devirli olur. Eger T, (M )=M ise, M =P'M diryani

M =PM +JM =PM

dir. Boylece N%DM =0 bulunur. Eger M, P '- devirli ise,

(1- p)M = Rm+JIM < Rm+PM

dir (peP,meM) ve buradanda M =Rm+PM olur. Her iki durumda da MA’M

devirlidir.
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@iii)=(i): M ’nin sonlu dretilmis oldugunu kabul edelim. Q, R’nin bir maksimal

ideali olsun. R ’nin her P maksimal ideali igin N%’M devirli oldugundan

%M =<RX+QM> olacak bicimde X € M vardir. Buradan M =Rx+QM ve

N%?x - Q(N%?x)

olur. N%?x sonlu Uretilmis oldugundan, Genel Determinant Arglimani ’‘ndan
(1_q)N%Qx:0 olacak bigimde qeQ vardir. Bdylece (1-q)M cRx ve M, Q-
devirli olur. Teorem 3.2 den M carpimsal moduldir. o

Onerme 3.6 I (e A), R ’nin bos olmayan idelleri toplulugu ve M bir R-modiil

olsun. O zaman

QIIM = 1,M) (3.2)
dir [3].

Ispat. Her a e A igin | M < (Z I,)M oldugundan

aelA

Q1M IIM

ael ael
dir. Tersine, a, el (aeA) olmak Uzere (Zaa)me(ZIa)M icin

Qlam=0ame(>1,M)

ael ael aeA

oldugundan (ZIa)M g(ZIaM) dir. Her iki kapsamadan (3.2) saglanir.o

aeA aeA

Burada (ﬂ Ia)M =N (IaM) ifadesi genel olarak dogru degildir. Ancak carpimsal
aeA

aelA

modyiller icin bazi sartlar altinda ifade gergeklenir.

Teorem 3.3 M sadik bir R-modiil ve I,(a€A), R ’nin bos olmayan herhangi bir

idealler toplulugu olsun. M ’nin ¢arpimsal olmasi icin gerek ve yeter kosul
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i) N (1,M)=(N1,)M (3.3)

aeA
ve

ii) M 'nin herhangi bir N alt modilu igcin N < AM kosulunu saglayan R 'nin A

ideali icin, B< A ve N < BM sartlarini saglayan bir B idealinin olmasidir [3].

ispat. i) M ’nin bir carpimsal modiil oldugunu kabul edelim. I, (aeA), R ’nin

herhangi  bir idealler toplulugu ve (11 =1 olsun. Her ae€A igin

aeA

(ﬂ Ia)M < N (I,M)oldugundan IM < N (I,M)dir. Diger taraftan xe N (I,M)

aelA aeA aeA acA

ve
K={reR:rxelM}

olsun. K =R oldugunu gosterelim. K =R oldugunu kabul edelim. O zaman Kc P
olacak bicimde R ’'nin bir P maksimal ideali vardir. x¢T, (M) dir. Eger xeT,(M)
olsaydi, 3peP igin (1-p)x=0 ve 1-peK <P olurdu ve celiski elde edilirdi.
X T (M) ise Teorem 3.2 den M, P - devirli olur. Yani (1- p)M < Rm olacak sekilde

peP,meM elemanlarivardir. 0 zaman xe ) (I,M) ise

aelA

(1-p)xe N(1,(1-p)M)< N (I,M)

aeA ael

dir. Her a €A i¢in (1-p)x=a,m olacak sekilde a, €I, vardir. Bir SeA secelim

Va eA igin, a,m=a,m ve bdylece (a

,—a,)m=0 dir. O halde,

(1-p)(a,—a,)M =(a,-a, )(1-p)M =(a,—a,)Rm=0

ve buradan da (1-p)(a,—a,)=0 elde edilir. Sonug olarak
(1-p)a,=(1-p)a, €1,

ve boylece (1-p)a, 1, dir. Oyleyse (1-p)a, eI, =1 bulunur. O halde
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(1- p)2 x=(1-p)a,m=(1-p)a,meIM

ve (1- p)ZXe IM dir. K ’nin tanimindan (1- p)2 e K = Q bulunur ve celiski elde

edilir. Sonug olarak K =R diryani xe IM dir.

N(LM)cM=(N1,|m

aeA aelA

elde edilir. Her iki kapsamadan (3.3) saglanir.

ii) N, M ’nin bir alt moduli ve A, R’nin N < AM kosulunu saglayan bir ideali olsun.

N =CM olacak bicimde R ’nin bir C ideali vardir. B=A[1Colsun. B— A oldugu

aciktir. i) den

N < AMCM =(ANC)M =BM

dir. Sonug olarak N < BM dir. Tersine, i) ve ii) nin saglandigini varsayalim.

N, M ’nin bir alt moduld olsun.

S={I]1,R"nin ideali ve N c IM}

kiimesini tanimlayalim. ReS oldugu agiktir. I, (aeA), S ’deki ideallerin bostan

farkh bir toplulugu olsun. i) den A= (11,€S minimal eleman ve Nc AM dir.

aeA

N # AM oldugunu varsayalim. ii) den B A ve N < BM olacak sekilde B ideali
vardir. Oyleyse BeS olur ve bu durum A ’nin minimal olmasi ile celisir. O halde

N = AM olur ve buradan da M carpimsal moduldir. o

Onerme 3.7 M bir R-modiil ve R = R olsun. M ’nin carpimsal R -moddl

ann(M)
. ). '_R ) ..
olmasi icin gerek ve yeter kosul M ’nin sadik carpimsal R ann(M) moduil

olmasidir [6].

I +ann(M)

ispat. (:>): ann(M) ’ R :%nn(M) nin ideali olmak Gzere, M ’nin

her N alt modili igin
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N (I +ann(M)ann(M))M M

dir. Boylece M g¢arpimsal R=R -modildir. Simdi, M ’nin sadik

ann(M)

' — R _ .. o . .
R ann(M ) modil oldugunu gosterelim. Gergekten,

ann(M) ={r+ann(M) e R |(r +ann(M))M =0, |

ve (r+ann(M))M =rM =0, oldugundan reann(M) dir. Gyleyse ann(M)=0,_

dir. O halde M sadik carpimsal R = R )-modUIdUr.

ann(M
(<:): M sadik carpimsal R- modil olsun. M ’‘nin her N alt moduli icin,
N :(%nn(M))M = AM olacak sekilde ann(M) < A kosulunu saglayan R niin bir

%nn(M) ideali vardir. Boylece M c¢arpimsal R - modildir. o

Onerme 3.7 ile sadik ¢arpimsal modiiller ile ilgili sonuglar sadik olmayan c¢arpimsal

modadillere genisletilebilir.
Simdi Teorem 3.3 { sadik olmayan ¢carpimsal modiillere genisletelim.

Sonug¢ 3.6 M bir R-modul ve I, (aeA), R ’nin bostan farkli herhangi bir idealler

toplulugu olsun. M ’nin carpimsal olmasi icin gerek ve yeter kosul

i) N (IaM)z(aDA[IaJrann(M)])M (3.4)

aeA

ve

ii) M 'nin herhangi bir N altmoduli icin N = AM kosulunu saglayan R ’nin A

ideali icin, B— A ve N < BM sartlarini saglayan bir B idealinin olmasidir [3].
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ispat. M ’nin carpimsal bir R-modiil oldugunu varsayalm. R = R olmak

ann(M)

uzere M sadik carpmsal R =R )—modUI dur. {I,+ann(M)} ,

ann(M

R=R nin idealleri olmak tUzere Teorem 3.3 den
ann(M)

N[ (1, +ann(M)) M =(N[1,, +ann(M)])M
bulunur. Buradan da Teorem 3.3 (n ispatina benzer sekilde (3.4) ve ii) saglanir. O

Tanim 3.4 M bir R-modil olsun. N,, M ’nin alt modillerinin bostan farkl bir
toplulugu ve NN, =0 (aeA)oIsun. A", A 'nin sonlu alt kiimesi olmak Uzere

N N, =0ise M ’ye sonlu es lretilmis (finitely cogenerated) denir [3].

aeh”
R halkasi R-modiil olarak sonlu es tretilmis ise R halkasina sonlu es Uretilmis denir.

Sonug¢ 3.7 M sadik carpimsal R-moddil olsun. O zaman M ’nin sonlu es Uretilmis

olmasi icin gerek ve yeter kosul R "nin sonlu es Uretilmis olmasidir [3].

’

ispat. (=): M ’nin sonlu es Uretilmis oldugunu varsayalim. I,(¢€A)R ’nin

ideallerinin bostan farkli bir toplulugu ve (11,=0 olsun. Teorem 3.3 den

ael

N (I,M)=0 dir. M sonlu es dretilmis oldugundan ( (I,M)=0 olacak sekilde A

aeA aeA

nin bir A alt kiimesi vardir. Teorem 3.3 den (ﬂ Ia)M =0 ve M sadik R-modiil

aeA

oldugundan NI, eann(M)=0 ve (1 I, =0 dir. Buradan da R sonlu es uretilmistir.

aeA aeA

(<): R ’nin sonlu es dretilmis oldugunu varsayalm. N,(ae€A) , M ’nin alt

modiillerinin bostan farkli bir toplulugu ve (1 N, =0 olsun. Va e A igin N, = A M

aeA

olacak sekilde R ’nin A, idealleri vardir. (3.3) den,

(ﬂ Aa)M: N(AM)=NN,

aelA aeA aeA
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ve M sadik modil ise (ﬂ Aa):O olur. Hipotezden (ﬂ Aa)=0 olacak sekilde A nin

aelA aeA

sonlu A alt kiimesi vardir. (3.3) den,

NN, = ﬂ(AaM)=(ﬂ Aa)M =0

aelA aeA aeA

bulunur. Béylece M sonlu es Uretilmis olur. O

3.2 Carpimsal Modiillerin Bazi Ozellikleri

Teorem 3.4 M bir carpimsal R-modil ve X , R-modil olsun. ¢:M — X @ X bir

epimorfizmaise X =0 dir [3].

ispat. @(X,y)=x ile tanmlanan @: X ® X — X dénlsimi ve w(x,y)=Y ile
tanmlanan  w: X @ X — X donigimu  birer epimorfizmadir. ¢,p,y  birer

epimorfizma oldugundan @oc¢p:M > X ve wyop:M — X de epimorfizmadir.

N, =Cek(p-¢) ve N, =Cek(y-¢) olsun.

Veekioon)= YN, =X ve Wiek(y o)=Yy, =X odugundan

dir. Burada f: % - % izomorfizmasini mmeM olmak Uzere
1 2

f(m+N,)=m"+ N, olarak tanimlayalim. a e ann(% ) olsun. Bu durumda
1

a(%l) =0 ve af *1('\%]2) = f*l(a(%z)) =0

olur. Buradan da a(% )=0 ve dolayisiyla aeann(% ) elde edilir. Benzer
2 2

sekilde beann(% ) igin,
2

b(%z)zbu%l): f(b(%l»zﬁ ve b(%gzﬁ
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bulunur. Boylece beann(% ) ve
1

(40 o =(am(*54,)

dir. M ¢arpimsal bir modil oldugu igin (3.1) den
N, = (ann(M/3 )M = (ann(M/ M =N,

olur. Boylece N, =N, bulunur. Xe X olsun. ¢ 6rten oldugundan ¢(m) = (0, X) olacak
bicimde meM vardir. »(0,x)=0 oldugundan @op(m)=0 ve
m e Cek(p-¢) =Cek(y @) elde edilir. og(m)=(0,X)=x=0 ve dolayisiyla X =0

dir. O

Ma(aeA), R -modiillerin bostan farkh bir toplulugu olsun. a €A igin I\ﬁa ,

M=®&M, nin ®M, alt modillerini géstersin. Budurumda M =M, @M_a dir.

aelA a¢ﬁ

Teorem 3.5 M, (a eA), R -modiillerin bostan farkh bir toplulugu olsun. M = @ M,

aelA
‘nin ¢arpimsal R -modil olmasi igin gerek ve yeter kosul
i) Her a € A icin M ¢arpimsal R -modiil olmasi ve
ii) Her a e Aigin AM_, =M ve AaM_a=O olacak sekilde R 'nin bir A, idealinin var

olmasidir [3].

ispat. (=): i) M "nin carpimsal R -modiil oldugunu kabul edelim. f:M_®M_ —>M,

orten homomorfizmadir ve Cek f =I\ﬁ0Z dir. Gergekten,

Cek f ={(m,m)eM, ®M, :m=0}

={(0,m)eM,®M,:m=0}=M

o

dir. Buradanda f :M‘Z ® M/M =M, ve dolayisiyla

a
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M, @M,/ M/ -
", =i, =M. 35)

dir. M carpimsal oldugundan homomorf goriintiisiide carpimsal olacagindan %
carpimsaldir ve (3.5) izomorfizmasindan M da ¢arpimsaldir.

ii) @ € A olsun. M carpimsalise M, =A M olacak sekilde A idealleri vardir.
M,=AM=AM_®AM_, ve M,nM_ =0 oldugundan

AM_ cM,NAM_=0 ve AM_, =M_dir.

(<): i) veii) saglansinve P,R ’nin maximal ideali olsun. Eger T,(M_)=M_(aeA)
ise

To(M,)={m, eM, :(1-p)m, =0bazipePicin{=M,

oldugundan T, (M)=Mdir. 38eA icin T (M,)#M, olsun. M, carpimsal
oldugundan M, , P-devirlidir. (1-p)M,cRm olacak bicimde peP,meM

elemanlari vardir. AAM , =M, ve AﬂMﬂ =0 ise,

dir. Buradan da

(1-p)AM =(1-p)M, cRm

olur. AﬂgP ise , MﬂzMﬂAﬂgPMﬂgMﬁ boylece PMﬂzMﬂ dir . Buradan

TP(M ):M ve celiski elde edilir. Oyleyse A, P dir. O halde (1-p)A, ZP

B B

bulunur. P maximal oldugundan (1- p)A; +P =R dir. Buradan

(1— p) AﬂM +PM =RM
elde edilir. (1-p)A;M =(1-p)M, < Rm oldugundan
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RM =(1-p)A,M +PM cRm+PM ve M—PM cRm

bulunur. Dolayisiyla (1-p)M <Rm yani M,P- devirlidir. Teorem 3.2 den M

carpimsal R -modildir.o

Teorem 3.5 sonlu Uretilmis modaller igin farkli sekilde yazilabilir. X sonlu Uretilmis bir

R-modil ve I , R 'nin X =1X kosulunu saglayan bir ideali ise Genel Determinant

Argiimani’ ndan (1-a)X =0 olacak sekilde ael mevcuttur. Dolayisiyla asagidaki
sonug yazilabilir.

Sonug 3.8 Ma(aeA), sonlu dretilmis R -moddllerin bostan farkh bir toplulugu ve

M=@®& M_ olsun. M ’nin c¢arpimsal R-modil olmasi icin gerek ve yeter kosul

ach
M_ 'nin carpimsal modiil ve ann(Ma)+ann(M_a)=R olmasidir [3].

ispat. (=): M carpimsal R-modiil ve Va el igin M, sonlu tretilmis bir R -modiil
olsun. Teorem 3.5 ten | M, =M olacak sekilde R ’nin | idealleri vardir. Genel
Determinant Argiimani ‘ndan Va €A i¢in (1-a,)M, =0 olacak sekilde a, el
elemanlari vardir. Buradan da (1-a,)eann(M,) dir. Teorem 3.5 ten I, M_ =0 ve
|, cann(M,) bulunur. Béylece VaeA igin a,eann(M ) dir.

1=(1-a,)+a, cann(M,)+ann(M,) ve R=ann(M,)+ann(M,) olur.

(<:): M, carpimsal  R-modil ve ann(Ma)+ann(M_a): R olsun.

Maann(Ma)JrMaann(M_a) =M, ve M_ann(M ) =0 ise,
M_ann(M_)=M,
dir. M_ann(M ) =0 oldugundan Teorem 3.5 ten M carpimsal R -modiildiir. o

Sonug 3.9 Ozel olarak , indis kiimesi sonlu olsun. M,(1<i<n) sonlu uretilmis

R -modiillerin sonlu toplulugu ise M =M, ®M, ®...®&M,_ nin carpimsal olmasi igin
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gerek ve yeter kosul M, ([<i#j<n) ‘nin c¢arpimsal modil ve

ann(M;)+ann(M;)=R (A<i= j<n) olmasidir [3].

ispat. (1<i# j<n) icin, ann(M;)=ann(®M,)=nann(M,) dir. Sonug 3.8 den
i#]j i
ann(M,) +ann(mi) =ann(M;) +nann(M;) =R cann(M;) +ann(M,)
i
ve bdylece ann(M;)+ann(M;) =R (1<i= j<n) elde edilir. o

Sonu¢ 3.10 M.(1<i<n) devirli R -modiillerin  sonlu  toplulugu ve
M=M&M ®..&M_ olsun. M=M, &M, ®..®M_ nin carpimsal olmasi icin

gerek ve yeter kosul M ’nin devirli olmasidir [3].
ispat. (:>): M g¢arpimsal modil olsun. (1<i<n) igin A =ann(M,) olmak Ulzere
Sonug3.9dan A+A =R (1<i= j<n)dir. Vi igin M, = Rann(M.) dir. Gergekten

g:R— M, doénisimini reR ve meM igin r—rm &rten homomorfizma olarak

tanimlarsak,

Cekg ={reR:g(r)=rx=0}

oldugundan reann(M;) ve dolayisiyla Cekg=ann(M;) dir. Buradan da

~R . .,
M, = ann(M.,) bulunur. Cin Kalan Teoremi 'nden

M ;%@...@% ;%m...mﬁh

ve boylece M devirli moduldiir.

(<:): Devirli modiiller carpimsal oldugundan saglanir. o

3.2.1 Carpimsal Modiillerin Maximal Alt Modiilleri

Tanim 3.5 K, M ’nin has bir alt modili olsun. KN c M olmasiya K=N yada

N =M olmasini gerektiriyor ise K “'ya M ’'nin maximal alt modiili denir.
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Teorem 3.6 M, sifirdan farkli garpimsal bir R -modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
i) M ’nin her has modilid M ’nin bir maximal alt moddliinde kapsanir.

ii) K 'nin bir maximal alt modil olmasi icin gerek ve yeter kosul K =PM = M olacak

sekilde R ’nin bir P maximal idealinin olmasidir [3].

ispat. i) Sifirdan farkli her carpimsal modiiliin bir maximal alt modil icerdigini

gosterelim. M, sifirdan farkli carpimsal bir R -modul ve 0#me M olsun.

| ={reR:rm=0}

kiimesi R ’nin bir has idealidir. O zaman | < P olacak sekilde R ’'nin bir P maximal

ideali vardir. M =PM ise Rm=Pm ve buradan (1— p)m=0 olacak sekilde bir peP

elemani vardir. I ’nin tanimindan (1— p) el < P dirvebu P ’nin has ideal olmasi ile

celisir. Oyleyse dir. AM , A cismi Uzerinde bir vektor uzayi olur. M
carpimsal R -modil oldugundan MA’M de % cismi Uzerinde carpimsal olur. %

cisim oldugundan N%’M ’nin alt moddlleri 0 ve kendisidir. Dolayisiyla PM , M ’nin
maximal alt modullidir. Boylece sifirdan farkli her ¢arpimsal modil maximal altmodyil
icerir. N, M ’nin has alt modull olsun. M carpimsal ise 'V%\' #0 de garpimsaldir.

Sifirdan farkli her garpimsal moddl bir maximal alt moddl igerdiginden dolayi M%\I #0

nin de bir maximal alt modulu vardir. %\l , %\' icinde maximal alt modiil olsun.

NcK+NcM ve K+N , M ’nin maximal alt modulu olur. Dolayisiyla M ’nin N

has modilu M ’nin K+ N maximal alt modulinde kapsanir .

ii) P, R 'nin maximal idealive M = PM ise i) ninispatindan PM , M ’‘nin maximal

alt moduludir. Tersine K, M ’nin maximal alt modili ise Q:ann('\/%<), R ’nin

maximal idealidir. Eger Q, R ’'nin maximal ideali olmazsa Q — P olacak sekilde R ’nin

P maximal ideali vardir. En az bir pe P igin p¢Q vardr.

QM :ann(M&)M =K
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oldugundan pM & K dir. K maximal oldugundan pM + K =M ve bodylece

M = pM +QM =(Rp+Q)M < PM

dir. Her me M igin (1- p)m=0 olacak sekilde peP vardir. Ozel olarak xe M —K

alalim. x¢ K ve K maximal oldugundan Rx+ K =M dir. Buradan
(1-p)Rx+(1-p)K=(1-p)M

olur. (1-p)M =(1-p)K =K ise,

(1-p)e(K:M)=QcP

dir ve celiski elde edilir. Oyleyse Q maximal ideal ve K :ann(M&)M =QM dir. o

Tanim 3.6 M bir R-modil olsun. M ’nin radikali, eger M ’"nin maximal alt modiilleri
mevcut ise bu maximal alt modiillerinin kesisimi, diger durumda M olarak tanimlanir

ve rad M ile gosterilir.

Sonug 3.11 M carpimsal R-modil olsun. N,M ’nin M =N +radM olacak sekilde
bir alt modiliise M =N dir [3].

ispat. M =N olsun. Teorem 3.6 i) den N c K olacak sekilde bir K maximal alt
modulu vardir. rad M maximal alt modillerin kesisimi oldugundan rad M c K ve
N c K oldugu icin M =N +radM < K dir. Dolayisiyla M =K ve buradan da celiski

elde edilir. M =N bulunur. o

M bir R -modil ve M , R ‘nin maximal ideallerinin toplulugu olsun.
R(M)={PeM:M=PM}| ve P(M)={PeM:an(M)cP}

olarak tanimlansin. P,(M)c P,(M)dir. Gergekten, PeP, (M) ise M =PM dir.
PeM ve ann(M) g P olsun. P maximal ideal oldugundan R=ann(M)+P dir.

Buradan Pgann(M)+P:R ve PM +ann(M)M=RM olur. ann(M)M:O
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oldugundan PM =M ve celiski elde edilir. ann(M)< P bulunur. Eger M sifirdan
fakli carpimsal R -modiil ise Teorem 3.6 ii) den B, (M )0 dir.

Simdi,

J(M)=N{P:PeR (M)} ve J,(M)=N{P:PePR,(M)|

kiimelerini tanimlayalim. J, R ’nin Jacobson radikali olmak (zere,

J gJZ(M)ng(M)

oldugu agiktir. M sadik carpimsal R -modiil ise J =J,(M) dir [3].

Teorem 3.7 M carpimsal R-modiil olsun. O zaman rad M =J,(M)M =J,(M)M
dir [3].

ispat. M #0 olsun. Teorem 3.6 ve Sonug 3.6 dan

radM =N{PM :P R (M)}
=N{[P+an(M)]M:PeR,(M)|
=[N{P+ann(M):PeR,(M)}|M =J,(M)M 2J,(M)M

bulunur. Ayrica Sonug 3.6 dan,

J,(M)M=N{PM:PeP,(M)]

dir. QeP,(M) icin eger M=QM  ise, radMc M= QP olur. M =QM ise,
QePR(M) ve radM QM dir. Béylece her iki durumda da radM < J,(M )M olur.

Sonug olarak rad M =J,(M)M =J,(M)M elde edilir. o

Teorem 3.8 M carpimsal R-modil olsun. M ’nin sonlu sayida maximal alt modili

varise M devirlidir [3].
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ispat. K, ler M nin sonlu sayida maximal alt modiilleri olsun. M ¢arpimsal R -modiil

ise Sonug¢ 3.5 ten “%( devirlidir. Cin Kalan Teoremi 'nden

M = M/ ='\V @'“@W
A RadM Ak K, K,
i=1

ve buradan N%adM devirli modullerin sonlu direk toplamidir. N%adM ¢arpimsal

_ .. o M T
R-modil  oldugundan ve Sonu¢ 3.10 dan %adM devirlidir.  Buradan
M =Rm+radM olacak sekilde me M vardir. Oyleyse Sonug¢ 3.11 den M =Rm ve

M devirlidir. O

Sonug 3.12 Artinian ¢arpimsal modiiller devirlidir [3].

’

ispat. M bir artinian ¢carpimsal R-modiil ve S , M ’ nin maximal alt modiillerinin

sonlu kesisimi olan bir alt modul toplulugu olsun. Hipotezden M artinian ise S ’nin

minimal elemani vardir. Teorem 3.6 dan bu minimal eleman Pi(lsién) maximal
idealleri icin BM NP,MN...N\P,M bicimindedir ve M #PM (1<i<n) dir. K,M ’nin

maximal alt moduli olsun. Teorem 3.6 dan K =PM olacak sekilde P maximal ideali

vardir. BMMNPMM...1P,M minimal eleman oldugundan

PMNPMN..NPM =BMNP,MN..NP,MNPM

dir. Boylece

(RNP,N..NP,)M = PM

bulunur.

A:(PlﬂPzﬂ..ﬂPn)
ise. AM < PM dir. Buradan Ac P elde edilir. Eger A P olsaidi, R=A+P ve

M=AM+PM cPM =K
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olurve M c K ’dan geliski elde edilirdi. Ac P ise biri (1<i<n) icin P <P olurve

P maximal oldugundan P =P dir. PM =PM =K ve PM =K bulunur. Sonug

olarak M ’nin sonlu sayida maximal alt moduli vardir. Teorem 3.8 den M devirlidir.o

Teorem 3.9 M carpimsal R-modil olsun. R noetherian (artinian) ise M de

noetherian (artinian) dir [6].

ispat. N,c N, c...

M ’nin alt moddllerinin artan bir zinciri olsun. Bu durumda

(N;:M)<=(N,:M) ..

R ’nin ideallerinin artan bir zinciri olur. R noetherian oldugundan
(N, :M)=(N,,:M) olacak sekiide keN vardr. M c¢arpimsal R-modil

oldugundan

Ne=(N:M)M =(N,,, :M)M =N,

ve M de noetherian olur.o

Eger R bir artinian halka ise o zaman herhangi bir carpimsal R - modil de artinian

oldugundan ve Sonug 3.12 den bu R - modiil devirlidir. M , R halkasi lizerinde bir

.. _ .. T R ~
artinian carpimsal R -modil olsun. Sonug¢ 3.12 den devirlidir ve Ann(M)_M

oldugundan R modili de artiniandir. Ozel olarak, Eger R ’nin sadik
ann(M)
artinian carpimsal modull varsa R artiniandir.

Bununla birlikte her artinian halka noetheriandir. Eger %nn(M) halkasi artinian ise

ayni zamanda noetheriandir. Buradan R =M artiniandir ve M
ann(M)

noetheriandir. Artinian carpimsal modiller ayni zamanda noetherian olur ve sonlu

uzunluga sahip olurlar.
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3.2.2 Carpimsal Modiillerin Asal Alt Modiilleri

Tanim 3.7 R halka,M R-modil ve N,M ’nin bir alt modulu olsun. VreR ve

meM igin rmeN olmasi meN veya re(N:M) olmasini gerektiriyorsa N ‘ye

M ’‘nin asal alt moduli denir.
Ornek 3.5 R ’nin her asal ideali, R -modiil R ’nin asal alt moduliidir:

P,R ’nin asal ideali olsun. r,aeR icin raeP ve agP olsun. P,R ’nin asal ideali
oldugundan reP c(P:R) olur. O halde P,R-modiil R ’nin asal alt moduludir.

Tersine R-modil R ’nin bitin asal alt moddilleri, R ’‘nin asal idealleridir. K, R ’nin

asal alt modiiliive a,beR icin abeK , ag K olsun. K asal oldugundan be(K:R)

ve

bR (K:R)R=K

dir. Dolayisiyla be K ve K, R ’nin asal ideali olur.

Ornek3.6 T(M)#M ise, o zaman T(M), M ’nin bir asal alt moduliidiir:

reR ve meMigin rmeT(M) ve re(T(M):M) olsun. Bu durumda , a(rm)=0

olacak sekilde aeR—{0} vardir ve rM gT(M) dir. 0=a(rM)=(ar)M

oldugundan r = Oolur. O halde,
(ar)m=a(rm)=0
ve ar e R—{0} dir. Bdylece meT(M) bulunur.

Teorem 3.10 M bir R-modilve K, M ’nin alt moddl olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir.
i) K’nin asal olmasi icin gerek ve yeter kosul P :(K M ) idealinin R ’nin asal ideali

ve 'V%<'n|n serbest burulmali I:%,-modulolmamdlr.

ii) (K:M), R’nin maximal idealiise K, M ’nin asal alt modiiludir.
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ispat.i) K, M ’nin asal alt modiil olsun. X,y € R igin, xye(K:M) ve yg(K:M)

xyM c K ni vmeM xymeKc|

olsun. Buradan

xym = y(xm) e K qir. K

ir. R degismeli oldugundan

. vmeM .. xmeK
oldugundan icin v

ya icin

asal veyﬁ(K:M) e

buradan XG(K : M) dir. Dolayisiyla (K : M) , B "nin asal idealidir. m-+K ET(MA)
olsun. 0 zaman ¥ TP € (%)_ P icin

(r+P)(m+K)=K

olur. Buradanda rm+K =K ve r¢P olur. K, M ’nin asal alt moduli oldugundan

me K olur ve boylece 'V%< , serbest burulmali % modul olur. Tersine,

P=(K:|\/|) ideali R ’nin asal ideali ve 'V%< ‘nin serbest burulmali % -moddil

oldugunu varsayallm. reR ve meK icin rmeK ve r%(K:M) olsun. O zaman

(r+P)(m+K)=K yani m+K eT(N%<) olur. 'V%< serbest burulmali oldugundan

me K ve boylece K, M ’nin asal alt modli olur.

ii) (K:M), R ’nin maximal ideali olsun. reR ve meK i¢in rmeK ve
re(K:M) olsun. P=(K:M), R ’nin maximal ideali ise % cisim ve 'V%< , %

-vektdr uzayrolur. rme K ise (r+P)(m+K)=K ve buradan
(r+P)*(r+P)(m+K)=K
olur. O halde me K ve boylece K, M ’nin bir asal alt moduli olur. O

Onerme 3.8 M bir R-modil olsun. M ’nin her maximal alt modili asaldir.

ispat. N, M ’nin maximal alt modiilii olsun. xeM ve reR icin rxeN ve xgN

olsun. N maximal alt modil oldugundan N +Rx=M ve buradan

M =r(N+Rx)crN+Rxrc N

elde edilir. Buradanda r e(N : M) dir. Dolayisiyla N asal alt moduldir. o
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Lemma 3.1 P,R ’nin asal ideali ven M sadik carpimsal bir R -modil olsun.

aeR,xeM olmak Gzere axe PM olsun. Ozaman aeP veya xe PM dir [3].
ispat. axe PM ve a¢P oldugunu varsayalim.

K={reR:rxePM}

R ’nin ideali olsun. K #R oldugunu kabul edelim. O zaman K < Q olacak bigimde

R ’nin bir Q maximal ideali vardir. xgT,(M)dir. Eger xeT,(M) olsa idi,
(1-q)x=0 ve (1-q)eK<Q olurdu. Teorem 3.2 den M ,Q-devirlidir. Yani
(1-9)M = Rm olacak sekilde meM,qeQvardir. Ozel olarak, IseR,peP igin
(I-g)x=sm ve (1-g)ax=pm dir. Buradan asm=pm ve (as—p)m=0dir.

as— p eann(m) elde edilir. (1-q)M < Rm oldugundan

((1-g)ann(M))M < R(ann(M))m =0

dir. ((1—q)ann(M))M =0 olmasi M sadik oldugundan (1—q)ann(M):0 olmasini
gerektirir ve boylece (1-q)(as— p)=0 elde edilir. Buradan (1-q)as=(1-q)peP
olur. Fakat Pc K —cQ ve buradan seP ve

(1-gq)x=smePM

olur. Boylece (1—q) e K < Q durve bu Q 'nun ideal olmasi ile gelisir. O halde K=R

ve Xe PM elde edilir. o

Sonug 3.13 M sadik ¢arpimsal R-modul ve P,R ‘nin M = PM olacak sekilde asal

ideali olsun. PM asal alt modildir [3].

ispat. aeR,xeM olsun. axePM ve ag(PM:M) oldugunu varsayalim.

Pg(PM :M) oldugundan a ¢ P dir. Lemma 3.1 den X PM olur. Béylece PM asal

alt moduldir. o

Sonu¢ 3.14 M carpimsal R-modul ve N,M ’nin alt modilu olsun. Asagidakiler

denktir:
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i) N asaldir.
ii) ann('v%\l) asal idealdir.

iii) ann(M) < P olacak sekilde bazi P asal idealleriicin N =PM dir [6].

ispat. (i)=(ii): abe(N:M) ve bg(N:M) olsun. abe(N:M) oldugundan
abM cN ve bg(N:M) den bM & N dir. teN icin abteN ve bt g N dir.

Buradanda a€(N:M) olur.

(i) = (i) (N : M)z P asal ideal olsun. M carpimsal oldugundan Onerme 3.2 den
PM=(N:M)M=N

dir. Simdi ann(M) c P oldugunu gosterelim. xeann(M) ise XM =0 N dir ve

buradan xe(N:M) bulunur.

@ii)=(@): M sadik garpimsal Rann(M)-modUIdUr. %nn(M) , %nn(M) ‘nin

asal ideali ve

Dot

dir. Sonu¢ 3.13 den PM asal alt moduldur. Béylece N asal alt moddildir. o

M carpimsal R -moddl olsun. ann(M) # R oldugundan ann(M) — P olacak sekilde R

'nin P maximal ideali vardir. Teorem 3.6 dan M = PM dir. Sonug¢ 3.14 ten PM, M

"nin asal alt modultdar.

Sonug 3.15 A, R ’nin bir ideali, P, R 'nin asal ideali ve M c¢arpimsal R -moddl olsun.

ann(M) c P olmak tizere AM —c PM ise Ac P veya M =PM dir [6].

ispat. AM cPM ve AZ P olsun. a€ A—P olacak sekilde a€R elemani vardir.

a+ann(M) g P+ann(M) ve Vme M igin

(a+ann(M))m=ame AM c PM :(%nn(M))M
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olur. M sadik bir y

ann(M)-modUIoIdugundan Lemma 3.1 den

(-

dir. Buradanda M =PM bulunur. O

7

Onerme 3.9 M carpimsal R-modiil ve P,M ’nin asal alt modili olsun. M ’nin
N;, N, alt modilleriicin N,AN,cP ise N,cP veya N,cP dir.
ispat. NN, =P ise (N,AN,:M)c(P:M) dirve buradan

(N;:M)"(N,:M)=(N,AN,:M)c(P: M)

olur. O zaman

(N, :M)(N,:M)=(N;:M)N(N,:M)c(P:M)

dir. (P:M),R ’ninasal ideali oldugundan (N,:M)c(P:M) veya

(N,:M)c(P:M) olur. M garpimsal R-modiil oldugundan Sonug 3.1 den
N, =(N,:M)M c(P:M)M =P

veya

N, =(N,:M)M c(P:M)M =P

bulunur. o
Bu 6nerme carpimsal olmayan modiiller icin her zaman dogru degildir.

Ornek 3.7 R=Z olsun. M =ZxZ carpimsal olmayan bir modiildiir. M =ZxZ ’nin
N, =Zx{0} ve N,={0}xZ alt modiillerini alaim. Bu durumda N, N, =(0,0) dir.

Burada P =(0,0) asal ancak N, z P ve N, g P dir.

Teorem 3.11 M sadik garpimsal R -modilve M ’nin her asal alt moduli devirli olsun.

Ra , R ’nin maximal ideali olmak tizere, a e R—{O} bir sifir bolen ise M ’nin her alt
moduli de devirlidir [10].
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ispat. M ’nin devirli oldugunu gdéstermemiz yeterlidir. Clinki M sadik modil

. _ R ~ . . - .
oldugundan ann(M)=0 dur. Ann(M ) =M izomorfizmasindan R=M dir.

Hipotezden M ’nin her asal alt modiill devirlidir. Buradan R ’nin her asal ideali temel
idealdir. M.Isaac’s Teoremi ‘nden R ’nin her ideali temel idealdir. Buradanda M ’nin
her alt modulu devirlidir. Ra=P, R ’nin bir maximal ideali ise PM , M ’nin bir
maximal alt modulidir. M g¢arpimsal modul oldugundan PM =Rx olacak sekilde

XeM vardir. ye M —PM olsun. PM maximal alt modl oldugundan
M =PM + Ry =Rx+Ry

dir. P=(Rx:M) oldugu icin ay =bx olacak sekilde be R vardirve bg P dir. be P
olsaidi, bazi reR icin b=ra olurdu. Buradan
bx=rax=ay ve (a(rx-y))=0

bulunur. aeR, sifirdan farkh bir sifir bolen oldugundan rx—y=0 ve rx=yePM.

Boylece celiski elde edilirdi. bg P ve P maximal ideal oldugundan Ra+Rb=R dir.
Buradanda e €R, S €R igin aa+ b =1 olur.

x=a(ax+By)
dir. Gergekten ay =bx oldugundan pay = fbx ise fay—ppbx=0 ve buradan
pay — pox=x—-x

dir. Oyleyse pBay+x—pbx=x ve pay+x(l—pb)=x elde edilir. Dolayisiyla
pBay+aax=x ve béylece x=a(ax+By) bulunur. Benzer sekilde y=b(ax+py)

olur. Boylece,

M =R(ax+fy)

dir. Sonug olarak M devirlidir. o
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Tanim 3.8 M bir R-modil ve N, M ’nin alt moduli olsun. M ’'nin her 0#K alt
moduli icin NN K #0 oluyorsa N ’ ye asli alt modiil (essential submodule) denir.

R -modil R ’nin bir asli alt modiline asli ideal (essential ideal) denir [3].

Tanim 3.9 M bir R-modul ve N, M ’ nin alt moduli olsun. M ’nin her 0= P asal
alt modult icin NP #0 oluyorsa N ’ye yarn asli alt modil (semi — essential

submodaule) denir [11].

Ornek 3.8 R ’nin her asli alt modiilii yari asli alt modiiliidiir. Tersi her zaman dogru

degildir. Z-modil Z,, nin (6) alt moddll yari aslidir. Ancak asli degildir.

Teorem 3.12 M sadik carpimsal R- modul ve N, M ’nin alt modulu olsun. N ’nin
asli alt modul olmasi icin gerek ve yeter kosul N =EM olacak sekilde R ’nin bir E
asli idealinin olmasidir [3].

ispat. (=>): N, M ’nin bir asli alt modiilii olsun. M ¢arpimsal modiil oldugundan
N =AM olacak sekilde R ’nin bir A ideali vardir. R ’nin bazi B idealleri igin

ANB=0 olsun. Teorem 3.3 den

N ~(BM)=AM NBM =(ANB)M =0

ve N asli oldugundan BM =0 dir. Buradan Beann(M) ve M sadik oldugundan
B =0 dir. Oyleyse A, R ’nin asli idealidir.
(<): E,R ’nin bir asli ideali ve K,M ’nin (EM)nK =0 olacak sekilde bir alt

moduli olsun. M c¢arpimsal oldugundan K =CM olacak sekilde R ’nin bir C ideali

vardir. Boylece,
(ENC)M cEM K =0
dir. M sadik oldugu icin ENC =0 dir. Buradan E asliise C =0 elde edilir. Boylece

K =0 bulunurve EM =N aslidir. o

Teorem 3.13 M sadik carpimsal R- modil ve N, M ’nin alt moduli olsun. N ’nin
yari asli alt modul olmasi icin gerek ve yeter kosul N =EM olacak sekilde R ’nin bir

E yari asli idealinin olmasidir [11].
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Onerme 3.10 M bir R-modiilve N, , N, M ’nin iki alt modiiliive N, ,N, ’nin bir
alt modili olsun. N, , M ’nin bir yari asli alt moduli ise N, de M ’nin bir yari asli alt

moduludar [11].

Teorem 3.14 M sadik carpimsal R- modil ve N , M ’nin bir alt moduli olsun.

’

N ’nin yari asli alt modul olmasi igin gerek ve yeter kosul her xe M igin (N :X) in

R ’nin bir yari asli ideali olmasidir [11].
ispat. (=): N yari asli alt modiil olsun. Teorem 3.13 ten (N :M) , R ’nin bir yari asli

idealidir. Her xe M icin (N :M)< (N :x) oldugundan Onerme 3.2 den

N=(N:M)Mc(N:x)M

dir. Onerme 3.10 dan (N :X)M ,M ’nin bir yari asli alt moduliidir. Teorem 3.13 den

(N:x), R "nin bir yari asli idealidir.

(<): Her xeM igin (N :x) “in R “nin bir yari asli ideali oldugunu varsayalim. 0 P,
M ’nin bir asal alt modiuli ve yeP olsun. (N :y) de bir yari asli idealdir. M

carpimsal oldugundan P =BM olacak sekilde R ’‘nin B asal ideali vardir. Buradan

(N:y)NB#0 dir. M sadik ise Teorem 3.3 ten

(N:y)MNBM =0

ve buradan NP #0 bulunur. Sonug olarak N, M ’nin yari asli alt modiilidiir. o
Tanim 3.10 R bir halka, M bir R -modil ve N , M ’nin bir alt moduli olsun. Eger
bir P asal alt modilt icin, N < P ve P bu 6zellikteki en kicik alt modul ise P ’ye
N alt modulinin bir minimal asal alt modiilii denir. (0) alt moduliiniin bir minimal
asal alt modiline de, M ’nin bir mininmal asal alt moddili denir.

Teorem 3.15 M sadik carpimsal R- modil ve N , M ’nin bir asal alt modull olsun.

Eger N minimal asal alt modul degil ise N yari asli alt moduldir [11].

ispat. M carpimsal modiil ve N, M ’nin asal alt modili oldugundan Sonug 3.14 ten

ann(M) < B olacak sekilde R 'nin bir B asal ideali vardir ve N =BM dir.
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0P, M nin NP =0 olacak sekilde bir asal alt modiilii olsun. Hipotezden N
minimal asal degildir. Dolayisiyla M ’nin bir L minimal asal alt moduli vardir ve

Lc N dir. Oyleyse R 'nin ann(M) < A olacak sekilde bir A minimal asal ideali

mevcuttur ve L= AM = M dir. Buradan

(BN(P:M))M =BMN(P:M)M =NNP=0

elde edilir. M sadik oldugundan B(1(P:M)=0 ve BN(P:M)c A dir. A asal ideal
oldugundan BC A veya (P:M)c A dir. Eger B A ise BM < AM dir. Buradan
NcL ve geliski bulunur. Eger (P:M)c A ise (P:M)M c AM dir. Oyleyse

PcLc N elde edilir ve buradan da 0=N[1P =P celiskisi bulunur. Sonug olarak
NP=0 ve N yar aslidir. o

3.2.3  Sonlu Uretilmis Carpimsal Modiiller

Teorem 3.16 R birimli degismeli halka ve M sadik ¢garpimsal R - modiil olsun. O halde

asagidaki ifadeler denktir:
i) M sonlu Gretilmistir.
ii) A ve B,R 'nin AM < BM kosulunu saglayan idealleriise Ac B dir.

iii) M ’nin her N alt modulu icin N =1IM olacak sekilde R ’nin tek bir | ideali

vardir.

iv) R 'nin herhangi bir A hasidealiicin M = AM dir.

v) R ’nin herhangi bir P maximal idealiicin M = PM dir [3].

ispat. ()= (ii): M sonlu iretilmis oldugunu kabul edelim. A ve B,R ’nin

AM < BM kosulunu saglayan idealleri ve a € A olsun.

K={reR:raeB}

R ’nin bir idealidir. K =R oldugunu varsayallm. O zaman K < P olacak sekilde

R 'nin bir P maximal ideali vardir. M =PM oldugunu kabul edelim. M sonlu

Uretilmis oldugundan, Genel Determinant Argiimani’ndan (1— p) M =0 olacak sekilde
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peP vardir. (1-p)eann(M) ve M sadik bir R-modil oldugundan p=1 olur, bu

bir celiskidir. O halde M = PM olur ve Teorem 3.2 den (1—q)M < Rm olacak

bicimde meM ve qeP elemanlar vardir. Ozel olarak,

(1-g)ame(1-q) AM c (1-q)BM =B(1-q)M = Bm

ve boéylece beB i¢in (1-g)am—bm=0 dir. Buradan [(1—q)a—b]m:0 ve

(1-g)a—beann(m) bulunur. Fakat, (1-q)ann(m) cann(M)=0 ve béylece
(1-a)[(1-q)a-b]=0

olur. Buradan

(1—q)2a=(1—q)be B

elde edilir. Bu durum (1—q)2 e K — P olmasini gerektirir. Bu geliskidir. Boylece K =R

ve a€ B bulunur. Buradan Ac B dir.

@ii)=(iii): 1 ve J , R ’nin N=IM =JM olacak sekilde iki ideali olsun. IM < JM

ve JM c IM oldugundan ii)den I < J ve Jc| dir. Buradan | =J dir.
(iii) = (iv) : R "nin herhangi bir A has ideali igin M = AM olsun.

N=AM =M =RM

ise iii) den A=R olur. O halde R ’nin herhangi bir A has idealiicin M = AM dir.
(iv) = (V) : Agiktir.

(v)=(i):R ’nin her P maximal ideali igin M =PM oldugunu varsayalim.

Q, R ’nin bir maximal ideali olsun. M #=QM oldugundan m g QM olacak sekilde bir

me M vardir. M carpimsal modil oldugundan

Rm:(ann('\/%em))M

dir. ann('v%qm) < Q olmalidir. Eger ann('v%em) c Q olsaidi,
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Rm = (ann('\/%zm)) M < QM

olurdu. Bu durum mgQM olmasi ile gelisirdi. | = ann(M ve | <R olsun.
5 am (M)

Bu durumda | — P olacak sekilde R ’nin bir P maximal ideali vardir. O halde her

meM igin ann('v%?m) c P olur. Bu bir geliskidir. Boylece
R= mzh;l ann('\/%?m)

elde edilir. O halde 1=r,+...r, olacak sekilde neZ", m eM ve r. e ann(%m)
elemanlari mevcuttur. ann(%m_jM =Rm. oldugundan her XeM igin
X=IX+...rXxeRm +..Rm,

olur ve buradan M =Rm, +...Rm_ elde edilir. Yani M sonlu uretilmistir. o

Sonug 3.16 Ave B, R halkasinin iki ideali ve M sonlu Uretilmis ¢arpimsal R -modil

olsun. Bu durumda AM < BM olmasi igin gerek ve yeter kosul Ac B+ann(M)

olmasidir [4].

ispat. (<): Yeterlilik agiktir.

. 5 "—R
(:>). AM c BM oldugunu varsayalm. R = ann(M) olsun.

+_ A+ann(M) +_ B+ann(M) T
A= Ann(M) ve B = Ann(M) , R nin iki ideali olsun.

Buradan AM < B'M olur. M sadik R'- modiil oldugundan Teorem 3.16 dan A B’

olur. Boylece Ac B+ann(M) bulunur. o

Teorem 3.17 M bir sonlu Uretilmis sadik carpimsal R -modilve N, M ’nin bir alt

modili olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
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i) N ’nin carpimsal modul olmasi icin gerek ve yeter kosul N 'nin her K alt modulu
icin (K:N)(N:M)=(K:M) olmasidir.

ii) R ‘ninher | idealiigin I =(IM : M )dir.

iii) N ’'nin carpimsal olmasi igin gerek ve yeter kosul (N :M) ‘nin ¢arpimsal ideal
olmasidir.

iv) A,R 'nin bir ideali olsun. AM ’nin g¢arpimsal modil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul A 'nin bir garpimsal ideal olmasidir [4].

ispat. i) (=): N ’nin carpimsal modil oldugunu kabul edelim. K,N ’nin bir alt
modiilii ise (3.1) den K=(K:M)M , K=(K:N)N ve N=(N:M)M dir. Buradan
K=(K:N)(N:M)M =(K:M)Mdir. Sonug 3.16 dan (K:N)(N:M)=(K:M)
bulunur.

(<): N ’nin her K alt modiilii igin (K:N)(N:M)=(K:M) olsun. O halde
K =(K:M)M =(K:N)(N:M)M =(K:N)N

ve boylece N carpimsal modiil olur.

ii) R “nin her | idealiigin IM, M 'nin bir alt modiiliidiir. Oyleyse IM =(IM :M)M
ve Sonug 3.16 dan | =(IM : M) dir.

iii) (<): 1 =(N:M)carpimsal ideal ise IM =(N:M)M =N ¢arpimsal modiildiir.
(=): N carpimsal modiilve B < (N : M )olacak sekilde bir ideal olsun. Buradan
BM < N dir.i) veii)den B=(BM :M)=(BM:N)(N:M) ve bdylece (N : M) bir
carpimsal idealdir.

iv) (<): Sonug 3.4 den agiktir.

(=):ii) ve iii) den elde edilir. o
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Sonug 3.17 M bir sonlu Uretilmis sadik garpimsal R -modil ve Ave B, R halkasinin

iki ideali olsun. AM =BM olmasi igin gerek ve yeter kosul A=B olmasidir.
ispat. Sonug 3.16 dan aciktir. o

Simdi Teorem 3.17 ve Sonug 3.17 deki sonlu Uretilmis ve sadik olma sarti yerine

serbest burulmali R -modil olma sartini getirelim.

Onerme 3.11 M bir serbest burulmali carpimsal R -modiil ve |, J herhangi iki ideal

olsun.
i) IM =JM olmasi igin gerek ve yeter kosul | =J olmasidir.
ii) R ’nin her | idealiigin 1 =(IM : M )dir [12].

ispat. i) (=): xeM-T(M) olsun. R ’nin bazi K idealleri icin Rx=KM dir.

IX=IRx=IKM =KIM =KJIM = JKM =JRx=Jx dir. Oyleyse her acl igin b eJ

olmak izere ax=>bx olur. (a—Zbijx=O ve xg¢T(M) oldugundan
i=1 i=1

a—Z:bi =0 ve azzq e€J dir. Boylece | < Jelde edilir. Benzer sekilde Jc|
i=1 i=1

bulunur.

(<) :Aciktrr.
ii) IM, M ’nin alt modiilii oldugundan IM =(IM :M )M vei)den | =(IM :M) dir. o

Lemma 3.2 R bir tamlik bolgesi ve M carpimsal R-modiil olsun. M’ nin serbest

burulmali modil olmasi icin gerek ve yeter kosul M 'nin sadik modil olmasidir [12].
ispat. (<): M=0 ise T(M)=M ve ann(M)=R=0 dir. T(M)=M =0
oldugunu varsayalim. 0=meT (M) olsun. Oyleyse bazi 0#reR i¢in rm=0 dir.

M carpimsal oldugundan Rm=1IM olacak sekilde bir 0= 1 ideali vardir. Oyleyse

O0=Rrm=rIMdir. R bir tamlik bélgesi oldugundan O0=sel icin 0=rseann(M)

ve celiski elde edilir.

(=):ann(M) =0 olsaidi, 0aeR i¢in aM =0 ve buradan T(M)=M olurdu. o
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Tanim 3.11 M bir R- modil olsun. M =TM olacak sekilde R ’nin T idealler

toplulugunu Tile gosterelim. T" ‘deki butun ideallerin kesisimini de T'(M) olarak

tanimlayalim.
I'(M), R ’nin bir idealidir [3].

Sonug 3. 18 M sadik carpimsal bir R - modil olsun. M “nin sonlu Uretilmis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul T'(M) =R olmasidir [3].

Ispat. Teorem 3.16 iv) den M ’nin sonlu Uretilmis olmasi icin gerek ve yeter kosul

R ’nin her A hasidealiicin M = AM olmasidir. Oyleyse I'(M) =R dir. 0
Lemma 3.3 M sadik carpimsal bir R - modiil olsun. O zaman

i)Her meM icin meT(M)m dir.

i) T(M)=T(M)’ dir.

i) R “nin her P asal idealii¢in I'(M)c P veya R=T'(M)+P dir [3].

ispat. i) Teorem 3.3 ten T'(M)M =M dir. meM olsun. M carpimsal oldugundan

Rm= AM olacak sekilde bir A idealivardir. Buradan
Rm =AM :AF(M)M :F(M)m ve meF(M)m dir.
i) F(M) 'nin tanimindan

M=C(M)M=T(M)MT(M)=T(M)*M

ve buradan I'(M)=T(M )Zdir.

i) P,R ’nin asal ideali olsun. M=PMise I'(M)cP dir. M=PM oldugunu

varsayalim. xeM ve X ¢ PM olsun. Rx =BM olacak  sekilde

R ’nin bir B ideali vardir. B £ P oldugunu gosterelim. Eger Bc P olsa idi,
Rx=BM < PM ve buradan Xe&PM olurdu. Oyleyse B  Pdir. i) den (1-t)x=0

olacak sekilde teI'(M) vardir ve buradan (1-t)BM =0dir. M sadik oldugundan
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(1-t)B=0cP ve P asal ideal oldugundan (1-t)eP dir. Buradan da
R=I'(M)+Pbulunur. o

Sonug 3. 19 M sadik carpimsal bir R - modil olsun. M “nin sonlu Uretilmis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul T'(M) ’nin sonlu tretilmis olmasidir [3].

ispat. M sonlu Uretilmis ise Sonug 3.18 den I'(M) =R dir. Buradan da I'(M) sonlu

uretilmistir. Tersine, I'(M) sonlu Uretilmis ve T'(M)=T olsun. Lemma 3.3 ii) den

T=T?dir. e ,R ’nin idempotent elemani olsun. T=T?oldugundan R ’nin bazi e

elemanlariigin e=ee=Ree=Re ve T=Re dir. Teorem 3.3 den

(1-e)M =(1-e)TM dir.

1-e)TM =(1-e)ReM = ReM —Re*M =0
(1-e) (1-e)

ve buradan (1-e)eann(M)=0 dir. Oyleyse (1-e)=0 ve T=Relde edilir. Sonug

3.18 den M sonlu dretilmis R - moduldir. o

Onerme 3.12 M sadik carpimsal bir R - modiil olsun. M ’nin sonlu uretilmis olmasi

icin gerek ve yeter kosul R ’‘nin her P minimal asal ideali icin M = PM olmasidir [3].

ispat. (=): Teorem 3.16 dan agiktir.

(<): M ’nin sonlu iretilmemis oldugunu varsayalim. Teorem 3.16 dan R ’nin en az
bir A has ideali icin M =AM dir. Yani I'(M) =R dir. Q , R 'nin I'(M) < Qolacak
sekilde bir maximal ideali ve P, R 'nin P < Q olacak sekilde bir minimal asal ideali
olsun. Buradan T'(M)+PcQ ve Lemma 3.2 iii) den I'(M)c P dir. Buradan

M =PM bulunur. Hipotez ile celisir. M sonlu Uretilmistir. O

Sonu¢ 3.20 Eger R bir tamlk bodlgesi ise her sadik ¢arpimsal R- modil sonlu

Uretilmistir.

ispat. R tamlik bdlgesi ise tek minimal asal ideali 0 ’dir. Onerme 3.12 den M sonlu

Uretilmistir. o
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R halkasinin bitlin asal idealleri sonlu (retilmis ise Cohen Teoremi’'nden R
noetheriandir. Ancak M bir R-modil ise M ’nin her asal alt modilinin sonlu
Uretilmis olmasi M "nin noetherian olmasini gerektirmez.

Ornek 3.9 Q rasyonel sayilar cismini Z -modiil olarak alahm. N ,Q ’nun bir asal alt
modulu ve P=(N :Q) olsun Bu durumda P,Z ’in bir asal idealive PQc N olur.
N=Q oldugundan P=(0) dir. N=(0)oldugunu gésterelim. N =(0)oldugunu
varsayalim. Bu durumda ab™ e N olacak sekilde sifirdan farkli a,b tam sayilari vardr.
ag(N:Q)=0 ve N asal oldugundan b™eNolur. Buradan 1eNve Zc N elde
edilir. N #Qoldugundan af ' e N olacak sekilde sifirdan farkli «, tam sayilari
vardir. Buradan pBafi=aeZc Nolur. Bu durum N 'nin asal olmasi ile gelisir. O

halde N =(0)dir. Burada N sonlu tiretilmis ancak Q noetherian degildir [10]. o

Teorem 3.18 (Carpimsal modiiller i¢in Cohen Teoremi) R bir halka ve M carpimsal
bir R- modil olsun. M ’nin her asal alt modili sonlu Uretilmis ise M noetheriandir

[10].

ispat. M ;t{O} olarak alalim. M carpimsal oldugundan Teorem 3.6 dan M ’nin bir

K maximal alt modili vardir. K maximal oldugundan M = K + RX olacak sekilde bir
X €M mevcuttur. Her maximal alt modil ayni zamanda asal oldugundan hipotezden
K sonlu Uretilmistir. Dolayisiyla M de sonlu Uretilmis olur. M ’nin noetherian

olmadigini kabul edelim.

Q={ N :N,M ’nin sonlu Uretilmemis bir alt modaludir }

olsun. M noetherian olmadigindan en az bir sonlu Uretilmemis alt moduli vardir.
Buradan Q= ve M sonlu tretilmis oldugundan M ¢ Q dir. Zorn Lemma ’ya gore

Q ’nin bir maximal elemani vardir. Bu maximal elemana N diyelim. M c¢arpimsal
modil oldugundan , I =(N:M) ideali icin IM =(N:M)M =Ndir. | =R oldugunu
gosterelim. Eger 1 =R olsaidi, rel =(N:M) icin M cNcM buradan N=M
bulunur ve N ’nin sonlu Uretilmemis olmasi ile celisirdi. Simdi | ’nin asal oldugunu

gosterelim. Eger asal ideal olmazise, abel iken agl ve bg | olacak sekilde a,beR
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elemanlari olur. Béylece aM < N ve bM & Nolur. Buradanda NcN+aM ve N,

Q ’nin maximal elemani oldugundan N +aM sonlu Uretilmistir. Bu nedenle,

N +aM :Zn:R(tiJrasi)
i=1

olacak sekilde t;eN ve s eM vardir. Ayrica, Nc(N:a) ve abel=(N:M)
oldugundan abM c N ve bM < (N:a) dir. Buradanda N+bM < (N:a) bulunur.

NcN+bM c(N:a) ve N, Q 'nin maximal elemani oldugundan (N :a) da sonlu
Uretilmistir. O halde,

(N:a)=> Rk

i1
olacak bicimde k; €(N:a) vardir. N =(t,..t,,ak,,...ak ) oldugunu gésterelim.

(t,..1, ak,..ak, )= N

oldugu agiktir. Tersine, yeN olsun. N N+aM =) R(t +as;) oldugundan

i=1
n n n

n=>r(t Jrasi):zzl:riti +> a(rs;)

i=1 i i=1
ve buradan

n

n—iZ::riti =ay (rs)eN

i=1

n

olur. Béylece Y (rs)e(N:a) ve ne(t,..t,ak,..ak,) dir. Buradan da N,

i=1
(tl,...tn,akl,...akm> ile Uretilmis olur ve celiski elde edilir. O halde , | asal idealdir ve

ann(M)g | oldugundan Sonug 3.14 den N =IM asal alt moduldir. Hipotezden N

sonlu Uretilmis olur ve yine celiski bulunur. Boylece M noetheriandir. o
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Teorem 3.19 M bir R-modiil , M=) M, olmak izere M, (a€A) M ’nin

aeA

¢arpimsal alt modiilleri ve A= Z(Ma : M) olsun. Asagidakiler denktir:

ael

i) M carpimsal moduldir.
i) Her a € A icin M, =(M_ :M )M dir.
iii) Her me M igin R=ann(m)+ A dir.

iv) R ’'nin her P maximal idealii¢in T,(M)=M veya ze U M, ve peP igin

ael

(1-p)M c Rz dir [4].

ispat.  (i))=(ii): M carpimsal ise (3.1) den M,=(M,:M)M saglanr.
@i)=(ii): meM olsun. R=ann(m)+A oldugunu varsayalm. ann(m)+AcQ
olacak sekilde R ’nin bir Q maximal ideali vardir. AcQ ise ii) den her a e Aigin

M_ < QM dir. Buradan M =QM bulunur. A", A ’nin sonlu alt kiimesi olmak tizere

m= > x, olacak sekilde xaeMa(aeA') elemanlari vardir. @A olsun. M,

aeA

carpimsal oldugundan Rx, = BM , olacak sekilde R 'nin bir B ideali vardir. Bdylece

Rx, =BM, =B(M_:M)M =B(M,:M)QM =Qx,

olur. O halde baz ¢, eQ isin (1-q,)x,=0 dr. q=1-]](1-0q,)eQ olsun.

ael
Buradan (1—q)m =0 ve dolayisiyla (1—q) eann(m) c Q elde edilir. Bu ise celiskidir.

Boylece R=ann(m)+ A saglanir.

(iii) = (iv): P, R ’nin bir maximal ideali olsun. T,(M) = M oldugunu kabul edelim.
ann(m) = P olacak sekilde meM vardir. iii) den A & Pve buradan (M, :M) & P
olacak bicimde « e Avardir. Boylece (1— p)M <M, sartini saglayan bir peP

vardir. Eger T,(M,)=M, ise T,(M)=M dir. Yani M_ , P-devirlidir. Oyleyse

(1— p')MagRyolacak sekiide yeM_ ve p eP bulunabilir. Bu durumda ise

55



(1-p')(1-p)M =Ryolur.

(iv)=(i):Teorem 3.2 den agiktir. o

Lemma 3.4 M bir R-modilve N; ve N,, M ’nin iki alt modild olsun. N, , N, ve

N, + N, carpimsal modil ise N, 1N, de ¢arpimsal modiildiir [4].

ispat. P,R ’nin T,(N,MN,)#N,; N, olacak sekilde bir maximal ideali olsun.
Oyleyse T,(N,)=N, , T.(N,)=N, ve T,(N,+N,)=N,+N, dir. Teorem 3.2 ve
Teorem 3.19 dan xeN;,yeN,,zeN,UN, ve p,p,,peP elemanlan igin
(1— pl) N, < RX, (1— pz) N, =Ry ve (l— p)(Nl+ Nz)g Rz olur. ze N, olsun. Bu
durumda (1-p)yeN,NN, ve (1-p)(1-p,)(N,AN,)cR(1-p)y dir. Oyleyse
N,N,, P-devirlidir. Benzer sekilde ze N, ise N;(1N, , P -devirlidir. Teorem 3.2

den N, N, de carpimsaldir. o

Teorem 3.20 M bir R-modiil ve N, (a€A), M ’nin ¢arpimsal alt modiilleri olsun.

S= Z N, ve A= Z(Na :S) olsun. Asagidakiler saglanir:

aelA ael

i) S carpimsalise M ’nin her K alt modulticin KNS =ZKmNa dir.

aeA

ii) S carpimsalise M ’nin her sonlu Gretilmis K alt moduli igin

(S:K)=> (N, :K) dir[13].

aelA

ispat. i) Z KNN, < KNS oldugu agiktir. Xxe KNS ve

ael

H:{reR:rXEZKﬂNa}

aeA

olsun. H =R oldugunu kabul edelim. Oyleyse H — P olacak sekilde R’nin bir P
maximal ideali vardir. Ac Pise , her a €A igin (Na: S)g F dir ve S carpimsal

oldugundan
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N, =(N,:S)S < PS

dir. Buradan S:ZNagPSgS ve S=PS elde edilir. XxeS ve S carpimsal

aeA

oldugundan Rx=IS olacak sekilde bir | ideali vardir. Buradan

Rx =S = IPS = P(IS) = Px

bulunur. O halde bir peP igin (1-p)x=0 dir. Oyleyse (1-p)x=0e> KNN,

aeA

ve 1-peH <P bulunur. Geliski elde edilir. Az P ise, (N,:S) & P olacak sekilde
bir a € A vardir. Buradan P maximal oldugundan bir qe P igin 1—q E(Na :S) dir.

Bdylece (1-0)S <N, olur. xe KNS oldugundan

(1-g)xe KN(1-9)S<KNN, = > KNN,

ael

bulunur. O halde 1-geH < P ve geliski elde edilir. Sonug olarak her iki durumdan

H=R ve xe > KNN, dir. Bdylece KNS = KN, olur.

aeA aeA

ii) Z(Na :K)<(S:K) oldugu agiktir. Her meS igin  R=A+ann(m) oldugundan

aeA

S ‘nin her sonlu tretilmis Y alt modiilleriigin R=A+annY dir. xe(S:K) ve

H :{reR:rXEZ[Na3K]}

ael

olsun. H # R oldugunu kabul edelim. Oyleyse R 'nin bir P maximal ideali vardir ve

H <P dir. AcPise, xe(S:K)oldugundan xK < S dir. Buradan R=A+ann(xK)
olur. O halde ann(xK) g P ve buradan da 1- p e ann(xK) olacak sekilde bir peP

vardir. Béylece (1- p)xK =0 ve

(1-p)xe(0:K)=(N, :K)= D (N, :K)

ael
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elde edilir. Buradan 1— pe H < P ve eliski bulunur. A & Pise, (N, :S) & P olacak
sekilde bir ae€A vardir. Buradan P maximal oldugundan bir qeP igin
(1-q)e(N,:S) dir. Boylece (1-9)Sc<N, olur. xKcS  oldugundan

(1-9)xK =(1-9)S< N, ve bdylece

(1-a)xe(N, :K)= D (N, :K)

aeA

bulunur. O halde 1-ge H < P ve geliski elde edilir. Her iki durumda da celiski elde
edildiginden H=R ve xe Y (N, :K)dir. 0

aeA

3.2.4 Carpimsal Modiillerin Alt Modiillerinin Radikali

Tanim 3.12 M sifirdan farkh bir R-modul ve N, M ’nin bir has alt modulu olsun. O
zaman M ’nin N ’yi kapsayan butin asal alt modullerinin kesisimi, N ‘nin M -
radikali olarak tanimlanir ve© M -rad N olarak gosterilir. Eger A, R halkasinin bir

ideali ise A, R-modil R olarak distndlir ve o zaman A ’nin M -radikali, A ’yi
kapsayan bitiin asal ideallerin kesisimidir ve bir n pozitif tam sayisi icin  r" e A

kosulunu saglayan biitiin r € R elemanlarindan olusur. JA ile gosterilir [3].
Teorem 3.21 M carpimsal R-modiil, N, M nin has alt modiiliive A=(N:M)

olsun. O zaman

M -rad N = (ﬁ)M (3.6)
dir [3].

ispat. I5,AgP kosulunu saglayan R ’nin bitiin P asal idealleri toplulugunu

gostersin. Eger B =+/A ise, 0 zaman B= () P ve Teorem 3.3 den

PeP

BM = (1.(PM)

PeP

olur. PP olsun. Eger M =PM ise M -rad N < PM dir. M #PM ise, o zaman
N =AM cPM ve buradan M -rad N < PM olur. Boylece M -rad N < BM dir.
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Tersine; K , M ’'nin N 'yi kapsayan asal alt modili olsun. Sonu¢ 3.14 ten
ann(M) cQ ve K=QM olacak sekilde R ’nin bir asal ideali mevcuttur. Q bir asal

ideal ve

AM=NcK=0Q0M =M

oldugundan Sonug 3.15 den Ac Q ve dolayisiyla B < Q olur. Buradan da BM < K

ve BM < M -rad N bulunur. Béylece (3.6) saglanir. o

Onerme 3.13 M bir R-modiilve N, M ’nin alt modiilii olsun.
H={meM:(Rm:M)‘mc N kez|
olsun. M c¢arpimsal modiil ise H, M ’nin alt modullidir. Eger M sonlu Uretilmis
ise

H=M -rad N dir[5].
ispat. M carpimsal modil olsun. H ’nin alt modil oldugunu gdsterelim.
m,m, e H olsun. Budurumda (Rm:M)*m cN ve (Rm,:M)®m, =N olacak
sekilde k,,k, €7 vardir. Buradan (Rm,:M)*(Rm,:M)M c N ve dyleyse

ky+1 ky+1

(Rm:M)" < (Rm:M)*""M:M)c(N:M)

ky+1

olur. Benzer sekilde (Rm,:M)* " < (N:M) elde edilir. k=k +k,+2 olsun. Bu

durumda, [(Rm,:M)+(Rm,:M)] < (N:M) ve boylece
[(Rm,:M)+(Rm,:M)]' M <(N:M)M =N

olur. Buradan da

[(Rm:M)+(Rm, :M)]" (Rm, + Rm,)

=[(Rm,:M)+(Rm,:M) ] [(Rm:M)+(Rm,:M)]M =N ve

59



[(Rmy:M)+(Rm, :M)]"*((Rm, +Rm,): M) = (N : M)

olur. Benzer sekilde,
[(Rmy:M)+(Rm, :M)] (Rm, +Rm,):M ) < (N:M)  ve
((Rm,+Rm,):M)" < (N:M)

elde edilir. O halde,

(R(m,+m,):M)" =((Rm,+Rm,):M )" (N :M)

olur ve buradan

(R(m,+m,):M)*(m,+m,) < ((Rm,+Rm,):M)'M = (N:M)M =N

bulunur. Oyleyse m+m,eH dir. meH ve reR olsun. Bu durumda

(Rm:M )k mc N olacak sekilde k € Z*vardir. Buradan,

(er:M)krmg(Rm:M)kmgN

ve rme H olur. Oyleyse H, M ’nin alt modultdiir.
Simdi M ’nin sonlu Uretilmis oldugunu kabul edelim. meH olsun.

(Rm:M)“mc N olacak sekilde k € Zvardir. Buradan (Rm:M ) (Rm:M)M N

ve

(Rm:M)“ c[(Rm:M)*M:M |(N:M)
olur. O halde, (Rm:M)g (N:I\/I) ve Teorem 3.21 den

meRm=(Rm:M)M c J(N:M)M =M —rad N
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elde edilir. Béylece H <M —rad N dir. Tersine, meM —rad N=,/(N:M)M

olsun. Bu durumda Rmc J(N:M)M olur. ({J(N:M)M:M )M =[(N:M)m

oldugundan Sonug 3.16 dan ( (N:M)M:M)=W+ann(M) ve boylece
(Rm:M)g( (N:M)M:M)=W+ann(M)=M

elde edilir. O halde (Rm:M)k (N :M) olacak sekilde k € Z" vardir. Buradan da
(Rm:M)'mc(Rm:M)'M c(N:M)M =N

ve me H olur. Oyleyse H=M —rad N bulunur. o

Tanim 3.13 M bir R-modiilve N, M ’nin alt moduli olsun. Eger M —rad N=N

ise N ’ye M ’nin radikal alt modulii denir. | , R ’nin bir ideali olmak lzere \/I_=I

ise, | 'ya R ’nin bir radikal ideali denir.

Onerme 3.14 M bir carpimsal R-modiil, K ve N, M ’ nin iki alt modilii olsun. Bu

durumda

WKAN):M) = (K:M) Ay(N:M) - dir.

ispat. ae,/((KNN):M) olsun. Bu durumda a" €((KNN):M) olacak sekilde bir

N pozitif tam sayisi vardir. Buradan

a"™M c((KNN):M)M =KNnNcK ve a™ cN

bulunur. ~ Oyleyse a"e(K:M) ve a"e(N:M) dir. Buradan da

aeJ(K:M)mJ(N:M) elde edilir. Tersine, re\j(K:M)mJ(N:M) olsun. Bu
durumda r*e(K:M) ve r'e(N:M) olacak sekilde k ve t pozitif tam sayilar

vardir. Béylece r*M K ve r'M < N olur. nzmax{k,t} icin r'M KN N ve
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re((KmN):l\/I) bulunur.  Buradan da  re,((KNN):M) olur ve

J(KAN):M) = [(K:M)nJ(N:M) saglanir. o

Teorem 3.22 M bir R-modil olsun. |, R ’nin bir ideali ve K ve N, M ’ nin iki alt

moddli olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
i) Eger N, M ’nin radikal alt modiili ise (N:M), R ’nin radikal idealidir. M ’nin
carpimsal oldugu durumda tersi de dogrudur.

ii) M sonlu Uretilmis ¢arpimsal R-moddl olsun. I +ann(M) nin R ’nin bir radikal

ideali olmasi icin gerek ve yeter kosul IM nin, M ’nin bir radikal alt modulu

olmasidir.
iii) M carpimsal ise

M —rad(KNN)=M —rad KNnM —rad N dir [5].

ispat. i) M —rad N, N ’yi kapsayan asal alt modiillerin kesisimi oldugundan P , N

"yi kapsayan asal alt modiiller olmak tizere N =P olur. A, (N : M) yi kapsayan asal

idealler toplulugu olsun. Bu durumda,

(N:M)=(NR:M)=N(R:M)2NA =[(N:M)2(N:M)

ve buradan \((N:M)=(N:M) bulunur. Béylece (N:M), R ’nin radikal idealidir.
Tersine, M carpimsal ve (N:M) , R ’nin radikal ideali olsun. Teorem 3.21 den
N=(N:M)M=(N:M)M =M —radN

ve boylece N, M ’nin radikal alt moduli olur.

i) (<:): IM, M ’nin bir radikal alt modiilii olsun. Teorem 3.21 ve Onerme 2.12 den

(I+ann(M))M =IM =M —rad(IM):\/’(IM :M)M = /I +ann(M)M

dir ve Sonug 3.16 dan
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I +ann(M)=,/I +ann(M) +ann(M)

olur. ann(M) c \Jann(M) = /1 +ann(M) oldugundan, |+ann(M) =/l +ann(M)

elde edilir.

(3): I +ann(M) nin R ’nin bir radikal ideali olsun. Bu durumda
IM =(1+ann(M))M = /1 +ann(M)M = /(IM :M )M =M —rad(IM)

ve boylece IM nin, M ’nin bir radikal alt moduli olur.

ili) M carpimsal ise Onerme 3.14, Sonug 3.6 ve Teorem 3.21 den

M —rad (K AN) = [[((KAN):MM =(J(K:M) Ay (N:M) M

= (K= M)+ ann(M) )~ (M) +ann(v)) |

= J(K:M)M A J(N:M)M =M —radK "M —radN

elde edilir. O

i) deki ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin;, R=7Z , M =Z®Z ve
N =<(4, O)> olsun. Bu durumda,

(N:M)=0=,/(N:M) ancak M —radN=((2,0))=N

dir.

Onerme 3.15 M carpimsal noetherian bir R-modil olsun. M ’nin herhangi bir N

alt modiilii icin M —radN asal alt modiillerin sonlu kesisimidir [5].

ispat. C, M ’nin N alt modiillerinin M —radN sonlu asal alt modiillerin kesisimi
olarak yazilamayan kiimesi olsun. C bos ise ispat tamamlanir. C bostan farkli olsun.
M noetherian oldugundan C ’nin maximal elemani vardir. Bu maximal eleman N
olsun. M —radN, M ’nin asal alt moduli degildir ve buradan N asal degildir.

Oyleyse ame N iken mgN ve aM & N olacak sekilde a€R ve meM elemanlari
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vardir. K=Rm+N ve L=aM + N olsun. K ve L, N ‘yiicerir. Boylece N maximal

oldugundan K, L ¢Cdir. Buradan M 'nin bazi B, ve Q;asal alt modulleri igin

M—-radKk =P, n..nP. ve M —-radL=Q, N...NQ,

dir. M carpimsalve N c KL oldugundan Teorem 3.22 den

M —radN ¢ M —rad (K "L)=M —radKk "M —radL

dir. Ayrica,

(K:M)L=[((Rm+N):M)]|(aM +N)=a[ (Rm+N):M) M +[(Rm+N):M |N
=a(Rm+N)+(N:M)(Rm+N)=Ram+aN +(N:M)N+(N:M)m
=Ram+aN+(N:M)N+(Rm:M)N <N

Bu durumda

M —rad ((K:M)L)< M —radN

olur. [14] Sonug 2 den
M —rad ((K:M)L)=M —rad ((K:M)M)nM —radL =M —radK "M —radL

bulunur . Oyleyse
M —radN =M —radKk "M —radL =F...nP. nQ,N...nQ,

ve celiski elde edilir. Sonug olarak, M ’nin herhangi bir N alt modili icin M —radN

asal alt modiillerin sonlu kesisimidir. O
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada halka ve modil teorisi anlatilarak birimli ve degismeli bir halkanin
idealleri ile ¢arpimsal moddllerin alt modilleri arasindaki benzerlikler kurulmustur.
Ornegin, halkalar icin bilinen Cohen Teoremi ve Nakayama Lemma gibi bazi temel
teoremler i¢in ¢arpimsal modiillerin asal alt modiilleri diisiintilerek aradaki benzerlikler

acik olarak gosterilmistir.

Bunlarin yani sira, ¢alismamizda sonlu Uretilmis modiller ve carpimsal moddller
arasindaki iliskiye yer verilmis ve ideallerin radikalleri igin bilinen karakterizasyona
benzer bir karakterizasyon ¢arpimsal modillerin alt modillerinin M-radikali icin de

saglandigi gosterilmistir.

Bundan sonra yapilacak olan calismalarda bir modiillin carpimsal modiil olma sartinin

Onemini ortaya c¢ikaran érnekler bulunabilir.

65



KAYNAKLAR

[1]

(2]
3]

[4]

5]

(6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Singh, S. and Mehdi, F.,(1979). “Multiplication Modules”, Canad. Math. Bull.,
22(1): 93-98

Barnard, A., (1981). “Multiplication Modules”,Journal of Algebra, 71: 174-178.

Abd El Bast, Z. and Smith, P.F.,, (1988). “Multiplication Modules”,
Communications in Algebra, 16(4): 755-779.

Smith, P.F., (1988). “Some Remarks on Multiplications Modules”,Arch.
Math.,50: 223-235.

Ali, M.M., (2008). “Idempotent and Nilpotent Submodules of Multiplication
Modules”,Communications in Algebra, 36: 4620-4642.

Callialp, F. ve Tekir, U., (2009). Degismeli Halkalar ve Modiiller, Birsen
Yayinevi, istanbul.

Yesilot, G. ve Ozavsar, M., (2012). Soyut Cebir Céziimli Problemleri, 1.Basim,
Nobel Akademik Yayincilik, Ankara.

Sharp, R.Y., (2000). Steps in Commutative Algebra, Second Edition, Cambridge
University Press, Cambridge.

Ameri, R.,(2002). “On the Prime Submodules of Multiplications Modules”,
Iljmms 2003, 27: 1715-1724.

Gaur, A.,, Kumar, A. and Parkash, A, (2007). “Prime Submodules in
Multiplication Modules”, International Journal of Algebra, 1(8): 375-380.

Mijbassand, A. S. and Abdullah, N. K., (2009). “Semi-Essential Submodules
and Semi-Uniform Modules”, Journal of Kirkuk University — Scientific Studies,
4(1): 48-58

Azizi, A.,(2008). “Principal Ideal Multiplications Modules”, Algebra Colloquium,
15(4):637-648.

Ali, M.M., (2012). “Some Remarks on Multiplication and Flat Modules”,
Journal of Commutative Algebra, 4(1): 1-27

Lu, C. P.,(1990). “M-Radicals of Submodules in Modules 2”, Math. Japonica,
35(5): 991-1001

66



OZGECMIS

KiSISEL BILGILER

Adi Soyadi : Neslihan SUZEN

Dogum Tarihi ve Yeri : 28.08.1990 SAMSUN
Yabanci Dili : ingilizce , Fransizca

E-posta : suzenneslihan@hotmail.com

OGRENiM DURUMU

Derece Alan Okul/Universite Mezuniyet Yili
Y. Lisans Matematik Yildiz Teknik Universitesi 2013
Lisans Matematik (ing.) Abant izzet Baysal Universitesi 2011
Lise Fen Bilimleri Vefa Anadolu Lisesi 2008

67


mailto:suzenneslihan@hotmail.com

