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Diferansiel denklemler teorisi,genel olarak,adi diferansiel denklemler ve
Kismi tlirevli diferansiel denklemler olmak iizere,iki biiyikk guruba ayrilir.Ko-
numuz olan kismi tlirevli diferansiel denklemler dnce fizik problemleri dola-
yisiyle d'ALILBERT ve BULUR tarafindan tetkik edilmigtir.Daha ileri galigma-
lar arasinda Once CAUCHY goriilmektedir.Bunlardan bagka LAGRANG” , LAPLACIH,
JIONGE , AMPER ve PFAFF tarafindan yapilan galigmalara rastlanilmaktadir.Bil-
hassa LAGRANGE'ain birinci mertebeden diferansiel denklemler hakkindaki eseri
bu galigmalarin temeli olmugtur.Fakat kismi tlirevli diferansiel denklemler ve
kaismi tlirevli diferansiel denklem sistemleri ile ilgili konularain ilk kesin
aragtirmalarani CAUCHY'e borgluyuz.CAUCHY tarafindan bulunan teoremler Il.DAR--
BOUX ve l'me KOWALIWSKI tarafindan ispat edilerek,derinlik kazanmiglardir.

Degigken katsayili diferansiel denklemlcre kadar olan g¢aligma konum Asrt
ana bdliim halinde incelenmigtir.Birinci bsliimde kismi tlirevli diferansiel
denklemlerin tanaim ,bazi gartlar altinda gozdniine alinan Varlik teorcmi ile
CAUCHY Problemleri wverilmigtir.

Ikinei b3liin olarak, birinei mertebeden linesr ve lineer élmayan kisni ti-
rovli diferansiel denklemler gtzdniine alinmsg olup,genig bir gekilde incelen--
nege galigilmgtir.Bilhassa adfi diferansiel denklemlerdekinden gok daha fark--
11 olan ¢&ziim kavram agiklifa kevugturulmaga g¢aligilmigtar.lasmi tlrevli di-
foransiel denklem tegkiline dnem verilmig olup,geometrik bir uygulama olarak
da bazi ylizeylerin kasmi tlirevli diferansiel denklemleri elde edilmigtir.Bu
bsliimde son olarak CACHY Probleminin ¢dziini ele alinmg ve bununla ilgili or-
nekler verilnigtir.

Uglineti bsliimde yiikksek mertebeden sabit katsayili kasmi tirevli diferansi-
el denklemler gonig olaralt cle a11nm1§t1r.ilgili teorenler verildikten sonra
¢6ziilniis Srnek problemler ile gerck teoremlerin ifade ettifi nafid gerclkse uy—
gulama bakimindan anlagilir olmasaina galigilmgtir.Bilhassa sabit katsayila
diferansiel denklemlerin dzel g¢éziimlerinin aranmasinda mihin goriilen netod-
lar gonig olarak verilmig olup,g¢dziiluilis problenlerle bu metodlar pekigtiril-
migtir. :

Dordiincti bsliimde ise tam diferansiel denklemler cle alinmgtir.Integre edi-
lebilme gartlara iig ve daha fazla &éZigken igin verilerek tam diferansiel
denklomlerin bir keyfi sabite baginli g¢dziimleri kabul edecegi gtsterilmigtir.

Faydalandigim eserlerin listesi galagmanin sonuna cklenmigtir.
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B O L U M I

KISMI TURGVLI DIFMRANSIEL DENKLAMLER? GIRIS

ls TANII -

X , ¥y bagimsiz defigkenlerinin bilinmeyen bir fonksiyonu =z
olsun.Bu 2

fonksiyonu ile bagimsiz degigkenler ve bu bagimsiz degigkenlere
gore alinmsg kismi - tlrevler arasinda kurulan bagintiya kismi tiirevli diferan-
siel denklem denir.Bu diferansiel denklemlerin genel yazilisa

35 - B8 EFZ : Efz - EFZ = .EPZ 3z
F(xgy,z Y ox ? —ay9 B ’ S 3. 8 """9"'7""“’-)=0

geklindedir.

T
o LY

RTEBE - Bir kasmi tlirevli diferansiel denklemde bulunan kismi tiirev—
lerin mertebelerinin en yliksegine kismi tiirevli diferansiel denklemin merte-
besi denir.

Urnegin,kasmi tiirevli

z
X St 4 Y === =3

5 e s

diferansiel denklemi birinci mertebe'dendir.

Titregen tellerin denklemi olan

EFZ 32 -EFZ

PYCRR

denklemi ise ikinci mertebe'den kismi tlirevli bir diferansiel denklemdir.

3e DIRACH — Bir kasmi tlirevli diferansiel denklemin derecesi diye, tam

ve rasyonel hale getirilen denklemde en yiksek mertebeli tiirevin derece'sine
denir.

5 1
Ornegin, 3

{oz Y _ o’
dx Dy?




kismi tiirevli diferansiel denkleminde her iki yanan kiibli alinirsa,
2N\ 3
1 Gkt
b s
ox \Oy
olur. Bu ise ikinci mertebe'den, ligiincli derece'den kasmi tiirevli bir diferan-
siel denklemdir.

4+ LAGRANGH NOTASYONLARI — Kismi tiirevli diferansiel denklemlerin ifadele-
rini basitlegtirmek icin agagidaki notasyonlar kullanilacaktair :

Dz Dz > Bzz 'azz Bzz S
i e 2 N ST o
x y X ox}y‘ y

Buna gdre birinci mertebedein iki degfigkenli kasmi tiirevli bir diferansi-
el donklemin genel gekli

"x,y,%,p,9) = O

olur.

(%)

5. THORII — n. mertebeden kismi tlirevli bir diferansiel denklemin genel
integrali n tane keyfi fonksiyon ihtive eder.

Teorenin ispatini iki bagimsiz defiskenli birinei mertebeden kismi tlirev-

2% 5
F(X5Y1z’pr) =0 (1)
Dz
diferansiel denklemi igin verelim.Bu diferansiel denklemin Sx e gore
D2 ,
.Ea_;[ =¥(x v,z q) (2)

sellinde ¢oziilebildigini, @ (x,y,2,q) fonksiyonunun x bafamsiz deZigkenine
géire ilk n ardigik t#revinin meveut ve x = 0O igin sonlu oldugunu farzede-
lin, (Cauchy gartlari). Bu sartlarin varlif halinde (2) denkleminin x = O
igin V(y) fonksiyonuna egit olan z(x,y) gibi bir ¢dzimii vardar. z(x,y)
fonksiyonu mc-Laurin serisine agilirsa

=R x- z
2(x,y) =2(0,5) + == (&= ) +3r (=5) +
: 11 ° ox x=0 e Bx‘? x=0 (3)
5 3 n n
x z X P B
—T ( S ) + esee + -" ( T ) + Ssss
= Bx:) x=0 e oD

olur. Bu son bagintidaki

oz -1 ¥s s 3’z ) s
(-bxl)t-o : (Bxe :);-o ; : 513 :):-o : : : axn x=0 :



katsayrlara yalniz y nin fonksiyonlaradair. Agilamn ilk terimi olan 2(0 y),
hipotezimize gore Y (y) fonksiyonuna egittir. Buna gsre z(0,y) =“Y(y) hipo-
tezi gbzinlinde tutularak ,agilimdaki difer katsayilarin hepsi (2) baZintisin-
dan, x = O yazilarak bulunabilir. Gergekten 6 ilk n terimdeki

B R
! OF xe0 Bx x=0 ¥x" x=0

katsayilarinin bilindigini kabul edelim ve n+l ec¢i katsayinin bulunabilecegi-
ni gésterelim. Bunun igin (2) bafintisinin x bagimsiz defigkenine gdre n-l
def'a tlirevi alinarsa

LE: - ¥y af 35 0z £

Sememn oo = f( x’ y‘JZ y SE 5 ) —— emv—emsass e o 0 g A =50 vt

Dxn an-:x’ay'bybx a P

n
BPudunur. Bdylece 9—2 ifadesi
Ox
. : S 2 e
2z Bz P ¥
Z(O,Y) 9 -?,-SC‘ ’ """'5 9 w5 n—1 . 9 *°° o —————r—l':-l-
- Ox Ox : bybx ay ox

ifadelerine bagimli olarak elde edilmig olur. flk n -terim, y bagimsiz de-
gigkeninin fonksiyonu olup, bilindikleri kabul edilmigtir. Bunlar kisace

(sz YIS (- 0,352,004, (0]

geklinde yazilir ve y Dbagimsiz degigkenine gdre tlirev alinirsa

bk+1z '
I 6
(S b ¥ X3) (6)
bulunur. =-— katsayisinin bagimli oldugu - — 5 s0s -  ifa-

n > > £
Oy Ox oy

deleri (6) bagintisindan x = O igin bulunabileceginden, (—-——) kat-
x x=0

sayisi belirtilmig olur.Ju halde agilimin ilk teriminin bilinmesi halinde,di-
ger terimler de sarasiyle hesaplanabilecektir. Agilim yakinsek ise x = 0 i-
¢in V(y) fonksiyonuna egit olan z(x,y) ¢dziimi elde edilir.

6. THOR TN GROMETRIK ANLAMI - F(x,y,2,DP,q) = O diferansiel denkleminin
z = Y(x,y) gibi Syle bir gozimi vardir ki z -P(x,y) = 0 integral yizeyi
X = 0 diizlominin verilen 2z =Y¥(y) e&risinden gegsin.



7. ToORTT SAGLAAYAN ($27L HALLER - Cauchy sartlary saglanmazea ¢dzlim el-
de edilmoyebilir. ;
1°) P(x,y,2,p,q) = O diforansiel denklemi %g tirevini ihtive
etmezse bulunan sonug¢ dogru degildir. Urnegin
e

oy

diferansiel denklemi verilmig olsun. Bu denklemin g¢dziimii, ¥’ (x)
keyfi fonksiyon olmak {izere

z = x) &

dir.Bu halde 2z fonksiyonu x = O dlizlemini keyfi olmayan

z =(‘/’7(O) & =il o

6zel egrileri boyunca keser.

o . A : S 52 S
2 ) == =Y (x,y,2,q) denkleminde x = 0 igin T = © olursa

yukaraide varilan sonug¢ dogru degildir. Crnegin

Bk

Jx

|

diferansiel denklemi verilmig olsun. Bu denklemin g¢saziimi V¥ (y)
keyfi bir fonksiyon olmak lizere

z = 1In [x \V(y)]

dir. Bu z fonksiyonu (3) serisine agalamaz.

8. TIORMIN GHEOITATRIK ANLAMININ GANISL:TIL:7iSI - Teoremin geometrik an-
lam agagidaki gekilde genigletilebilir :

Verilen diferansiel denklem, ¢dziim olarek, 2z =y (x,y) gibi bir in-
togral ylzeyi kabul etsin. Bu takdirde z - Y(x,y) = O yiizeyi uzayda verilen
bir ofriden geger.

Bu efrinin denklemleri ,

x=g(y) , z=Y() (7)

olsunlar. § , % yeni bagamsiz degigkenler olmak ilizere,

o3, ey (8)



degigken defigimini yapalim ve 2z fonksiyonunun x ve y bagimsiz deZigken-—

lerine gdre kismi tlirevlerini alalim :

oz 3z Y, 22 2% _ 3
Ox &7 O%( O w0k(y)87

Sz Dz ' (\?4_ QZ DN TR Oz ' ¢,(y) +§_E

B Oy -B3y. 97 Oy -« oY% A8

(5) 4 (6) , (7) %vagintilari arasinda

olur. Verilen diferansiel denklem ile

yine birinci mertebeden olan
oz 0z

F ¥ Z ———e = O
1(?! ) y y (\)}; y a,? )

diferansiel denklemi elde edilir. Varlik teoremine gdre bu diferansiel denkle-

min

Z=(f(?99)

gibi bir integral ylizeyi vardir.Bu integral viizey ?’ = 0 icin
0 r

z =%0.9) =¥(7)

egrisinden geger. Bunun sonucu olarak F(x,y,z,p,q) = 0 diferansiel denklemi

z =¥(x-98(y) , v)

cozliniinli kabul edeceginden , =z —fo(i - #(y) , y) = 0 integral ylizeyi

TOME . s =70y

egrisinden geger.

9. TIOREI! = Birinci mertebeden kismi tilirevli diferansiel denklemler i-
¢in verilen varlik teoremi (prg-5) herhangi bir mertebeden diferansiel denk-

lem igin de gdsterilebilir.
ki serbest degigkenli ikinci mertebeden kismi tiirevli

F(x,y,z,p,q,r,s,t) =0 (9)

diferansiel denklemini gisdnine alalim. Tger bu diferansiel denklem r ye

gore ¢ozlilebilirse,
2
Z
9% < f(x7.5.0.05,%) (10)

o
gseklinde yazilabilir. Cauchy gartlarinin saglanmasi halinde varlik teoremi

agagrdaki gibi ifade edilebilir :



lf/l(y) ve (f;(y) keyfi fonksiyonlar olmek tizere (9) denkleminin,

=% 0 ioin

(1% 1,2 (8D~ « ¥.» (1)

Bx x=0

olan bir ¢ozimii vardar.

Gergekten, (10) diferansiel denkleminin lac-laurin agilimindaki biitim
katsayrlar, (11) bagintisindaki gartlar gbzdniinde tutularak,benzer gekilde he-
saplanabilir. 1lde edilen agilimn yakinsak olmasi halinde (9) denklemi bir
¢oziim kabul eder.

10. CAUCHY PrRoBLEMI - a°)  PF(x,y,z,p,q,T,5,%) = O @iferansiel denkle-
minin,verilen Y (y) egrisinden gegen ve bu
efrinin her noktasinda bir teget dilizlem ka-
bul eden z = ¥(x,y) sgeklinde bir integral
ylizeyi vardair.

Teget dlizlemin belirtilmesi igin p ve q
nun belirli olmasi gerekir. (11) bagintila--
rindaki ikinei denklem p yi, birincisinin
de y ye gore tilirevi q yl verdiginden, te-
get dlizlem belirlidir. Problem bir ¢dziim ka-
bul eder.

b°) Daha genel olarak denilebilir ki :

™x.y z,p,q,r,8,t) = O diferansiel denkle-
minin uzayin verilen keyfi bir egrisinden
gegen ve yine bu eZriden gegen bir yiizeye
teget olan 2z =%¥(x,y) gibi bir integral
yizeyi vardar.

11. TANIMIN GENBLLESTIRILMESI . Iki veya daha gok baZimsiz defigkenli, bir
veya daha gok fonksiyonla, bu fonksiyonlarin herhangi bir mertebeden kismi tii-
rovleri ve bagimsiz degigkenler arasinda kurulmug olan bir bagintiya " Kismi
tlirevli diferansiel denklem " denir.



;O S TS B 1T
BiriwcI 1RTEBIDIN KTSMI TURmVLI DIFORANSINL DENKLIMLIR

- 12, TANTII - x, y bagimsiz deZigkenleri ile p , g ve 2z fonksiyonu
araginda kurulan bagintaya " birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiel denk-
lem " denir ve genel olarak

_ Pix ;7N P8 »0
geklinde gdsterilir.

Bu diferansiel denklem p ve q ya-gdre birinci dereceden ise " kismi
tiirevli lineer diferansiel denklem " denir. Aksi halde " lineer olmayan kismi
tlirevli diferansiel denklem " adini alar.

13. XKISUI TURRVLI DIFERANSILL DANKLAILIRIN THSKILI -~ Kismi tiirevli dife-
ransiel denklemler, adi diferansiel denklemlerin tegkilinde olduBu gibi, iginde
keyfil sabit veya keyfi fonksiyon bulunan, verilen bir fonksiyon ile bu fonksi -
yonun bagimsiz degigkenlerine gdére alinan kasmi tiirevleri arasinda,bu keyfi sa-
bit veya keyfi fonksiyonun yok edilmesi sonucu olarak tegkil edilirler.

14. KiYFI SABITLERIN YOK EDILIWSI - x,y bagimsiz deZiskenlerinin Cl ve
02 gibi iki keyfi sabiti bulunduran bir 2z fonksiyonu

% .y, &, W cz)so (12)

: § s

olsun. Bu ifsdenin x ve y bafamsiz defiskenlerine gdre kismi tiirevlieri ala-
narak

t(x,y,2,0,C)+(x,y,2,C,C)p=0 (13)

bulunur. (12) , (13) ve (14) bvafintilar: srasanda C. , C  keyff sabitlerinin
yok edilmesi sonucu olarak, birinci mertebeden kasmi %ﬁrnvii

(P(x’ys».oPsQ)‘o

diferansiel denklemi elde edilir.



ORIK 1 - a ve b keyfi iki sebit olmak {izere

zZ = 8 x3 +b y3 (15)

fonksiyonunun kasmi tiirevli diferansisl denl:lemini kurunuz.

Verilen 2z fonksiyonu x ve y bagimsiz degiskenlerine gdre kismi tii -
revlieri alinirsa :

3—?--1):3&1(2

2 (16)

Z 2
-f——-q=3by

bulunur. (16) bagintalarindan gekilen a ve b degerleri (15) bagZintisina
gotirilerek, birinci mertebeden kismi tiirevli

3z = pxX+qy (17)

diferansiel denklemi elde edilir.

O 2

QEEIL]

- &a ve b keyfi iki sabit olduklarins gdre

=% six-b +4& =4 (18)

kilresinin kismi tiirevli diferansiel denklemini kurunuz.

Verilen fonksiyonun x ve Yy baZimsiz degiskenlerine gire kusmi tirsv-
leri alinirsa ,

. - x-8+2p=20

(1)
y-b+2q=0

bulunur. (19) bagintilarindan gekilen a ve b deZerleri (13) baZntisana
gotirlilerek, birinei mertebeden ikinci dereceden kasmi tiirevli

2’ (2°+q°+1) =0 (20)

diferansiel denklemi elde edilir.

15. KiYFI FONESIYONLARIN YOK BDILISI - x ve y batmsaz dedigkenle—
rinin birbirinden miistakil iki fonksiyomu u(x,y,z) ve wv(x,y,z) olsunlar.
® keyfi fonksiyon olmak ilizere

u(x,y,2) = ¥ [ﬁx.y,:)} (22)

fonksiyonunu gosdniine alalam.Bu dafintidaki P keyfi fonksiyonunu yok etmede
caligalam.



(21) %bagaintisinin x , y bagimsiz defigkenlerine gdre kismi tiirevleri a-

linarsa, '
Qu a_z ( $2¥ o) r |
ox | - TEE ax od * | |
bzimezudry (22)
du  QJu : a@ 2V vV \ B &’
A TR R TR TR \/

diferansiel ddmklemleri bulunur. (22) bagintilarinin taraf tarafa bslinmmesi
sonucu olarak, ¥ keyfi fonksiyonunu bulundurmayan

BB o B
ax Dz ox oz P
e e {23
c)y oz ¢ 9y 9z !
veya buradan
du Av  oOv Ju  oJu DV Qv
(jg; o3 P)(iS? z+ >z q) oy + 3% )(E;x Y p)
bagintisina varilir. Bu baginta gerekli iglemler yapilarak p ve q y2 gOre
dlizenlenirse,
(bu d3v _ Jdu 6v) E (Bu 3v _ du 3v = (Bu ov _ 3u BV) e
oz 0y oy oz ' P dx oz ©2Z O0X oz dy 9y ox
sonucuna varalar. Burada
ou dv. On o
Dz 3y < ay Dz - P(x,y,Z) =P
ou ov du OV
ox 02 0%z &% Ux,,2) 9
du v  du v
—_ = = R
ay ax ax ay R(x,y’z)
ile gtésterilerek ; :
Pits O .uwi (24)

diferansiel denklemi elde edilir.

CRNTK 3 -

9°'bir keyfi fonksiyon olmak lizere,

xyz=P(x+y+2)

fonksiyonunun kismi tlirevli diferansiel denklemini kurunuz.



Durada X+y+2=7v7 ile gtsterilirse, verilen fonksiyon

, xyz =P (v) (25)
geklini alar. Bu fonksiyonun x ve y bagimsiz degiskenlerine gére kusmi tii-
revleri alinirsa,

vz +xyp--§-¢4(1+p)
oV

xz+xyq-%‘-e(l+q)

v

diferansiel denklemleri bulunur. Bu iki bagintinin oranlanmasi sonucu olarak
Y xeyfi fonksiyonunu bulundurmayan

Yy2Z2 +XyDP l1+0p
XSt X ¥ -1 +qQ

ifadesine varilir. Buradan da gerekli iglemler yapilirsa kismi tiirevli
x(y-2)p+y(z-5)a=2(x-7)
diferansiel denklemi elde edilir.
: : 2
URN'K 4 - So(x+y+z 5 x2+y2+z)-0
keyfi fonksiyonunu yok ediniz.

2 2 e
Burada =x+y+2z2=1u , x2+ v +2 =v ile gisterilirlerse ¥ (u v)=0
olur.Xasmi tiirevler alinarak :

R . 20T e 2 e ) =0
¢u »

2069 (s BN (o200

sistemine varilir. Bu homogen sistemin agikir olmajan bir ¢dziminin olabilme—
si ig¢in

1+p 2x + 2zp

= (1+p)(2y+2zq) - (1+q)(2x+2zp) = ©
l+q 2y + 23q

olmaladar. Buradan da gerekli iglemler yaprlarak
(y-2)p+(@-x)q=x-%

diferansiel denklemi elde edilir.-



BAZI YUZmYLERIN KISui TURmVLI piFwransSinn vk amnari

16, SILINDIRLERIN KISMI TURRVLI DIFIRANSIIL DINKLILERI - Bir doZrultuya
paralel kalarak,verilen bir uzay egrisine dokunan bir dogrunun meydana getir-
digi ylizeye " silindir " denir.Bu uzay egrisine silindirin do&rultmani, dogru-
ya da silindirin ana dogrusu adi verilir.

{Fl(x,y,z) =0, Fz(x,y.,z) = o] (26)

uzay efrisine ,hareketli bir Ii(<X,@, 0) noktasinda dayanan ve A(a . Y
dogrultusuna paralel olan dogrunun denklemi

X - vy -3 z -0
s - = = 2
dir. Buradan x ve Yy bagimsiz defigkenleri
X =8 2 +a
(28)

yabz+j3

seklinde yazilabilir. (26) ve (27) baZintalara arasinda x , y ve 2z yok
edilirse

B, p)  verm P P() (29)

bulumur.Bu kere (28) ve (29) bagintilary arasinda < ve B yok edilirse ,
silindirlerin denklemi olarak

y—bz:tp(x—a.z) (30)
elde edilir.

5imdi silindirlerin kismi tiirevli diferansiel denklemlerini elde etmeZe
galigalim. Bunun igin (30) bagintisinin x ve y bagimsiz degigkenlerine
gore kasmi tlirevleri alinarsa,

-bp-[‘{)'(x—a.z)](l—a.p)
l-bq-(sﬂzx—az)](-aq)

. ! :
bulunur. Buradaki &P(x - az) keyfi fonksiyonunu yok etmek igin (31) baginti-
lary taraf tarafa Dbdliniirse

(31)

-bp l-ap
l-bg -a q
olur. Buradan da
ap+bg=1 (32)

elde edilir.
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17. XKoNirmriw krsui TURZVLI DiFmRANSINL DANKL PMLGRI - Sabit bir (a,b,c)
noktasindan gegen ve verilen bir uzay egrisine dokunan bir dogrunun meydana ge-
tirdigi ylizeye " koni " denir. Sabit I noktasina koni'nin tepesi, uzay eg-
risine de koni'nin dogrultmani adi verilir.

Sabit Ii(a,b,c) noktasindan gegen dogrunun denklemi

X - a X - b Z — C A

o< J: 1

veya
x-a=0(z-c¢) , y—b=ﬁ(z-—c) (33)
uzay egrisinin denklemi ise

—

"Fl(x s V9 z)=,0,F2(x s ¥ 4 2) = 0] (34)

olsun. (33) ve (34) bagintilary arasinda x , y , 2 nin yok edilmesi sonu-
cu olarak,

p(et,p) =0 veya [=P(ax) (35)

bulunur.Bu kere (33) ve (35) bagintilari arasinda = ve Jp ok edilirse, ko-
nilerin denklemi olarak

Z___'g s AP = A (36)

2 —- ¢C
elde edilir.

Simdi konilerin kismi tilirevli diferansiel denklemlerini arayalim. Bunun
icin (36) bagintisinin sirasiyle x ve y Ve gdre kismi tiirevlerini ala-
lam :

..(y—b (P(x-a ;(z-c)-(x—a)P

(z—c) ol (& ~a)*

(5 TP G « L gEoey sz e g
(b Bt e (z-o>2

Bu iki bafinti taraf tarafa bslinecek olursa,

yonunwiginde bulundurmayan,

(x-a)p+(y-b)g=2-c¢c (37)

sonucuna varilar.

18. XONOITLERIN rIsui TURTVLI DIFRANSIIL DWKLTTERI - Verilen ¥ir diiz-
lome paralel kalarak ve verilen bir dofru ile verilen bir uzay egrisine doku-
nan bir dogrunun meydana getirdigi ylizeye " konoit " denir.
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Verilen diizleme dogrultman diizlem, sabit doZru ile efriye dogrultman ve
yizeyi meydana getiren doZruya da ana doZru denir.

x0y dlizlemini, dofrultman dlizleme paralel ve dogrusal dogrultmani da =z
ekseni olarak alalim.Bu takdirde ~ ve j3 birer parametre olmak lizere bir ana
dogrunun denklemi

ol e (38)

y:O(x

olur.!grisel dogrultman denklemi ile, ana dogrunun denklemleri arasinda x , ¥y
z yok edilirse

(x,8) =0 veya [fi= P () (39)
bulunur.Konoitlerin denklemi olarak, (38) ve (39) bagintilari arasinda ™ ve
/3 yok edilerek
2 =P(2) | (40)
elde edilir.

Konoitlerin kismi tiirevli diferansiel denklemlerini elde etmek igin (40)
bagintisinin sirasiyle x ve y ye gdre kismi tiirevlieri alinairsa,

pep( L) .23
= (41)

a=P(L). 2

bulunur. Bu iki bagintinin oranlanmasi sonucu olarak

PX+qy=0 (42)

elde edilir.

19. DUNGEL YUziYLiRIN xrsMi TURZVLI DIFERANSINL DENKLETTRI -~ Verilen bir
egri yayinin,sabit bir dofru etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen ylzeye
" dénel ylizey " denir. Verilen efri yayina ana ¢izgi, sabit dogruya da ddnel
elksen ada verilir.

Vorilen efri yayi {izerindeki Mer nokta,merkezi donel eksen lizerinde bulu-
nan birer g¢ember ¢izerler. Donel eksene dik olan bu gemberlerin geometrik ye-
ri aranilan dcnel ylizeyi verir.

Koordinat sisteminin baglangig¢ noktasini,dsnel eksen izerinde alalim. Bu
tal:dirde dtnel eksenin denklemi

x vy Z
; = E = -5 (43)

olsun. Dénel eksene dik olan bir diizlemin denklemi,JG bir parametre olmak ilize—
re
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ax+by+ocz=p (44)

dar. lerkezi orijinde olan bir kilrenin denkleni ise, X bir parametre olmak {i-

Zere
xz+y2+z2.o< (45)

geklindedir.DtSnel yizeyi meydana getiren gemberleri, ddnel eksene dik olan dliz-
lomle (44), orijin merkezli kiirenin (45),arakesiti olarak géz#nimne alabiliriz.
Bu takdirde gemberlerin denkleni

[ax+by+az-/3 ,x2+y2+22-a<] (46)

olur.Verilen egri yayinin denklemi ile gemberlerin denklemleri arasinda z , y
z yok edilirse

: #(x,p) =0 veyn  fB=P(ax) (47)
bulunur. Dénel yiizeylerin denklemini bulmak igin (44) , (45) , (47) baZinta-
lari arasinda & ve f3 yok edilirse

4

a.x+by+oz-‘P(12+y +22) (48)

bagintisina varailar.

Dsnel ylizeFlerin kismi tiirevli diferansiel denklemlerini bulmek icin (48)
bagaintisinin sairasiyle x ve y ye gére kusmi tlirevlieri alinirsa

'
& +cps= (P(xz+ y2+ 52) . (2x + 22 p)

) (29)
b+oqe= P(x+ y+2°) . (25 + 22 q)
bulunur. Bu iki bajantinin oranlanmasi sonucu olarak
(ey-bz)p+(az-cx)g=bx-ay (50)

elde edilir.

BIRINCI MERTIBEDEE KISHI TUREVLI DiFERANSIEL DENKLILRIN ¢OZImTImi

20. TANIHM - Fl(x,y,z,cl,cz) =0 veya Fz(x,y,z,tp(x)) =0 fonksiyomlz-
rinan birinden elde edilen kasmi tiirevli diferansiel denklem,
F(x,y.2,p.q) = O =)
olsun.
2 "‘p(x s Y) \(“;2\)

geklinde bir fonksiyon diiglinelim. E¥er. bu fonksiyomun X wve ¥ o bre us-
mi tlirevlieri ile kendisi, (51) bafZintisinda sarasiyle » , @ & yerleriwm
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yazaldagl zaman denklemi sagliyorsa (52) bagintisina
F(X9yyzypsq) » O

diferansiel denkleminin ¢dzimii denir.

Geometrik bekimdan tu (52) denklemi bir yiizey denklemidir.Bu yiizeye (51)

deki kasmi tilirevli diferansiel denklemin " integral ylizeyi " denilir.
21, TAM (IMI0NIML) INTIGRAL - Kismi tirevli bir diferansiel denklemin ¢&-
zUnd ﬂl ve 02 iki keyfi sabit olmak lizere,
‘f(x,y,z,Cl,C2) =0 (53)

goklinde ise, bu goziime " tam integral " (d'intégral complete) denir.

22, GNBEL INTEGRAL - Kismi tiirevli bir diferansiel denklemin ¢ozlimi,
¥ (x,y,2) keyfi bir fonksiyon olmak iizere,

f(x $ Yy 23, (p(x 5 Y) ) =0 (54>
geklinde ise, bu g¢dziime " genel integral " (intégrale générale) denir.
23, T¥IL INTIGRAL -~ Kaismi tiirevli diferansiel denklemin tam integralin-
delkile £ 8 © sabitlerine 6zel degerler verilerek veya genel integralinde-

1 : .
ki P(x,y) keyPi fonksiyonuna 8zel bir gekil verilerek elde edilemeyen bir
goziini varsa bu gdzime " tekil integral " (intégrale singuliére) denir.

24, TAM V7 GUN®L INTOGRAL ARASINDAKI ILISKI - Tam integral ile genel in-
tegral birbirlerinden tamamen farkli degillerdir. Bu iki integralin birinden
digerine daima gegilebilir.

Genel ¢dziimde bulunan ¥ (x,y z) keyfi fonksiyonu,drnegin
(p(x,y,z) = X + C1 vy + 02 z

gseklinde segilirse, tam integrale varilir.Benzer gekilde tam integralden ge-—
nel integrale gegilebilir :

™z,y,z,p,q) = O (55)
kism] tlrevli diferansiel denkleminin bir tam integrali,
f(x,y,z,Cl,Cz) =0 (56)

olsun. 'lvvelce de gordiifiimiz gibi (55) denklemi



f(x y,2 01,02) =0

QF f

B T . D (57)
X Oz

P, N f

.;.__...;._B_.; Qim0
Y DOg

sisteminden C1 ve 02 nin yok edilmesi ile elde edilmigtir (Bak:Prf-14).
gimdi (55) denkleminin biitiin ¢ozilimlerini bulmak igin (56) denklemindeki

Cl ve C2 i, (55) denklemini saglayacal gsekilde x ve y bagimsiz defig-—

kenlerinin fonksiyonlari olduklarini kabul edelim.Buna gdre Cl - Cl(x .7
C, = Oz(x y ¥) olarak alinirsa (56) bagintisi

t2,3,2,,(x,9),0,(x,7)] =0 (56)

geklini alar.Bu bagintinin x ve y bagimsiz degigkenlerine gdre kismi tii-
revleri alinarsa,

oF . B e 35 a8 6%

——— 4 == D + . + . = 0

29X o=z 007 ox 002 2x
(59)

Df  of 9 AaBE. 5§, 003

8L, LT + : = 0

Oy dz oC¢; 9y 0C, Jy

olur. (57) wve (59) bagintilarindan
oz “r 00y Send 86
. + . =O

(60)

. + . = o
acl ay (‘)02 -ay

bulunur. Zlde edilen bu homogen sistem birgok tarzda saglanabilir :

c aC d¢ oc
jz_ 05 & ¢ -2, ’ Pt =0 iseler, C, ve C2
Ox Ox Ay Oy 1 :

birer sabit olurlar. Bu takdirde (56) bafintisindakiftam integral elde edilir.

ao)

bo) £ =0 o8 = 0 iseler bu iki baganti ile (56) bafintisi ara-
ac, A0y

sanda C_ ve 02 yok edilirse

1
' gt . 7, %) =0
bulunur.Bir keyfi fonksiyon veya keyfi sabitleri ig¢inde bulundurmayan bu ba-
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Geometrik anlami : (56) denklemi yiki keyfi sabit ihtiva ettifinden a?
mortebeli yizeyler toplulugu (congruence) dur. Uzayin her bir noktasindan bu
yizeyler toplulugunda o ylizey geger.Blitin bu ylizeylerin hepsinin birden te-
get oldugu bir ylzey arayalim :

af f
7:“ =0, é?— = 0 ile (56) bagintilari arasinda C1 ve 02 yi yok et-
(@19, 00

1 2

mel:ten ibaret olan ve @(x , y , 2) = O fonksiyonunu veren bu problem bir
zarftan ibaret olur.
o of of = :
c ) =3 ve . =% nin her ikisi birden saifir deZidlerse (60} daki ho-
2
1

mogen sistemin saglanabilmesi igin

ne 1.4
3 C geras:y (61)
X=z,n5)
olmaladar.Bu takdirde C1 ve C2 arasinda bir baginti mevcut olur. Bu baginti,
= c = Y(c 62
¢(Cl ) C2) 0 veya o i ( 1) ( )

olsun. (56) ve (60) bagintilarinda, C, =‘P(Cl) oldugu gHzonine alinirsa

JPe el O ©° B0, o Bl . ke

° =+ » = = . -+ .QP' C ° ———E =O
301 ox DCZ dx 001 dx 302 ( 1) Ox
= o o -~ dC 3P % B8 B o =8
? v .32.—.0 e ,(.p(cl),_a_i,o
) Cl ()y @ 02 OF ()Cl ay 6C2 ay
0 de, [ ae g a2
— L 2 ._-(2..._. . ‘.P'( c ) =0
OX ‘__acl a02 1 =
- = .
JC. | D¢f Df =
e e ML . i o VRO %D
oy [ 9c,  ac, &

bulunur. Buradan bir tek denklem olarak,

DE
dc

Of:p
e SO(CI) -5 (63)

1 2

bafintisi elde edilir. (56) , (62) ve (63) bafintalara arasinde ¢, ve C,
yok edilirse,Pkeyfi fonksdyonunu ihtiva eden
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W(x,y,;;,.'f)w (64)

sonucuna varilir. Bu denklemle belirlenen 2z fonksiyonuna (55) diferansiel
denkleminin genel integrali denir.

Geometrik Anlamy : (56) denklemi, iki keyfi sabit ihtiva ettiZinden 002
mertebeli bir yiizgyler todluluiu (congruence) dur. Bu ylizeyler toplulugundan
segilen o tane yiizeyin zarfi aranilawek olurma (64) ile belirlenen
Y(x,5v,2,%¥) =0 denklemi gikacaktir. Gergekten , 02 - yD(Cl) kabul

otmek demek, (56) denkleminin sadece C, keyfi sabitini ihtiva ettiZini diigin-
mek demektér.Bdylece a>2 tane olan ylizeyler toplulugundan, bir gurup ylizeyi
segmekteyiz. Bu ylizeylerin zarfini aramak-ise, (56),(62) ve (63) bagintilar
arasanda Cl ve 02 vi yok etmek demektir.

Yukarida gdriildiigli gibi, tam integral ve genel integral arasinda esasla
bir fark yoktur. Gercgekten. C1 ile 02 arasinda,difer iki a ve b keyfi sabit-
lerini ihtiva eden

c,=P(c,,a, 1) (65)

bagintisini gdzinine alalim. Bu baginta ile (56) ve (60) bagintilari ara-—

sanda c1 ve 02 nin yok edilmesi F(x,y,z,p,q) = O diferansiel denkleminin

bir genel integralini verecektir.Ancak bu genel integral a ve b keyfi sabit-

lerine bagli olacagindan bir tam integral roliinli de oynayacaktair. Ci ve Cé

sabit‘deéerlerine kargi gelen Snceki tam integral ise,genel integrale dahil
olacak ve a 1ile b nin x ve y bagimsiz deZigkenlerinin fonksiyonu ola-
ralk alinmasi halinde,

1 1 :
c, = ‘P(cl o o (66)
bagintisindan elde edilecek genel integral olacaktir.

Tekil integral ise geometrik anlamindan da anlagilacafy gibi bir tam in-
jtegralin se¢ciminden tamamen bagimsizdar.

BIriwei mRTERnDEN KISHT PURSVLI LINTIR V3 LINTOR OLMAYAN DIiFERANSIEL
DENKLAVLGRIN GOZUM MRTODLART

25. Birinci mertebeden kusmi tiirevli diferansiel denklemlerin ¢dziimlerine
girmeden dnce, g¢dziimle ilgili teoremlerin ispatlarinda yakin iligkileri gdrii-
lecek olan

dx, < dx, 2 ax. : ~ j ng {67)
x x x L x

: § 2 3 n
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adi diferansiel denklem sistemini g&zdniine alalim. Burada

gxn) (-‘ e 1,2,---,1’1)

fonksiyonlari X, 9 X, x3 yoner g X bagimsiz defigkenlerinin analitik fonk-

siyonlaradar.Adi diferansiel denklemler teoricinden bilindiZi gibi, bu sistem I,
g o = s . . 1
fonksiyonlarinin tanimlandigi bSlgenin herhangi bir noktasindan gegen

fi(X]-, X2 9 X3 9 &8 0oy xn) = Ci (i = 12 --.7n-—1)
geklindeki n-1 denklemi, integrallsr olarak kabul eder. Yine bilindiZi gibi bu‘
Ty denklemlerinin tegkil ettifi sistem tek degildir. f; denklemleri yerine bu
denklemlere bagli olan K mn=1 say:.da F. denklemleri konulabilir. 3 fonksiyon-

&
lari nasil se¢ilmig olurlarsa olsunlar

; fi(xl 9 X2 v gy g Kn) = Ci

denklemleri (67) sisteminin genel integralleri iseler, bu f£; fonksiyonlara
birinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiel denklemi saglarlar.Bu husus i-
leride gtsterilecektir.

26. n BAGTISIZ DGISKWLI ixiwel TARATSIZ (HOMOG'N) LINEWR D'NKLIMLER -
X 9 Xy Ease *or » X bagimsiz degiskenlerinin
: Xi = Xi(xl z2’x3’°ff’xh) (1=1.2 5ss:n)
geklindeki fonksoyonlari X. , X_, X_ , eees , Xn olsunlar BEu taZimsiz de-
giskenlerin bir bilinmeyen %onksmyonu z olmek iizere

Dz Dz 0z 032

— — = vooe F R e = 0
1 % +X2 ox +y3 oz . . n &%
3 2 3 n
veya n
E 5 U5 5
- £ Z)Zi
i=1

diferansiel denklemine ikinei tarafsiz (Homogen) lineer denklem donir.

‘27.- n BAGIISIZ DEGISKENLI IXINCI TARAFEI LINUR DAXISMLTR - X, X, ,
13, see xn bagimsiz defigkenlerinim ve 2z Dilinmeyen fonksiyonunun

e 2 Xi = Xi(ﬁ’xa,tgf ’xniz); . 2 & = Z(ﬁ’xz,aon’x&)’ i)

seklindeki fonksiycnlara Xl,,Iz, gy oo sy xa ve Z olsunlar. Bu dafrmsaiz
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degigkenlerin bir bilinmeyen fonksiyonu 2z olmak {izere

1 o, e e
veya n
0z
—-— = 2
E 'Xi Ox
i=1

diferansiel denklemine ikineci tarafli lineer denklem denir.

28. THORYII - Birinci mertebeden kismi tilirevii, n bagimsiz degiskenli

D df ar of
1 —é‘;:'— + X2 —b—;—- + X3 -—a—i-; Ticgvne Xn —55{-; =0 (68)

dx dx . dx

1 = 2 = 3 = n (69)
X X = X B g s W v
% & 2 3 Xn

adi diferansiel denklem sisteminin (yardimci sistem) ¢oziimii birbiriyle egdeger-
lidir.

Ispat : (Unce £69) sdeteminin bir ilk inbegralinin (68) diferansiel
denklemini de sagladigini gdsterelim.

Gergektem , (69) sistemini saglayan bir ilk integral,

o0 0 = O
F(xl,xz,XB, ‘xn) c (70)

olsun. Juradan diferansiel alinarak

JF OF 2F e -,
e > e e S =0 %
bxl dxl + 7’x2 d.x2 + _OXB d_x3 + + an dxn (71)

bulunur. dx, , dx, , ... , dx  yerine (69) bagintisindali ~rovtals An¥as
n

2 4
leri yazilairsa

DF DF AF ' dF
X + X + + oeoee + R m—— = 0 (72)
3 bxl 2 bxz ax3 Blfn

diferansiel denklemine varilar. xl é 12, ceey xn bagrmsiz degigkenleri ara-
sinda (70) bagintisa varse (69) denklemlerini saglayan biitiin X0 Xy

ar e N degerleri igin (72) diferansiel denklemi gergeklenir.
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ilk integrali, (68) diferansiel denkleminin de integrali olum.

Yargit olarak, (68) denkleminin bir integrali ? olsun. $=C (69) sis-
teminin de bir dntegralidir.

Gorgekten,

29 Y 2%
Xl -SEI-‘-XZ -552-2- + eiew +Xn —S—E; =0

diferansiel denklemi idantik olarak saglanir. (69) denklemlerinin integralleri-
nin meydana getirdigi herhangi bir sistem igin

2P 9 3 i 29 2
DX d.X 4 ax2 dX2 4 —b—gg dx3 # eeveo -+ —5'—'— dx =0
yazilabilir. Bu ise a¥= 0

demektir.Sistemin bilitiin integralleri ic¢in

P(x

10 Tt s xh) = sabit

olur.0 halde ‘Y= C ,(69) denkleminin bir integralidir.

Simdi £S5, vaha 5 '3 (68) denkleminin integralleri iseler @ bir

keyfi fonksiyon olmak {izere

§ —gele. toe . , B3 (73)

fonksiyonu da (58) denkleminin bir integrslidir.

L, T, eeey £ (68) denkleminin g¢dzilimii olduklarandan
of, E, oL, of,
X. s X e X s 3 Ena X b~ o 2 = 0 4
Ty mage oyl opia n 3x_ (14

(i=1,2’3’000, k)

olurlar.Simdi (73) bafintisinda gdsdniine alinan ¢ keyf? fonksiyonunun da
(68) denkleminin bir integrali oldupumu gosterelim. DBumun igin (68) denklemin-
de f yorine @ yazilarsa ,



e o TSN B BT :
D, " omy of, " 2% 3f, T ¥ bfn' dx,
Lo BRI T W R W | S0
2 3L, EER at, * Jx, If, . %, 5 o 2 CER
B s o2 2 Sh e %
T, O o5, TF0% 0L, 8% 3f, 0%
3 2L 32 g3
a)i(xl xl+X2 ij+x3“_l+°° + n—-—}—} B
=3 % 2 2%, %,
DE Of 3f Df
Dy 2 2 2
S + X e £ X + eoee + K o——m ) +
bfz : axl 2 3 : 3 ax3 n DX
of Of, p.¥
dP ( x oy k k k
gtk sl 4 3 e + K e W s 11 )
-ijfk 1 2%, 2 Dx, 3 ox, n 9%
= of of of df
Z%-%(Xl-a—ii+x2—é-;]l +X3——§}- +...+Xn—§-§3)
o1 i y 2 9 3 n

geklinde yazilabilir.(74) bagintilari geregince bu son ifade sifira egit olup,
@ (68) diferansiel denkleminin ¢&ziimiidiir.

Q¢ g T e o ¢
SRge—— + X —_— 4 X ———— + sses + X gy i =0
12 x, 2 ) X, 3 8 Xy n 9o x

yazilabilir,

Daha genel olarak (68) denkleminin £ 9 5,4 oe0 , £ gibi (n-1) ta-

ne birbirinden farkla integrali elsunlar. Bu taldirde

el T, st )

Rt ]



BT are

fonksiyonu (68) denkleminin genel integrali olur.
Gercekten, bunun bir genel integral oldugunu gosterelim. fl’ f2" ceey I
n-i
den bagka ¥ integrali mevcut olsun.Bu takdirde n bilinmeyenli ve n denk-
lemden meydena gelen,

W - v

Oxl i 3 - })xn

RES of, g of; :
X - X LR Se—— = .= * o0 o )
¥ ax1+X2 ax + 3§—+ +Xn = 0 (i=1,2,¢¢¢y n1)

homogen sistemi elde edilir.Bu homogen sistemin agikfir ¢dzlimden bagka bir ¢ézii-

miiniin olabilmesi igin .,

o ¥ -
9%, CER x 5 CES
s T o
i ; 9%, 0%, X
25 s - =
ox, ax, =, Bx,
‘j , B fn—l 3 fn—l a fn"l
) xl oXx 5 IX 3 B x

katsayilar determinanti sifir olmalidir. Bu determinant kisaca

D(‘f?, , T SN

Fioh xn)

D(xl’ xz 2 I3 §
gseklinde de yazilabilir. Bu ise kendi aralarinda mustakil olan f. fonksiyon-
lari ile Y fonksiyonu arasinda, befimsiz defigkenlere tabi olmayan bir begin-—
tinin varligini ifads eder. Dolayisiyle



}a

((*, fl'f2’“"fn—1>~o
geklinde bir baginti mevcut olur.Buradan‘? fonksiyonunun f fonksiyondarin-
dan biri oldugu hesaplanabilir.Su halde (68) denkleminin bﬁ%ﬁn integrellerini
bulmak igin (69) sisteminin genel integrallerini bulmak gerekecektir. Bu integ-
raller

f =C ’ f2=C2,f3=03, s o0 ’fn—lacn—l
iscler, @ keyfi fonksiyon olmak iizere, (68) diferansiel denkleminin genel in-

tegrali

f=0(f S R ,f )

BE 3 7 n-y
olur.
Gl SR .
(x,+1) s + (x_+2) -§LE + (x.+3) ELE- + ’ + (x +n) = 4.14 = 0
1 2%, 2 DX, 3 ax3 n PN

diferansiel denkleminin genel integralini bulunuz.

Yardimeci sistem

s ax
dx1 dx2 % dx} = n
x1+1 x2+2 x3+3 T xn+n

dir. Buradan julunan

X +2 x +3 v - v v X +n
'..E..._. = C 3 = C - =
x1+1 s x1+1 e, o Be- = RS x1+1 n-1i

ifadeleri ilk integraller olurlar. @ bir keyfi fonksiyon olmak iizere,

X _+2 X +3 o . )
Z = ¢( 2 -}‘— R ‘-""n_ )
xlfl : xl+1 ? ’ x1+1

fonksiyonu genel integral olur.

29. TIOR3 — Birinci mertebeden kasmi tiirevli, n bafimsiz deZigkenli

Qf
1

axl
lineer diferansiel denkleminin integrasyonu ikinci tarafsiz diferansiel denkle-
min integrasyonuna getirilebilir. Burada, X, ve 2 fonksiyonlari X,, X,, ...

X i i B . A (75)
3 axn

TR n



& % 3

ik x - bagimsiz defigkenlerinin ve f Dbilinmeyen finksiyonunun, fonksiyon-
larldlr.

TSR X9 Xy g X

somy X bagimsiz degigkenlerinin, f bilin-
meven Ffonksiyonu

3!
¢(x1’x2yx3’ ...,Xn,f)-—-o (76)

kapali fonksiyonu ile verilmig olsun. $imdi bu ¢ fonksiyonunu, (75) denkle~
mini saglavacak gekilde belitmefe caligalim. -Bunun igin (76) denklemi ile ve-

rilen ¢ fonksiyonunun x_ , x2 x3 o o ey xn bagimsiz degigkenlerine gt-
re lasmi tilrevleri alinairsa
29 3823t . 24 , 3¢ ot B fe
= 9 + . =O y - . L =O
gx 3f )x gx2 1 4 ;xz af ax

bulunur. Kaisaca

iF o veear .o

4

3:xi af szi

= 1,23 ...,n)

geklinde de yazabilecegimiz bu bafaintilardan gekilen

o ¥
ot s 5 B
= 1 a-f

deferlori (75) daferansiel denklemine gdtiiriiliirse,

XM—-&X a¢ + 3 of +....'+X ?_?___ +Z%—¢ = 0 (77)

; ¢ axl 2 ‘a 3 axB . n '()xn

homogen denklemine varilir. Bu denklemin integrasyonu ise daha énce gorildigl
gibi

dx i = dx af

= - S n (78)
M — = A = & o 0o woe = —'X"“' = ""‘Z"‘

Xl X2 X3 n

sisteminin integraline denk'tir. (78) sisteminin birbirinden farkla ilk n in-
tegrali

£o(x g %y Xy e xn,;f) - C, (1=1,2;50+,0)

olsun. Bu takdirde (77) denkleminin bir genel integrali
¢'¢(f1,f2,f3,ooc,fn)

olur. $u halde (75) de gbzénime alinan ikinci tarafli diferansiel denklemin ge-
nel integrali, ¢ bir keyfi fonksiyon olmak izere



4 ¢ (fl ’ f2 Y f3 y see fn> = O (79)
geklinde olacaktir. Ancak (76) denklemi ile tanimlanan
g ( Xy g Xy o Xy g eee g X, F ) =0

fonksiyonunun (75) diferansiel denkleminin bir integrali olmasi icin (77) baZin
tisinin saglanmasi gerekir.Bu baginti,

a) X 9%, %5000, % ,f ne olursa olsun (6zdeg olarak) ,

b) ¢(xl,x2,x3,...,xn,f) = O fonksiyonuna uyan x XiyeensX of

17 X2 : J
degerleri igin,

saglanabilir. Su halde (77) bagintisimin dzdeg olarek saglanmasi halinde bulu-

nan

¢(11,X2,X3,...,xn,f>=0

fonksiyonunun en genel ¢oziim oldugu agikfirdir denemez. Bununla beraber bu ¢dzii-
me sadece, ,keyfi sabitleri ihtiva etmeyen tekil integrallerin girmedigi gdsteri-
lebilir. Gergekten, (75) denkleminin

\P(xl,xz,x;;./.-.,xn,f)zC

gelzlinde Dbir ¢dziimii meveut olsun. (77) bagintisinin elde ediligindeki hesapla-
rin tekrari ile

oY Ead
TR —— gt LR X Z = O 80
1 ?x1+ 2 3x2+ 313 : % n<9%1+ af (o

3 ¥ Pl X33¥’

bulunur.C seabitini ihtiva etmeyen bu bafintinin

\}"(‘11,12,13,...,In,f)=c

fonksiyonuna uyan xl » X5 x3 v v 3 xn y £ de@erleri igin saglanmasi ge-
rekmektedir. Halbuki C keyfi oldufundan (80) denklemi L e 25 A ¥ £

nin keyfi deferleri igin, yani 6zdeg olarak gergeklenir. O halde ¥ = C fonk-

siyonu fl ’ f2 ’ f3 sewin iy fh nin bir fonksiyonudurx.ve

¢ (fl 9 f2 9 f3’ L fn) = O

genel integraline dahildir. Su halde (77) denkleminin integrasyonu sadece key-
f sabit ihtiva etmeyen tekil integralleri vermesz.



30, U¢ peGiswanni LINGBR DINKLAILER ~ n bagimsiz degigkenli lineer denklem~
lor igin 29 da verilen teoremin ispatini,lic degigkenli lineer denklemlerin g&zé-—
niine alinmasi halinde geometrik olarak elde etmek miimkiindiir.

- Gergekten; x,y,z degigkenlerinin P Q,R bilinen fonksiyonlarini gézdniine ala-
lims Du fonkesiyonlar bir uzay bdlgesinde siirekli ve kiemi tiirevlere sahib olsun-~
lar.Bu takdirde bir lineer denklem

Pp+Qq = R (81)

geklinde yazilir. Dogrultu katsayilarr P,Q,R olen ve herhangl vhr M(x,y,z) nok.
tasandan gegen bir D dogrusunun denklemi

X -Xx Y-y 7 -2

£ Q R

(82)

dir.Bsylece uzayin her noktasina bir D dogrusu tekabiil eder.Jimdi 2z s‘P(z,y}

integral ylizeyini gézdniine alalim. Bu yiizeyin herhangi bir (x,y,z) noktzsinds—

ki teget dlizleminin denklemi ise P #(p,q,~1)
19

Z-3 = p(X-x)+q(Y-3)

olur. (81) bagintisa D dogrusunun, z =¥ (x,¥y)
ylizeyinin normaline dikligini ifade eder.-O hal-
de teget diizlem D doZrusunu ihtiva eder.

Su halde, efer uzayin bir noktasindan gecen
blitlin ylizeyler gdzoniine alinirsa bu yiizeylerin
bu noktadaki teget diizlemleri bu nok*aya ait 0
D dogrusundan gegerler.Her noktasinda,bu nokta- 5
ve ait D dofrusuna teget olan bir egriye karak-
teristik egfri denir. Integral yizey karakterlstik egrilerin meydanz getirdifi &

zeydir.Su halde bu diferansiel denklemi g¢dzmek icin karakteristik eZrilerin mey
dana getirdifi diferansiel denklem sisteminé kurmek gerekir.Herhangi bir M=z 7,z
noktesindan gegen bir karakteristik eZrinin tegetinin diferansielleri dx,dy.dz ol
sunlar.Bu tegetin; dogrultu katsayilara P,Q,R

olan D dogrusunpa paralelliZi yazilairsa,

bl

dx dy dz

F- 2. Z (84) =

adi diferansiel dehklem sistemine varilar. Bu \
sisteli saglayan karakteristik egZrilerin denk- -
lemleri, ‘

u(x'ytz) - Cl H V(I,Y,Z) = c2

olsunlar. C. ve C ,keyﬁ integral sabitleri olduklarindan, bu efriler r.? ‘tane
olup, bir ahe (congruenoe) tegkil ederler.Genel olarak X,y,z2 nin daslangay @
gerleri verilirse,bu ailenin tamamen belirlenen bir efrisi elde edilir. Ailenin



egrileri ile meydana getirilen bilitlin ylizeyler kasmi tlirevli lineer denklemin, ta~
mamiyle keyfi bir kanuna glire bagdagtirilan bir integralidir. (iinkii bsyle bir yi
zeyin her noktasindan ylizey ilizerine yerlegtirilmig bir C karakteristik egrisi

gecer. Dolayisiyle-de tefet diizlem,bu noktaya goére D dogrusu demek olan C nin te
getini ihtiva eder.

Yargit olarak, eger S bir integral ylizey ise, S iizerihe yerlegtirilen karak
teristil: egrilerde bhir sonsuzluk mevcut olur.Zira herhangi bir T noktasindaki
teZet dlizlem D ye tekabiil eden dogruyu ihtiva eder.Dolyisiyle S integral yii -
zeyinin her noktasinda bu noktaya tekablil eden D dogrusu ylizeye teZet olur ve
viizey lzerine ¢izilen egrilerde ve D dogrusuna tekabiil eden her noktasindaki
tegetlerinde bir sonsuzluk bulunacaktir. Bu bize,geometrik olarak gosteriyor ki

blitlin integral ylizeyler, Cl ve C2 keyfi sabitlerini (P(CI,C2) = 0 geklinde key-

fi bir baginti ile birbirine baglayarak elde edilirler.Bu ise,

P, v) =0

bagintisinin, kismi tlirevli lineer d-nkleminp,biitin integral ylizeylerini vermesi
demektir «Ancak gozoniige alinan ylizeyler,efer P = O, Q = 0 , R = O denklemlerini
saglayorlarsa, D dogrusu belrsiz olur.Gergekten, bu-takdirde P,Q,R yi safar
yapan X,y,2 noktasina bir D dogrusu tekabilil etmez.

Sonug olarak gdriiliiyorki, birinci mertebedem kismi tiirevli lineer diferansiel
denlcleftlerin blitlin integral ylizeyleri, egriler ailesinden birinin ylizeyleri olur
lar.largit olarak , verilen herhangi bir aile ve bu-ailenin biitiin ylizeyleri bi -
rinci mertebeden lineer denklemlerden birini saflar. Gergekten ,ailenin denklem-
leri,

u(x,y,z) = C 3 v(x,y,2) = C

1 2

olsunler. Ailenin herhangd bir ylizeyinin denklemi, Sobir keyfi fonksiyon olmak {iz
re

: Pu,v) =0 (85)
geklinde olacaktar. Bu denklemle tanimlanan 2z defigkenini, x ve y baZimsiz d

gigskenlerinin fonksiyonu oldugunu gdzdniine alarak kismi tlirevler hesaplanirsa,

M D an oF , dv YV =
e 5z R ST ]

2% ¢ PR SR ST LA R q')-o
du 3y Dz v ay 9z

homogen sistemine varilir. P keyfi fonksiyonu , u ve v fonksiyonlarina bagim

11 oldugunda
= ¥ - 9

2 =




| i

F

kismi tlirevleri, ayni anda sifir olamazlar.Bu takdirde homogen sistemin bir g¢&-
ziiminiin olmasi igin

g Faski s
dx gz Ix Dz
s 9 ¥ igng s =
8y Js Jy 9z

deterninanti sifir olmalidir.Birinci mertebeden kaismi tiirevli bir diferansiel
denklen veren bu determinantin agilim

D(x,y) D(%,y) D(x,2)

geklinde yazilabilir.

31. TAN INTBGRAL (Intégral compléte) - u(x,y,z) = C. , v(x,y,2) = C, »
(84) sisteminin bir ¢oziimi iseler, < ve (3 keyfi iki sabi% olmak iizere,

u=o&Lv +f (87)

ifadesi de, (81) denkleminin bir gszimiidiir. Bu ¢éziime Tam Integra:
denir.

Gergekten, (87) bagintisinda, X ve y bafimsiz deZigkenlerine gdre kismi
tlirevler alinirsa,

_a_li.‘.:_gp 30(124.0(_3.21)
ax aZ ax aZ
(88)
Q-{-?—Eq ,d.‘a_v-'-o(_B—-Zq
dy Iz dy 9z

bulunur. Bu iki baginta taraf tarafa bslilnlir ve diizenlenirse,

gu 3y  Ju Jv uPv JuIv 2u 9v _2u 2v =
(31ay_ay'ax)+(%'2'é'§'§'§'a'£)p+(axaz >a Sx)q-o (89)‘

veya
D( s ) D( 3 ) D(u9v) : t
P S = i (®




olde edilir.Bsylece ¥ (u,v) = O  integral yiizeyinin safladif (86) diferansiel
denklemine tekrar varilmig olur. u =oKv +f ¢oziimii, ¢ ve f keyfi sabitlerine
gdére lineer oldugundan, bir zarfa sahib olmayan ylizey ailesi g@sterir.Bsyle olmal
la beraber,bu yizey ailesi iginden bir zarfa sahib olan bir parametreli yiizey ai-
lesi segmek mimkiindiir. $65yleki ,j} keyfi sabiti, of keyfi sabitinin bir fonksiyonu
oldugunu farzedelim ve

[3: f(X)
yazalin.Buna gére (87) BaZintisi,

u=okv + f(x) (90)

gelklini alir.Bu hagintinin oK ya gdre tilrevi alinarsa,

0=v+ £ (X) (91)

bulunur. (90) denklemi ile belirlenen bir parametreli ylizey ailesinin zarfi,(90)
ve (91) bagintilari arasinda o parametresi yok edilerek bulunur. (91) bagintisin
dan gekilen

X =A(v)

ifadosi, (90) bafintisina gotiiriiliirse, genel integralin bir kasm olan,

u = v.?\(v) + f[?\(v)] B f‘(v) (92)_.

sonucuna varilir. f(&X) , o4 nin bir keyfi fonksiyonu ise, M (v) de v nin bir
keyfi fonksiyonudur.Bsylece elde edilen (92) ifadesi genel ¢&ziim olur.ju halde
diyebiliriz ki, birinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiel denklemin genel
integrali,tam integralden elde edilebilen bir parametreli,(90) geklindekij,ailele
rin zarflaridar. By % ya bagimli degilse zarf mevcut degildir,dolayisiyle gene
¢ozlimybir tam g¢ozlinden elde edilemez.

ORNEK
e,
(x-y=-2)p+2xyq=2%xz (93)
kismi tlirevli diferansiel denkleminin, yardimei sisteminden elde edilen ¢ozlimler
x2+ y2+ Z
X - $ ———— e e - C
Z Cl ’ 2z 2
oldufuna gére, 5
I S Sty [5 (94)
z z _

nin (93) denkleminin bir ¢dziimi (tam integral) oldufunu ggsterelim.




| (94) bagintisindan X ve y baZimsiz defigkenlerine gdre kismi tiirevler a

! narsa,
!

2x + 2z p = 0 +fp
2y + 3 q = *+pq

bulunur .Buradan gekilen,

2(p y - g x) 2(x + 2 p)
. - ,  peEEIiE

o
degerleri (94) bagintisina gétiiriiliirse

2 2 2
(x’~-y=-2)p+2xyq=2xs

elde edilir.

Yukarida iki bagimsiz deZigken olmasi halinde,tam integral ig¢in verilen ya
zilig sekli, ikiden fazla bagimsiz deZigkenli linesr denklemler igin de kolayca
genigletilebilir. Buna glire bir yardimeci sistemin ¢dziimleri,

el b apees O

1 1 u =C se00 e ] u =(:

2 g 3 o n—-i n—i

iseler, tam integral
u =o(u+o(2u +00C u + see.0 + X

o
n-3eE Yy, PR o2 N % Thaa

seklinde yazilair.

COZUMUMLU ORNEBKLER

ORNIK 1.- Daha 8nce bazi yiizeylerin kishi tiirevli diferansiel denklemlerin
elde etmigtik.$imdi u ylizeylerin, 7,8,9,10. paragraflarda verilen kasmi tiirev—
1i diferansiel denklemlerinin integrasyomunu gérelim :

[s]
a ) Silindirlerin kasmi tiirevli diferansiel denklemi
ap+bg =1

dir.(Paragraf - 7).Buna gére yardimec: sistem,
ax o az

a b 1

olur.




dx dz

—_— = e den X - z = C

a K 4 2 i & d
dy dz

,E-- = 'i— den de y-bz = 02

bulunur .Buna gére, genel integral

y-bz=P(x-az)

olur.

b°) Komilerin kismi tiirevli diferansiel denklemi
(x-2a)p+(y-b)ag=2z-c¢

dir.(Paragraf - 8) « Buna gdre yardific: sistem

dx dy dz
X - a =y—b Z - C
olur.
dx dz
T = den I Cl(z -¢c) veya
dy dz
e, g deh de y-b=0C(z-c) verm

bulunur. Buna gére, genel integral,

= c e

olur.

)
¢ ) Konoidlerin kismi tiirevli diferansiel denkleni

PX Ny ®

dar. (Paragraf — 9) . Buna gére yardimei sistem

ax dy g
® % y 0
olur.
dx ay x
—— I e — = 3 dz=0 m z‘c
3 ~ den 3 cl 3 >

bulunur.Buna gére,genel integral.




2 =$p( ; )
olur.

a°) Dénel yiizeylerin kismi tiirevli diferansiel denklemi

(cy-bz)p+(az-cx)gq=bx-2ay

dir. (Paragraf — 10). Buna giére yardimei sistem

dir. Bu sistemde, birinci a , ikinei b , liglinci ¢ ile garpilap toplanmarsa,

adx +-Dbdy + o de; adx + bdy + cdz

acy—-—-abz+abz-beox+bex—-acy 0

yazilir. Buradan ,

]
(@]

adx "+ bdy + c d=
veya integral alinarak,

axXxX+by+ocsz = C1

bulunur. Bu sistemde bu defa birinei x , ikinci y , liglinell 2z ile garpalap
toplanirsa,

Xdx + y dy + z dz xdx + ydy + z dz

=

cCXy-bPxz+ayz-cxy+bxz-aysz 0

vazilir. Buradan da
xdx+ydy+zdz =0
veya imtegral alinarak, |
2oaaeed
X+y+2 = 02

bulunur .Buna giére genel integral

2 2 2
axX+by+czs= P(x"+ y°+ z°)

olur.



ORMEK 2 . px(x+y)=qy(x+y) -(x-y)(2x+2y+ 2)
kismi tirevli diferansiel denkleminin integrasyonu :
Verilen diferansiel denklemi
x(x+y) p-y(x+y) a=-(x-y)(2x+2y+8)

gseklinde yazalim. Buna gdre yardimci sistem,

dx < dy = dz
x(x+y) ~y(=x+y) ~(x-y)(2x + 2y + z)
olur.
dx d dx
- A veya > - 9% den de x y = C1 hulunur.

x(x+y) -y(x+y)
Yardimeci sistemden,oranti 6zeligi kullanilarak

dx + dy dz

(x + y)(x -¥) j(x - y)(2x + 2y + z)

yazalabilir. x +y= 1t , dx + dy = dt konularak

at

dz
. B+
homogen diferansiel denklemine gelinir.Bu denklem ¢dziiliirse,
2
(x+y)+z(x+y)==02

elde edilir.Bunlara gtre , genel integral

2
(x+3)+z(x+3) =Pxy)
ve tam integral
3
Xy=k(x+y)+2z(x+7y) +}3

olerak bulunur.

UK 3 . Tepet dlizlemleri verilen !M(a,b,c) noktasindan gegen biitin
vizeylerin denkleminin bulunmasi :

Verilen M(a,b,c) noktasindan gegen tefet diizlemlerin dogrultu katsayila
r1 x-a , y-b , z-c olurlar.A(p,q,~1) normal dogrultusuna gére diklik sarta
uygulanacak olursa,

(x-a)p+(y-Db)g=2-c¢

Tws Tassann -—



Duna gére yardimei sistem ,

dx dy
X - a vy -5
olur.
dx dy
e e e - e C . J
X - a y - b oh %
dx d
o Tl Wi W
X - 8 Z = C 2

bulunur .Bunlara gére genel integral

!’<
i

N
1
ol

N
i

N
i

-Db

z-c¢= (x - a)lp(j-:-___

ve tam integral

a

LB o)

y-b=(z - ¢) +P(x—a)

olarak elde edilir.

ORNTK 4. - —
ORNTK 4. x. P 12132 + x3p3 2%

™1 4

kasmi tlirevli diferensiel denkleminin integrasyonu :

Verilen denklemin yardimeci sistemi olarak,

dxl dx2 dx3 _ d.x4
xl -x2 x3 214
Iaxr.
yazilar dxl dx2
fge ol wln O
1 2
dx2 d.lt3
Mher 3 e O, -
2 3
e Sn
= den C. =
13 2x 3

bulunur. Bunlara gore genel integral,

s
x, = X ?(::1 ot T X

Wof o

e



tam integral ise &

4
=L e
X, %, XXy + P 5+
x
3
olarak bulunur.
ORNEK 5. (x,-x.) p.+%£:p. ~x, p, = x.(x +x)-x2
B e o Lo i B Bl 3 "3 e 3 3 2
Kismi tiirevli diferansiel denkleminin integrasyonu :
Yardiibca sistem olarak,
dxl dx2 i dx3 d.x4
X,- X x --x x(x+x)—x2
3" 8 2 3 Al —rd 2
yazalar.
dxz dx3 den C T X x Cl
R v = ’ = e—
X, x3 1 - g 3 X,
bulunur. x3 iin bu deg8erini yardimeci sistemde x3 yerine koyalim.
dxl dx2 dx3 dx4
C == = 6—-— = C
B X5 X (X + =) - xi
2 2 2
olur.
dx dx C
1 2 1
c A e o G L
05 x X
5£_ - Xz 7 2
2
vazilir ve integre edilirse
; -C
e Dt i hake
A 2
. |
olur. — nin yerine x., yazilirsa
12 3
X. = - - C. =
1 02 12 x3 veya 5 xl - 12 + 13

bulunur. X, in bu deferi yardimeci sistemde x, yerine konursa

1 1



S

. :-'

=z ax dx dx
1 2 4 z
C = 2 ra :
- = - -5 b _2
x, X,
dx
g . den (C. -2x ) dx_ ~ dx
o g x 2x 3 . < 4
Za %
yazailar.Bu ifade integre edilir ve 8. = x + X_+ x, - konursa

3! E < 3

e X X

s 4 2 =3

bulunur .Sunlara gore , genel integral

= = =0
(-P(xzxz) p X FX Xy 4 X, XX, x2x3)

tam integral ise
= - - ¥
X, %, X (x1+x2+x3) +}5(x4 Ty, 2x3) 5

olarak bulunur.

Rirfwet immrTEBTDAN KISUI TRAVLI LIT IR OLIAYAN
OZ3L DINKLAITAR

2. T Yalniz p ve q niin fonksiyonu olan f(p,q) = O geklinde-
ki denklemler

‘Verilen diferansiel denklemde p = a yazalaim. f(a,q) =0 wveya q = (.ﬁ(’»‘v)
olur. sranan integral ylizey 2z 1ise,

dz = pAx+ qdy=~a dx+‘P(a) dy
vazilir.Buradan integral alinarak

z=ax+¥) y+1 (95)

bulunur. CGoztim & = b gibi iki keyfi sabit ihtivn ettiginden tam integral
olur. Gozdniine alinn f(p,q) = O tipinin tekil integrali yolktur .Giinkii,

axib(a) y+ b-2z=0

gﬁzﬁmﬁnﬁn e ve b keyfi sahitlerine gore tiirevlerinden elde edilen




1
x+(P(a)y 0
140
redwntilary ortak ¢dziim vermez.(95) bafintisi iki keyff snbit ihtiva ettifinden
o ¢ tene dlizlemler silesi gsterir.Bunlardan o’ tanesi, C =Y (a) konularak
oexlllrsn

2 =2 x +P(a)y+¥(a) (95)

olur.Bu bafinti bir parametreli ylizey ailesi gésterir.vs zarfi agilabilir(reglés
yizey'dir. (96) bagintisi ile,bu bagintinin a paramatresine goére tilrevi olan

3 ¥ L?‘(a) v+ (a) s 0

badintisi arasinde a parametresd yok edilirse,genel integral elde edilir. ¥ (a)
fonl:siyonu & nin bilinen bir fdnksiyonu olarak segillrse,ylna gehel integralin
bir kism olany(96) denkleminin belirledifi ylizey ailesinden bir kismna ait te-
zil integral elde edilebilir.

CRIK 1. 2p=q (p=-1) kismi tiirevli diferansiel denkleminin integ-
rasyonu ¢
2a

P = a ‘konursa q =
a -

I olur. Bunas gdre

22,
dz:pdx+qdy=adx+;—-:—i- dy

tan integrali elde edilir.Denklemin tekil integrali yoktur. b =\,l’(a) alinirsa

2
2a
B s A XY ey ¥ +¥(a)

olur.Bu bagintinin a parametresine gdre tlirevinden

O-_-x+-—-—:g——-é- y+!’/'(a)

(a - 1)

bulunur. Bu son iki baginti ise genel integrali verir.

Bsel olarak b = 0 alalim, (b , & nin uygun ve bilinen bir fonksiyonu nls,
rak da alinabilir). Bu takdird~

x + - y
Z = a —————
a - 1

dankleni ile belirlenen bir kisim ylizey sec¢mig oluruz.Bu ylizeylerin tekil in--
tegralini arayalmm.Buradan a parametresine gdre tlirev alinmirsa
o~z 2
g 4w & e
(a -1




2
bulunur. Buradan ¢ekilen a =1 +\/—Z degeri
zZ X + =
o & & 0k 4

bagantisina gotiriilirse

2y
A1)
NP e =

veya gerekli iglemler yapilarak

(z - x = 2y)2 =8xy

bulunur.
ORNEK 2. »,P, ~ _'plp3 + sz3 =0 kismi tlirevli diferansiel denkleminin
integrasyonu ¢
= 8 = Db konulurs R lur. Bun ore
Pl— g By o rsa ., P3=b - o . a go
g = ax_+ ax_+
92 = B.GF+ DA%+ Py X,
dx. + b dx. + : dx
e 2 -8 3

den
Z = X *“45h X
.

tam integrali elde edilir.

+abx+C
2 b - a

3

33. TIP II. - x ve y bagamsiz degigkenlerini ihtiva etmeyen,

£(z,p,q) = O
geklindeki denklemler :

& bir keyfi sabit olmak lizere q =2 P
lem

f(Z,P,a P) =0
geklini alir.Buradan

P=(P(Z ,a) )

q=a9(z ) 8)

(97)

oldugunu farzedelim.Bsylece denk




. - -

bulumur. (97) denkleminin bir integral ylizeyi z ise,
dz = p dx + q dy

olur.Bu hagintada p ve gq yerine,yukarida bulunan deferleri yazilirsa

M:ﬂ%z;ﬂdx+a?w,a)@

veya diizenlenerek. az

TF(E_:—aj— = dx + a dy = d(x + ay)

bulunur .Bu son baginti integre edilerek

-

3-&2:;)-=x+ay+b (98)

tam integrali elde edilir.Bu bagintinin a ve b keyfi sabitlerine gdre kas
tiirevleri alinarak bulunacak iki denklem ile (98) bafintisi arasinden a ve b
f1 sabitleri yok edilerek (97) denkleminin tekil integrali elde edilir.

; S 2 o SEETE . e
ORN BK 'l - Bea-gasn kismi tilirevli diferansiel denkleminin inte
rasyonu

a bir keyfi sabit olmak ilizere q = a p yazilarsa,

1}

o Z -
P =+ —_——— Q=+ a ————
2 : 2
3 sod M-
bulunur. Buna gdre
A
dz = [=————= dx + &8, [=———— d¥y
l1-a l-2a

veya

-
\/(——--—§> dz = dx + & dy = d(x + ay)
l -2

olur.Integral alinirsa,

(1= a2) 2 =2 (x+ay+D)

tam integrali bulunur. a ve b keyfi parametrelerine giére kismi tiirev ala
rak bulunan bafintilarin ortek géziimleri olmadiZindan tekil integral yoktur.

DRERE .20 2 pq=p+q kismi tlirevli diferansiel denklemini
integrasyonu :

a keyfi bir sabit olmak lizere




I - oA

X+ay=8 , 2z =*f(x+ay)

olduklarini farzedelin. x ve y hagimsiz degigslenlerine gire $#rev alinirsa

_d.zas dz _dzas_dza
P=Hd¢%x " 1*H " &

bulunur. Bu p 4, q deferleri verilen diferansiel denkleme gbtiiriiliirse,

O T s
=) =

ds ds
dz
azag=1+a.
z dz = }—t—g ds
a
ve integre edilerek 5
-Z-—=l—i—gs+b
2 a
2
i B/ .= 2 l—z—g (x+ay)+hd

tam integrali bulunur. Tekil integrali yoktur.

¢

34 . TIP III - 3z fonksiyonunu ihtiva etmeyen kismi tiirevli bir diferansiq
denklen -

fl(x . p) = f2(y $ Q)

§9klinde yazilabiliyorsa, " ayrilabilen denklem " denir.

" a bir sabit olmak iizere

fl(x = i e f2(y y Q) =8

olsun.Bu iki bagintidan
peflz,8) , a=¥Fz,a
bulunur.Verilen diferansiel denklemin bir integral ylizeyi 2z ise,
d2=pd.x+qdy=()Dl(x,a)dx+(P2(y,a)dy
vazilabilir.Bu baginti integre edilirse a ve b keyfi sabitlerini ihtiva ed

z=‘P1(x,a) dx+g¢é(y,a) dy + »



geklindeki tam integral elde edilir.Tam integral b ye gdre lineer oldugundan
tekil integral yoktur.

e : s 2 2 2 2 e :
O RN 3K P a(x+y)=%8+¢ kismf tiirevli diferansiel dehklemin

nin integrasyonu :
Verilen diferansiel denklem

2" 2 2
q(p x=1)=p(l=-qyvy)

veya 5 o >
) R s l-qy

2
Y q

gekline getirdlebilir. a bir keyfi sabit olmak tlizere

2 2
Px =~ A ey F
SR D o S a
P
denirse,
1 1
p = ———5—-—— ’ q £ eecmccomese—
J/x°~ a y + a

olur.Denklemin bir integral ylizeyi 2z olsun.Bu takdirde

& 1
48 = pdx + q Ay = —5e=z AX + —5— dy
X~ a y + a

yazalar.Bu bagintidan integral alinarak

z = In(x +\/x°- a ) + T}g arctg 15: + b

tam integraline wvarlar.

35, TIP IV - CLATIRAUT DWNKLAMI : Birineci mertebeden kismi tiirevli Clairau
denklemi

z«spx+qy+ly, q) (99)
geklindedir;
Verilen denklemin bir tem integrali
z=ax+by+ fla,d)

geklinde yazilabilir.Gergekten bu bagintinin x ve y bagimsiz degigkenlerine gore
kismi tirevleri p=a, q=Db dir.a ve b nin bu degerleri (99) bafantisin



go tliriiliirse, verilen

z=px+qy+ £f(p, q)
diferansiel denklemi elde edilir.(99) da elde edilen ¢éziim a ve b gibi iki
keyfl sabit ihtiva ettifinden tam integral olur.a ve b parametrelerine gire

(99) bafaintisainain kismi tiirevlieri alinirsa

0

x + f'(a s b)
- (100)
0

]

1
v o+ fb(a = by

bulusur. (99) ve (100) bagintilary arasinde & ve b parametrelerinin yok edi
mesi sonucu tekil integral elde edilir,(mevcutsa).Bu taktirde tekil integral, ta
integrali teget diizlemler olarak kabll eden bir ylizey olur.

O R Ne ol e Z2=DpX+qQy+Dg kasmi tlirevli diferansiel denklemi-—

<

nin integrasyonu :
Verilen diferansiel denklemde p=a , q = b yazilirsa

zZ=axX+by+ab (101)
tam integrali elde edilir.lki parametreli dtislemler ailesi olan bu imtegralin
a ve b parametrelerine gore kismi tiirevleri

=X Db H O0=y+28

olur.Bu iki bafintidan gekilen a ve b deZerleri,(101) bafintisina g8tiiriilii
se,tekil integral olarak

Z=—Xy

elde edilir.

36. BIRIWCI MERTWBEDEN KISIT TUREVLI LINTUR Vi LiNIR OLMAYAN DIFIRANSTE
DINKLUIMLERIN ¢OzUMU I¢IN LAGRANGE=-CHARPIT MITODU

Birinei mertebeden herhangi bir kismi tlirevli diferansiel denklem

P(x,y,2,P,q) = O (102)
olsun.Du diferansiel denklemin bir tan integralini arayalim.$imdi (102) difera
siel donklemini

#(x,y,2,p,q) = a (103
geklinde bir integralinin bulunabildigini ve (102) ve (103) denklemlerinin int

re edilebilir bir sistem éegkil ettiklerini farzedelim.Bu takdirde (102) ve (1
den




P = ?)(393(93’92) ’ q =ﬁ9(a,x,y,z)
olarak cekilmig olsun.(lOZ) nin bir integral ylizeyi 2z ise bu p ve q ifadeler:
ile birlikte

dz = p dx + q dy =€?(a,x,y,z) dx +b}l(a,x,y,z) dy (104)

yazilabilir. Bu (104) diferansieli integre edilebilirse (tam diferansiel ise) ,ye-
ni bir b integral sabitini alacak ve bdylece 2z integral ylizeyi a , b keyfi sa-
bitlerini ihtiva eden bir tam integral olacaktir.Bunun igin

2P, Or L 28 SBe 10
3% o F T tes

olmalidar.$imdi x,y,z yi bagimsiz degigkenler , p ve q yd da bu baZimsiz deZig-
kenlerin fonksiyonlari gibi gbzdnine alarak (102) ve (103) ifadelerinin kismi tii-
revleri heosaplanirsa,

OF L OF Jp ., OF 2q
BX ap aX aq aX

(106)
D¢+B¢Bp+3¢aq=o
dx Op dx Jdq Ox
oF " OF o9 OF ¥y _
oY 9P dy daq Iy (1069
g 28 dp, 28 24 _
JY &9 @r o8 9
9F+3FBP+DF@q=O
c)Z ap az aq. aZ (106!!)

9f . J¢ dp, 9¢ 21 _,
Dz apaz Zq()z

Sistenlerine varilir. Buradan,

2r 23 2
aP Jx by aq
. htad- 12f o
I O dx Py 0 da
U N 27 o i h
D da 0P 04
9f¢ o 29 g

2 = : -1 o >




2F PR JdF oF

dz Ja oD 0z
REIAREY’ lag  o¢

32 X 2da : & - op Q2
W 5200 TRy - 9
27 daq o0p daq

2 of 24 of

{ 9 P a q 9 P a q

olarak bulunurlar. Yukaridaki ifadelerin yazilislarini kisaltmak ig¢in,

8, BTG Tirer. % oF _ Q (107
axl,by¥’az :-aﬁ ’aq {

ile gosterelim, Buna gtire

P X Y Q
o D e el - 28
_a . ' a P a q }P 3 J 9 q
dx 5 3 oy P Q
24 294 24 2of
o Jda dp da
(108
z Q P z
|28 o¢ ~|2¢ 29
o las - O 39 o» z
BZ P Q - bz L P Q
2% 2y 2
20p da dr Ja
olurlar. a_.ﬂ_ . é_}.’ .3_2 _a_g_ nin (108) bagintilarindaki degerleri, (105

O x oy ' 28 ’'ds

bagintisina gitiiriliir ve paydalarinin esitlifi de gdzdniine alimirsa,



b Q Z Q g X > Z

dg  of 9 I 24 28| |9

—— ————— ——— ——— ———

ay dq RE Bq aP 9x oP

Q)
-

®

veyae determinant agilimlari yapilir ve dlizenlenirse

@.@ -—+(Pp+Qqa¢—(X+PZ)M-(Y+<1Z)8¢'=O (109)

dx aJ PE or. da

sonucuna varilir.Bu baginti beg defiskenli bir lincer denklomdir.Aranilan @ fonl
siyonu bu lineer denklemin bir ¢dzilimiidiir. O halde ¢ fonksiyonunu bulmak ig¢in,

dx dy dz -~ dp - dqg
= = = = O
P Q Pp+Qaq X+0pZ% Y+q2 (110)

yardineci sisteni integre edilerslk

g (x,¥7,240,q) = a

geklinde bir 6zel integral aranmalidar.

Verilen diferansiel denklen,

¥ (xyy5P9Q) = 0

geklinde olup, 2z fonksiyonunu ihtiva etmiyorsa (109) bagintisinin yerini

§_¢ = a¢ - y@.‘é s O (111)
ay Bp da

=
p9F ,
o=

bagaintisi alir. Bu takdirde yardimei sisten,

S = s Al (11
Q X Y

olur.

¢cdzUHuLYU OURNEKLER

ORNEK 1. Pq-—-2=20 kismi tiirevli diferansiel denkleminin integrasyonmu :

Verilen denklem igin (107) bagintisindan ,

X =0 g Y=0 7Z=-1!P=p!Q=q
bulunur. Bu ifadeler (110) bagintisina gotiiriillrse,



) S

d&x dy dz -adp - dq

- =

q P 2pq . -2

sis temine varilir. Buradan seg¢ilen

oy dp
S o den P=y-a
D iy

z
i g
olur.Bunlara gore ,
dz =pdx+qdy = (y-a)dx + —— dy
veya
dz Z=d z
e - _~___Z;§ - A=)
(v - a)
vazilir. Bu baginti integre edilirse
X = s + b
- a
veya
z=(x-2b)(y-a)
sonucuna wvarilir.
: : 2 2
ORNIK 2, 16 22p2 + 25 zzq +92z =-81=0

kismi tlirevli diferansisl denkleminin tam, tekil ve genel integrallerini bula-
lina

Verilen denklem igin,

2 2 =
X=0 , YT=0 , Z«32zp +08q +182 , P=32sp, Q==
olurlar.Bunlara gére

dx dy dz - dp = dq

=
= = =

2 2 = 2 3
32z 7p 50 z2q 32 22p2+ 50 22q2 32 z p3+50 zpq +18 zp 32 zp ¢+50 zg +1

Yyazilir.Buradan segilen,



dx dz dp

4 e
’i - 32 z2p - 322p -5 = q2 32z p3+ 5 z p q2+ 18 z p

sisteninde oranti 8zeligi kullanilirsa

: . 9 dx + 16 p dz + 16 z dp 9 dx + 16 p dz + 16 z 4

2 3 on 2 < 2 2
-288 ch-512 z p -80u 2 pq +512 z p3+800 z pqg +288 z p 0

v

olur wve

i 9dx + 16 pdz + 16z dp =9 dx + 16 d(p3z) =0

veya p g¢ekilerek,

9,x - a
g5 - by

bulunur. p nin bu degerine kargilik denklemden,

bz 9 16

Q
]
1
I
|
I

voya dlizenlenerek,

dy: =

2 e 9 16
\/Q z (x-a)
e

yazilir. Bu son baginti integre edilirse,

2 2
_b,5\/ e
y 3 16

elde edilir.Bu bagintinin karesi alimr ve diizenlenirse,

2 e 2
(x0)?  (zv)°, 2
18 25 E
tan integraline varilir.Bu denklenm merkezi (a 3 b 3 0) ve eksen uszunluklara
sirasiyle 8 g 10 , 6 olan bir elipsoid gosterir.

5 [g dz + E%%—‘de 5 d(\/ g (x_a)z)

=1




- By

¥

Tekil integrali bulmak igin, a wve b parametrclerine gére kisnoi tirevier a-
1Nn1rsa e e wi G

T IR NTS
, 25 =

buradan da :
: a=2x g iwD . WY
lunur. a ve b nin bu deferleri tam integrale g3 tiiriiliirse
3 22 -9 =0
fbekil integrali elde edilir. $imdi genel integrali areyalim : Bumun igin b =W(a)

i 5 ; :
%&a;lare.k o tene ylizdydon bir parametreli bir ylizey ailesi segelins

(z-2)° | _(z-0@)° | &

- ey 25 il

olur.Bu denklenin &z paranbetrzsine gére tirevi alinirss

co. 2 -Pa)? P(a)
s S 25 =

bulunur. Bu son iki dsnklem arasinds a parateiresi yok edilirse ¥ keyff fonksi-
yonunu ihtive ‘eden genel integrzle varilar.

ORNEK 3. (p2 - q2) Yy=a3 / kisoi tirevli diferansiel demkleninin integ-
rasyonu ¢ (P1+q1)l:j—q2:0
Verilen denklen igin , =
) - O
g

X=0 , Y=Dp+gq g Z==q o, PeRpy 0 =2q7

olur. Bunlara g&re,

ax dy dz Sdy - -&
= - 5 2 = ey —
2py 29y 2py+2q1—l¢1 -Pg P+ag—g
yazilar. i
= =23 - 2 :
Sg.a—;‘q den Pp+g =8 veya P=F a—g L
. Pg PZ i
= 2 :
bulunur. Verilan denklemde P =+ \/a —q Nomarsk
R 22
&y _:*l“r
G o W . ® P



I -50—
-\/a22 a22 a
dz = pdx + q dy = + = 8 L d.x+--z-zdy

veya buradan dx ¢dzlilerek,

2
- a 2z dz - a d - S
a dx = + I3 T Vs ey )
2 2.2
\/az-—ay

yazalabilir. Bu baginti integre edilirse, & ve b keyfi sabitlerini ihtiva eden

(a % b)2 + a2 y2 e 8-

tam integraline varilir. Bu bagintinin a ve b paranetrelerine gdre kismi tii~
revleri alinirsa ,

2 2
2lax+Dbla+2ay =2 ve 2ax+b) =0

denklenleri elde edilir.Bu son iig bagintis arasinda a ve b parametreleri yok
edilirse
z =0

tekil integrali bulunur. Tan integralde b =Sﬂ(a) konarak elde edilen ,

32 - 23
[ax-i-%a)‘t +ay oy

denkleni ile,bu denklenin a paranetresihe gore tlirevinden bulunan,
E e g g
21_& x + gi(a2j +2ay =2

denkleni arasinda a yok edilirse, genel integrall elde edilir.

ORNFK 4. 2 2 q2— yzp - y2q = 0 kisui tlirevli diferansiel denkleninin
integrasyonu s

Verilen denklen igin,
: , . & = 5
X=0 o, Ya-2yp+2yq 4 2=22q , P=-y ,Q=43q+7
olurlar. Bunlara gére

dx dy dz - dp - dg

———— - = =

2 2 2 3
. 42q+y2 -py2+4zq+qy 2paq -~ yp+2y8reqg

v

yazilar.Vorilen denklonidon gekilen

2 2 2
P Fiie 4 ¥ =2 2 g

lofferi, liclinoll kesire gotiiriiliir ve diizenlenirse,



dx dy dz dp dq

2 2 2 3
~4'23q -~y =-284q 2pq 2y(q¢ = p) + 2 q
goklini alar.Sistenden segilen,

o = dp den = E
- 2 e

>
-2 % q 2 pq

olur.Vorilen denklemde p = konularak q ¢dziiliirse,

T S
-~y PNy &
4 z

bulunur.Bu p ve q Adegerleri ile

N o

q:

-y +yVy+ 8a

dz pd.x+qc1y=§-dx+ e dy

]

veya

B
42d =4adx+(-y + 3y y2+8a.)dy

N

yazilar.Bu da integre edilir ve dlizenlenirse, a ve b keyfi sabitlerini ihtiva
eden

2 3
(6z2-12ax+y3—3b) =(y2+8a)

geklindeki tain integral elde edilir.

OZEL TIPLERE INDIRGENEBILEN DENKLEMLER

/

37, F(xmp . ynq) = 0 SEKLINDEKI DENKLEITLFRIN INDIRGENMEST

X, = Jn ¥ 5 yl = ln y diyelim. Bu tekdirde,

1

R ¢
BZ=3 .91 den'p--zp-l veya D.= P X
Dx axl 2x R 1

BZ gz ,gyl : s

den q = ql.

27 o, Jy

olurlar. Bu deferler verilen diferansiel denklome gotiiriiliirse,

veya .= 9 y

F (2 s q,) =0




P

diforansiel denkleni elde edilir.

) Bl , négl dses

xl-m l-n e
| Xl o S 5 - Yl e diyelim.Bu takdirde
F 1-n l-n
BZ ‘a - 2 Xl - n
= den p=p1x veya pl-px ;

dx Jz ox

27 3% v,
dy Jv, v

olurlar.Bu degerler verilen diferansiel denkleme g&tiiriilirse,

=43 n
den L*9L. X W | =8F

diferansiel denklenii elde edilir. ao ve 'bo de elde edilen denklexlsr birinei
tipten denklomler olup, p1 = a konularak derhal c¢dziiliirler.

ORNIK 1. xp+yq=0 denklenminin integrasyomu :
X, = i x Ty - In y diyeliu.Bunlara gére
Jz Jz 3% 1

= ax den P'Pl; veya P1=‘Px
2= 3=,
2% 33 37,
dy v,

e

1 =
den q=q1; veya qlaqy

olurlar.Bu degerler verilen diferansiel denklene gitiriilirse, Prg.32 — Tip I.%dn
g8riilen

=0
L ‘ |
denkleri elde edilir. pl = a alhindxdnda q‘ = -a olur. Bz takdirde ,
d’"xhx*\éxx“hx_.dxx
yazilar.Bu da integre adilirse
- + b
t‘.tl Ql"

o N TR AR yokaradaki dederlexi yerlerine korur,ifyde dimenlenirse




e -

z-alnf-e-b
3y

tarn intograli elde odilir.

Mo 1o 4 2 2
ORIIK 2. *2Ey + 34w 0 diferansiel denkleninin integrasyonu :

Vorilon denlloni ’ 3

2 g
(x"p) +3y a=0
- 3 o 1 ; :
goklindo yazalin. T Rd= ) FRES Y diyelin. Bu takdirde,

32_92 0x

Jx oJx 0x x
Bz= PE abﬁ R ¢ A ; &k =y2§
o7 DV, 0v 2 2 %G

olurlar.Bunlara godre verilen diferansiel denklen

2
P

Sk

; : :
geklini alar. 5 alindiginda okl olur. Bu takdirde,

2
dz = p dx+ q dy =a dx -a dy
> e LA R % 3

veya integre edilerek,
2
Z=ax —-a y +b
o 1

’

mlunure x ve y in yerine de@erleri yazilir ve diizenlenirse,verilen dife-
ransiel dehklenin

B.a__________(ax—y) + b
X ¥y

geklindeki bir tan integrali elde edilir.

38, F‘(nkp . nkq) « 0 SXLINDART DRNKLEMLSRIN INDIRGENIEST :

ao) k==l ine L In 2 olsun.Buna gire




221_ 2% b 2,

1
2x s, Jx - BEEY .
B d Ui |
- n - -
dv dz J¥ B

olurlar.Bu takdirde verilen diferansiel denklen yine

Fl (Ply%) =0

goklini alair.

" : zk+1 .
b E -1 2 = —— e re)
) - 86 : z = - olsun.Buna gore
9 2, 3% ) e
= den o Pk . s P

‘AX ?Z)x & d

LY, J e RN
T P S il

olurlar. Verilen diferansiel denklem yine
=0
Fl (pl s ql)
geklini glar.

2 2
ORNEK 1. p2 + Pg-qz=2 denkleninin integrasyonu :
Verilen denklen ,

<§>2+ (5 (-2 =1

seklinde yazilirsa, k = -1 oldugu goriiliir. Buna gore, z1 = In z denirse

Pl = g ' - % olacagindan , genklen
. + D - - 1
- s 5T

geklini alir. Bu denkleni g¢dzmek igin p =8 denirse. q_ = -(a + 1) olur.
Bunlara gsre

ax + dy =a dx - (a + 1) dy
dzl p1 % Y

yazilair. Bu da intogre edilir zl yerine de 1ln z yazilirsa, a ve b keyfi




gabitlerini ihtiva eden

Inz=ax-(a+1) y+ b
tan integrali elde odilir.

= g 6 3 2
OIWZK 2. 2D =2 q+2=0 denkleninin intograsyonu :

Verilen denklen,

g3 2
(zp) -(27q)+2=0 3

geklinde yazilairsa k = 2 oldugu gériiliir. O halde 3 = ?—- olacagindan
2 2 : -
2P 4 q =324 elde edilir.Bunlara gtre verilen denklen

3
pl —%+2=0

olur. p:L = a denirse , q1 = o.3+2 olacagindan
3
dz = pdx + qdy =2 dx + (a’+ 2) dy
i | 1
yezailar.Bu da integre edilir ve 2z = z3/3 oldugu gézéniine elinarak dlizenlenir-
1
se

z3=33x+3(a3+2)y+3b

ton integrali elde edilir.

39. F(xmzkp : ynqu) = 0 SEKLINDFKI DENKL7IZLERIN INDIRGENI®SI -

Bu diferansiel denkleme 37. ve 38. de vorilen ddniiglinler birlikde uygu-

lanirsa
F =0
1 (Pl ’ ql)

denkleni elde odilir.

40. F(z , XD, ¥q) =0 SEKLINDKI DENKLIMLERIN INDIRGENIESI s

Verilen diferansiel denkleme 37. deki ddniiglinler uygulanirsa, Prg.33,
Tip ITI.de goriilen

I“1(’a s By .’ q).) =

denkleoni elde edilir.




S -

k k A :
41. F(x, 2, p) =0y, s, q SEKLINDEKI DENKLEMLIRIN iNDiRcENImST .

Bu diferansiel denkleme 38, de verilen dgniigiinler uygulanirsa,Prg.34,
Tip I1I. de goriilen

2(x, p) = ey, q)
denkleni clde edilir.
g2

= 4 2
ORNIK . ZPpP=-Xyzqs= X4 denkleninin integrasyonu :

Verilen diferansiel denklen,

2
Zp 2
(%) -ysq-1=0
} X

geklinde ynzilabilir. 37. ve 38.deki ddniigiinlere gore,

3 - -1 - e
x v &n i
. : o B | » B3
denirse,
le azl Bz ax 1 hb
= den P]_ = ZeDoe "'5 = '—é' ’
Bxl a z 3 x Dxl b . X

‘le -g.zl Jz Ay
oy, 232 3y dy, }

olurlar .Bunlara gdre
- o

P -Qq - 1l = 0

1 1

: 2 ?
donkleni elde edilir.Bu denkleni g¢dzmek igin p1 = a denirse ql e =1 olur.:
Bunlara gbre,

2
= + =adx + (a -1 !
dz =p ax+q dy g ) 4y, |
yazilabilir.Integre edilirse |
-
z =ax +(a=-1)y +0b ,
1 1 %

ulunurs & guX. o yerine yukaridaki degerleri ynzilar ve diizenlenirse, !
= 1 1

& 2
352y=2a13y+6by"'1"°

sonugune varalir. a ve b keyfi sabitlerini ihtiva eden bu ¢dziin tan integrald;
4



ey =
42« CAUCHY PROBLEMI. Verilen bir efriden gegen integral yiizeyler :
I. Verilen bir lineer denkleme ait yardineci sistemin ¢dzlini,

a(x, 7,8 =0 , wz,y,3) ¢,

 § ’

olsunlar.Bu ¢oziiniin belirledifi ylizeyin,

x=A(6) , y=J) , ==UXY)

porenetrik denklenleri ile verilen bir C eZrisinden ge¢nesini isteyelim.Bunun
igin C efrisinin gegitli noktalarimdan gegen karakterisyik egriler alinir.Bu
karakteristik egrilerin geometrik yeri aranan ylizeyi verir.Herhangi bir t igin
se¢ilecek karaktesistikler,

u(l\,}‘w;;)) ~ € , v(A ;/‘1,9) = C,

denklenlerine uygun olmalidar.Bu iki baginti arasinda t paranetresi yok edile-

!

rek, C1 ve 02 arasinda bir baginti bulunur.Bu ise verilen egriden gegen ve ara-— |
|
nilan integral ylizeyi verir. |

ORNIK . 2y(z=-3)p+ (2x~2)g=y(2x~23)

2’
r

5 , 5 ol
kismi tiirevli diferansiel-denkleninin z =0 , x + y = 2x dairesinden gegen
integral ylzeyini bulalin, Verilen lineer denklenm ig¢in yardimeci sisten

dx dy dz

2y(z = 3) 2x -2 y(2x - 3)

olur.Sistemden alinan
dx dz

2y(s - 3)  y(2x - 3) |

denkleninden

zz- 6z = x2+ 3x = Cl {9
|

!

2
x2—3x+Cl=z—6z veya

bulunur. Yardimer sistenm sarasiyle 1 , 2y 4, =2 1ile genigletilir ve oranta 'cSzeJ;

1ligi kullanilarsa, {
dx + 2y dy - 2 dz d.d11:+2yd:;r-2r.‘lz |
|

2yz-6y+4xy—2yz—4xy+6y 0 P

elde edilir.Buradan da

dx + 2y dy - 2 dz = O

yozalar. Bu da integre edilirse,




2

b;lun;r. Cl ve 02 keyff sabitlerine baginli olan yiigey ailesinin z = O »
X+ ¥ = 2x dairesinden gegen integral ylizeyini arayalim.Bu dairenin parametrik

denklenlerini ;
Xettdiy T=+\N1l=tl , 2=20

olarak sogelin.Bunlara gére, (113) ve (114) bagintalara,

(¢ + 1)(2 = ¢) = c1
: (t+l)(2-t)n02
geklini alirlar.Buradan
' ;= C, (115)
bulunur.Cl ve 0, nin (113) ve (114) delki deZerleri (115) bagintisinda yerle-

rine konularak ve gerekli iglemler yapilarsa

2
22- 4z = x2- 2X + ¥

sonuouna varailar.

IT. Birinci mertebeden herhangi bir kasmi tiirevli

Xy Y5290 3 q) =0 (116)
denklenini gdzdnline alalim.Bu denkleuin bir tam integrali ise
!(x ¥ X - 2 ) ) 9 b) =0 (117)

olsun. (116) denkleninin

A0, g-[l0 , 2P (119)

Paranetrik denklemleriyle verilen bir C egrisinden gegen integral ylizeyini ara-

yaling

(116) denklenminin-verilen C eJrisinden gegen bir integral yilzeyinin
meveut oldugunu farzedelim.ve bu yizeyli A ile gdsterelin.A yizeyi (117) tom in-
tegralinden segilen bir parcmetreli ylizey ailesinin zarfi olsun.Bu takdirde A yii-
zoyi,lizorindeki her noktada,bir parametreli ailenin bir ylzeyine tefet olur.Su
halde A yiizeyinin {izerinde bulunan C egrisinin her noktasinda , A ylizeyi bia
parometreli ailenin bir ylizeyine teget olacaktair.Bunun sonucu olarak C nin her
noktasinda A yizeyine tefet olan ylzeyler C egrisind de teget olurlar.0 halde
4 yiizeyi tan integralden segilen ve liydleri @ efrisine tefet olan bir paranet~)
reli yizey ailesini bulmaga getirilnig olunur.(117) tan integrali ile C eériei--'I

nin kesin nok$alarini veren denklen

I[A(t) ;/4(1:) y V(%) , &, b} =0 (119)

olur. C egrisinin (117) yiizeyine tefet olmasi igin (119) denkleminin iki kat
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kéke sahibolmasi gerekir.Bunun igin ¢,

-:3; f[)\(t) s J1(t) V(t) , a , b]= 0 (120)

donkloninin de k&kli olmaladar. (119) ve (120) denklemleri arasinda t yok edilir
se '

#la , b) =0 veya b = Aa) (121)

olur. (117) ve (121) bagintilarindan

f[x,y,z,a,@(a)}:O

yezilir.Bir parametreli-clan bu denklenin zarfi verilen C egrisinden gegen A
integral ylizeyini verir.

; 2
ORN"K . XpPq+yq =1 diferansiel denkleminin y=0, x -2z =0
egrisinden gegen integral ylizeyini bulunuz.

Verilen diferansiel denklem, ayrilabilir bir denklem olup,

2

xp.—_}_:_z_q_

q

gelclinde yagilabilir. x p = a diyelim. Bu takdirde

: v S
l—y'q2 -&a+ Va+ 4y

a
S e ——— 22 8, dan =
s q % e

hulunur .Bunlara goére,

- 2
—a+\/a+4y
d
2y

: a
dzzpdx+qdy:=£dx+ y

olur.Buradan integral alinarak

z=a ln[-z-%( \/a2+ 4y + a)] - e+ 4y + b (122) |

ve %
zZ =a Iln = +\Ja+4y + 0 (123) |
2
\/a.+4y+a

sonuglarine varilir. (122) integral yiizeyinin y =0, x -2z = 0 egrisinden )
gecen bir ¢dziimii yoktur.Jimdi (123) integral yizeyinin y =0, x - 22 = 0 e@-
risinden gegen integral ylizeyini arayalil @

Verilen efrinin (dofrunun) parametrik denllemleri

!

ru b8, y=0 ., #e2 i




olarak alinairsa ,
2 =4
t=aln e (124)
olur. Buradan +t parametresine gdre tiirev alinirsa
: 1l = 3 veya t = a
bulunur. (124) bagintisinda + = a yazilirsa

b=-aln 2

olur. b nin bu degsri (123) bafantisina gotiiriilir ve diizenlenirse, bir parametre-

1i
z =a ln - + \/a2+ 4y (125)
2
Va + 4y + a

yizey ailesi elde edilir.Jimdi bu ylizeyin zarfimi arayalim : (125) baZintisindan,
a parametresine gdre tiirev alinairsa

% ' -x (a + \/a2+ 4y

0= 1In — + ao + =
2 2
a+ 4y + a x(\Va + 4y + a) Va + Ay a + 4y
veya
0 =1n =
/2
a + 4y + a
bulunur .Buradan a parametresi,
2
e T
s 1

olarak cekilir. a nin bu deferi (125) bafantisina gotiliriiliir ve dlizenlenirse,

2
e 4y

2x

Sonucuna varalar.

43, CAUCHY KARAKTEBRISTIXKIER METODU -

Fls .8, p. 08D (126)
denk@eminin ¢dziimi igin, C a u ¢ h y tarafindan verilen ve geometrik diiglincelere
dayanen difer bir metodu gdzdniine alalim. 1%(x°, yo,zo) noktasindan gegen ve nor-



- Bl -

/

malinin dofrultu katsayilari = i i )
g (Po 28 1) olan bir diizlem, D(xo,yo,zo,po_.qo

sayr cumlesi-ilo tek olarak belirlidir. Karsit olarak beg sayirdan ibaret bir D sa-
yi climlesi Ug-boyutlu uzayda bir diizlem belirtir. Bu sebepten D(x , y y- 5 ¢ D 3 q)

geklindoki say1r climlesino ugayan " DiHz lrems e l- -Elemanlarai" de-
nilir. (126) denklemini saglayan D(xo 0 T, 95 4 D qo) diizlem elemanlerina (12
denkleminin I-.Io(xo H T, ’ éo) nokté.slndaki intepgrail Elemani do-

nilir. (125) bafintisindan q ¢dziilerek

q=G(X,y’Z,p) (127)

yazilabilirs x , y , z , p bilindiZi tekdirde (127) ile q da belirtilir.Simdi

xo,yc’,zO rin sabit cldugunu, p nin ise degigtigini farzodelim.Bu takdirde p para-—

metresine bagli, =
{:Ko RrE A G(Xo’yo’zo’p)J

diizlem elemanlara climlesini elde ederiz. Bfer p defigirse, hepsi I:I}(xo,yo,zo)
: O
noktasindan gogen ve tepe noktasi IIO olan bir koni'ye teget olan bir dilizlem ai-

lesi elde cdilir. Bu koniye (126) denk—
leninin II- noktasindaki elemanter koni-
si denilire $indi denklemi

-1
n(Pquoy )

z = g(x, ¥ (128) _
. EE—
olan bir S ylizeyini gtzoniine alalin.
Bu ylizoye ait g'(x P y) 3 gl=x ) y) M
% N 'S

kismf® tiirevlieri xy dlizleminde veya Xy
nin bir R bolgesinde siirekli iseler S
yizeyinin her noktasindaki tefet dlizlemi ,

1 1 1
[xo 9 yo P) g(xopyo) ) gx(x°’y°> ’ gy(xo:yo)J

goklinde bir dilzlemsel eleman tarif eder. Bu diizlemsol clomana S ylizeyinin

‘_x 5 yo ’ g(xo,yo)—] noktasindaki tefetsel elemani denl?.ir. Buna gére agagidaki

teoren agikir olur :

44; ORI - Bir yizeyin,bir kismi tiirovli diforansiel denklemi integral yii-)

zeyi olmasy igin gerek ve yeter gart,bu ylizeyin her noktasindaki tegetsel elemanar

donklemin olomanter konisine teBet olmasadir.




Parametrik denklemleri,

x=x(%) , ¥ =y(t) , z=z(t) (129)

olan-bir C efrisi verilnig olsun: Bu C ofrisinin (128) yiizeyi tizerinde olmass
iging, uygun bir +t araliginda

Z(’v)’= g E:(t) , y(t)—_l (130)

olmalidar. t = "uo igin belirleneh U
o

A (Posqos"l)

noktasi, bu efri lizerinde ise M M té~
o T :

get dofrusunun fogrultu katsayulari ,

1 -b 1 ZY .
2 ( o) = (to) . (’co) olurlar.Bu

dogrultular (p ; q 4 =1) dogrultusuna
dik olacaklardir. EZer

z 't = s B .

(¢,) = x(t)+aq 7i(t) (131)
ise »
z'(t) = p(%) x'(t) + q(t) y' (%) (132)
gartini saglayan ,uygun beg fonksiyondan ibaret

Pee o VAR quq (133)

climlesi C egrisinin x , y , 2 noktasinda bir g e r i t+ belirtir denir.Eger
bu gorit ayni zamanda (126) denkleninin bir integral elemani ise, bu geride bu
takdirde (126) denkleminin in tegral ser it 'i adi verilir.

Buna gdre uygun bir aralikteki her + deferi igin, (139) bafrimtisindaki fonk-
siyonlar climlesi , (132) gartinmi ve

Ff_x(t) , 7(t) 4 2(%) , p(t) , o(t)|=0
bagintisini sagliyorsa, (126) denkleminin bir integral geridini verecektir. Efer
(129) bedintisinde, parameirik denklemleri verilen e8ri her ncktade elemanter ko-
ninin bir ana dofrusuna tefet iseler tekabiil eden gerit kara k t er is t i}
adina alir.Sindi karakteristik geritleri verccek olan denklemleri ars-

gorf %
ya.llmc :
p vo q (126) denklemini saglamek {izere,eger
dz = pdx + qdy (134)

)

ise ;. Ealm-, ¥+ A7y g dz noktasi elermmnter koninin tefet diizleni lize-
rinde bulunur. (126) ve (134) bafintalarimn p ye gore tlirevleri alinirsa




- 63 =
dq
d.x"‘-de) dy=0
P
-@-—+?~E§gho
BP aq_ D

bulunur.Bu bagintilarin ikinecisinden g¢ekilen

2

ifadesi birinei bafantiya gdtiiriiliir ve (134) ile birlikte alinarsa

de+q_dy=dz

P

Yy
: q
sisteni elde edilir. Buradan
dz q ( P
% q F_ dz
.. D
dx « 3 =
FP pF 4+ qF
= Yy P e
P q
.
qQ
P dz
-dz F F dz
1 0 x \ aQ - q
= Fp . F . F
- — - —_ F - F P =+ q
P 7 q D D Q =
Q
hulunur. Bu son iki bafintidan ise
dx dy dz 'F,r
FoOF o esT
L= T oty

yazalabilir. (137) bafantisy bize bir gerit bogunca

(135)

(136)




U -
x'(t) " yl(t> ) Z'(t)
tiirev fonksiyonlarinin sirasiyle

F T pP ¥+ qF
P = q ’ e |

ile orantili olacaklaraini gosterir. Efer t paranctrosi
x'(t) = F (t) = F (138
(8) < %5 "y "F(9) =P (136)
olarck se¢ilir ve (132) baZintisina gdtiriiliirse
z'(t) =pF +qF (139)
20 q
olur.Bir karskteristik gerit bayunca,p 3 t nin fonksiyonu olacaktir.Buna gore,

21(4) = g—? 7 Rl LTI R

v

voya x'(t) = Fp , ¥'(%) = Fé yazilarak,

0P DF P T

p'(t) = +
s BX DP BY bq
Fop da = »
elde edilir. == = ——— oldugu gdzdniline alinarsa
% _
' 2p 0 F da DF
p'(t) = + ’ (130)
0y Bz g
olur.(126) denkleminin x e gdre tlirevi alinirsa
) F F DF Dy OF J§ |
>F P dF 3 DT Ju i
0X s PP Oox Jg Ox
buluwwr. (140) ve (141) bagintilarindan
OF JF |
1($) —scisiamarlie—Sisp (142)
Sonuouna varilir. Benzer bir hesaplana ile
1{4). = e e (143)
q'(t) , Sy

S hiak nasastEEr I (10) , (139) , (142) ve (143) birlikts alinirsa, bir koral

teristik geridin belirtilmesi igin beg adi diferansiel denklenden ibaret




X'(t) = i
D
y'(t) = P
q
z'(t) = pF + qF
‘ P q (144)
L T
p ( ) . ho) Fz ;
S = O ;
a'(t) SEqe

sistemi elde edilir.Bu denklemlere (126) diferansiel denklenminin karakieristik
denklenleri denilir.

45, THOREM - -F(x s ha s 4 P g) =0 denkleninin her karckteristiZi bo-
yjunce P(x y ¥y , 2 , P, q) fonksiyonu bir sabittir.

Bir karckteristik gerit boyunca, x = x(t) , y = y(t) , 2 = 2(t) , p = p(%) ,
g = g(t) yazilir.ve t parametresine gére verilen denklemin tilirevi alinirsa ,

oF ~ » < =5
e s . 5 F . ! . ! . -

+ Haxoe ; vk F; g+ FP p% £ Fq q% (145}
p; 5 aj verine (138) , (139) , (142) ve (143) befinta-

bulunur . x% ’ y% P z% ’

larindaki degerleri yazilirsa,
21% = F .FP 3 Fy.Fé + Fz(p Fp+ q Fq) + FP(-Fx—p FZ) + Fé(—Fyfq FZ) =
bulunur;gu halde bir karakteristik egri boyunca
Hx, T80, ;) = k
olup sabittir. Bu teorenin sonucu olarak agagidaki teorem ifade edilebilir :
46: TEOREIN — Bir karakteristik gerit, M(x , y , 2 , D, @) = O denkleninin

bir dntegrel efrisini ihtiva ederse.bu gerit, e a2, z_, zy) = 0 diferan-
siel denkleminin integral gerididir.

S§imdi CAUCHY Probleninin ¢daiinini gorelin :
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47 CAUCHY PROBLIMI -  (126) denklenminin; parenmetrik denklonleri
x =A(v) |, y=Mv) , = = (v)
olan bir [ egrisinden gegen bir integral yizeyini arayalin.
{orakteristik denklenlerin ’

x=x(xo,yo,zo,po,qo,t ,t)

o
y=Y(Xogyogzo,pogq°gfogt) (146)
Z = Z2\X

(o’yo’zo’po'qo'to’t)

gézlinmlerinde x , y , 2 nin baglangig deferleri
= A = =
xo (v) ’ yo r‘(v) '9 ZO \)(V)
ifadelerine uygun olarak almak gerekir. po ’ qo baglangi¢ degerleri ise,

Vi(v) = 18 N (v) + a, [‘“(V)

FI_A(V) y M), V), q;] =0

bagintilari ile belli olacaklardar.EZer xo 9 yo s zo 5 po s a

(147)

degerleri ile

1;0 hilinen de@eri (146) bafantisina gdtiiriilirse x , y, 2 $=

sinden ifade edilerek i
x » x(v g ttgirglicylyis: ) Lyoce an{vsy €)

balunur. Bu paranetrik denklemler arasinda v ile + nin yok ediloesi somucu
olarnk (126) donkleminin [’ egrisinden gegen

#(x,y,28)=0

integral yilizeyi bulunur.

’ 2
ORNIX - p2+q2=42 denkleninin y=0, S =x+ 1 parabolinden ge-

gen integral ylizeyini bulalin.
Verilen paraboliin parametrik denklenleri olarak

2
xT=V o, Y20 3 sav+] (148)

alibabilir.Karakteristiklorin denklemleri ise (144) mafZntilary gozdnine alamarse

£+ ile v cin-

J

st Aty s

4

5

I ——— o ———




2 2
2p 4. 08 5t (149)

l

]

o]
*dtj
+

Q
=

Il

S w -~ -3V =
et k- 4p

-—-—::-F—- =3
i1 * sz 4q

olarck bulunurlar. Integral yiizeyin verilen egridon gegnesi igin,baglangig gart-
larini ftayin edelim. t = O igin xo =V, yb =0 alinmirsa, 2z = v+ 1 olur.
- o

Sindi P, ile q, 1n baglangi¢ sartlarani arayalim. (147) bagintisina gore,
2V‘ = . 1 ¥ . O
Po qo
2 £ 2
+ =
’ * ips €y, 4(v 3 1)
yazilar.Buraden Po = 2v , Qe 4 bulunur. O halde baglangi¢ sartlari,

2
Xoewmy = 0 g ot v+ 1 = 2 = w0
=5 - e ’ po s | 9, 4 , . (150)
olurlar.Sindi de (149) dautegkil ettifiniz adf diferansiel denklemlerden kurulu
sistenin ¢dziiniini arayalin s

Bu diferansiel denklenlerin integrallerinden geleeek olan keyfi sabitleri,
belirli bir integral ylizey aradifimz igin, baglangi¢ gartlarina gére tayin ede-

cefiz

d £
S = 2p Ve ® - 4p den 2dx =dp ,

at dt
Ay e sl aan 7 Ay = g
It : dat

veys bunlar integre edilerek , sirasiyle
2Xx = p + k1 5 2y = q + k2

bulunur. Baglangig gartlari gozdniine a11n1?sa k =0 , k,=-4 olacafandan |
2x = P y Z2ysg=4 (151) |

yazilar.




dp dq
as - 4p ve it = 4q
denklenleri integre edilirse,
4% ' 4%
D= k3 e s qQ= k4 e
bulunur. Baglangi¢ gartlarina gire k3 =2V k4 = 4 olacagindan,
44 : ' %
p=2ve ; gy ke (152)

elde edilir. (149) denklemlerinin igiinctisi ile (152) bagintilarindan

dz = (8v2 e8t + 32 e8t) at
olur. Bu do integre edilirse
Z = v2 e8t + 4 eBJc + k5
bulunur . Baélanglg gartlarina gore k5 keyff sabitini yayin edelin :
v2+ 1l = v2+ 4 + k5
yn211:r;Buradan k5 = =3 bulunur;Buna goére
5 e eBJc + 4 est -3 (153)

olur. (151) , (152) bafiatilarindan,. "

t 4%
X =V 94 ’ y=2e -2

paranctrik donklemleri elde edilir. x ve y den gekilen

2x e4‘!:_:)7+2
e o e

degerleri (153) bafintisina go tiirtilirse,
2
z = x2+'(y + 1)

sonuouna varilir.
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YUKSEK ITRTEBEDEN KISIT TURWVLI DIFGRANSIAL DENKLEMLER

48, YUKSIK MERTEBAEDEN KISMI TURBVLI DIFERANSISL DENKLEILARIN TRSKILI - Pa=
ragraf 13 de ifade edildigi gibi,iki veya daha yilksek mertebeden kasrd tiirevli di-
foransiel denklenler de § verilen fonksiyonlardaki keyfi sabit veya keyfi fonksi-
yonlarin 14+ ve 15i paragraflardakine benzer gekilde yok edilmesi sonucunda elde
edilirler.

49 . KEYFI SABITLZRIN YOK &DILImSI - x , y baZiwsiz degigkenlerinin O©

1’
Coe Cys 04, 05 gibi keyfi sabitleri bulunduran bir 2z fonksiyonu,
f(x,y,z,Cl,02,03,04,05)=O (154)
denkleni ile verilmig olsun.Bu fonksiyonun x ve y  bagimsiz degigkenlerine
gére birinci ve ikinei nertebeden kismi tlirevleri alimarsa,
l s = 0
fX + fz : D
1 ¥ % 0
fy + fz Q=
e = ol ; y2+ f’; r=20 (155)
- X% z2 Z
p %

1 i v, I.s=o
£1 +f'yzo P+ fzxo q + fzz pq_-l-:f'z
£ +2f";q+f"'.q;2+f'.;'bu0
2 ¥z 2 z
y z
bulunur.Bu bagintilar ile (154) bagantisi apasinda Cl A 02 . C3 - C4 : CS kerfi
sabitleri yok edilirse,

sonucuna varilir.




Verilen = foms.ycnunun (155) bagintilarina gore,kisti tiirevieri alimir—

L3
o e =
-

° e
.3011 +Acay+‘04-p-=0 : : =

cC.x+3¢C y2+C

2 3 TS

5

e = T
X -0 £ -
5 QP rae ;

£




zs
grEae (158)
c c

2
1 q zt
""'é' + '“-2' ' ——2- = 0
b c c

bulunurlar. Bu baginyilarin {liglinell ve begincisinden gekilen

1 P + zr 3 qQ + 2t
2 2 ’ 2 2

©
Q
o'
Q

degerleri birinei ve ikinciye gbtiiriiliirse,

- X (p2+ E -y (q-2+ z %) zq
+ ——= = 0 ’ + = =0 (159)
2 < 2 2
c c c ¢

elde edilir. (158) bagintilarinin ddrdimeiisii ile (159) bafZintilarimin diizen—
lennesi sonucu olarak ikinei nmortebeden kasmf #iirevli,
-
xXzr+xp -2p = O
2
TEt+yg 24 & 0
pq+zai= O

diferansiel denkleumlerine varailir.

50. KEYFI FONKSIYONLARIN YOK EDILIISI - Wye ¥ keyfi fonksiyonlar ve
A Dir paremetre olmak lizere,

ez, v, 5,8, ¥R -0 (160)
fonksiyonunu gdzéniine alaline Bu baginty bir paranetreli bir ylizey ailesi gos-—
terir. Bu ylizey ailesinin zarfinin kisni Flirevli diferansiel denklenini araya-—

lin ¢ :
Bunun igin, (160) bagaintasinin A perametresine gére tiirevi alinar.Bsyle-
ce elde odilen f} =0 bafantisindan goziillen, A= @(x,y,z) bilinen fonksiyo-

nu, (160) bagintisina gb tlriiliirse,

f{x ’ Y; Z W(x,y,Z) s )"(x,y,z)} =0



- .

olur.Du bagintamin x ve y hagimsiz deZiskenlerine gdre alinan birinci ve ikin-
ci nertebeden kasmi tiirevleri ile bu fonksiyon arasinda gﬁ’(x,y,Z) ve ‘J/(X,Y;Z)
koyfi fonksiyonlari yok edilirso,

Pofix gigegean, D joq , 0iyieuad)ies0

LG ]

sonucung varilar.

ORNTK - 99 ilo‘*/keyfi fonksiyonlar ve jX bir parametre olmak {lizere,

£2(x,7,2,A) = 2 -Ax -P(A) y - W(A) =0 (161)

~e

fonksiyonu verilnig olsun.Bu fonksiyonun zarfinin kismi tiirevli diferansiel denk-
lenini arayanli:i. Zarf igin
Ve
DA
ynz111r.3uradan,:x nin gekilen x , y , 2 cinsindon defferi (161) bafintisina gd-
tlirtildiigli diisiiniilerek, (161) den kismi tiirovler alinirsa

Ot e 25 2A 2ADs
Ox /Z)A 1311 ’Z)Z Ox
0f 'D) ’2}1 Jz
%;; yXZA) Q)A ‘2): Dz Oy

bulunur. (162) ve (163) bagantilarandan

p=A " e=P$A)

é =P(2)

oldo edilir.Buradan T ve y bhajanms dofigkenlerine glre kusmi tiirevleri ala-
s 3

=0 (162)

) =0
(163)
) =0

veya bu ikisinden

. = Piln)e 8 T e ). s

olur.Bu iki bafinti oranlamr ve disenlenirse

32 -rt =0

sonucuna varalar.



= g

ORK 2 —~ W ve W keyff fonksiyonlar olmak tizere,

z =¥P(x + ay) + ¥ (x - ay)

fonksiyonunun kasmi tiirevli diferansiel denklemini arayalim :

Verilen fonksiyonun x ve y bagimsiz degigkenlerine gdre ikinci mertebe-
den tlrevlerini alalim :
r =@(x + ay) +Wr(x - ay)
a¥"(x + ay) - aY"(x - ay)
aZLP”(x + ay) - 132%/”(3: - ay)

S

Il

t

]

olur.Bu bagintilarin birinci ve iigiincilisiinden

s
t=a »

diferansiel denklemi elde edilir.

ORNIK 3 - LIO ve \//keyﬁ fonksigonlar olmak {izere, {

2 = {Ax) +¥ (7)

fonksiyonunun kaismi tlirevli diferansiel denklemini arayalim :

Terilen fonksiyonun X bafimsiz deZigkenine gdre kismi -tlirevini alalim : |

p = Pi(x)

olur.Bu bagintinin da y bagimsiz degigkenine gire tilirevi alinirsa

2ifs
e ¥

S8 =

diferansiel denklemi elde edilir.

URNEK 4 - @ , ¢2 = ¢3 koyfi fonksiyonlar olmak iizere,

z=g,(y+x)+ g, (v = x) + gy - 2x)

fonksiyonunun kaspd tlirevli diferansiel denklemini bulalim :




(7 - 2x)

8 ¢3n '

At v it dinlesnivenit
a n ne
35 -¢1(?+ £ 7, G-0+84, (yaia)
o o
3
)---): 5=8, G+ -0 (y-x -28,""(y - ) ‘
0xdy -3 5
St T
a8 " = > £
-3;3-#:111 1(: )+¢,,i,£"-=)+¢} (r~2x}

fal

.Sistemin ilk ﬁg denklemine ait kamnm determimnh D=12 £0

den asal determinant olarak alinabilir. Buna gﬁre,aistamin bir mm_'




i A

w

 SABIT XATSAVILI KISKI ROV DIFTAANSIUL DEKLNTIR

51 '_wmmncx - 0ZEL INTEGRAL - Sabit kateayla aif
denklemlerin :‘ane..eqmes genellikie,

W0 X

~jdukier e
sliduk p B¢ Tsis b :

g (155 d»)?ﬁs-eﬂa D afr., “‘Lpl =

B LT BATIAR X8V 6 ,.z.,‘:’a e:‘. (105 TRl GaneE & . Rk o

operatdrlerini kullanacaé:.z .Bunla.ra gbre

wf M o e TRT W i

L
L)

i

L 4

i

"

#

i

"

w3

‘
e -
] '

{ "

i

i
i Mo
ol l
4 2
o

-

1

lnl
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-diferansicl denkleminin horhangi bir ¢oziimiine ise bu diferansiel denklemin O z e
Iintegrali denir.

52+ TEOR®II - u -bik tamamlayici fonksiyon, Z de bir 8zel integral ise u + 2
ifadesi genel ¢dzilindiir.

(164) ve (165) denklemleri ayni tip ve ayni mertobeden olduklarindan u + 2
¢oziimti yoter sayrde keyfl sabit ihtiva eder. (165) bagintisinde 2z = u + Z yazala
sa,

= Z
F(DX,Dy) (u + 2) F(Dx,Dy) u + F(Dx,Dy)
olur.Diger taraftan,hipotez geregince
2 = Z =7f
F(Dx.Dy) u=0 |, F(Dx9Dy> (x,7)

oldugundan ,
F(Dx’Dy) (u + 2) = £(x,y)

bulunur .
53. TEOREN — Lger Uy g Wy g Uy g eee p B fonksiyonlariy F(px,Dy) z =0

soklindeki kismi tiirevli lineer diferansiel denklemin g¢oziimi iseler, Cr keyfi

sabitler olmak lizere

r=1

ifadesi de ayni denklemin ¢bzinmudir.

Gergelcten,

o B 0 w0 KD, D ) u,
( x’ y) L3 r ( " y) T
ve horhangi bir vV clinlesi ig¢in de

F(Dx,Dy) Zvr = i F(Dx;Dy) v

r=1 r=1

yu21labili;.Bun1ara gore



n n
"D ,0 )N ¢ -
(,y): £ >F(D,D)Cu
=1 I‘:l ;
n |

H
il
=

bulunur. r =1, 2, 3 , «oo , n oluak {izere u nin ¢ézin oldugu godzdniine ali-

nirsa n

sonuguna varilair.

54+ INDIRGENEBILIR V3 INDIRGENEI®NZ OPERATURL'R - F(D_,D ) tiirev operats-
ri,a ve b sabitler olmek lzere, % %
D +ad +b (166)
- x y
goklinde garpanlara ayrlla'biliyorsa; F(Dx,D ) operatérine indirgenc -
bPilir Operat&%F,1i00) .gsekllndg garpanlara ayrilamyan F(Dx,Dy) ope-
ratorlerine ise indirgenemnez Operatdr adi verilir. Orne-
¥in |
:D2 s = e A D2 ?
X vy y

operatdri : :
.2 Do (D =D
(o, - 2D)(D = D) “

goklinde yazilabileceginden indirgenebilir,

2}
«

operatsrii ise lineer garpanlara ayrilamadigindan indirgenenez operatsér olurlar.

55, THOREL — F(D ,D ) operatdril indirgenebilir ise lineer g¢arpanlarin si-|
. e

rasi degigtirilebilir.

Horhangi bir indirgenebilir operatdr,

—




e

n_ i
F(Dx,Dy) = ):fl(o(r D_ +//3r Dy + ¥ )

gseklinde yazilabilir.Herhangi iki lineer garpan,

D<er+/5rDy+Xr . D(sDJt".ﬂs:D3r+Xs

olsun.Teoremin ispati igin,
D - =
(O(r % /31~Dy+ bﬁr)(b{sDx-F [ﬁsDy-F XQ (o(sDx+/lsDy+ Xs)(o(er+/3rDy+ Xr) (267)
oldugunu gos termemiz gerekir.Gergekten,
(o(er +ﬂrDy + J'r)(O(SDx + ﬁsDy + b"s)
ve
(g2 + (32 + ¥ (D +f0 +,)
operatsrlerinin her ikisi de
2
o(rc'(xs])x + (X r [j’s*‘o(s pr)Dny +(O(rrs+°(s X‘r)Dx"'( ﬁrrs+ﬁsYr)Dy+rrb(s

operatdriine egit olduklarindan (167) bagintisinin varligl gdsterilmis olur.

« THORTM = i PCD-2D
56 « TBOR o(r # 0 olmak fizere a(r I)x +ﬁr Dy + {r ifadesi F( s y)
operatdriiniin bir garpani ve ¢r(?) fonks iyonu ‘?’nin bir keyfi fonksiyond ise
- 68
ur=9xP(-;;-)¢r(O(ry—/brI> ’ (168)
F(Dx,Dy) z = 0 diferansiel denkleminin bir ¢ozlmiidiir.

(168) bagintisindan x ve y bafimsiz defigkenlerine gdre kaismi tiirev-
ler alinairsa,

¥ Xr x - : : ¥r ¥
Du_ = - ;(—i oxp(~ = )f (ot 3~ %)~ 5, B1(0% 3~ ) exp(- x )
: b/r x (168') |
D, = oX, gr(X y - o x)e exp(- = )

bulunur. Béylece elde edilen Dxur ve Dyur tirevleri

(ol(er + BrDy + b"r)ur - o(erur +@rDyur + i S



B P
operatériine gdtiiriiliir ve gorekli iglemler yapilirsa ,
D =
(X x+/2£13y+)’r)ur 0 (169)

elde edilir. Garpanlarin sirasinin defigtirilebilme 8zeliginden (Prg.55-TEORILL)
s # r kabul edilerek,

n

F(DX,Dy) u_ = TT(o(sDx+ ﬁSDy+ XS)} (o{rnx+ ﬂrDy+ )’r) u (170)

s=1

yazilabilir. (169) ve (170) diferansiel denklemlerinden
(D D =0
( = y) ur

elde edilir.

57. TEOREH - (3 4 O olmak tizere, (3 D + ), ifsdesi F(D,D) ope-
ratorinin bir garpani ve ¢r(?’) fonks iyonu r;’nj.n bir keyfi fonksiyonu ise,
re .-
r
= ey s e g
u_ = exp( )- 805 %) (171)

Pr

(D , D)z =0 diferansiel denkleninin bir ¢dzlmidir.
. S

Bu bagintinin y hbagimsiz degigkenino gore kismi tirevi
Y x y =

T T
D ur=-—/-;-—- ex;p(-—/3 ).¢$ﬂrx)

< > g,

olur .Bsylece elde edilen Dyur tiirevi ,
X = 2 u * u
(/Sr Dy =3 r) “r ﬂr ¥ Xr T

operatsrine gdtiirilirse,

ﬂ D + ¥ =0 :
ry T
elde edilir.
= J
' { 0" ) ifadesi *
58, TROREM — o(f 4 0 olmak lzore, (o{r D_+ Br Dy.+. %

keyfi fonk-a;; !

D , Dy) oporatériinin bir carpani ve £ . 4 BosB3roe s B
x o

siyonlar ise,



v B0

X

XI‘ - 8-
) Zl =g (v~ 3 x)

ifadesi F(DX N Dy) z = 0 diforansiel denkleminin ¢daziimidiir.
Teoremin ispatani n = 2 igin verelims n = 2 olmasi halinde,
2
D + D + =0
(X S g S e (172)

F(DX " Dy) operatdriiniin bir g¢arpani olsun.Bu garpani

XD & D% A D D + -

( r. X ﬂr y 3;)( T x+/3r y Xr)Z
geklinde yazabiliriz.lger,

(o(r Dx +ﬂr Dy+ Xr) g =2 (173)

denilirse

(0<r1)x+/£r1) +J )8=0

olacaktir.Bu diferansiel denklemin ¢dziimi, paragraf 56 daki Teorem'e gdre, a( ;4 0

ise, ‘
'

" %) (174)

Z=oxp

bulunur. (173) ve (174) bag:.ntllarlndan ﬁ

Y. x =
(O(er +ﬂrDy+ X;) z = oxp(- = s ¢r( o /;r x)

z

veya

e
dr’bx 8 -——+3’2=exp(-°<r Je B (R ¥ -3 x) 3

lineor diferansiel denkleni elde edilir.(84) baZintiflana gére,yardinci sisteni

yazalin ¢ |
* L3 X z + OXD X) f‘
as dy den o y=-/3 x=¢C (176)
s i
o(r = r o

bulunur.(175) ve (176) bagaintalarindan

N e




dx dz
g =
O«r 3 B; z + oxp(~ -ﬁ-—— ) ¢r(01)

r

yazilir.Buradan , lineer olan

adi diforansiel denklenine varilar.Bu diferansiol denklom g¢dziiliirse,

Y. x
1 r
Z = ——; [x ¢r(C1) $ 02] exp(- -—;— )

elde odilir.(85) bagintisi gdzdniine alimir vé C_ = \//r(cl) yazilirsa,(175) denk-
leninin veya dolayisiyle (172) denklominin ¢dziinl olarak,

=1 X, x
Zd-&: [X¢r(°<ry-(3r x) +¥;(o<ry-ﬁr x)l exp( - °<r)
sonucuna varilar.
— ’ ¥ 4 . m . .
59+ TZOREM - /31‘ # 0 olmak iizore, (ﬂr']-)y - Xr) ifadesi F(Dx,Dy)

oporatsriniin bir garpani ve ¢r1 p ¢r2 ; ¢r3 & ase g ¢rn keyfi fonksiyonlar ise-J

ler,

s=1

g
T S—1
o= =) 2o LAEy
ifadesi P(D_ , D) z = O diferansiel denklenminin bir gdziintidir.
X ¥

Toorenin ispatini B = 2 igin verelin. m = 2 olmasi halinde

(,gr Dy ¥ ]r )2z =0 (177)

F(D_, D) operatsriiniin bir garpani olsun.Bu garpani,
x J

D 0 178) |

(B By BillendlefB ¥ ) m - (173) |

goklinde yazabiliriz. Lger,

&5 XA (179) |

denilirse, Y




S

(/9 D + 3’ Y% &
olacaktir.Bu diferansiel denklem:m éozumu prg.57;deki teoreme gire,
z ( 3 ) $.(B, =) 8
_exp-z;- LB, x (189)

geklinde olur.(179) ve (180) baZintilarindan

(8,3, , %)

veya
oF LA
ﬁr3y+ Y. o 9 A=)

lineer diferansiel denklemi elde edilir. (84) bagintisina gdre yardimeci sistemi
yazalim :

-~ - - : (181)

1 4
-b;z+exp(-—ﬁ—-)¢r(ﬂ;x)

7

dx
0

=

dy
L

dx dy
s IR - 82) |
5 ﬂr den ﬂr x Cl (182)

bulunur. (181) ve (182) baZintilarindan

dy= dz
: &
7;; -er-'-exp(-a’

) #.(¢;)

-

y

= ) #.(c))

yazilar. Buradan
- b/r z + exp(= ==

218
D

veya lineer olan

A |
s, Lol L en- 5 ) 400) (13)
gy JGr =
adf diferansiel denklemine varilir.Bu diferansisl denklem g¢dsziiliirse,

. . v
XX [y g.(0) + 02} oxp(~ 7 )




& O &

bulunur. (85) bagintisi gézdniine slinir ve C =W(C ) yazil:rsa,(183) dife-
ransiel denkleminin veya dolayisiyle (177) denkleminin ¢dzlimi olarak,

2{ 5
2= [y¢r</3 x) + YA x)} exp(~ -;-f )

r

sonucuna varilar.

60. TALAMIAYICI FONKSIYON - F(D Dy) operatdrii indirgenebilir oldugu za-

man, (164) bagintisindaki diferansiel denklemin tamamlayici “onksiyonu, PFg;56
ve prg.58 'de verilen teoremler yardim ile,verilebilirs

cx; # O olmak iizere, F(Dx,Dy) opera t5ril,

n n
F(Dx’DY) =Tl' (o(r & fgr Dy = Xr) . She
ral

goklinde ise,tamamlayici fonksiyon olarak,

= Z GXP(— B ) Z ¢rs(o<r 2 pr %) (185)
= r s=1

clde edilir. ¢rs keyfi fonksiyonlardir. Bger (,, lerden bazilar:i sifir ise,

pPrg«57 ve prg.59 'da verilen teorenler gdzoniine alinarak, gorekli degigiklik-
ler yapilabilir. (165) denkleminin mertcbesinin (184) bagintisina gére m 4o+

Dyt ees + O oldugu gdriilmektedir. (185) bafintisinda elde edilen u g¢dziimi,

m1+m2+m3+ eoe + m tane keyfi fonksiyon ihtiva ettifinden, tamamlayici fonksi-

yondur .
¢cbztuMLlU ORNBKLAR
: 3 2 2 3
. D= < 2D z =0 18€
SRNK 1 (o, +2 D D = O # ) (18€)

diferansiel denkleninin integrasyonu 3

Verdlen diferansiel denklem indirgenebilir olup,
(D -D )(D +D )(D *2D ) z =0 (187)

gellinde yaz:.labilir. r D_ ﬂ_r Dy + J/r .gekllndekl garpanlari ihtiva e-

den bu diferansiel denklemin prg.536'da verilen teorene gére,

[—




X

.

¥y
u = exp(=—=— ) g (X y - (B _x)

geklinde bir ¢oziimi olacaktir.

{ katsayilari,

O(:

1

X .

2

X
3

F

- ’
- “
¥

v

/31=—1 ? Xl

%2
ﬁ3=2 - X}

]
o)

=

olduklaraindan,bunlara tekabiil eden (188) bagintisindan

siyle

w =gly+x)

u,=§(r-x) ,

olurlar. Bunlara gére (186) denkleninin ¢dziimii olarak

sonucuna varilar.

a5z

X

ORNTK 2

3

1352
’ax43y

= O

n
(@)

0

:

(188)

(187) diferansiel denkleninde carpanlarin o (3

elde edilen, ¢dzlinmler sira-—

, D I
s oo

diferansiel denkleninin integrasyonu :

Verilen diferansiel denklen,operatdrler ile

4

2 e

(6) D Dok D D
(D 3 v y

+ 26 D2 D3 - 28D D4
y x 7¥

- 40 D’ )z=0
y

= ¢ (y+x) + g,(y-x) + 8, (y-2x)

Pk
B i
D=y

113 - ¢3(y = 2X)

= 40

2z

Dy’

geklinde yazilabilir. indirgenebilir olan bu denklem,carpankarina ayrilirsa

3
== D D =0
(Dx * 2 Dy) (px Dy)( B y) z

bulunur. Prg.58'de verilen teorene gore ,

2
(Dx +

garpanina tekabiil eden goziin,

CKl “ 5

oldufu gdzdniine alinirsa,

/31 3

3
D)Z:O
F

=.0

N T



n
J, x
8 =
U = exp(= =———
A p( ) S §. (o5~ f, x)
S=3.
bagintisina giore
3 3
.X S—
u, = exp(= —=— ) Ez: z ol Ly 2x)
s=1

By 2 9,,(7 - 2x) + = P.o(7 ~ 2x) + x° g,y - 2x)

OluI‘o Pl‘g' )G'da Verilen teoreme giire,
‘D - D z = 0 . D + ) D gz = 0

¢arpanlarine tekablll eden ¢dzilinler ise,

o 2 '

, =1 WAL - S
(xg o - . /Qa = 5 : Xé 0 -, i

olduklari gozoniine alinirsa,sirasiyle
T =
T
= - X e
u_ = exp( X R ﬂr x)

bagintisina gore

e ¢2(y+ x) s 113 = ¢3(Y - 5x)

bulunur.Buna gére verilen diferansiel denklenin bir tam integrali olarsk

3 ¢
s+ §n, - o0 s 2 A G x° g, (y=2x) + ,(v+3) + ¢, (3-5%)

r=l
sonucuna varilair.

- 2 2 2
ORITK 3. 2-5-:@—5--2®Z+2Dz
sz ’Dxfay ’DyZ T e

diferansiel denkleninin integrasyonu :

Dz
-465 =0

Verilen diferansiel denklem operatdrler ile,



- 186 -

2 2
(D" - D D% FP €L D-«-4D)gs0
X o B Y b y

geklinde yazllabilir.indirgohebilir olan bu diferansicl denklen garpanlarina ay-
rilarsa,

D5 238 -
( = y)(Dx + Dy +2) 8 =0

bulunur.Burada,
X
l=l, ﬁ1=’—2, 2(1=O 'I‘::l
0% &1 , /% = 5; - 2 -

oldugu gozdniine alinir ve prg.56'daki teoren uygulanirsa,
uw =g (y+2x) , u,=exp(-2x) g (y-x)
elde edilir.Bunlara gore
z = ¢1(y + 2x) + exp(- 2x) ¢2(y - 2)

sonucuna varilar.

e : 3
CRNIK 4. (2 D_+ 3 Dy - 2) (Dx + Dy +1)2=0

diforansiel denkleminin integrasyonu :

Vorilen diferansiel denklenden,

C<i we2gs jur A irany (i ¥ o tadodey acmapel o)lsnca 3

0<2==1, P2=1 . X2=1 s r=2'
yazilir. Prg.58 ve prg.56'da verilen teorenler gdzoniine alinirsa, sirasiyle

3

a =omlx) p = f (25 - )

s=1

u, = exp(- X) ¢2(y - x)

bulunur .Buradan

z = exp(x) ¢11(2yh3x) + x exp(x) @, (2y-3x) + x oxp(x) g,5(2

EERES TN

P Yen Vo

+ exp(- x) ¢2(Y - x) ,//////%



sonucuna varilar.

61. BIR 0ZEL INTEGRALIN ARANIMASI- IBTOD I - (164) denklenminin tamamlayy-—
ca fonlksiyonunun bulunmasindan sonra, ¢dzilimiin tamanlanzasi igin bir §zel ¢oziimiin
bulunnasi gorekir.findi bu 6zel ¢dziinl arayalin :

(164) denkleninin operatsérler ile yaziliga

n
F(Dx'Dy)Z = ‘[T (O<r Dx + ﬂr Dy + Xr) z = f(x,y) (189)
olsun. $indi £
n
X
W( er+ ﬁrDer Xr) =
r=1
pera tdril, n
X_. D .
( % x+ﬁ1 Dy+f1) W (o<r DX+/§)r Dy+2f;)
r=2
gseklinde yazilir ve 4
l'(o(er+FrDy+b;)z.-;-zl (190)
r=2

denirse, (189) denklemi
(D(l D_+ {31 Dy + 3’1) z, —;--f(x,y)

geklini alar.Lineer olan bu diferansiel denklenin g¢oziininden bulunan 2z, fonksi-
yonu (190) denklenine gdtiiriiliirse (n-1). mertebeden homogen olmayan bir denklen
olde odilir.Bu metod n def'a tekrarlanirsa verilen denklenin bir bzel ¢ozlni
elde edilnig olur.

; ' 2 - 3 =
ORNEK » (DZ-DD—ZD +2D-4D)z‘=ye+3xey
x Xy vy x y

diferansiel denkleninin integrasyonu :
Verilen diferansiel denklen indirgenebilir olup,
) -—
(D -2D)(D+D P T e (191)
X F aex _J :

geklinde yazilabilir. Prg.60 — Urnek 3.de verildiZi gibi,ikinci tarafsiz denk-

lenin genel ¢dzlni,

c o ¢1(y + 2x) + exp(- 2x) ¢2(y - x)



.

dir.$indi (191) diferansiel denkleminin bir 8zel integralini arayalin :

D =

( % Dy +2)z=1v (192)
denirse,

y

x -
(Dx— 2 Dy> v=ye . (DX -2 Dy) v = 3‘x &) (193)

elde edilir. Once birinci diferansiel denkleni gdzelin. Birinci mertcbeden li-
neor olan bu diferansiel denkleme ait yardiilci siston

gg_ - S5 dv
1 - 2 s
y e
olur.
dx dy
———— = ——— C — = =
I >3 den - 2% ¥y veya C1 y + 2x,
dx dx a
B8 518 veya = o den dv = (C, - 2x)ex dx
1 = 3 X  ;
ye (Cl-2x) )

yazilir ve integre edilirse
X z
v = (C1 - 2x) o 016 talpastni aoN
bulunur. v fonksiyonu (192) deki denkleme g3 tiiriilirse,
! e X x
- 2 = + 2
(Dx f Dy +2)z=ye e

lincer donklenine varilir.Bu denklenin yardimeci sisteni :

ax dy dz
: 3 vy s +3 g
dir.
dx dy & - v - 194)
--i--— = —-i'— den X 4 Cl ¥ veya ¥ : 4 X ( 94,

bulunur. Yardimel sistenden alinan,

ax dz
1 o

T X
ye+2e = 2%

denklenini gbzdnine alalin. y baginsiz dogigkeninin yorine (194) deki egiti yr.—
z1lir ve gorekli iglenler yapilirsa,lineer olan

dz X x
o = C
E 2z .(x + 1) e +26e@

adi diferansiel denkleni elde edilir. Bu diferansiel denklenin integrasyon gar-—
pani exp(2x) dir. Buna gore

d(BZx z)= [(x + Cl) e3x + 2 eBx:] ax



Rl st

vezilir veya integre edilir ve C1 = y - X konurss

 ; 3 x
Z - -
=3(r+3)e
6zo0l integraline varilir.(193) bagintisindaki ikinei diforansisl denklome uygun

6zel integrali arayalin :

(195)

Bu denklenin yardinci sisteni,

dx dy : dv

dir.
- = = den C.-2x = y voya: C. =y + 2x (196)

olur.Yardinci sistenden alinan

ax - av
+ s, e:-'y

donklenini gézéniine alalin. y baZinsiz dofigkoni yerine (196) daki degeri yasz: -
lir ve integre edilirse

3 -y 3 -y
(Dx + Dy +2)z = 5%o0 = e

denklonine varilir.Bu lineer denklenin yardimer sisteni,

dx dy dz
= =

1 1 3 -y 3 -y
bt - -0 - 2z
i

den ibarettir.
gf_ = EZ_ den x4+ C-mF veya C.=y-x
1 3 1 1

olur. Yardinci sistemdon, y = X + C1 yazarak,

donklenini gdzénine alalin. Bu denklen diizenlenirse, linecr olan



- P -

§-§'+22=

Av] N0V
Sl w

adl diferansiel denklenine varilir.Bu diferansiel denklenin integrasyon garpa-
n1  exp(2x) dir. Buna gére denklen,

3 x—-C1 3 x=C

i 5 p?
e z) = (5 X e =2 e ) dx

a(
goklinde yazalabilir.Bu da integre edilir ve diizenlenirse,

3

g = # ( x =

2 &7 (197)
2

6zel integraline varilir.0 halde (195) ve (197) bagantilarina gére (191) denk-
leninin bir 6zel integrali

3 S x 3. oy
z = 3 (y + 3) ? +3 (x - 5) e

olur.lkinci tarafsizin genel ¢ozilimli ile bu Gzel ¢dziinlin toplarmndan

2= (y+2x) + exp(=2x) B,(3-x) + 5(v + D" + 5(x = 3)e 7

sonucuna varilir ki bu ikinei tarafli diferansiel denklenin genel ¢dziliniidiir.

62. BIR 028L INTIGRALIN ARANIUASI - IBTOD II -
P(D, , D) = = £(x,7) (198)

diferansiel denkleminin bir 8zel integralinin aranmasinda,

F(D_, Dy) ————— £(x,y) = £(x,5)

o6z igi o dalanxlir.Bu operatdrii belirtelin.
dzdegligindeki, 7 opera toriinden fay
F(Dx, y7

(198) bagantisindan

1 ¢ . 4
- £(x,y) (199)
Z = — f(x’y) - - -1 D o D -1 D .
F(Dx’Dy (Qx nlDyj(Dx 2 y7 ( X n Yy
yazilair.Buradan bir dzel integral,
v 1 _..——-—-]-.-——— v ® o0 2 =V = -"-—"‘]:-""""‘ v
v, = ——————— £(X,¥), Y 2 ’ n n—1
. IpiemDd D=5 T
¥ ny b S o X J



=T~

geklinde n +tane lineer diferansiel demklenin cdziimiinden elde edilir.Bu n di-
foransiel denklenin hoerbiri

Pp-ngq-=g(x,y)

geklindedir.Buna gdre yardalei sisten,

93_ sy = dz
1 > ® . éz.xﬁ)’j
olur.
i ay den C 8x C
T g 1 =y veya i + nx
bulunur.Yardineci sistenden, y = C1 - n x konarak elde edilen
dx dz
¢ gt= Cl- nx)
denkleninden
z =\I-g(x 2 Cl— nx) dx (200)

bulunur. Yukarida eldo edilem n tane diferansiel denklemin ¢dziinii igin (200)
integralinden faydalanilir.Bir 6zel integral arandigindan integral-sabiti ihnmel
edilir ve C1 yerine y + n x konur.

2 ' 2 2 g3
ORNIK . (Di+])ny—6Dny)z=x+y

diforansicl denkleninin integrasyonu :
Vorilen diferansiel denklen indirgenebilir olup,
D(D-2D)(D +3D) = s 3
x X iy Yy ¥

seklinde yazilabilir.Buna gdre tananlayica fonksiyon

3
q = N u_ = ¢1(y) + ¢2(y +2x) + ¢3(y - 3x) (201)

£

=1
: r=
dir. Sindi diferansiel denklenin bir dzel ¢8zinini arayalan :
(199) bagintisina gore,
1 i1
e (x+y)
«-2D}D +#30D
DX(DX y)( X y')

" yazalar. Buradan



- Ay

1 2 2 : 1
— i bty ) = v, o, — f s
D #ED D-2D
x y x y

diferansiel denklemnleri elde edilir. Bu diferansiel denklemleri (200) integra
linden faydalanarak ¢dzelin :

3 :
Ex 2 v( 2 2 10x T
v = “+1- C = £ esesemes
1 vj‘[:x +{ X 3x) ] dx (10 x + 6Clx + Cl)dx 3 +3Clx +C %

HU

olur.Burada C1 = y - 3x konursa

v, = 10X3 3x2 Fx #
’1— 3 y y

bulunur.Buna gore

1 10 x3 2 2
( it X g4 xy )= v,
D —2 D
y
dar. y = C - 2x alinmir ve (200) integrali uygulanirsa,
3 2 2
4 c C
(40 x 7C X4 C2x) d e x Z“lx + I
= 1 o 3 2
olur. Cl = y + 2x yazilarsa
2
2 x4 x3y % x2y
cir 3 z
bulunur .Buradan g x4 x3y x2y2
- + Y =3
D ( k1 3 2 ) 3
: -
yazilir. ¥ = C1 alalan ve yine (200) integralini uygulayalin :
4 C x3 02 x2 5 C x4 Cax3
4 3 1 T 2x" | = 3
3 Bl e niias o= 2
elde edilir. C. = y konulursa, verilen diferansiel denklenin 8zel integrali,
|
b 4 LY
A Xy XY
& - - 202
$ = S ol

olur. (201) ve (202) bafgantilaranin toplamndan verilen diferansiel denklenin

gonel ¢oziinii olarak
5 4 22
g o > =+

z = §.(y) + §,(y+2x) + d,(5-3x) t el .2

sonucuna varilir.
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63. INDIRGEANEIEZ DNKLEMLER - F(Dx,Dy) operatdril indirgenniyen bir ope-

ratér oldugu takdirde,gerekli-sayirda keyfi fonksiyon ihtiva eden bir ¢dzlimi bul-

nak her zaman niinkiin degildir.Agagida gdzdniine alinacak olan teorernler yardirm i-
lo istenildigi kadar keyfi sabit ihtiva eden bir ¢dziin bulmak niitkiin olmaktadair.

Bu teorenler indirgenebilir denklemler ig¢in de dogru olup,gereginde kullanilabi-

i .

64. TROREL -

ax+b ax+h
FD{h) o™ - o Pl Hye P
¥
dir.
s ;
(D ,D ) operatsri, C D D geklindeki terinlerin toplamndan iba-
: Y s X v
rettir.
x+b . 8 ax+bh s axX+b
Dr eax+by - ar ea y . o s 20 Rl »§
X ¥
oldugundan, by Rl
Dr DS eax+by il ar b ea Yy
s S rs

elde ©dilir.O halde

s X+b
S ¢ - PPN E e e e (203)
R T8
g 60 0 w¥ia b
- et A X 2

oldugu gdzoénine alinir ve

E» e e e STy
rs

ile gssterilirse, (203) bagntisindan

yazilir.

X+Db ax+by
F(D , D) e ) = Fla,b) e
x ¥
sonucuna varilir.
65, THORBL -
: x+by ax+by
F(Dx,Dy) [ea y.¢(x,y)} = e F(D_+a , Dy+b) g(x,y) (204)

dir. :
Teoremin ispaty igin, bir garpitan ardagik tiirevleri ig¢in bilinen LEIBNITZ



foruiillinil kullanacagiz. Buna gére

D;(uv)- ch( (D v)

k=0
ax '
vazilar.Burada u=¢ , v=e alalin. Bu takdirde
r .
L. we BX k  _r-k k, ax
D = .
P =) & . e
k=0
T
k , r-k k ax
= C .
E b (Dx g) a .o
k=0
aay
= eax § Ck (D; n
k=0
> ¥
a (D +a) ¢ (205)
olde odilir. Benzer gekilde,
; b i
D; (9}7 g) =oe ”(Dy +b) ¢ (206-

oldufu gdsterilebilir. (205) ve (206) bagintilarina gdre

by ; b /
F(Dx,Dy).[eam‘ ¥ .¢(x,y)] . (Dt , D+d) #(x,)

_ Sonucuna varilar.

66, INDIRGENEITWZ DENKLEILBRIN ¢OZULU -
= f
F(Dx:Dy) z = £(x,y) (207)

gelilindoki bir denklenin tamulayiecr fonksiyonunu bulmak igin F(D D ) opera-—

t6rii garpanlarina ayrilir.Indirgenebilir garpanlar varsa,bu garpanla.ra ait ¢dziin-
ler ilgili teorenler yardam ile elde edilir. Indirgenenez garpanlar igin prg.64
deki tooreme gére, F(a,b) = O ise exp(ax+by) fonksiyonu

D =0
F(st_ y>z.

diferansiel denkleminin bir ¢oziimii olacaektir. O halde ; & bk ' O keyfi sa-
bitler olmmk iizere, F(ak 2 bk) = 0 ise



- Yk

@
2 = z qk exp(akx + bky) (208)
k=0
fonksiyonu (207) denkleminin bir tamamlayica fonksiyonu olur.Bu yol, ihtiyaca uy--
gun sayida keyfi sabit ihtiva eden,bir tamamlayici fonksiyonu bulma imkini verir.

(207) dénkleminin genel g¢dziiminii yazabilmek igin bu denklemin bir &zel gdzii-
mi bulunmalidair.Bunun igin agagfida verilen metodlar kullanilir.Genellikle indir-
genemoz denklemler ig¢in kullanilan bu metodlar, gerektiginde indirgenebilir denk-
lemlere de uygulanabilir.

Pt 2
ORNZK 1.= D ,D)z=(D -D +D)z=0
X -y x x y
diferansiel denkleminin integrasyonu :

Vorilen diferansiel denklem indirgenemez denklemdir.0 halde Pa 4 b) =0
tegkil edilirse, >
a-a+b=20

bulunur. &, ve 'bk bu bagintiyr seglayan iki sabit ve dk da keyfi bir sabit

olmak {izore,verilen diferansiel denklemin ¢dziimii, (208) baZintisina goére

@ g
Z c akx+'bky ® ee.kx+(% 8 )y
Z = % Q = _;_ Ok
: k=0 k=0
geklinde elde edilir.

ORN!K 2.- (])2 e o 2) z2=20
X V¥ J
diferansiel denkleminin integrasyonu :

Vorilon diferansiel denklem indirgenemez denklomdir.O halde F(a , b) = 0
tegkil edilirse, 2 3
ab+b =-2=0
bulunur. ay ve bk bu bagintiyr saglayan iki sabit ve % da bir keyfi sabit
olmek {izore,verilen diforansiel denklenin ¢ozinmii olarak,(208) bagintisina gore

o a x+b ¥ ;
ki K 2 2
=) e s e AR
k=0
veya bunlardan >



e

olmek iizere

sonucuna varilir.

67. BIR 02Z5L INTIGRALIN ARANMAST - METOD ITT -
D D « ?
( e ’ }') Z (x5 ¥)

diforansiel denkleminde f(x , y) fonksiyonu x ve y bafgimsiz defigkenlerinin
bir polindtm olsun.Bu takdirde Prg.62 de verilen ters operatdr ile

1

f(x s )

2 =
F(Dx . Dy)
yazilar ve 1 ’ -1
- E(Px ’ D )
B(2, , 2) 4
3. -3
operatdrinin Binon formiiline géresyapilen agilimnda kargilagilan Dx ve Dy

operatérleri integral olarszk tamimlanirse bir &zel ¢oziime varilar,

. ) 2 2

URK . (DZ—D +D)z=X+Xy+ ¥

x x ¥y :

diferansiel denkleminin intqgrns;oqu H

(D2 - Dz - D}) operatérii indirgenemez operatérdiir. Buna gére, F(a , b)= 0

X

togkil edilirse 2
e ~a+b=0

bulunur. a Ve b bu bafantay:s safleyen sebitler ve 9 de keyff bie sabit

k
- .kxtbky
z-ZOkQ
k=0

fonlzsiyomu , ikinci terafsiz diferensiel denklemin genecl gdzlimidir. $imdi bir Ssel
gogiim arayalan s

Z = 5 l (IZ*W*72)
Dx-Dxnf Dy
bagintisindan 1)2 o
- D
5 ” (Poxpns) w e (14 Z X ) (Frxysy®)
‘ ,DQ:D LY Dy

x Yy
D’ (1*—-5;'1’) i
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yazilabilir. Binom formiiliine gdre agilim yapilirsa,

2
2
D - D (D2-D)
1 X z X X 2 2
Zﬂ-i"(l“ + 5 -0-00)(x +xy+y)
J D D
y y
bulunur.Buradan
S 2 - -
Z=——-—(x+xy+y_2 e S )
y
2
R, 2 2
=-5—(x+xy+ y - 2y + 2xy+g-+y2)

- £
,},X2+3x 2+53 2
4 5 ;i gy—y

6zel ¢dzlimii elde edilir. Bunlara gdre, verilen diferansiel denklemin genel ¢dziimii
olaralk,

’ S X+b ¥
Z = ce&k k+x2+§-x 2+53-2
k y 3 J gy 3 &
1;:0

sonucuna varilir.

68.BIR 0ZBL INTIGRALIN ARANMASI - MBETOD IV -

F(Dx : Dy) z = f(x, y)

; ax+by .
diforansicl denkleminde f(x , y) = e geklinde ise, Prg. 64 de vori-
len toorenden faydalanarak,bir &zel ¢dziim bulunabilir. F(a , b) # 0 olmak fizere,
teorenden !

Z = e v = — e ¥ (209) :
D Fa , b
®o_, D) (a, v)

yazilir. Bger F(a , b) = 0 ise bu bafantinin kullanilamyacafr agikérdir.Bu tak—

ax + + b 2 4
dirdo eax+by fonksiyonunu, h—>0 igin e = v fonksiyonunun limiti o- $

larak gdzdnine alalinm 3
: 1 ax + hx + b
e i R e : o i
h—-0 P D
F(p_, D) : (e e:2)

‘olur. Prg.65 deki teoromc gire ,

B . & &




- o

1 1 +hx+b
e W y) .l E e v otin 1 axby hx

F(Dx,Dy) h-» 0 Fla+h , b} h— O F(a+h , b)

Z =

hx = . 5
yazilir. o fonksiyonunu lac Laurin serisine acgalan :

B

1 b i

ga&lin - - é)'X+y(1+].11:4-5-2-}-;—+§-3-]-;-—+....) i
h—>0 Flath , b) |
2.°%%. |

=1l in ~—ax+by +1im hoe’x*by (x+x—-2-;-2+13h + evs) |
2‘ 31 e v l

i

h—»>0 Flath , b) h>0 F(a+h , b)

icin- P(a , b) = O -a tekabiil eden bir|
F(a,b):(

gsolxlinuo yazilabilir. Birinei torim h-— O
¢bzilin olup, tamanlayici fénksiyonun bir kisrndir. O halde dzel ¢dziim igin

oldugu gvzdniine alinirsa

. ea.x+by xgh x3h2
z=1in - (x+-2.-i-—+ 3,4-....)
h->0 Flath , b) — Fla , b)
; h
yazailabilir. Buradan
ax+by
zZ = : (210)
F;(a.,b) .
. £ . - P,
olde edilir. Eger Fa(a. . b) = O ise, benzer gekilde iglen yapilarak, i
1 +b x° Ex+D |
Z = m———— ’o.x i o (211)
" 'b
F(Dx g Dy) 2F 2(a;, )

a

. r—

gsonucuna varilir.
. 2 2. €

ORI ] e DD =D P =D )se6e
ORWIZ 1. (V+ B DB+ B y)

-

diforonsiol denkleminin intograsyonu :

T e Y LN

Vorilon diferansicl denklem indirgonemez denklemdir. F(a b) =0 ba.g:.nhs:.n-—

dan 2
9.2+o.'b-‘b +8-h=20

= bu bagantryl seglayan sabitler vo da keyfi sabit olmal j
bulunur. 8 Ve b &1 o
igere, ikinci torafsaz diferansiel denklenin ¢dziinil olarak,

AN Wi

2x - 3y i

[SENNS



e X+ b fisras )
z c ca&k 6 ‘
k
' k=0
: 5
bulunur.Bir szel g¢éziim ise \ /

1 02x-3y

® S 5
D #FD~D + D=
-y ¥ % 9

yazilarak arenabilir. (209) bafintisi gdzdniine alinirsa,

1 2x-3y
2 = e i
$riig - 5 4 Denld |

veya
8zol ¢dziimi elde edilir.Bunlara gére verilen diferansicl denklonmin gonel g¢dziimii, |
@

;’ R 1 oy
Z = cC © - g e

k

S

—

k=0

o

olur.

== 3

2

ORNEK 2= (D] + e

D -2 132) Z =0
X y
diforansiel denkleninin integrasyonu :

Operatsr indirgenemez olup, F(a , b) = O dan

2
&2 +a-2b =0
yazilir. a, ve b bu bafinjy saglayan sabitler ve ck da keyfi sabit olmk

k k
{izero,ikinei tarafsiz diforansiel denklemin genel ¢dziimi - 1

it
i

olur.0zel gdziim igin, |
1 X-y

Zz = 2 3 e 4

™ oy

x ¥

o > _. 8 x .
yvazilabilir. Ancak F(a , b) = O oldugundan (209) bagintisi kullanilamaz.

X~ X=
BT re Ve (212)
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geklinde bir yzel ¢dziimi belirsiz katsayilar metodu ile arayalim. {212) ba~-
gintisindan kismi tiirevler alinirsa

sz = (A+ Ax+ B y) ex_y
Diz =(2A+Ax+By)e Y
Dyz =(Ax+B+By) e Y
Diz =(Ax+2B+By) e 7

bulunur.Bu tiirevler verilen difecransiel denkleme g@tiiriiliir ve gerekli iglen-—
lor yapilairsa,

~2By+ 34 -4B =

bulunur.Bu dzdeglikten

A= = H B=20
3 3

olde odilir.Buna gbre Szel ¢dzlin,

X X=
Za—ey

3
olur.0 halde verilen diferansiel denklenin genel gdziimii olarak,

R akx+§ky

k=0

sonucuna varilir.Yukaride belirsiz katsayilar netodu ile bulduuimz Szel gozu

i, (210) bafantasa kullanilarck doha gabuk olde edilir. Gergekten a =1 , |
b==1 , Flay D)= a2+ a - b° ve F'(a s b) = 22 + 1 olduklari gézénine |

!

alinarsa

X=y .

z = e

Wi K

olde edilir.

69. BIR OZRL INTEGRALIN ARANWASI - IJ3TOD V -
B2, , D) 3= 2z, ¥)

diforansiel denkleninde, f(x , y) fonksiyonu cos(ax + by) sgeklinde olsun.

e —



A

2 2 2r - |
Dxcos(ax+by) = —a cos(ax+by) 5 ase , D cos(ax+by) = (-a" ) cos(ax+by) |

Dnycos(c.x+by) = —ab cos(ax+by) , +.. , DiD;cos(ax+by) =(—nb)rcos(a.x+by)

2 2 2 o
Dycos (ax+by) = -b cos(ax+by) oot Dyrcos(a.x+by) - (-bz) cos (ax+by) |
dir.Buna gére

2 . 2 2r r. I 2r
F(D DD D cos (ax+b = ;g R D
( x g y? y) ( ¥) E ( o RE ny + QrDy ) cos(ax+by)

a2 s

r=l ;

g
& Zi—;r(-az):z Rr(-ab)r+ Qr(—b2)r c::os(a.x+by)I
Pl

2 - —
= PF(-a~ , -ab , =b ) cos(ax+by)

,,..
N W e

' 2 2
yozalir .Buradan, F(-a", —ab , =b ) # 0  olmak tizere

a8 |

~

d 1

z = - cos (ax+by) = - o cos (ax+by) (213) l

&
F(Dx,Dny,Dy) F(-a 4, =ab , =D )

2 2 &
senucuna vorilir. F(-a , =ab , =b ) = O ise, bu bagintanin kullanilamayacafy

|

agaktir.Bu takdirde cos(ax+by) ifadesini, h-—50 igin ocos(ax+hx+by) fonk-hf

Ll
i

siyonunun liniti olarak gozdniine alalin 3

z=141in s 5 008 [(a+h)x+'by]

2
h -0 F(Dx ? Dny " Dy)

1 %
. in c (a+h)x

yazalin. oos [ (a+h)x + by] ifadesini Iac Iaurin formiild ile , h nin kuvvet-

lerine gbre seriye agilirsa

by -
z = 1-1fp & % cos (ax+by) - S sin(ax+by) -
2 2 1! .
) |
h2 2 7 et ‘l j“
= cos (ax+by) + ----'1 i

2%




o g

Et = cos(ax i by) =

h—»0 F[— (as2)° ,<(meis)D, -bz]

2 =
lin h {-x sin(ax+by) - ?-5-,-— cos(ax+by)+...]
h—50 P [-(atn) £ (o n) b ]

%3 i ] : % 2 2 i
yozilabilir. Birinci torin h-3 0 igin F(-a , =ab 4 =b ) = 0 a tekabiil e-
don bir g¢&ziin olup, tamanlayicr fonksiyonun bir kismdar. O halde zel ¢dzln

e 2 2 ¢ "
igin F(-a , =ab , =b ) = 0 oldufu gozdniine alinirsa,
: 1 i
z=1in -x sin(ax+by) -

2 2 2

h»0 T i-(a+h),-(a+h)h,-baj: F(-a ,=ab,=b ) :
h | |
f

h 12
2l

cos (ax+by) + ......} i
:

yazalabilir. Buradan

. ;in(ax+by) . (214)
t |
Fa(—a , =ab , =b) I

sonucuna verilir. £(x,y) = sin(ax+by) goklinde ise, tekabiil eden 8zel ¢dzlm
icin benzer gokilde yopilacak iglenler ile

+ x cos(ax+by) (215)

T .
2 2
F;(-a.,—a'b,—‘b)

bagantasi eldo odilir. | ‘

: A 3 e &= |
=~ - DD =2D) 2z =2s8in(x - y) + oos(2x + y)
ORVEK . (v, =D y) ( )

ddferansiel denkleninin integrasyonu : | j

Vorilen diferansiel denklen indirgenebilir dcnklen olup,

(D _2]:))(D +D)z-sin(x-y)+oos(2x+y)

éoklinde yazilabilir. kinei tarafsiz donklem.n ¢dziini, Prg 56 daki teoremden

-



olduguna gdre,

D u =f(re 2 1 gy -x)

r=1

bulunur. $indi dzel g¢dzilimleri

1

o ] Sj‘n(x—y):

2
D-DD-20D
e X y

yazilir .Buradan

bulunur.

cos(2x

. 1
g

D -DD -2D
* Y ¥y

2
yazilir. -a + ab + 2b = 0O

- x sin(ax +by)

arayalin sz (213) bagintisina gére

1

=g + ab + 2b

z=%sin(x-y)

cos(2x + y) e tokabiil eden dzel g¢gdziim igin

1

+y) =
-8 + ab + 2b

sin(x - y)

cos(2x + y)

oldugundan bu kere (214) bafintisi geregince

- x sin(2x + y)bf

Z =
2 2
F;(-a 5% e )

-2a + b 3

elde cdilir. Bunlara gdre genel ¢dziim olarak

2 = (7 + 20) + Bl

sonucuna varilir.

-x)+%sin(x-—y)+

sin(2x + y)

§ sin(2x + y)

1
i
|
1

e
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TAM DIFERANSIRL DENKLEIIIR

70. TANIM - x ve y bafimsiz degigskenlerinin sz fonksiyonu ile tanimla-
Px,y,2)=0
fonksiyonunu gozdniine alalim. Bu fonksiyonun x ve y bafimsiz degigkenlerine
gore kaismi tlirevleri alinarak,

Az P 3

-——sP(x,y,z) H ——-:Q(x,y,z)

ox IJy

dz = P(x , y,2) d&x+ Q(x, y, 2) dy (216)

tan diforansielinin bulundugunu farzedelim. Yukarida yapilan iglemlerin tersine
olarak iki problem diigliniilebilir :

a.') Q—-Z-aP(x,y,z)

o5 e s

verildigine gdre, z fonksiyonunun bulunmasi,

b) dz:P(x,y,z)dx-o-Q(x,y,z)dy

verildigine gére, z fonksiyonunun bulunmasi .

Birineci problem y bagimsiz degigkenine bir sabit olarak bakildigx zaman,

birinei mortebeden bir diferansiel denklemden ibaret olur. Bu diferansiel denk-
lonn y nin koyfi bir fonksiyonuna bagimli élarak, bir ¢dziim kabul eder.

Drinei problenm ise,

z

@.‘E-P(x,y,z) 3 ,-a--Q(x,y,z)
Dx 2y

kisrd tirovleri ile belirlenen bir 2z fonksiyonunu mlméa getirilir.

Du iki problen agafidaki gibi genigletilebilir

S

T evnp—

——

R on—

A A M SN
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R ¥ +e+ » B bilinon fonksiyonlari ; X 9%,9e0e 5 X Ve 1z defis

P
s B A

kenlerinin fonksiyonlara olduklarina gdre :

= P L )

. dz , &) + P, ax, + + P ax (217)
tam diferansieli ile taninlanan ve Xy g X,y vee g X degigkenlerinin sz fonk
siyonunun bulunmasi , s

Qs D s
b ——— 3 P . —— XD P . “o e orguaen R e
) o= l(xl’ ’xn) ’@12 2(x1' ’In) ] 1,31 P (xlv % )
1 s B

kaspi tlirevleri ile tamimlanan ve X9 X

vow g B degigkenlerinin z fonk-
siyonunun bulunmasi .

2 L

(216) ve (217) denklomlerine tam difefansiel denklen
denilir. Anwak (216) veya (217) géklindeki horhahgi bir denkleme, ileride belir-
lenecek gartlarai sa.glamad.an, an diferansiel denklom olarak gdzéniine alinamnz.(x)

71. TAVALIYLE INTEGRE EDILEBILEN DENKLEMLER (Equations ocomplétement intégrable
P ve Q diferansiel fonksiyonlar olmak iizere,

-,a—z-aP(x,y,Z) 5 Q(x,y’z)

X | 5

denklemlorini gbzdniine alalim. Buradan,

C: azz /DP+/8PQE : (222 2Q (BQ Dz (218)
ngy fay @Z(By (D}QI /ax (az ’Dx

bulunur . /322 1 (azz
Dy Ty
oldufundan (218) bagintalaraindan,
91’ DP Dz Dq @Qrbz (215)

oF ’az 2y Ox ’az’ax

(%) (216) veya (217) geklindeki herhangi bir denklene fo, hatali olmakla bera-
ber tam diferansiel denilmektedir.
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elde odilir. Bu baginta
dz = P(x , vy, 2) d&x + Q(x , y , z) dy (220)

tan diforansiel denklenini saglayan. X ve y bagimsiz degigkenlerinin bir z
fonksiyonunun meveut olmesi igin gerek bir garttar.Bfer (219) bagintisi bir 8z
deglik olarek saglanirsa (220) bagintisy tamamiyle integre edilebilir denilir.
(219) bagintisa 6zdeglik olarak saglanmyorsa, bir sabite bafimlr.olmayan teki
¢oziinler bulunabilir. Ancak bSylece bulunan z ¢dziimii (220) denklenini zorunlu
olarak saglamamaktadar.

T g
ORN'K - dz = (22 - x ) dx + zz dy (221
toplan diferansiel denklenini gdzdniine alalin.Bu denklen integre edilemez.(219
bagintisa
R 8 - P 2
424 =32 (22 - x) veya z (22 -3x ) =0

olur.Buradan 2 fonksiyonu olarak

Z =+ Vo2 e

elde edilir.Bsylece elde edilen 2z fonksiyonu verilen (221) diferansiel denkl
nini saflamamaktadir.Su halde gériiliiyor ki (219) bagintis:,bir dzdeslik olmad:.
g1 zaman,gdzéniine alinan diferansiel denklemi saglayan tekil ¢dziimii daire vern

72. P(x,¥,2) ax + Q(x,y,z) dy + R(x,y,z) dz-= O DINKLEMININ INTEGRE HDI-
LiBILIZ QARTT - R(x,y,z) saifirdan farkli olsun.Bu takdirde

P(x,y,2 » Qx,y,2)
X(x,y,z) e <oy ﬁ%ﬁﬁ% y Y(XQVsZ) ol x‘:“g,‘:‘z'j

konularak dz = X(x,y,2) ax + Y(x,y,z) dy

diforansiol denklemi elde edilir.Bu difesransiel denklenin integre edilebilue
sarti, (219) bagintisina benzer élarak,

(DX+Y-Z---}E =?Z-.—Y+X2'—Y

@y (Dz /Jx @Z

geklinde ¥azilabilir.Bu bafantida,

Xa—-r: 9 Y-—g
konursa,
Qe Py o Plel ER 8
Dy T ﬁ?z(R) (ax(R) R@z(R)



i S
olur.Bu bafintidaki tiirevler hesaplanirsa,

i W CLENS MLl g B TRy

— ———

(oF; Dy Q Eaz 732 'an ‘2Dx p Dz z

5 =19 g
Q R2 R2 R RQ '

) 4
QPR-%QP-@ERQ»,?_BPQ

v o S e oy +’-@z z er Da

v e’ P o comes B

Tby' '?)y 0x Ox R
QL PR, DN . PR D 2%

QDY‘ 153’ an: 771: .+772 '732

bulunur. Bu ifade P,Q,R ye gdre diizenlenirse,

P(gQ—aj | %—B ;g-f ?-E-,%)-o (222)

sonucuna varalir.Bu gart,parantezlerin {igi de sifir olup,szdeglik olarak sag-
lanirsa,verilen diferansiel denklem tam diferansiel dir.Genel-
likle denklenin yeniden diizenlenmesi ile kolaylikla integre edilir.Parantezle-
rin hepsi birden sifir olmamakla boraher (222) bagintisi sifir olup yine dzdeg
lik olarak saglanirsa,verilen diferansiel denklem,uygun olarak seg¢ilen bir in-
tograsyon ¢arpaninin kullanilmasiyle tam diferansiel denklenm haline getirile—
rok integre edilir.Bger (222) bagintisi Szdeglik olarak saglanmyorsa,verilen
diferansiel denklem integre edilemez.Bu takdirde (222) bagintisi bir denklen
olacagindan,bir keyfi sabite bagimli olmayan 2 fonksiyonlarim verir.Bu 2
fonksiyonlari verilen diferansiel denkleni saglamak kaydiyle tekil integral o-
lurlar.

73, INTEGRASYON GARPANI - Verilen P dx + Q dy + R dz  diferansicli her
za-an bir tam diferansiel degildir.Bununla beraber P dx + Q dy + R dz ifade-
sini M(x,y,z) gibi bir fonksiyonla garparak bu ifadeyi tam diferansicl yap-
nak genel olarak niinkiindiir .Gergekten,

M(P ax + Q dy + R dz) = dF

yazailairsa,
'

! 1
/llP-Fx ’ /-(Q:Fy ’ /1R-Fz
olduklari bilinir.Buradan

2 e 2 2 (pr) - 2-
;a_;(/‘m,é%(m).,az(m) pritpm) - L)« L)
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veya

F gl SO A - 2
/“(QZ-Ry)-:R/;-Q/; (223)
/«(RX-PZ)=P/:-R/4;

olde edilir.Bu egitlikleri sarasiyle R, P, Q ile ¢arpalin ve taraf tarafa
toplayalan :

Rﬁ(Py- Q) + Pa(aq - Ry) + Q/h(Rx- P)= R(Q/'x'- P/«y) +P(R/; - Q/‘;)
+ Q(P/uz— Rﬂx) ’

P"' hancs - = :
M (R 5 RQx+PQz PRy+QRx QPZ) 0

olur./x ile b8liniir ve¢ P, Q 4 R ye gbre diizonlonirse
-R )+ QR_ =~ P R(P - =
(L =B)+ &R - B) »R(P_ -Gl 8

sonucuna varilir.Bu ise (222) bagintisinda verilen integre edilebilme sarti-
dir.Bu gsart saflandag: zaman (223) denklenlerinden bir integrasyon garpaninin
bulunnasi - oiinldin olur .Bununla beraber (223) deki kismf tlirevli diferansiel denl
lenlerin ¢dzlilmesine liizun kalmadan da g¢ogu kez kolaylikla gérillebilir.

74. TAVAIZIYLE INTOGRY BDILEBILIN DENKLLER - Prg.7l de gdzénine alinan
intogre odilebilme sarti daha genel olarak ifade odilebilir : Xy 9Epy 000y 42

dogigkenlerinin P1 3 P2 e ey gn diforansiel fonksiyonlari olmak {izere,
@.—Z- gP @—Ea 9 ....',ZEBP

I ot 2 n
/B % C?xb : bei

donklenlerini gdzénine alalin.Buradan
(abe ?Ph+r)PhP 5 (E -fbpk-rng 3 (224)
’th?xk D=, R * 0x 0%, V=, Dz
bulunur; /)22 5 rb2z
0%, 9%, 0x Dx

oldugundan, (224) bafintilarindan




e "aP or 22 B Wk Byian Jain

k
/ka 9z ¥ 0 x, "D B F % Lofus ~tnaf

olde edilir. h = k ise bu baginty bir ozdegliktu‘.(225) bagintisanda h ve k
nin farkli oldugu E‘-ﬂ..l.). baginty vardar.Bu bagintilar,

tan diferansiel denklemini saglayan :Ll, xz,, vee o xn bagimsiz degigkenleri-
nin bir 2z fonksiyonunun mevcut olmesi igin gerckli gartlar olurlar.

Bgor (225) bagintilarimin hepsi 6zdeglik olarak saZlanirlarsa (226) denkle-
nino " Tamaniyle integre edilebilir " denir.

75. TEORIM - Eger bir toplam diferansicl denklenm integre odilebilir isc
bir koyfi sabite bafanli olarak bir ¢dziin kabul edor.
Intogro cdilebilir (intégrable) olan

dz = P(x,y,2) d&x + Q(x,y,2) dy (227)

denklonini gézdniine alalin. Hipotezden

@P:,{BP (-()Q QQ P (228)

oy w—— Q
Py Dz 60
garta yazilabilir. :
o goees (229)
0 x

bagantisi, y bafrmsiz dofigkonine sabit gibi baktifamz zaman, degigkonleri
x wve 2z olan bir diforansiol denklon olur.Bu diforansiol denklenin gonol ¢o-

ziinii
s =Px,y, 7 (230)

olsun. ¥ integrasyon sabiti olup y ye baZmli olsun.(230) bagintisinda ¥y
baginsiz dofigkenine goro tlirev alinirsa

2s .20 20 4

Oy ’D y DY
bulunur s -Bu baginti 2.5 = Q(x,y,z) konularak vo (230) bagantisa da gozdniine
alainarak, Y' goziilirsé ¥ ™ ; ¢ P
X9V o
T = 23 (231)
g

Dy
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olde odilir.Bu bagintinin birinei yani x degigkoninden bagimsizdir.O halde i-
kineci yani da x ddéZigkonine gire baginsiz olmaladar.Bu takdirde (231) bafin-
tasa y bagimsiz dogigskeninin fonksiyonu olan Y ile tenimlanan bir diferan-
siol donklondir.(228) bagintisi goregince, (231) diferansiel denkleninin ikin-
ci yaninan x den bhagimsaiz oldugunu gosterolin.Bunun igin ikinei tarafin x
doZiskonine gdro tlirevinin 8zdeg olarak sifir oldufunu gostermek gorakir.(231)
bagintisindan x defigkenino giiro tlirov alinarsa,

2 [20e,2e 9P ?2{”]_ 2 ] 2%p
@y[fax 5¢3x " 920y {Q‘ 7:8) fay]@m e

bulunur. z = P fonksiyonu,(230) donkleminin hdziimii oldufundan

%—é - Bx,v,¥) (23

%% Qr eRp P _220P
DxQy Dy Py ' DDt PP Y

olur .Buradan

bulunur«Bu degorler (232) bafantasina gotiiriiliirse

20[0e . 23 2P_ 2% _ 22D _[Q_Qiﬁ] P2 2P,
@Y[’Dx QY Ox 0y F Dy Dyi 0P 21

voya 9@{9Q+9Q g oF o 1
21|0x 2P 7x 2y 0P

oldo odilir.Gergekton (228) dzdeglifinden ve (233) denklominden d?l!.ayl ].s’d§of!.i
perantozin-igi sifira dzdogtir.Sonug olarak (231) donklenmi x degigkonini ih-
tiva otnez.Bu denklonin gonel integrali ¥ -‘f’(y , C) olsun. Y nin bu dofo-
ri (230) baZintisina gdtlirtilorek olde edilen,

z =§9E! , y ¥, C)] (234)

fonksiyonu (227) donklonini saglar ve bir koyfi sabite bagimli olur.

76' Tl INTBGRAL — Toorcnin ispatinda takip odilon yol, tanani ile intog-
o odilobilon (227) denklomini saglayan =(x,y) fonksiyonunu bulmak igin ta-
kip odilocek yolu vorir.(234) do eldo odilen ¢dzlimo (227) donkloninin tan in-

toprali denilir.Yukarida gorildiigd gibi dg dogigkenli bir diferandicl donlﬂ..o—
?gr-_integrali tamaniyle intogre edilobilir birinei mortoboden iki diferansicl
nin

donklenin integraline geiirilnektodir.
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2

Tooronin ispatinda rre” P denkleninden haroket ettik. X ve y nin rol-

3 s N . Z
lorini degistirerek ve %—; = @ denkleninden de harcket ederck tooren ispetla-

nabilirdi,Bu denklonin gonel integrali x dogiskoninin fonksiyonu -labilen bir
koyfi sabito bafanly olacaktar.Bfer (227) denklomi, (228) doki integre edilebil-
no gartamy saglamyorsa, (231) bagintasinin ikinei yany x -deZigkonine bagla
olacak ve 2 fonksiyonunun buluntesina itkén vormoyocoktir.

77. GIOMBTRIK GOSTERILI§ - (227) donklomini saglayen 2z = f(x,y) fonksi-
yonunu géziniine alayyr.Bu donklenin bolirttiZi ylizoyin M(x,y,z) noktasindaki
togot diizleni, '

Z~-g= (X-—x)—a—;+ (Y-y)gz
voya
2 -2z = (X -x) P(x,y,2) + (Y - y) Qx,5,2) (235)

donklomi ile ifade odilir.Tersine olarsk, son donklem bir M(x,y,z) noktasin-
dan gogon belirli bir dlizlen gibi gbzéniine alinabilir.Bsylece (227) denkleninin -
intograsyonu, noktalarindan birindeki tofot diizlomi (235) donklemi ile verilen
diizlon olan bir ylizeyin eranmasina denk olur.Bger (227) denkloni integre edile-
bilir iso belirtilen 5zelifi saglayan vo bir parametreye baginli olan bir ylizey
ailesi vo sonug olarak keyfi seg¢ilmig bir noktadan gegen bir ylizey mevecut olur.

cbzUNLU ORNBKLZER

ORNFK 1.- (y+ 32) ax + (x +28) dy + (3x + 2y) dz = O
diforansiel denklemninin integrasyonu :

Vorilon diferansiel denklem integre edilebilir.Gergokten,

Pauy+3 , Q=X+ 23 g Rwmix+2y

oldugundan, o Jp 2a ?Q IR ‘R
—-1,——--3,-— 1,""2,"—'3”“-'2
y 9z Dx _faz o ray

olur.Bunlara gére, (222) intogre odilebilme sarta,

(v +22)(2=-2) + (x+22)(3 - 3) + (3x+2y)(1-1) =0

goklindo yazilar.Parantezlerin igi safar olup,gart 6zdeglik olarak saéland;hn—-
dan vorilon dlferansiol donklen tan diferansiel donkIQJdir.

9indi Prg.75 doki teoromin ispatindaki metodla bir ¢dziin ara.ya.hm

y + 32 e X + 22

&8 Ty
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olduklarina gére (222) intogre edilobilme garti,
ZF g
P(oos & =~ cos 5) + Q(= 5h 6%) 4 R(6x’y - 6x°y) 5 O
saglandagaindan verilon donklen tan diferansiol donklendir.Denklen,

> e
'd(xy—oxz+ysinz)=o

goklindo ynzilabilir.Buraden intogral alinarak

27 s
Xy=-@%+ y8inz = C

sonucuna varilir.

ORNTK 3s- (shy+ 2z chx)dx+ (shz+xchy) dy+(shx+ ychz)dz =

diforansicl denkleizinin integrasyonu :

Intogre odilebilme garta,
P(ch z ~ ¢h 2) + Q(ch x -~ ¢h x) + R(ch y - ch ¥) 30

olarak saglanmaktadar.O haldo verileon diferansiocl denklon, tan diforansiocl denk-
low olup,
d(xsh y+zshx+ yshz)=0

soklindo yazilabilir.Buradan integral alinirsa
xshy+zshx+yshz=2C

sénucuna varilar.

: ' 9
ORNTK 4.- xdx +ydy + (x+y+2+1)2dz=0
diforansiel denkleminin integrasyonu :

Intogre edilebilme garti olan
2 2 2
xgo,.-,-Zyz)+y(212-0)+(x+y+z+1)z(0-0)=0
g g ” :

olarck saglanmaktadar. Prg.72 do bolirtildigi gibi, ﬂ(x,y,z) intograsyon gar-
poni kullamlarak donklon,intogro odilobilir hale sokulur. Gorgokton vorilen

~donklon
2 2 2
xdx + ydy+zdz + (X +y+2 )2z dz =0

goklindo yazilar Vo in tograsyon garpam,
a2 " >
/'. X+ y+ 2
olarak alanarsa, -
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d o (=% e’y asl o

sonume'ianhm

.\‘.nx

"=

78. M'IM Dmmwmm I¢in piter BIR zmov - Q,R fmi {
yonlari x,y,z defigkenlerinin siirekli ve birinci noertebodon kismi Weﬂm

 haiz fmhiymlan olmsk tizere, A
: pu+qu+xa 05' ' ' f3

dé verilen difo mw Wﬁ vmngi o
ut oha ‘pb :?,a,s)’ gi’ﬁﬁ ¢bzlinli vardir.

’B‘f’
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i Pi(x,y,z) dx + a,y,2z)

-l (r7,3) ax + aa,5,0)

a
X=X
= Q(x,y,z)! * Q(a,yv,z)
; X=0
= Qx,y,2)
¥ D ’ 4
—-; . o P(x,y,2) dx + Qla,y,z) dy | + R(a,b,z)
zZ
a b
-
=\ P(xy2) ax+| q/(a,y,2) dy + R(a,b,z)
a b
- Rx(x,y,z) dx +J Ry(a.,y,z) dy + R(a,b,z)
. X=X L y=y
= | R(x,y,2) +|R(a,y,2) + R(a,b,z)
x=2 y=b
= R(x,y,z)

oldo odilir. B8ylece eolde odilecek olan (/ fonksiyonunun,verilen diferansiol
donklenin bir ¢éziinii olmasa igin

= P GR
Py gx P Rx = . ! Q,z &

gortlarini saglamasinin yoterli oldugu gorililr.

79. TIOREM.~ Bfor (n+l) doZigkenli bir ta:n diferansiel donklon, tamamiy-

lc intogre edilobilirse,bir keyfi sabite bafinli olarak,bir ¢dzilin kabul odor.
" dogigkeni, Lo gEpeXyyneee X bagiusiz dofigkenlorinin bir fonksiyonu ol-
sun. Pl’PE’“"’ Pn bilinen fonksiyonlari X 1%pg0 e, X 2 degigkenlorinin

fonksiyonlara olmak izere,
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dz = P ax + P, dx, + vees +Pn ax (237)

diforansicl denkleonini gdzéniine alalin.Bu donklom integro edilebilir olsun.Bu
talkdirde, intogre edilobilmo garty olapak (225) baé‘1nt181na gbra,

raP raP 91’1{ KBP h = 1,2,.n,n

2= /@Z k"i)’;;*@';" L aa (e38)
yazilabilir. Xy9XgyeeegX dogigkonlerine sabit gibi bakalarak
@-L-P(x A ;...,x) (239)'
"axl " = - 2 n
denkloenindon, ;
z =P (xl g Xy g ree gy xn)zl) | (240)

gonel integrali elde odilir, zl intogral sabiti olup, 12,13,...,xn,z degig-

konlerine baginladar. (240) fonksiyonu

0%

bagantasina gotiiriilirse,

o W 02

=P

Om- Mdﬁn
(241)

bafantasa synﬁu! x dogigkeninden bafamsizdar.Bu hususu géet romok igin x
W ” » 7 5’” & alanmek vo ’xa"""k—"&d‘l’. . p’xn d@éi’kon—-
1orini de sebit kebul m suretiyle teorom 75. doki dglenlori tokrarlamak gor:
kirs

M (249 W dkinei yainmna Qk(xz,xy-.,,xn,z) ile gbsterelin
Boylogy » Aofigkonll

“’ - Q;z‘"d'z‘ 9, 4z, + .. +Q fx (242)
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diferansiol denklemini elde sderiz.Bu denklorin integre o6dilebilir oldufunu gts-

termofe galigalin,
s, /DQk D9,
I “Px, D b

ifadesini hesaplayalin.(241) bafintisindan sirasiyle X9 2 legigkenlerine ¢dr
tlirev alinmirsa, 3

(DL 2000 P % of Dipse om0l ”azw
‘0s ) D% " Ds 5w, 2P om, “owen, k0w Baps

O | 2% Qp V5P ¥ NP (244)

(2¢3)

(dzl D=, e a (,Dsp 07, '@;{Dzi > (B # ’axk DZ
bulunur. (241) bagintisina benzer olarak
_¥
8 h ’bl&l .
D% . Dy oreses NCENRERS o
Dz,

X 3
yazi1labilir.(243) bagintasi (g—- ) ile garpalir ve (244) bagintilari gdzéni

ne alanirsa,

)z(’DP Or. 9f 2% , o ., oF VL
fb?’ 2%, Qﬁ@xh ’7' i fzz@xh

2P 2y ) @%
(’JK ) (@{0 rpz fbﬁg/oz Qh z k ’bxk @z %
bulunur. Burada Qh yorine (245) bagintisindaki defori yampilairsa

mg)e(%’ VP 0%, W, W, X
( fD*h t PP D%, @’kvﬁ B, 2R Beow, :
oY DY 0. Qv QY
)(7 S il ’M) o T e 52

_ gekllni alar.Buradan




= 16 =
~(» 9&(1» @ﬁ)_u g AN - DR o P, 2P
: . fotnc e as Vopeach. GRIEE
2L gt m[ 2 0p Vs, O o0
’th’Dﬁ{ 2= |7O%, P %, TP TR ox,

olde edilir.Bu Bagantada h ve k nin rollori dogigtirilirse sadsce son torin
degigucktodir.0 halde

T P PR -2 R WAL S
faxh D, /0% * QF CECrN Qk”“‘"@’g? )

ositligi yazilabilir. (238) bagantisina gdre
(Dpk 0B @Ph ¢,
@(f "n G @}0 g

oldugundan, QDQk Qagk DRy DY
TR S E D %

intogre odilobilme garty Szdeg olarak saglanmir.Buradan (241) denklominin terx-—

niyle intogre edilebilir oldugu sonucuna varilir.$u halde x3,x4,...,x degis—
konlerine sabit olarak bakilirsa, o

denklerniinden

5 - gbl(xz,x3,...,xh,zz)

gonel integrdli elde edilir.z_. integral sabiti olup x x degigkenlerine

2 3, 4,..,,
baZinladare 22 nin de tamaniyle integre edilebilecegi bonzer gekilde gtsterilcbi-
1ir .Bsyloco devail edilerek,birbirini takip eden

Z IW(II,IZ, vee x z )

2z -p (xz’x3,oo- 9 X , 2)

N ?2(13'.42°?

S8 & & G WY O

F xh’ZB)
& 99 (xn- ;xh’ zn-l)
,¢ (x ,0)

n=1 n
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