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ONSOZ

Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne bagli Matematik Miihendisligi anabilim
dalinda hazirlanan bu yiiksek lisans tezi yedi boliimden meydana gelmektedir.

Birinci boliim girig boliimii olup, basit anlamda ¢alismanin konusunu 6zetlemekte, amag ve
yonteme 151k tutmaktadir. Ikinci boliim, asil ele alinacak konu olan Riemann problemine
hazirlik niteligindeki yardimci bilgilerden olusmakta, {iglincii boliim ise klasik haldeki
Riemann problemini ele almaktadir. Dordiincii ve besinci boliimler, Riemann probleminin
genellestirilmesi ve problemin marjinal tipleri iizerine, gliniimiize gelinceye dek yapilan belli
basli bilimsel ¢aligsmalarin genel bir degerlendirmesi mahiyetindedir. Altinci boliim, homojen
olmayan bazi Riemann problemlerinin tam ¢ézlimiinii yapmaktadir. Yedinci bdliimde ise, bir
onceki boliimde coziilen problemler gz onilinde tutularak kullanilan yontemler ile ilgili bir
karsilastirma, problemin ¢éziimiine yonelik 6neri ve sonuglar yer almaktadir.

Bu caligmanin hazirlanmasinda degerli katkilarini benden esirgemeyen Yildiz Teknik
Universitesi, Matematik Miihendisligi boliimii 6gretim iiyeleri Yrd.Dog.Dr. Coskun GULER
ve Prof.Dr. Mehmet BAYRAMOGLU ile Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiisii Matematik
boliimii dgretim iiyesi Prof.Dr.Tahir ALIYEV e sonsuz tesekkiirlerimle. ..
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OZET

Bazi homojen olmayan Riemann problemlerinin tam ¢6ziimii 1s1ginda Gakhov ve
Muskhelishvili metotlarinin karsilastirmali elveriglilik kriterleri incelenmistir. Bu ¢alisma
Gakhov ve Muskhelishvili metotlarim1 kullanarak bazi klasik tipte Riemann smir deger
problemlerini ¢6zmeyi hedeflemektedir. Bu problemlerin tam ¢6ziimiinii yaparak su sorulara
yanitlar vermeye ¢alismaktadir:

= Nimerik ¢6ziim metotlarini bir kenara birakirsak, kesin ¢oziimler i¢cin bu metotlar ne
derece kullaniglidir?

= Problemin verildigi kontur bu metotlarin se¢iminde bir etken olabilir mi?

= Problemin katsayis1 metot seciminde nasil bir etkiye sahiptir?

= Problemin bagimsiz terimi metot se¢iminde hangi durumlarda etkili olabilir?

» lave sinir kosullar1 metot se¢iminde etkili midir?

Bu caligmanin ikincil diizeydeki odagi ise, Riemann sinir deger problemine ait istisnai
durumlar ve problemin ¢ok sayidaki genellestirmeleridir.

Anahtar kelimeler: Homojen olmayan Riemann problemi, Gakhov metodu, Muskhelishvili
metodu, Riemann probleminin tam ¢éziimii, Riemann probleminin kanonik ¢6ziimii, Riemann
probleminin dogrudan ¢6ziimii.
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ABSTRACT

Comparative practicality criterions of Gakhov and Muskhelishvili methods are studied in line
with the absolute solution of some non-homogeneous Riemann problems. This study aims to
solve some classical type Riemann boundary value problems by using Gakhov and
Muskhelishvili methods. It is endeavored to find answers to the following questions by
finding out the absolute solutions of these problems:

= Jf we do not use numerical solution methods, to what extent these methods can be
regarded as useful to obtain absolute solutions?

= (Can the contour given by the problem be a factor in the selection of these methods?

= How does the problem’s coefficient affect the method selection?

= In which cases can the problem’s free-term be effective in method selection?

= Are the additional boundary conditions effective in method selection?

The secondary focus of this paper is exceptional cases and various generalizations of the
Riemann boundary value problem.

Keywords: Non-homogeneous Riemann problem, Gakhov’s method, Muskhelishvili’s
method, full solution of the Riemann problem, canonical solution of the Riemann problem,
direct solution of the Riemann problem.

Vil



1. GIRiS

Yiiz yila yakin siiredir iizerinde devam eden genellestirme ¢alismalar1 nedeniyle, Riemann
siir deger problemi bugiin ¢ok genis bir problem simifini ifade etmektedir. Bu genis sinifin
anlasilabilmesi i¢in, calismamiz klasik haldeki Riemann siir deger problemini Oncelikli

olarak konu edinmis, farkl: tiplerine ise daha sonra deginmistir. En basit haliyle bir Riemann

sinir deger problemi su sekilde tanimlanir:

L, basit-diizgiin-kapal1 bir kontur olarak kompleks diizlemi D* i¢ bdlgeyi, D~ ise dig bolgeyi
gosterecek sekilde iki ayr1 kisma ayiriyor olsun. G(¢) ve g(¢), L lizerinde tanimli ve G(¢) # 0

olacak sekilde Holder kosulunu saglayan fonksiyonlar olmak iizere L iizerinde,
QT (1) =GP (1) veya, DT ()=GH)P (1) +g(t)

sartlarindan birini saglayacak sekilde D" ’da analitik ®"(z) ve D (z = dahil)’de analitik

@ (z) fonksiyonlarinin bulunmast problemine “Riemann siir deger problemi” denir.

Problem g(¢) fonksiyonunun sifir olup olmamasina gore isimlendirilir:
Homojen Problem : O () =GP (¢) (1.1
Homojen Olmayan Problem: ®7(¢) = G(¢1)D (¢) + g(¢) (1.2)

G(t) fonksiyonuna Riemann probleminin katsayisi, g(¢) fonksiyonuna ise Riemann

probleminin serbest terimi adi verilmektedir. Literatiirde bu problem, “Hilbert problemi”,
“Riemann-Hilbert problemi”, “Hilbert-Privalov problemi”, veya “Riemann-Privalov
problemi” gibi farkli isimlendirmelerle karsimiza c¢ikabilmektedir. Bu isimlendirmeler
arasinda en dogrusunun “Riemann smir deger problemi” veya kisaca “Riemann problemi”
oldugunu diisiiniiyoruz. Ornegin “Hilbert sinir deger problemi”, bu problemin yerine
gegebilecek bir isimlendirme olamaz. Ciinkii Hilbert’e ait s6z konusu problem, sadece 6zel
baz1 durumlarda, (problemin konuldugu konturun ¢ok basit bir egri veya eksen olmasi)
“Riemann smir deger problemi” olarak tanimlanabilen bir probleme doniismektedir; ayni

problem degildir.

Klasik Riemann sinir deger probleminin yorumunda en temel husus indeks kavramidir.
Problemin katsayisina ait indeks ayni zamanda problemin indeksidir ve s6z konusu

fonksiyonun logaritmik degisiminden veya integral temsilinden hareketle ifade edilebilir:



1
x=——[nG®),

x = IndG(1) = j d arg G(1) =# j dnG(z) (1.3)
27y 2iry

~/

Bir Riemann probleminin ¢dziilebilir oldugu varsayimina dayanarak her problemi ¢ézmeye

kalkmak pek akillica degildir. indeks kavrami bize;

v Problem ¢oziilebilir midir?
v Eger ¢oziilebilir ise ¢oziimlerin sayisi kagtir?
v Cozlimiin varliginin belirsiz oldugu durumlarda kag¢ adet ek kosul gereklidir?

gibi ¢ok Oonemli bazi sorularin cevaplarint ve tlizerinde duracagimiz ¢éziim metotlarin da

temel dayanaklarindan birini olusturmaktadir.

Bu problem tarihte ilk kez, Riemann tarafindan, “Riemann monodromy” problemi ile
baglantili olarak acgiklanmigtir. Riemann simir deger problemleri acik veya kapali sekillerde
olmak iizere “Soliton teorisi” icerisinde onemli bir yere sahiptir (Bu iligkiyi soliton teorisinde
referans alan son caligmalar genellikle Chudnovsky, Flaschka, Newell, Fokas ve Ablowitz’e

ait olanlardir.)

Aslinda Riemann, kendi formiile ettigi problemini ¢6zmek i¢in herhangi bir tesebbiiste
bulunmadi. Homojen-skaler problemin ilk ¢oziimii 1904 yilinda, Fredholm integral
denkleminden yola ¢ikilarak Hilbert tarafindan yapildi. Picard, 1927°de ayn1 yontemi biraz
daha genellestirerek sundu. Ilk kez, Plemelj 1908 yilinda indeksin sadece sifir kabul edildigi
bir homojen problem icin kapali formdaki ¢6ziimii sundu. Carleman, 1932°de bu ¢oziim ile
iligkili bir tekil integral denklemi ¢6zdii. (Bu ¢dzlim, tekil integral denklemlerin Riemann sinir
deger problemi ile iligkili olduklarina dikkat c¢ekti). Gakhov, 1937 yilinda skaler Riemann
problemi i¢in tam bir ¢6ziim sunan ilk bilim adami oldu. Vektérel Riemann problemi,
Plemelj, Gakhov, Muskhelishvili ve genisletilmis sekilde Vekua tarafindan incelendi. Ayrica

unutulmamalidir ki; Wiener ve Hopf ¢aligmalar1 da Riemann problemi ile ilgilidir.

Skaler—siireksiz Riemann probleminin komple ¢6ziimii birbirlerinden bagimsiz olarak Gakhov
(1941) ve Muskhelishvili (1941) tarafindan yapilmistir. Bu bilim adamlarinin her ikisi de
farklt metotlar kullanmislardir. Gakhov metodu, daha sonra Vekua tarafindan vektor-siireksiz

Riemann problemini de kapsayacak sekilde genellestirilmistir.

(Yukarida kisaca deginilen bibliyografinin biitiinline Gakhov (1966), Muskhelishvili (1953)



ve Vekua (1967)’nin kitaplarindan erisilebilir.)

Bizim bu calismadaki asil amacimiz, bazi homojen olmayan Riemann smir deger
problemlerinin tam ¢6ziimiinii yapmaktir. Bu amacgla Gakhov ve Muskhelishvili’ye ait
metotlar1 kullanacagiz. Gakhov’un klasik tipteki problem icin gelistirdigi metot, daha ¢ok
indeksin bazi 6zelikleri ve rasyonel fonksiyonlar ile ¢aligmanin kolaylig1 tizerine kuruludur.
Gakhov, stireksiz katsayili problem ve acik konturlar icin de ayr1 yontemler gelistirmistir.
Siireksiz katsayilt problem bu yontemlerde, siirekli katsayili probleme doniistiiriilmektedir.
Benzer bicimde agik konturlar hayali konturlar ile kapatilmakta ve tek bir kapali kontur
tizerinde , katsaymin bu yeni kontur iizerinde siireklilik 6zeligini yitirmesine bagl olarak,
yine stlireksiz katsayili problemler icin gelistirilmis yonteme basvurulmaktadir. Muskhelishvili
metodu ise, Gakhov’un yaklasiminin aksine, konturun yada katsaymin durumuna gore
degismemekte, bu nedenle literatiirde “Riemann probleminin dogrudan ¢oziimii” seklinde de
karsimiza ¢ikabilmektedir. Gakhov ve Muskhelishvili’ye ait metotlarin disinda, calismamizda
pek cok farkli yontem ve yaklagima da yer verdik. Ancak diger yontem ve yaklagimlar daha
¢ok problemin genellestirme ¢alismalar1 kapsaminda olup, heniiz teorik yaklasimin Gtesine
gecebilmis yada yeterli olgunluga erisebilmis degildir. (Bir kismi 1990 sonrasit doneme aittir.)
Bu genellestime ¢alismalrinda problemin katsay1 ve serbest terimine ait kosullar esnetilmekte,
daha genis fonksiyon siniflari ile calisilabilmekte veya skaler problem tipi yerine vektor
problem tipiyle, matris yapidaki fonksiyonlarla ¢alisilabilmektedir. Bazi ¢aligmalar ise daha
¢ok Riemann problemlerinin en ¢ok ortaya c¢iktigi (nonlineer Schrodinger denklemi,
Korteweg-de Vries denklemi, Boussinesq denklemi, Burger denklemi, Toda denklemi...vs)

alanlardaki durumlara 6zel olarak problemi modifiye etmeye ¢alismaktadir.

Holder sinifindan fonksiyonlarin katsay1 ve serbest terim olarak secildigi klasik haldeki her
¢esit probleme ait ¢oziim metotlarinin hemen hepsinde, homojen olmayan problemin ¢6ziimii
homojen probleme ait kanonik fonksiyondan yola ¢ikilarak kurgulanmaktadir. O nedenle
¢ozecegimiz problemler homojen olmasa bile, homojen probleme ait bir inceleme zorunlu
gibi durmaktadir. Buradaki temel zorluk, kanonik fonksiyonun hesabindan baslayarak, tiim
¢oziim formiillerinde goriilen Cauchy tipi integrallerdir. Ozellikle indeks kavramini
netlestirdikten sonra gorecegiz ki, bazi fonksiyon tiplerinde indeksin hesabi1 ve buna bagl
olarak baz1t Cauchy tipi integraller ortadan kalkabilmekte yada en azindan

basitlestirilebilmektedir.

Son boliimde tam ¢oziimlerini yaptiZimiz Riemann sinir deger problemleri aslinda tiim

calismamizin genel bir 6zeti seklindedir. Bu problemlerden yola ¢ikilarak, indeksin problem



cozmeye etkisi, metot se¢iminin dayanaklari, katsayr ve serbest terimin pratik ¢oziimler
oniindeki belirleyiciligi gibi pek ¢ok sorunun yaniti bulunabilir. Kurguladigimiz problemler
gosterecektir ki, Riemann probleminde genel kanilara varmak ¢ok zordur. Ornegin indeksin
-1’den kiiciik bir deger olmas1 durumunda problemin genellikle ¢6ziilemez oldugu diisiiniiliir,
ancak ¢Ozdiigiimiiz bir problem gosterecektir ki, buna ragmen bazi problemler ¢oziilebilirdir.
Yada, basit formiillere sahip oldugunu diisiindiigiimiiz pek ¢ok metodun, ulagilan integrallerin
zorlugu goz Oniine alindiginda, sadece teorik yaklasimlar icin bu basitligi gosterebildikleri

anlasilacaktir.



2. RIEMANN PROBLEMIi ONCESi YARDIMCI BILGILER

Riemann problemini ortaya koymadan once, problemin anlasilabilmesi i¢in gerekli bazi

konulara oncelikli olarak deginmekte fayda goriiyoruz.

2.1 Cauchy Tipi Integraller

Kompleks diizlemde analitik fonksiyonlara ait sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde siklikla
Cauchy tipindeki integrallere ve onlarin genellestirilmis hallerine bagvurulur.

Kompleks z degiskenine ait diizlemde L, diizglin ve kapali bir konturu ifade etsin. L’nin

icerisinde kalan bolge D™ ile, D' +L’nin disinda kalan (timleyen) bolgeyi ise D™ ile
gosterelim. Uygun modifikasyonlar ile L, asagidaki gibi cizgisel bir sinir olarakta ele

alinabilir:

Sekil 2.1 L konturu ve kompleks diizlemde ayirdig1 bolgeler

Buna gore; f(z), D™ ’da analitik ve D' + L *de siirekli bir fonksiyon ise,

fz), zeD”
o] el @

0, ze D™

f(z), D ’de analitik ve D~ + L *de siirekli bir fonksiyon ise,

f(), zeD"
L.j—df Dy - (2.2)
2mi ) r-z

- f(2)+ f(©), zeD"



esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklere, kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisine ait “Cauchy
formiilleri”, esitliklerin sol tarafindaki integrallere ise “Cauchy integralleri” denilmektedir.
Cauchy formiilleri sinirdaki degerleri bilinen ve ele aldigimiz bolgede analitik ve siirekli olan
bir fonksiyonunun, yine ele aldigimiz bdlge igerisinde yer alan herhangi bir noktadaki

degerini hesaplamamiza olanak saglar.

Simdi bagka bir tanima gecelim. L, kompleks diizlemin sonlu bir pargasinda yer alan diizgiin,

kapali veya acik bir kontur, 7z diizlemde degisken bir nokta, ¢(r) ise L iizerinde taniml

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

T—Zz

D(z) = ﬁ j @) 4, 23)

esitligi “Cauchy tipi integral” olarak isimlendirilir. (2.3)’teki ¢(z) fonksiyonuna “yogunluk”,
1/(r —z) ifadesine ise “gekirdek” denir. Simdi bu konu ile yakindan iligkili bir teoremi

verelim.

Teorem 2.1.1 : L diizgilin bir kontur (agik veya kapali olabilir), f(z,z) fonksiyonu ise 7

degiskenine gore siirekli ve her 7 € L i¢in z degiskenine gore analitik olsun. Bu durumda;

F(z)= j f(z,2)dr (2.4)

fonksiyonu z degiskenine gore analitiktir.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki farki ilk olarak g6z éniine alalim:

F(z+Az)—F(z)_J'fz,(z_’z)dr:J'[f(T,Z+Az)—f(T,z)_fZ,(T’Z)}dT

Az Az

L

z’ye gore analitiklik durumundan dolayi,

|f(r,z+A2) - f(z,2)
Az

fi(z,2)

ifadesi her 7 i¢in |Az ‘nin yeteri kadar kiigiik secilmesi ile istenildigi kadar kiictiltiilebilir.

Ayrica L’nin sonlu uzunluga ait bir kontur oldugu hesaba katilirsa,



F'(z)= Azhg 0 F@z+ AAZZ) —F@) _ jfz'(r,z)dr (2.5)

esitligi elde eldir. Boylece f(7,z) ’'nin analitik oldugu bolgede F(z) ’nin de analitik oldugu

gortliir.  f(z,z) ’nin analitik olmadig1 z noktalar1 F'(z) fonksiyonu i¢in tekil noktalardir.

Simdi L’yi tekrar kapali bir kontur olarak ele alalim.(2.3)’te verilen ®(z)fonksiyonu iki
bolgede iki ayr fonksiyon seklinde tarif edilebilir: D™ bolgesinde @*(z) fonksiyonu, D~
bolgesinde ise @ (z) fonksiyonu. Bu fonksiyonlar genellikle birbirlerinin analitik devami

niteliginde degillerdir. ®(z) nin 6zeliklerine sahip, iki farkli bélgede tanimlanan fonksiyonlar

genellikle “boliimlenmis analitik fonksiyon” seklinde isimlendirilirler.

Cauchy tipi integrallere ait énemli bir diger 6zelligi vererek bu bahsi simdilik kapatalim.

(2.3)’te goriildiigli gibi Cauchy tipte integraller vasitasiyla ifade edilebilen @(z)

fonksiyonunun sonsuzdaki davranisin1 inceleyelim. Bunun i¢in kuvvet serilerinden

yararlanabiliriz:
1 1 "
S - e (2.6)

T—-z z z z
serisini - @ (7)) ile ¢arpip, terim-terim integral alirsak,

i

N 1
D (2) = E ke, = ——.jr"‘l(p(r)dr 2.7)

Sk 27
k=1 L

elde edilir ve buradan da agiktir ki @ (00) =0 “dir.

Buraya kadar anlattiklarimiz1 pekistirebilmek i¢in basit bir 6rnek iizerinde duralim:

Ornek 2.1.1 : |Z| =1 birim ¢emberi lizerinde yogunlugu ¢(7) = olan Cauchy tipi

7(r-2)
integrali hesaplayalim.
2
1 o(r) , | 7(t —-2)
P(z)= 272‘[jrzdr_ 2721-“ Tz a

L L




(1_1 1 1

1 -2 1 1 | -2 1 r

= - d’[: N dT— " T dT
27ZZ T—2Z 27ZZ T—Z 2721 T—Z

1/(z—2) fonksiyonu D' bolgesinde , 1/z fonksiyonu ise D~ bolgesinde analitiktir.
(2.1)’den hareketle son esitligin sagindaki ilk integral z € D* i¢in 1/(z—2)’ye, z € D™ iginse
sifira esittir. Benzer sekilde (2.2)’den hareketle ikinci integral z e D"igin sifira, z € D~

iginse -1/ z’e esittir.

1

z —

D (2)=

O (z2)= —é

2.2 Holder Simifindan Fonksiyonlar

Riemann problemi bugiin her ne kadar fakli fonksiyon siniflarina genisletilmeye ¢alisiliyor
olsa da temelde Holder fonksiyonlar1 (veya Holder kosulunu saglayan fonksiyonlarda denir)
ile ¢alisilir. Klasik Riemann sinir deger probleminde, problemin katsayisi ve eger varsa

problemin serbest terimi Holder fonksiyonlaridir. Bu nedenle bu konuyu biraz irdeleyelim.

L, diizglin bir kontur ve ¢(¢) onun iizerinde tanimli bir fonksiyon, A ve A pozitif sayilar, t,

ve ty, L lizerindeki keyfi iki noktayi ifade etmek iizere;
lp(t)—p)| <46, -1, A>0, 0<i<l (2.8)

kosullarini saglayan ¢(t)fonksiyonu i¢in “L {izerinde Holder kosullarini sagliyor” yada kisaca
“L tizerinde Holder’dir” denir. Pozitif A sayisina “Holder sabiti”, A’ya ise “Holder indeksi”
denilir. A =1 olmas1 durumunda bu Holder kosullari, Lipschitz kosullarina indirgenmis olur.
Eger ¢(t), diferansiyellenebilir ve sonlu sayida tiireve sahip ise Lipschitz kosullarini saglar.
Bu ifade sonlu artislar teoreminin bir sonucu olmasina ragmen daima dogru degildir. Ornegin

o(x) = |x| fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar ancak orijinde tiireve sahip degildir. Ciinkdi,
sifir noktasinda sag ve sol tlirevler sirastyla +1 ve -1’dir.
Holder sinifindan fonksiyonlar keyfi sayidaki degiskene sahip olacak sekilde genisletilebilir.

Biz burada kolaylik agisindan iki degiskenli bir fonksiyonu ele almakla yetinecegiz. (t,t;) ve

(ki ko) daha 6nceki durumda oldugu gibi L iizerinde olmak {izere;



|p(t2, k) — oty k)| < Aty — 1, + Blky — ky

|V

ve AB>0 , O< uv<l (2.9)

kosullarini saglayan ¢(t, k) fonksiyonuna L iizerinde Holder kosullarini sagliyor denir. A ve B
sabitleri, Asabiti  g,v’nin en kii¢iigli olarak ele almirsa asagidaki gibi tek sabite

indirgenebilir:

A A
p(ts.ks)~ play. k) < Clia —1 | +lky | 2.10)
Buraya kadar anlattiklarimizi pekistirebilmek igin basit bir 6rnek iizerinde duralim:
Ornek 2.2.1 :

1/1 0,1/2
go(x):{ Onx xex(:() ]

fonksiyonunu ele alalim. Cok agiktir ki, 0 < x <1/2kapal1 araliginda bu fonksiyon siireklidir.

Fakat,

lim

X Oxl ‘Inx=0 , A>0 olacak sekilde, A ve A ’nin degerleri ne olursa olsun,

> Ax*

|mm—mM=kL
nx

esitsizligine uygun bir x degeri daima bulunabilir. Sonug olarak ¢(x) fonksiyonu 0 < x <1/2

kapali araliginda Holder degildir, ancak agiktir ki; ayni fonksiyon sifirin hari¢ tutuldugu
0<x<1/2 yan-agik araliginda Holder kosulunu saglamaktadir. Bu degerlendirme (yani
istisna olusturan bazi noktalar1 digsarida birakarak s6z konusu fonksiyonu Holder kosuluna
uyacak sekilde tarif etmek) acik konturlarla ¢alisirken oldukca isimize yarar. Bu istisnai
noktalar 6rnegin acik bir egrinin u¢ noktalari olacak sekilde bir simnir deger problemi ile

karsilasilabilir.

2.3 Cauchy Tipi Integrallerin Limit Degerleri ve Sokhotski Formiilleri

Holder sinifina ait yogunluk fonksiyonuna sahip bir Cauchy tipi integralini ele alirsak,
calistigimiz kontura her alandan yaklasildiginda siirekli limitlerin var oldugunu, ancak bu
limit degerlerinin birbirlerinden farkli oldugunu goriiriiz. Bunun nedeni literatiirde “jump”
olarak ifade edilen, bizim ise su andan itibaren “sicrama” olarak tarif edecegimiz bir durumun

varligidir.
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Teorem 2.3.1 : ¢(x)agirhigi Holder kosullarini saglamak ve t noktast konturun bitis noktasi

olmamak iizere,

w(z)= j @)= ;. (2.11)
T—z
L

fonksiyonu, z herhangi bir yandan t’ye yaklastiginda asagidaki limite sahip olur ve bu limit

kontur tizerinde stireklidir:

Iy (2) = j 0 2.12)

Ispat: ilk olarak asagidaki farki goz oniine alalim:

B 2@ —e@)
w(z) w(t)—j(z t)(r_z)(r_t)dr (2.13)

L iizerinde alinan integrali iki pargaya aywralim. t merkezli ve yeteri kadar kiicik & >0
yarigapl dairenin L’den ayirdig1 L parcasi lizerindeki integrali I; ile, bunun tiimleyeni olan
L—L, izerindeki integrali ise I, ile gosterelim. Ilk olarak I, integralini inceleyelim. z
noktasinin t noktasina L’ye teget olmayan bir yoldan yaklastigin1 varsayalim. Olusan w agist
t noktasinda w, >0 alt smirma sahiptir. Simdi bu soylediklerimizi bir sekil tizerinde

yansitalim:

Sekil 2.2 t merkezli daireye z’nin yaklagmasi ve olusan w agis1

Yukaridaki sekilde yer alan ztt ticgeninde Siniis teoremini kullanarak,

|Z—t| sin 1
=— P ,
|z'—z| sinw  sinw,

=K , K>0 (2.14)
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elde edilir. Holder kosulundan hatirlanacag gibi,

|ﬂrl

A~|r—t =A4-r" r:|r—t| (2.15)

‘ Tt

yazilir. Diizgilin konturlarin temel 6zeliklerinden biri sudur: s yay uzunlugu ve ona uygun r

kirisi i¢in ds/dr oran1 daima sinirlidir. Yani,

? <m , m>0 olur. Bu ifadeyi su sekilde diizenleyelim:
r
|dz'| = |ds| < m|dr| (2.16)

(2.14), (2.15) ve (2.16)’dan hareketle,

< [[F=42@=20l 1) < kam j |
r—z| -t |

Ls Ls
@ A
2KA
j m5 2.17)
0
Keyfi bir £ > 0 sayisi i¢in, dyle bir 6 > 0 sayist se¢ilebilir ki, (2.17) ifadesi
e % (2.18)

seklinde yazilabilir. Simdi I, integralini degerlendirelim. I,’nin tanimli oldugu L —L;
tizerinde ¢ # 7 dir ve I, integrali z’nin siirekli bir fonksiyonudur. Dolayisiyla yeterince kiiciik

|z - t| degeri i¢in,
| << (2.19)

yazilabilir. (2.18) ve (2.19)’dan hareketle,
() —w @) <|L|+]I2] < e (2.20)

bulunmus olur. |l//(Z) - l//([)| farki t’den bagimsizdir. Buna gore, L iizerinde w(z) ‘nin limit

degeri olan w(¢) fonksiyonunun siirekli oldugu rahatlikla sdylenebilir. t ve t; L iizerinde iki
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nokta olmak iizere,
() —w ()| <w @) -y (@) +w () -v) (2.21)

(2.21) esitsizliginin sag tarafindaki iki fark terimi, y(z)limit degerine diizgiin bir sekilde
yaklastigindan, yeterince yakin t,t; ve z noktalar ig¢in istenildigi kadar kiigiiltiilebilir.

Boylelikle limitin mevcutlugu ve L iizerindeki siirekliligi ispatlanmis olur.

Simdi Rus matematikgisi Y.V.Sokhotski’nin Cauchy tipi bir integralin limit degeri ile ilgili en
temel probleme getirdigi yanit iizerinde duracagiz; limit degerleri ve tekil integraller arasinda

bir bagint1 kuracagiz. Yeniden,

T—Z

D(z) = ﬁ I 2@y, (2.22)

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Buradaki L konturu kapal1 olsun. Eger agik bir kontur almak
gerekirse, acikligi bir egri yardimiyla kapatalim ve bu ilave egri iizerinde ¢(7) =0 olarak
alalim. Ayrica yogunluk fonksiyonu L iizerinde Hdolder olacak sekilde secilecektir. Kontur

tizerindeki t noktasinda ®(z) ‘nin limit degerlerini,

T—Z

w(z)= 2;[ j P =00 ;, (2.23)
L

fonksiyonunu gbz Oniine alarak inceleyelim. z’nin konturun i¢ tarafindan L iizerindeki t

noktasina yaklastigi taktirde, analitik ®(z) ve w(z) fonksiyonlarinin limit degerlerini
sirastyla @7 () ve w7 () ile gosterelim. Aym bigimde konturun disindan yaklasildiginda

olusan limitleri ise yine sirasiyla @ (¢) ve  (¢) ile gosterelim. (Kontur acik olarak ele
alinsaydi s6z konusu limit degerleri sagdan ve soldan yaklasilarak bulunacakti.) Denkliklerde

bu yaklasim yonlerini z -t ve z—¢"  seklinde gosterecegiz. Asagidaki iliskiyi goz

Oniine alalim:

2n , zeD"
dr _
j ={0 , zeD (2.24)

LT_Z m , zel

Buradan hareketle,
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lim | 1 [ o) o) [ dr +

HOE —j—d———:CDt—t
v zot" 2 o -2 ’ 2 rt—z O =¢)
L L

_ lim 1 (o) o) [ dr _

f)= | — | dr - | == (¢
v ) z—>t 27ziJ.r—z ¢ 2m T -2 ®)
L L

_ 1 fe@) . @) dr _ 1
l//(t)_2izi.!‘r—tdr 2721'Lr—t_q)(t) 2(/)(t)

bulunmus olur. Teorem 2.3.1°e¢ gore w(¢) fonksiyonu siireklidir. Buna gore yukaridaki

esitliklerin sag taraflar1 ayni olmalidir. Yani,
N _ 1
O (1) (1) =D (1) =<D(t)—§(/)(t) (2.25)

Buradan en son olarak,

(0()

CI>+(f)—— (t)+ t

, (2.26)

© =50+ [2 s

elde edilir. (2.26)’ya literatiirde “Sokhotski formiilleri” denir. Bu formiillerin ne anlam ifade

ettigini asagidaki teorem yardimiyla gorelim.

Teorem 2.3.2 : L diizgiin bir kontur (agik veya kapali), ¢(7) bu kontur iizerinde Holder
kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere,
()= [ 20y,

2 ) -z
L

Cauchy tipindeki integral, L’nin ug¢ noktalar1 hari¢ her noktada, ®*(¢) ve @ (¢)sagdan ve

soldan limitlerine sahiptir ve bu limit degerleri, ¢(7) integralin yogunluk fonksiyonu ve ®(¢)
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tekil integraline ait Sokhotski formiilleriyle ifade edilebilirler.

(2.26)’da verilen Sokhotski formiilleri asagidaki gibide diizenlenebilirler:

O (1) - D (1) = (t) (2.27)
O (1) +D (1) = %If(—_f)dr (2.28)

Son bir agiklama daha yaparak bu boliimii noktalayalim. Biz, yukarida konturun diizgiin olma
durumunu ele aldik. Konturun kose noktalarma sahip olmasi durumunda Sokhotski

formiillerinde ufak ¢apli degisiklikler meydana gelir.

Sokhotski formiillerini yukarida ¢ikartirken en temel dayanak noktalarimizdan biri,

=<0 , teD

J‘df 2m , teD
tel

T—t ;
L L

iligkisi idi. Konturlarin daha once ¢izgisel bir sinir(6rnegin bir egri) olarak ele alinabilecegini
sOylemistik. t noktasinda bu ¢izgisel sinir bir & agisina sahip ise(yani bu noktadaki tegetler

arast agt),

d
AT i, tel (2.29)
T—1

L

olur. Bundan dolay1 (2.25)’teki esitlik,

O (1) - () = D () = D(t) —%(p(t) (2.30)

formuna gelir ki, buradan Sokhotski formiilleri su sekilde yazilabilir:

O (f) = (1——} )+ j(”(_? 2.31)
@ (z)——z— (t)+2m I (p(_ft) (2.32)

L

Bu tip bir yapiy1 daha iyi anlayabilmek i¢in agagidaki sekli verelim:
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Sekil 2.3 Kose noktasina sahip L konturu.

2.4 Tekil Integraller i¢in Poincaré-Bertrand Formiilleri

Integrasyon siralar1 farkli asagidaki tekil integralleri goz 6niine alalim:

I(t)=— j : Pt T, (2.33)
it t—t 177 T,—T

1,(t) = ,ij.drl ~,LJ‘¢(T—’T‘)dr (2.34)
ir i) (t—t)(z,—7)

[lk olarak,

— (@) T , x(r):'LJ‘(p(T’T')dr, (2.35)

Iiry rv—t ity 1,—7

olacak sekilde alalim. x(7) yogunlugu Holder kosulunu saglamaktadir. Ardindan su

dontisiimii gdz Oniine alalim:

1 1 11 (2.36)
(r—t)(rl—r)_rl—t T—-t T-71, '

Buna gore (2.34)’de yer alan integrali,

w(é, )= 07,7 )d T olacak sekilde,
r-¢

] :ij(t’rl)_w(rl’rl)
Iz

1 dr, (2.37)
T, —t

L
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seklinde yazabiliriz. I ve I, integralleri baz1 durumlar harig birbirlerine esit degildir. I integrali
i¢in Poincaré-Bertrand formiilii su sekildedir:
dz LJ‘@(MI) ]

e . d lqu(tat)—l—
ityJt—t in) 1,—7
L L

j o(z.7) (2.38)
iz ) (r—1)r, —r)

Bunu kanitlayabilmek icin, oncelikle I(t) ve Ii(t) integrallerinde i¢ bdlge icin degisken

dontisiimii yapalim:

irdt—z in) 7,-71
I(5)=L j dr, L j o@r) g, (2.40)
ir i) (t—z)(r,—7)

L iizerinde olmayan tiim z’ler i¢in, /(z) = /,(z) esitligi ve benzer sekilde limitler i¢inde,
I"(t)y=1,"(@) , I (t)=1, (¢) esitlikleri yazilabilmektedir. Fakat (2.28)’e gére,

Iy, _ Ly, . .
(1) = 5[1 O+1 (1)]= 5[1] O+1 (1] (2.41)

yazilir. (2.36)’daki doniisiimii kullanarak 1;(z)’yi yazalim:

d 1
II(Z):l.j T] .l' JA¢(T’Tl)dT_J‘¢(T’T])dT :—.J'W(Z,T])dz']
L L L s
Bu ifade gostermektedir ki, I;(z), yogunlugu

(zr) = J‘(p(ff) 'J'fp(f,fl)d
i 1

T—z T-1,
L

olan Cauchy tipte bir integraldir. (2.25) ve (2.26)’dan hareketle,
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I'=v" z)+—j (” ;

I ()=-y (t,) +— jw (IT) dr, ;
7

T, -t

[1 0 +1 (t)]——[l// (.- (t.0)]+ J"” r)+y (7)) (2.42)
727

T, -1t
L

bulunur. Simdi (2.27) ve (2.28)’e gore hareket edersek,

%[W*(t,t)—w(t,t)]=¢(tsf) ,

ey wnl- j'w(”) jwd
7 a

T—t T—7,
L L

— ZL_Tl (0(2-92-1)

T
(7-1)(z~7))

(2.43)

buluruz. (2.43)’de bulunan bu denklikleri (2.42) ve (2.41)’de yerine yazarsak, (2.38)’de
verilen Poincaré-Bertrand formiiliine wulagilmis olur. (2.38)’deki formiilasyon kimi

kaynaklarda su sekilde de yer alabilir:

@(7,7,) @(7,7,)
J‘ J. dr, =-r’o(t, t)+j-dr J( Py dr (2.44)

Poincaré ve Bertrand’in ortaya koydugu bu onemli formiil i¢in yaptigimiz bu ispat,
N.L.Muskhelishvili (1953) tarafindan ortaya konmus ve F.D.Gakhov (1966) tarafindan

Ozetlenmistir.

2.5 indeks Kavram

2.5.1 Tamm ve Ozelikler

L diizgiin, kapal1 bir kontur, G(t), L iizerinde tanimlanmais siirekli bir fonksiyon ve ¢ € L i¢in

G(t) # 0 olmak tizere, G (t) fonksiyonunun L’ye gore indeksi, fonksiyonun arglimanindaki
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artigtir ki bu, egrinin pozitif yoniinde 2 77 ile boliinmesi suretiyle elde edilen degeri ifade eder.

x = IndG(t) = i [arg G(1)], (2.45)

Indeks s6z konusu fonksiyonun logaritmik degisimden hareketle de tarif edilebilir:
InG(t)=In |G(1)| + i arg G(¢)

oldugundan,
1
[arg G(1)], = ;[ln G(1)],
yazilabilir. Bu ifadeyi (2.45)’deki indekse ait ifadede yerine yazacak olursak,
1
x=——[InG@)], (2.46)
2ir

elde edilmis olur. Indeks ayn1 zamanda integral olarak ta ifade edilebilir. Soyle ki,

x = IndG(t) = i j darg G(f) = ﬁ j dnG(7) (2.47)

Yukarida yaptigimiz tanimlara dayanarak indeksin su 6zelikleri ortaya ¢ikmaktadir:

1. Kapali bir kontur iizerinde siirekli ve sifirlandigr nokta olmayan bir fonksiyonun
indeksi daima bir tamsayidir.

2. Iki fonksiyonun garpimindan meydana gelen indeks, carpanlarin indisleri toplamina;
iki fonksiyonun boliinmesinden meydana gelen indeks ise boliinen ve bdlenin indisleri
farkina esittir. Bu konuyu F.D.Gakhov’un ¢06ziim metotlarin1 anlatirken ve bazi
uygulamalar yaparken ayrintisi ile ele alacagiz.

3. G(t)’nin diferansiyellenebilir oldugunu ve L konturunun i¢ ve dis bolgesinde analitik

bir fonksiyonun sinir degerini olusturdugunu varsayalim. Buna gore,

X = L dInG(¢) L G—(t)dt (2.48)
2ir 2ird G(1)
L L
esitligi yazilir. Logaritmik Residue teoremlerine gore asagidaki sonuglar elde edilir.

Eger G(t), konturun i¢ veya dis bolgesinde analitik bir fonksiyonun sinir degeri ise,

indeksi konturun i¢ veya dis bolgesindeki sifirlarinin sayisina esittir.
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4. G(z), konturun i¢ bolgesinde sonlu sayidaki kutup noktasi hari¢ birakilmak iizere
analitik ise, yukarida indeks hesab1 icin soz ettigimiz sifir noktalarinin sayisi, sifir

noktalarinin sayisi ile kutup noktalarinin sayisinin farki seklinde diizenlenir.

2.5.2 indeksin Hesaplanmasi

t=t(s)+it,(s), (0<s<1) (2.49)
olacak sekilde G(t) fonksiyonunu bu kompleks koordinatlarla ifade edelim:
G(t) = Glt,(s) +it, (s)] = E(s) +in(s) (2.50)

Burada &, 7 kartezyen koordinatlarla, & = &(s) ve n =n(s) seklinde ele alinirsa, bir I' egrisi
icin parametrik bir denklem olustururlar. L konturu kapali ve G(t) fonksiyonu siirekli olacak
sekilde ele alinirsa I egrisi de ayrica kapali oluyor demektir. I" egrisinin formuna bakarak
indeks tayini yapilabilen pek ¢ok drnek vardir. Ornegin reel veya imajiner kisim egri iizerinde
isaret degistirmiyorsa fonksiyonun indeksinin sifir oldugunu soyleyebiliriz. (Ayrica s

degiskeninin egri lizerinde (0,/) araliginda dolastiin1 varsayiyoruz)

Genelde indeksin hesab1 i¢in (2.47)’de verilen formiil kullanilir. Bu formdilii (2.50)’ye uyacak
sekilde kullanirsak,

n(s)

dargG(t) =darctan——  ve buradan,
S(s)

]
x:i %:i g(s)772(5)_77(25)§ (S)dS (2.51)
A 7 ST () ()

bulunur. Indeks kavrami konturun agik oldugu ve G(t)'nin siireksizlik yada sifir noktalarina
sahip oldugu durumlar iginde genellestirilebilir. indeksin hesabinda bilgisayar destekli

niimerik ¢oziimlerde yapilabilir. Asagida bunlardan birini ele alacagiz:

[0,/]] araliginin s degiskeni tarafindan n adet esit pargaya ayrildigimi varsayalim. Yani ,

s, =0,8,,8,,---+s, =/ olsun. Bunun anlami L’nin(ve onun bir tiir gorlintlisii olan I’

egrisinin) G(t) fonksiyonu tarafindan n adet yay ile boliinmesi olarak diisiinebiliriz. I’

tizerindeki herhangi bir yay1 y, ile gosterelim. Bu durumda (&, ,,7,,),(&;,7,) koordinatlar:
bu yaya ait bitis noktalar1 olacaktir. y, yaymin bitis noktalarmma ait konum vektorleri

arasindaki agiy1 da A, ile gosterelim. (2.45)’den hareketle,
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n
1
x = IndG(t) = EZ}A@ (2.52)
1=

ve yeterince biiytik n i¢in,

$ini1 — Si-n;

Ap; =sin Ap; = (2.53)
2 2 2 2
V@ 2@, +n2)
yazilabilir. Buradan,
1 & Emiy — En;
X = ii-1 i—177; +Rn (2.54)

= N R

bulunur. Buradaki R, olusacak hatayr ifade etmektedir.Dolayisiyla niimerik hesaplama igin

bilgisayar programlari tarafindan genellikle asagidaki formiil kullanilir:

n

oL SiMli—1 —Si—1M;
2 \/ 2 2\/ 2 2
i=1 V(& +ni (T +1isy)

(2.55)

Bu hesaplama yontemi L.A.Chilkin tarafindan bulunmus olup, daha ¢ok karmagik
fonksiyonlar i¢in kullanilmaktadir. Basit fonksiyonlar ic¢in indeks hakkinda verdigimiz

ozelikler vasitasiyla kolayca hesaplama yapilabilir. Ornegin,

G(t) = t" fonksiyonu orijini igeren bir konturda degerlendirilirse kok sayis1 n olacaktir .

Dolayisiyla,

x =Ind G(t)=n olur.

2.6 Analitik Devam ve Genellestirilmis Liouville Teoremleri

Riemann smir deger problemini incelerken kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisi

igerisinde yer alan asagidaki teoremleri siklikla kullanacagiz:

Teorem 2.6.1 : D; ve D, bolgeleri i¢in L ortak ve diizgilin bir sinir olarak verilsin. Dy ve D,
bolgelerinde sirasiyla analitik fi(z) ve fy(z) fonksiyonlar1 veriliyor. Varsayalim ki, z, L
tizerindeki herhangi bir noktaya yaklastiginda bu iki fonksiyonda L iizerinde siirekli ve
birbirlerine esit olan limit degerlerine yaklasiyor. Bu sartlar altinda fi(z) ve fi(2)

fonksiyonlar1 birbirlerinin analitik devamidir.
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Teorem 2.6.2 : f(z), kompleks diizlemin a, =0,a,(k =1,2,......... ,n) kutup noktalart disindaki

tiim noktalarda analitik bir fonksiyondur. Bu kutup noktalar1 civarinda f(z) fonksiyonunun

aciliminin bas kismi asagidaki formdadir:

a, noktasinda: Gy (z) = cloz + cgz2 F o +c0 2™

1 cf ch e
m
aj, noktasinda: Gy, =—1 4 2 + e +—r
zZ—day

Bu sartlar altinda f(z) rasyonel fonksiyondur ve asagidaki iliski ile ifade edilir:

n
1
f(2)= C+G0(z)+ZG,{ j (2.56)
zZ—day

k=1
Ozel olarak f(z)’nin tekilligi, sonsuzda m. mertebeye sahip bir kutup ise, f(z), m. mertebeden
bir polinomdur:
f(@)=co+ciz+ . +c,z" (2.57)

Ifade ettigimiz bu teorem literatiirde “genellestirilmis Liouville teoremi” olarak bilinmektedir.

Buraya kadar verdigimiz tiim bilgiler simdi incelemeye baslayacagimiz Riemann sinir deger

probleminin daha kolay anlasilabilmesini saglamaya yonelikti.
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3. KLASIK RIEMANN SINIR DEGER PROBLEMI

3.1 Problemin Konulusu

L, basit-diizgiin-kapali bir kontur olarak kompleks diizlemi D* i¢ bdlgeyi, D~ ise dig bolgeyi
gosterecek sekilde iki ayr1 kisma ayiriyor olsun. G(¢) ve g(¢), L lizerinde tanimli ve G(¢) # 0

olacak sekilde Holder kosulunu saglayan fonksiyonlar olmak iizere L iizerinde,
O H)=G(t) D (1) veya,
O )=G(®) O (B g®

sartlarindan birini saglayacak sekilde D" ’da analitik ®"(z) ve D (z = dahil)’de analitik

@ (z) fonksiyonlarinin bulunmasi problemine “Riemann sinir deger problemi” denir.

Problem g(¢) fonksiyonunun sifir olup olmamasina gore isimlendirilir:
Homojen Problem : O )=G(t) D (1) 3.1
Homojen Olmayan Problem: @ " (t)=G (t) ® " (t)+ g(t) (3.2)

G(t) fonksiyonuna Riemann probleminin katsayisi (coefficient), g(¢) fonksiyonuna ise

Riemann probleminin serbest terimi (free term) adi verilmektedir. Giinlimiizde Riemann
probleminin genellestirme calismalar1 stirmekte, Holder sinifi disindaki fonksiyonlarin
kullanim1 yada ¢ok daha komplike konturlarin kullanimi ile problem ¢ok genis bir boyut
kazanmaktadir. Biz bu boliimde sadece Hoélder smifindan fonksiyonlarla g¢alisilan klasik

tipteki problem ile ilgilenecegiz.

3.2 Verilen Sicramaya Gore Parcal Analitik Fonksiyonun Tayini

Simdi yukarida tanimladigimiz Riemann probleminin 6zel bir halini diisiinelim. Kapali L

konturu iizerinde verilen G(¢), Holder sinifina ait bir fonksiyon iken, L {izerinde
o(t)sicramasina sahip pargali analitik @ (z) fonksiyonunu arastiralim. S6z konusu sigrama

asagidaki gibi ifade edilebilir:

Q7 (1) - @™ (1) = (1) (3.3)

(2.27)’de verdigimiz Sokhotski formiilii geregince,
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T—Z

D(z) = % j 0@y, (3.4)

bulunan fonksiyon problemin ¢éziimii olur. Bu ¢6ziimiin tekligi kolayca kanitlanabilir. Aksini
gostermek istedigimiz her durumda, eldeki iki ¢Oziimiin farkin1 alirsak L {izerinde sifir
blyiikliige sahip bir sicrama elde ederiz. Kisacasi, (3.4)’de buldugumuz fonksiyon tiim
diizlemde analitiktir ve sonsuzda sifir degerine sahiptir.Yukaridaki problem su sekilde de tarif
edilebilir:

Kapali bir kontur iizerinde verilen Holder sinifina ait keyfi bir ¢(¢) fonksiyonu, analitik

@7 (z) ve @ (z) fonksiyonlariin sirasiyla siir degerleri olan @ (¢) ve @ (¢) fonksiyonlarinin

farki seklinde gosterilebilir. Buradaki ilave kosul, @ (o0) = 0’dir. Bu ilave kosulu ortadan
kaldirirsak (3.4)’deki ¢6ziim,

_ 1 [e® .
D(z)= 2m,!f_—;]r+sabzt (3.5)
seklini alir.

3.3 Homojen Problemin Coziimii

Oncelikle (3.1)’de verilen homojen probleminin ¢éziilebilir oldugunu kabul edelim. ®*(z) ve
@ (z) fonksiyonlar1 da bu problemin ¢6ziimii olsun. ®*(z) ve ® (z)fonksiyonlarinin D™

ve D~ bolgelerindeki sifirlariin sayist sirastyla N© ve N~ ile gosterilsin. Indeks

kavramindan bahsederken verdigimiz 3.6zellikten agikg¢a goriiliiyor ki,
N"+ N~ =IndG(t)=x (3.6)

Problemin indeksi derken daima problemin katsayisinin indeksi kastedilmektedir. (3.6)
esitliginin sol tarafinin negatif olmayan bir sayr oldugunu biliyoruz. Buna gore sunlari
sOyleyebiliriz:
1. Homojen Riemann probleminin ¢6ziilebilir olmasi igin biricik sart problemin
indeksinin negatif olmamasidir. (Varsayiyoruz ki, ®*(z)ve ® (z) fonksiyonlarinin

kutbu yoktur)
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2. Eger x > 0 ise problemin ¢6ziimiinii olusturan ®*(z)ve ® (z) fonksiyonlarinin
sifirlarinin sayis1 x’tir.

3. Eger x = 0 ise problemin ¢Oziimiinii olusturan ®*(z)ve ® (z) fonksiyonlarnin
sifirlar1 yoktur.

Oncelikle x = 0 durumunu inceleyelim. (3.1) ifadesinde her iki tarafin logaritmasini alalim:
In®* (1)—In® (¢) = InG(¢) 3.7

Sonug olarak L {izerinde verilen bir sicrama ile ifade edilebilen In ®(z) analitik fonksiyonun

bulunmasi problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziimii @ () =0 ilave kosulu altinda su

sekilde verilebilir:

In G(r)

T—Z

Ind(z) = ﬁ [y, (3.8)

Simdi kolaylik olmasi agisindan,

In®(z) =T(z) (3.9)
alalim. (3.1) probleminin Sokhotski formiillerine gore @ () =1 ek kosulunu saglayan
¢oziimleri soyledir:

O (z)=e""? |, D (z)=e"? (3.10)

Eger @ (w0)=1 ek kosulu goz ardi edilirse (3.8)’de verilen bagintiya keyfi bir sabit

eklenecek ve buna istinaden (3.10) ¢6ziimii su forma gelecektir:
O (z)=Ade"? | ®(z)= A" (3.11)

Buradaki A keyfi bir sabittir. ' (0) =0 oldugundan, A aslinda @ (z)’nin sonsuzdaki
degerini ifade etmektedir. x = 0 ve @ (o0) # 0 kosullar1 altinda ¢oziim bir adet keyfi sabit

icerecektir; bir adet lineer bagimsiz ¢6ziim olusacaktir. @ (o0) =0 kosulu altinda ise A’nin

degeri sifir olacak ve problemin sadece trivial ¢6ziimii olacaktir. Boylece su dnemli sonuca

varlyoruz:

L tizerinde verilen , Holder sinifindan sifir indeksine sahip keyfi bir G(t) fonksiyonu, D" ve

D~ bolgelerinde analitik ve hi¢ sifir1 olmayan fonksiyonlarin sinir degerleri durumundaki
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@ (¢) ved (¢) fonksiyonlarinin bir orani seklinde gosterilebilir.

Simdi x > 0 durumunu inceleyelim. Koordinat sistemi orijin noktasinin D bdolgesinde

bulundugunu varsayalim. Daha once belirttigimiz indekse ait 6zeliklerden biliyoruz ki, ¢

fonksiyonunun indeksi x’tir. Sinir kosullarini su sekilde yazalim:

() =t G0 ()

T+(t)

Aciktir ki, G,(t) =t "G(¢) fonksiyonu sifir indeksine sahiptir. G, (¢) = ¢ alarak,

el T

['(z)= 2mjln XG(T) (3.12)

yazalim. Sinir kosullar1 ayrica asagidaki sekilde de yazilabilir:

(1) _, D ()

er+(r) - er—(t)

(3.13)

+ —

(3.13) ifadesinde, fonksiyonu D" bolgesinde analitik, z*

fonksiyonu ise

e e

sonsuzda mertebesi x’den biiylik olmayan kutbu hari¢c D~ bolgesinde analitiktir ve bu iki
fonksiyon L konturu boyunca birbirlerinin analitik devamidir. Burada bahsedebilecegimiz tek
tekillik sonsuzda mertebesi x’den biiylik olmayan bir kutuptur. O halde, genellestirilmis
Liouville teoreminden hareketle diyebiliriz ki, bu tekillige sahip ikinci fonksiyon, aslinda
mertebesi x’den biiyiik olmayan keyfi kompleks katsayili bir polinomdur. Boylelikle

problemin genel ¢oziimii,
D' (z2)=e""PP(2) , D (2)=e" Pz P(2) (3.14)
seklinde bulunur. Bu kism1 bir sonug niteligindeki asagidaki teorem ile kapatalim:

Teorem 3.3.1 : x indeksi ifade etmek {izere, Riemann sinir deger probleminin indeksi pozitif

ise, problem x+1 adet lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.
O/ (z)=z""? , D, (2)=z""" (k=0,1,......... X) (3.15)
Problemin genel ¢oziimii x+1 adet keyfi sabit icerir ve (3.14)’de verilen formdadir.

(3.6) ifadesinden hatirlanacagr gibi, x < 0 durumunda homojen Riemann problemi
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¢Ozlimstizdiir.

Riemann problemine ait uygulamalarimizda ¢ogunlukla problemi, @ (0)=0 ek kosulu

altinda ¢6ziimleyecegiz. Bu ek kosulun oldugu durumlarda (3.14)’de verilen genel ¢6ziim su

sekle gelir:
D' (z)=e""P (2) , P (2)=€" V2P (2) (3.16)
Burada P_,, (x-1) mertebeye sahip keyfi katsayili bir polinomdur ve bu sartlar altinda

problem x adet lineer bagimsiz ¢éziime sahiptir.

3.4 Homojen Problemin Kanonik Fonksiyonu

Homojen olmayan problemin c¢oziimiine ge¢cmeden Once homojen problemin kanonik
fonksiyonu lizerinde duralim. Ciinkii homojen olmayan problemin ¢6ziimii i¢in, homojen
probleme ait kanonik fonksiyondan yararlanacagiz. Bir analitik fonksiyonunun tanimli oldugu
bolgedeki her noktada sahip oldugu mertebelerin toplamina o fonksiyonun toplam mertebesi
denilmektedir. Bu toplam mertebe ayni zamanda, fonksiyonun sifirlarinin sayist ile
kutuplarinin sayis1 arasindaki farka esittir. Bir homojen Riemann probleminin ¢éziimiine ait
toplam mertebe ayni1 zamanda problemin indeksi durumundadir. Bu hatirlatmalardan sonra

kanonik fonksiyonu su sekilde tanimlayalim:

Diizlemin sonlu pargasindaki her noktada sifir mertebesine sahip ve (3.1) kosulunu saglayan
parcali analitik fonksiyona “homojen problemin kanonik fonksiyonu” denir. Kanonik
fonksiyonun sonsuzdaki mertebesi x olsun. x’in negatif olmamasi durumunda kanonik
fonksiyonunun kutbu yoktur ve siir deger probleminin ¢oziimiidiir. O nedenle kimi zaman

“kanonik ¢6ziim” seklinde de anildig1 olur.

x <0 1se kanonik fonksiyon sonsuzda kutba sahiptir ve homojen Riemann probleminin bir

¢oziimii degildir. Ancak yinede homojen olmayan problemin ¢oziimiinde yardimer fonksiyon

olarak kullanilacaktir. Riemann problemine ait sinir kosullarini,

() =G0 o) (3.17)
seklinde yazarsak, kanonik fonksiyon asagidaki gibi olusur:

X' (z)=e""® |, X (2)=e"z (3.18)
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Buradaki I'(z) , (3.12) formiiliinde verildigi gibidir.

x>0 1ise homojen problemin genel ¢6zlimii kanonik fonksiyon vasitasiyla asagidaki kapali

formda verilebilir:

®(z) = X(2)P.(2) (3.19)

3.5 Homojen Olmayan Problemin Coziimii

3.5.1 Teorik Yaklasim ve Kapali Formda Coziimiin Verilmesi
Homojen olmayan Riemann sinir deger problemi,
O (1) =G (1) D (t)+g) (3.20)

seklinde idi. (3.20)’de yer alan G(t) fonksiyonunu, homojen problemin kanonik fonksiyonunun smir

degerlerinin oram seklinde yazalim.

X+

G =X 3.21)
X (1)

olacak sekilde (3.20)’de yer alan kosulu buna gore diizenlersek,

O (1) _ D () &) 522)

X' X X'

elde edilir. Agiktir ki, g(¢)/ X" (¢) Holder sinifina aittir. Daha 6nce 3.2 (Verilen sigramaya

gore parcali analitik fonksiyonun tayini) boliimiinde verdigimiz bilgilerden hareketle, bu

fonksiyonu analitik fonksiyonlarin sinir degerlerinin fark: seklinde ifade edelim:

1 [ e dr g(®)

w(z)= - L () Tz olacak seklide X0 =y t)-ywv (t) (3.23)

Buna gore sinir kosulu,

O R () B

Y0 yo ()= Y0 y (1) (3.24)
D (2)

seklinde yazilabilir. x >0 durumunda fonksiyonu sonsuzda kutba, x<0 durumunda

")
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ise mertebesi x’e esit olan sifira sahiptir. 3.3 (Homojen problemin ¢oziimii) kisminda

verdigimiz bilgileri de goz oniinde bulundurursak asagidaki sonuglara ulasiriz:

x >0 1ise bu taktirde,

QU ey 2 2@ o
Yo VO, Y @O=RO) (3.25)

yazilabilir ve ¢6zlim asagidaki gibidir:
O(z) = X (2)y(2) + P.(2)]

X' (2)=e""? | X (2)=e" Pz (3.26)

'

1 [g@) dr
W(Z)_Zm'.!‘X*(T)r—z y

(3.26)’da bir set olarak verdigimiz ¢6ziim formiillerinden ilki homojen olmayan Riemann
probleminin genel ¢6ziimiidiir. Dikkat edilirse bu formiilde yer alan X(z) ve Px(z) terimleri

homojen problem yoluyla elde edilmistir.

x <0 durumunda ise i—izi fonksiyonu sonsuzda sifira gidiyor. Buradan,
4
D (z) . D (2) _
———y (2)=——=-y (2)=0 3.27
Y) y (2) X (2) v (2) (3.27)

yazilabilir ve ¢oziim asagidaki gibidir:

O(2) = X (2 (2) )

X' (2)=e" , X (2)=e"z \ (3.28)
_ 1 [&@) dr

W(Z)_ZzziL)F(r)r—z )

@ (z) icin (3.28) setini degerlendirelim. Ilk esitlikteki birinci ¢arpan sonsuzda —x mertebeye
sahip kutba sahiptir. Ikinci carpan ise sonsuzda l.mertebeden sifira sahiptir. Oyleyse ,
@ (z)sonsuzda mertebesi -x-1 ‘i asmayan kutba sahiptir. x < -1 durumunda homojen

olmayan problem genelde ¢6ziimsiizdiir. Problemin bu sart altinda ¢oziilebilir olmasi icin,
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serbest terimin bazi ilave kosullar1 kesin olarak saglayip saglamadigina bakilir. Simdi

(3.23)’de verdigimiz Cauchy tipindeki integralin sonsuz civarindaki seri agilimini yazalim:

_ o 1 g(@) s
v ()= gz, ¢ =— | =21 dr (3.29)
T P

@ (z) ’nin sonsuzda analitik olabilmesi i¢in, yukaridaki seride yer alan ilk (-x-1) adet

katsaymin sifir olmas1 gerekir. Bu durum gosteriyor ki, indeksi -1’den kiigiik durumdaki
homojen olmayan Riemann probleminin ¢6ziimii asagidaki (-x-1) adet kosulun saglanmasina

baglidir:

(G R S x-1) (3.30)

Bu durum bizi asagidaki sonug niteligindeki teoreme gotiirmektedir:

Teorem 3.5.1.1 : x>0 durumunda, keyfi bir serbest terim i¢in homojen olmayan Riemann

problemi ¢oziilebilirdir ve genel ¢6ziim,

X(z)( g(r) dr
27 ) X' (r) -2

D(z) = + X(2)P.(2) (3.31)

seklindedir. X(z) kanonik fonksiyonu (3.18)’de ifade edildigi gibidir. Py(z) ise, keyfi
kompleks katsayilara sahip x. mertebeden bir polinomdur. x = -1 durumunda homojen
olmayan Riemann problemi ¢oziilebilirdir ve bir adet ¢oziime sahiptir. x < -1 durumunda ise,
homojen olmayan problem genelde ¢oziilebilir degildir. Bu problemin ¢oziilebilir olmasi i¢in
problemin serbest teriminin (3.30)’da verilen (-x-1) adet ilave kosulu karsilamasi gerekir.

Eger bu kosullarin tiimii karsilantyorsa, o vakit problem (3.31)’de P(z)=0 yazilmak suretiyle

elde edilecek bir adet ¢ozlime sahiptir.

Eger problemi ¢ozerken @ (o) =0 ek kosulu gbz oniine alintyorsa x > 0 i¢in ¢oziim:

D(z) = X (2)[w(2)+ Py (2)] (3.32)

seklindedir.Eger x =0 ise yukaridaki ifadede P(z)=0 alinir. Eger @ () =0 ek kosulu x <0

durumunda s6z konusu ise ¢oziim, (3.31) formiiliinde P(z)=0 olacak sekilde bulunur ve

asagidaki —x adet ilave kosulun saglanmasi zorunludur:
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I gff) =0, (k=12 X) (3.33)
X7 (7)

L

Yukarida homojen olmayan problemin ¢dziimiine ait ortaya koydugumuz bu teoremi su

sekilde ozetleyelim:

= x>0 ise homojen olmayan Riemann sinir deger probleminin genel ¢éziimii, x adet
keyfi sabite lineer bagimlidir.

= x <0 ise homojen olmayan Riemann sinir deger probleminin ¢oziilebilirlik kosullar:
—x adettir.

= x=0 ise homojen olmayan Riemann sinir deger problemi kesin ¢oziilebilirdir ve

¢Ozlim tektir.

3.5.2 Gakhov Metodu

Bir 6nceki bolimde homojen olmayan Riemann probleminin ¢ézliimiinii formiile etmeye
calistik. Ancak pratikte bir Riemann probleminin tam ¢6ziimiinii yapmak istiyorsak ifade
ettigimiz bu formiiller ¢ogunlukla yeterli olmayacaktir. Ciinkii karsilagilacak Cauchy tipi
integrallerin ¢6ziimii neredeyse imkansiz olacaktir. Bizim bu ¢alismadaki nihai hedefimiz bazi
Riemann problemlerinin tam ¢6ziimiinii yapmaktir. Bu hedefimize hizmet edecek sekilde
simdi klasik Riemann problemlerinin bir boliimi i¢in olduk¢a kullanish oldugunu
diistindiigtimiiz F.D.Gakhov’a ait metodu inceleyecegiz. Bu metodun igeriginde klasik
Riemann probleminin tanimina ilave edilen bazi sinirlamalar vardir. Buna gore problemi

koyalim:

Oncelikle problemi sonlu sayida basit egrilerden olusan bir kontur iizerinde ele aliyoruz.
Problemin katsayisini kontur iizerinde sifirlara yada kutba sahip olmayan rasyonel bir

fonksiyon olacak sekilde belirliyoruz. Buna goére sinir kosullarini,

o (t) = 2D o (1) + g(1) (3.34)
q(t)

seklinde belirliyoruz. Buradaki p(z) ve q(z) polinomlarini, p,(z) ve ¢, (z) kokleri D

bolgesinde bulunan polinomlar, p (z) ve g_(z)ise kokleri D~ bdlgesinde olan polinomlar

olmak iizere,

p(2)=p.(2)p (), q(2)=q.(2)q (2) (3.35)
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seklinde carpanlarina ayirtyoruz. m, ve n,, swasiyla p (z) ve g¢,(z) polinomlarnin

+9

sifirlarinin sayisini1 géstermek iizere, agiktir ki problemin indeksi:
x=m - n, (3.36)

ile ifade edilir. (3.35)’ye gore sinir kosullarini tekrar yazalim:

g () . p. (@) q_(@)
o (-2 () = 3.37
) (?) . O ()= o 0 ——g(9) (3.37)

Buna gore problemin ¢éziimii:

o ()= 2 E ;Mz)m o1 )
o (2)= D)4 X7 (2] (3.38)

p.(2) >

q. (f)
l//()_zm.‘. )Z'—Z

() = 0 _/

formiil seti ile verilir. Eger problemin indeksi negatif ise, (Px.;=0 alinarak) ¢6ziimiin varligi

sarti:

j'q 4@ oy gr =0 (k=12 x) (3.39)
p_(7)

olur. Biitiin bu ifadeler daha 6nceki boliimde verdigimiz ¢oziim formiilasyonlarina tamamen
uymaktadir. (Ornegin (3.26)’daki ¢dziim setini inceleyebilirsiniz) Gakhov’un burada yaptig1,
ozellikle problemin katsayisinin 6zel halinden yararlanmak suretiyle ¢oziimii basitlestirmektir.
Burada en can alici nokta kanonik fonksiyon yerine kullanilan ifadelerdir. Normalde, kanonik
fonksiyon, Cauchy tipte bir integralin c¢oOziimiinii gerektirirken, burada dogrudan

hesaplanmaktadir. Kanonik fonksiyon burada,
X'=plq , X =q,/p, (3.40)

seklinde basitce hesaplanmaktadir. Bu metot ile ¢6zmek istedigimiz problemlerde,problemin

katsayist G =p,p /q,.q_ olacak sekilde degerlendirilebilmelidir. Aksi fonksiyon tiplerinde
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dogrudan bu metodun probleme uygulanmasi miimkiin olmaz.

N.I. Muskhelishvili’nin kullandig1, Riemann problemini direkt ¢6zmek olarak acgiklanabilecek
bir bagka yontemden daha bahsetmeliyiz.Ancak bu yontemi bundan sonraki kisimda
anlatacagiz. Ciinkli bu metot, burada anlattigimiz klasik Riemann problemini de ¢dzmekte,

ancak asil anlam1 6niimiizdeki kisimda anlatacaklarimizla ortaya ¢ikmaktadir.

3.6 Yan Diizlemde Riemann Problemi
L konturu, diizlemi iist ve alt yar1 parga olarak ikiye ayiran eksen niteliginde bir sinir olsun.
®"(z) st yarn diizlemde, ® (z) ise alt yar1 diizlemde analitik fonksiyonlar olmak tizere

parcali analitik ®(z) fonksiyonunu meydana getiriyor olsunlar. Oyle ki, ®*(z)ve @ (z)

fonksiyonlarinin limit degerleri kontur tizerinde asagidaki sinir kosullarini yerine getirsin:
O () =G()D () +g(t) (—o<t <o) (3.41)

Siir kosulunda verilen G(t) ve g(t) fonksiyonlar1 kontur iizerindeki tiim sonlu noktalar ile
tim sonsuz noktalarin civarinda Holder kosulunu saglamaktadir. Ayrica G(¢) #0 kosulu,
sinir kosulunun yapist geregi her zaman oldugu gibi mevcuttur. Bu problemin ¢6ziim
yontemindeki temel fikir, onceki bdoliimlerde daha basit (sonlu) bir kontur ig¢in ifade
ettiklerimizden c¢ok farklt degildir. Bu duruma 06zel, basit sayilabilecek iki farklilik

mevcuttur:
Sonsuzdaki noktalar ve orijin noktasinin bu kez kontur lizerinde yer almasi...
Oncelikle problemin indeksine 151k tutalim. Bunun i¢in asagidaki fonksiyonu diisiinelim:

t—i

r+i

Bu fonksiyonun argiimant,

t—i (t—iy .
arg—— = arg-— =2arg(t—1i) (3.42)
t+i " +1

Indeksin tanimindan hareketle,

ma =t (3.43)
t+1
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bulunur. Eger IndG(t)=x olarak alinirsa, agiktir ki,G(t)[?j fonksiyonunun indeksi
+1

sifirdir. Istisnai (i) noktasini referans alarak kanonik fonksiyonu yazalim:

+
—7 - X .
F(Z):ZLM' J- lr{[;Jr;J G(7) Td_TZ olacak seklide,
— oo
X' (z)=e" @ N A e
(z)=e , X (z)—(z_l_ij e (3.44)

Bu fonksiyonun sinir degerlerini kullanarak (3.41)’deki kosulu yeniden diizenleyelim:

() _d (), g0
X0 X0 X0

(3.45)

Simir kosullarini, sigrama probleminde daha once ifade ettigimiz bilgilere gore tekrar

diizenleyelim:

,,,(Z):zl_j g(r) dv (3.46)
my) X (1) T—2Z

olmak tizere,

o _oT®) -

X0 v (1) X0 v (1) (3.47)

bulunur. Daha 6nce sonlu konturlar ile ¢alisirken ifade ettigimizin aksine burada genellikle
v (o) #0 dir. Analitik devam ve genellestirilmis Liouville teoremlerini géz 6niine alalim.

z = —i noktas1 fonksiyonun tekillik noktasidir ve o noktada biiyiik olasilikla mertebesi indeksi

asmayacak sekilde bir kutba sahiptir. Buna gore,

L C) BN € BN i C) HN 3.48
Y) v (2) X () v (2) Gri) , X2 (3.48)

Burada P (z) keyfi ¢arpanlara sahip, derecesi indeksten bilyiik olmayan bir polinomdur. Buna

gore problemin genel ¢oziimii:
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\
x>0 iken ®(z)= X(Z)|:I/I(Z) + m}
(z+i0)"
> (3.49)
x<0 iken ®(z)=X(2)[w(z)+C]
J

x <0 durumunda kanonik X (z) fonksiyonu z = —i noktasinda mertebesi —x kadar olan bir

kutba sahiptir ve bu nedenle problemin ¢oziilebilir olmasi icin C = -y~ (—i) almamiz gerekir.

x < —1 olmasi durumunda ise asagidaki ilave kosullarin karsilanmas1 liizumu dogar:

0

J 8() d’k =0 , (k=23 ... —x) (3.50)
XT (1) (r +10)

—00

O halde sonlu konturlarla calisirken elde ettiklerimize benzer bir sonu¢ elde ediyoruz. Bu

sonucu asagidaki teorem ile 6zetleyelim:

Teorem 3.6.1 : x>0 durumunda yar1 diizlemdeki homojen ve homojen olmayan Riemann
sinir deger problemleri ¢oziilebilirdir ve ¢6ziim x+1 adet keyfi sabite lineer bagimlidir.
x <0 durumunda ise homojen problem ¢o6ziimsiizdiir. x <0 durumunda homojen olmayan
problem sadece x =—1 i¢in kesin ¢oziilebilirdir ve ¢6ziim tektir. x < —1 olmasi durumunda

ise homojen olmayan problemin ¢6zliimii — x —1 adet ilave kosulun karsilanmasina baglidir.

Su ana kadar sonsuzda basit sinira sahip bir problem tipini ele aldik. Gelin bunu

genellestirelim ve sonsuzda sifir olma durumunu da inceleyelim:

Smir degerlerini ®*(0)=® (0)=0 seklinde alir isek, problemin serbest terimi igin
g(0) =0 buluruz. Yani Riemann problemi sonsuzda sifir degerine sahip bir ¢éziime sahip
ise, sinir kosuluna ait serbest terimde sonsuzda sifir olmalidir. Bu bilgiden hareketle (3.49)

¢Ozlimiini diizenleyelim .Bu ek kosul durumunda her zaman oldugu gibi Py yerine Py ve

C=0 alarak,

P

D(2) = X(z2) V/(z)+L(Z) (3.51)
(z+1)*

formiiliinti elde ederiz. x < 0durumunda bu formiilde Px.,=0 aliriz. (3.50)’de ifade ettigimiz

ilave ¢ozlim kosullar1 ise (i) =0 oldugundan su forma gelir:
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0

j 2() di =0, (k=12y.... ~x) (3.52)
X5 (1) (r +10)

—00

Bu duruma 6zel bir 6zet yapmak gerekirse sunlar1 soyleyebiliriz: x >0 durumunda x adet
keyfi sabite bagimli bir ¢6ziim vardir. x <0 durumunda ise ¢oziim tektir ancak bu ¢dziimlerin
var olabilmesi i¢in Oncelikle x <0 durumunda — x adet ilave kosulu problemin karsilamas1

gerekir.

3.7 Kontur Setlerinin Olusturdugu Coklu Alanlarda Riemann Problemi

3.7.1 Problemin Konulusu

L, L=Lo tL;+.......... +L,, olacak sekilde m+1 adet kesismeyen kontura ait bir seti ifade etsin.
Oyle ki, Ly konturu L disindaki diger tiim konturlar1 kusatsin. Basitlik i¢in kontur kavramimi
yine diizlemdeki ¢izgisel bir sinir(6rnegin bir egri) gibi ele alalim ve asagidaki sekil lizerinde

bu kontur setini gosterelim:

La

Sekil 3.1 m+1 adet konturdan meydana gelen L kontur seti

Lo’in iginde ve L;,....,Ly,’in disinda kalan bolgeyi D* ile, D +L’nin diizlemdeki tiimleyenini
ise D~ ile gosterelim. Koordinat sisteminin orijin noktasinin D™ bolgesinde oldugunu

varsayryoruz. Oncelikle sigrama problemini ifade edelim:
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O (1)-@ (1) =g(t) (3.53)
(3.53) daha 6nce basit kontur ile ¢aligirken buldugumuz gibi,

1 rg(dr
27ziL T—z

O(z) = (3.54)

tarafindan ¢oziiliir. Bu durum, Sokhotski formiillerinin, alanin buradaki gibi ¢oklu pargalardan
olusup-olusmamasina bagli olmamasindan ileri gelir. Homojen ve homojen olmayan Riemann
problemleri, boliim 3.1°de tek bir konturu ele alarak koydugumuz problem ile ayn1 sekilde

formiile edilir.

x, =1/ Zﬂ)[arg G(t)] ,, Olacak sekilde, problemin indeksi:

m
X=.x (3.55)
k=0

seklinde hesaplanir. Eger x; ’larin tiimii sifir ise problemin ¢oziimii tek kontur {izerinde

gosterdigimizle tamamen aynmidir. Fakat diger durumlar igin problemi basitlestirmek

zorunday1z. Asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim:

m

[Te-z%
k=1
z; ’lar Ly (k=1,2,...... ,m) olacak sekilde sirasiyla konturlarin i¢ bolgelerindeki bazi noktalari

ifade etsin. k # j ise |arg(t —z;)|, =0 ve |arg(t—z;)| =—-2x olmasindan hareketle,
k L 7L,

1 m . 1 x.]
—| ar t— k =—-Ilarg(t—z;)"’ =—X; 3.56
M{ e[z } S lre-z )| = (3.56)

ve buradan da,

{arg{G(t)ﬁ(t—zk)xk}} =0, (j=12.,m) (3.57)
k=1 I

J
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m
yazilir. Sadece Ly konturunu baz alarak G(t)H (t—z;)* fonksiyonun argiimanindaki

k=1

degisimi hesaplayalim:

1 2 X,
E{arg{G(r)g (t—zp) }}L

0

1 1
=5 e GO, +o Y bvaret =zl

m
=Xp +2xk =X

bulunur. Koordinat sisteminin orijin noktasinin D* bdlgesinde oldugunu kabul ettigimizden,

[argt]Lk =0 (k=12,...m) , [argt]LO =2r

olur. Sonug olarak,

{arg{t‘xﬁ (t—z,)"* G(t):l} =0
k=1 I
bulunur.

3.7.2 Homojen Problemin Coziimii

Sinir kosullarini,
DT (1) =GP (1)

esitligine denk olan su formda yazalim:

o (1) =mt—{z‘xH(t—zk)x’c G(r)}cb‘(z)
[Ta-zmt
k=1

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

m
t_xH(t —z,)* G(¢) fonksiyonu, Ly (k=1,2,...... ,m) olmak tizere her kontur iizerinde sifir

k=1

indeksine sahip oldugundan su sekilde de yazilabilir:
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In r_xﬁ(r -z, )*G(7)

1 =
I'(z)= j k=l dr (3.62)
27 T—z
L
olmak iizere,
m el"Jr ()
—X _ Xk —
T -2z)™ G@) = (3.63)
k=1 e
Buna gore siir kosullarini tekrar yazalim:
= oM (O
[[e-z00 2020 (3.64)

k=1 el O el @

Daha Once analitik devam hakkinda verdigimiz teorem ve genellestirilmis Liouville

teoreminin uygulanmasiyla,

m + \
O (2)=[[(z=z) " DP(2)
k=1

> (3.65)

O (z)=z"e" PP (2)

elde edilir. Dikkat edilecek olursa buldugumuz bu sonug, daha once tekli konturlarla

m
calisirken elde ettigimiz sonugtan sadece @ (z)’deki H(z—zk)_x" carpani itibariyle
k=1

farklidir. Her zaman oldugu gibi @ (0) =0 ek kosulunun olma durumunu da inceleyelim.

Bu kosulun olmasi durumunda (3.65)’deki P.(z),P._,(z) ile degistirilir.

Problemin kanonik fonksiyonu,
m N _

X (2)= H(z —z,) el @ X (2)=z @ (3.66)
k=1

ile verilir. Kanonik fonksiyonun kontur iizerindeki limit degerlerini incelemek icin oncelikle

(3.62)’nin limit degerlerine bakalim. Sokhotski formiiliine gore,
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|
r* (t)= igln[t xH(t)G(t)]+ I'(?) (3.67)
Buradaki I'(¢), (3.62)’de yer alan integralin bas degeridir (principal value) ve,

m
@) =]J¢-z,)™ bicimindedir.
k=1
Buna gore z — ¢ limit durumunu (3.66) i¢in yazalim:

a1 GO | re N 1 T
X7 (1) (—txH(t)J e , X (1) \/[—txl_[(t)G(t)J e (3.68)

Burada kanonik fonksiyonu incelememizin nedeni hatirlanacag: iizere, homojen olmayan
problemin ¢oziimiinde bu fonksiyondan yararlanmamizdir. Kanonik fonksiyona ait denklikleri
de cikardiktan sonra artik homojen olmayan problemin c¢6ziimiine gecebiliriz. Ayrica
belirtelim ki, bu ana boliimiin basindan beri teorik diizeyde verdigimiz bu kapali ¢oziimler
Carleman ve Plemelj tarafindan ilk olarak dile getirilmig, daha sonra Gakhov ve
Muskhelishvili’nin ¢aligmalar1 ile bu seviyeye gelmistir. Literatiirde ¢dzlimler i¢in farkl

formiilasyon yapilar1 ve notasyonlar ile karsilasilabilir.

3.7.3 Homojen Olmayan Problemin Coziimii

Tek kontur ile ¢alistigimiz problemlerde oldugu gibi, problemin sinir kosullari,

O (t)=G()D () +g(t) (3.69)
olmak iizere,
vz =—[8E _d7. (3.70)

2721'LX+(r)r—z

olacak sekilde,
o) L _o(_ -
X0 y(2) X0 y (2 (3.71)

formunda yazilabilir. Buna gére problemin genel ¢éziimii

D(z) = X(2)[w (2) + P.(2)] (3.72)
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@ (0) = 0 kosulu mevcut ise bu durumda genel ¢6zlim,

D(z) = X(2)w(2)+ P (2)] (3.73)

seklini alir. x < 0 olmas1 durumunda homojen olmayan problem sadece,

g(t) 4. _ _ .
L—X+(t)t dt=0 (k=1,2,.....x-1) (3.74)

kosullar1 saglandigi taktirde ¢oziilebilirdir. @~ (o) = 0 kosulu mevcut ise bu ¢oziim kosullari,

g(t) i _ _ )
L—X+(t)l dt=0 (k=1,2,.....-x) (3.75)

halini alir. (3.75) kosullarinin yerine getirilmesi halinde ¢6ziim, genel ¢oziime ait denklikte

P(z) =0 aliarak belirlenir.

Simdi en distaki Ly konturunun var olmamasi durumunda ¢oziimiin nasil degistigine bakalim.
Bu durumda sonsuzdaki noktanin D*’ya ait oldugunu diisiiniiyoruz. (Onceki durumda

D™ ’ye aitti) @ (z) fonksiyonunun sonsuzdaki davranisi , 6nceki durumda sonsuzda yer alan

® (z) fonksiyonuyla tezat olusturacak niteliktedir. Onceki durumla, su anki kabuliimiiz

m
arasindaki en temel fark, sifir indeksine sahip olan fonksiyonun H(t—zk)x" G(1)
k=1

olmasidir. Dikkat edilecek olursa, onceki durumda sifir indeksine sahip fonksiyon

yukaridakine ilave olarak, ¢ garpanini ihtiva ediyordu. Bu garpani yok ederek yukarida
yapilan islemler aynen tekrarlanirsa L, konturunun olmamasi durumunda problemin

PR

¢ozlimiiniin ne sekilde degistigi kolayca goriilebilir.
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4. SUREKSIZ KATSAYILAR VE ACIK KONTURLAR iCiN RIEMANN
PROBLEMI

3. boliimde inceledigimiz problemlerde sinir kosulunda yer alan katsayr daima siirekli idi ve
ele aldigimiz kontur veya konturlar genellikle kapali egrilerden meydana geliyordu. Simdi bu

kurallar1 fazla u¢ noktalara ¢ikmadan biraz esnetmeye ¢aligalim.

4.1 Siireksiz Katsayili Problem ve Verilen Sicramaya Gore Fonksiyon Tayini

Oncelikle en basit durumu ele alalim ve calisacagimiz konturun sadece basit ve kapali bir

egriden olustugunu diisiinelim. Sinir kosullari,
Q7 (1) = GNP~ (1) + g(1) (4.1)

olmak {izere, G(t) ve g(t) fonksiyonlarinin L konturu iizerinde siireksizlik noktalari olarak ifade

edeceimiz #;,5 ,......... ,t,, noktalar1 disindaki her noktada Holder oldugunu varsayalim. Problemin

¢oziimii kontur lizerinde integrallenebilir fonksiyonlar simifinda aranir. Bu demektir ki, ¢6ziim bazi
noktalar harig siirekli olacaktir. Coziim siireksizlik noktalarinin tamaminda veya bir kisminda smirl
olabilecegi gibi, hicbirinde sinirli olmayabilir. Her zaman oldugu gibi arastirmamiza sicramay ifade

ederek baglayalim. G(t)=1 alirsak sinir kosullari,

DTN -D (1) =g(1) 4.2)

seklini alir. g(t) fonksiyonunu stireksizlik yada tekilligi olabilecegi gerekcesiyle su formda yazalim:

(1) =% (Rey <1) 4.3)
Yk

g*(t) , Holder sinifindandir. Parcali analitik fonksiyonunun kontur civarindaki limit degerleri

i¢in,

(a <) (4.4)

yazilabilir. Sokhotski formiillerine gore problem,

D(z)= - [£O
2md 17—z

(4.5)
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ile ¢oziiliir. Ancak bu fonksiyonun bazi siireksizlik noktalarina ve g(t)’nin (4.3)’de verilen
yapist nedeniyle tekillige sahip oldugu unutulmamalidir. Kolayca gosterilebilir ki, problemin

¢Ozlim aradigimiz sinif disinda bir ¢6zlimii yoktur. (4.2)’y1 6zel olarak su hale indirgeyelim::
O () -Dd (1)=0 (4.6)

Bu iliski gosteriyor ki, ®*(z) ve ® (z)fonksiyonlar1 tiim diizlemde analitik tek bir
fonksiyonu olusturmaktadirlar. Bu fonksiyon izole edilmis bazi tekillik noktalarma sahip
olabilir. (4.4) gosteriyor ki, bu tekillikler bir kutup olamazlar, sadece ayr1 bir dalda yer alan
noktalar olabilirler. Sonug olarak, (4.6) probleminin sadece sifir ¢6ziimii vardir, dolayisiyla
(4.2) probleminin ¢oziimii olan (4.5) tektir. Eger (4.2) problemine, sonsuzda x(indeks)
mertebeye sahip kutbu olan fonksiyonlar sinifinda ¢6ziim arasaydik ¢oziim su sekilde

verilirdi:

O(z) = g( )

gor +P.(2) 4.7)
2721

Burada P,(z) keyfi ¢arpanlara sahip mertebesi x olan bir polinomdur. (4.1) probleminin

¢oziimi, daha 6ce 3.boliimde klasik hali verilen problem tipine bu problemin indirgenmesi
suretiyle elde edilecektir. Bu yontem icin, tipki G(t) fonksiyonu gibi bazi t, noktalarinda

stireksizlige sahip yardime1 fonksiyonlara ihtiyacimiz olacak. Simdi onlari inceleyelim.

z,, D" bolgesine ait bir nokta, ¢, kontur iizerindeki bir nokta ve y =« +if olacak sekilde

kompleks bir sayidir. Buna gore asagidaki iki analitik fonksiyonu goz oniine alalim:
(z—20),(z—1,)

Bu fonksiyonlardan yararlanarak, D*’da analitik w"(z) ve D7 ’de analitik w(z)

fonksiyonlarini olusturalim.

/4
wi(z)=(z-1) , W_(Z)=(Z_t1j (4.8)

Kontur iizerinde her iki fonksiyonda ¢, noktas1 harig siirekli ve analitiktir. Bu fonksiyonlarin
t, noktasindaki davranisi ise y’min degerine baghdir. 7, disindaki noktalar i¢in sinir

degerlerinin orani,
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o) =20 oz (4.9)
W ()

seklinde yazilabilir. ¢, noktasinda kuvvet fonksiyonunun 6zelliklerinden hareketle,

Q7 - 0) _ e—2i7zy (4.10)
Q(t; +0)

bulunur. Simdi w'(z) ve w (z) fonksiyonlarinin ¢, civarindaki davranigini inceleyelim.
z—1 = re'? olarak alirsak, (4.8)’deki w'(z) yi su sekilde yazabiliriz:
(Z_tl)}/ =e]/1n(Z—t]) =rae—ﬂ98i(ﬂlnr+ac9) (4.11)

Bu ifadeye gore, a #0 olmasi halinde (z-1¢;)” fonksiyonunun mertebesi sadece « ’ya

baghdir. a >0 olmas1 halinde ise mertebesi + & ’ya esit sifira sahiptir. @ <0 durumunda ise
—a mertebesinde sonsuza sahiptir. Son olarak & =0 durumunda sinirlidir, ancak herhangi

bir limit degerine yaklagmaz.

4.2 Gakhov indirgeme Metodu ve Siireksiz Katsayih Problemin Céziimii

En basit durumdan yola ¢ikalim.
O (1) =G()D (1) 4.12)

homojen probleminin katsayisi olan G(t), sadece t; noktasinda siireksizlige sahip olsun.

In G(t -0)

(4.13)
T4 Gt +0)

olmak tizere (4.8)’de verilen w*(z) ve w™ (z) fonksiyonlarimi olusturalim. Yeni bilinmeyen

fonksiyonlar @} (z)olmak iizere,
D (2) =w (2)@; (2) (4.14)

yazalim .Sinir kosullari su formda yazilabilir:

G, ()= _E ; G(t) olacak sekilde,
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®; (1) = G,()D; (1) (4.15)
Yeni katsay! igin,

G, () =Q(G(t) = (t-z,) " G() (4.16)
yazilabilir. (4.10) ve (4.13)ten:

Gt -0)_ Q@ -0G6(H-0) _ o277 G —-0) 1
G (t; +0) Q¢ +0) G(¢ +0) G(t; +0)

(4.17)

bulunur. Yeni G,(¢) katsayist t; noktasint da igerecek sekilde L konturu iizerinde siireklidir.

Boylelikle siireksiz katsayili (4.12) problemi, stirekli katsayili (4.15) problemine indirgenmistir.
(4.15)’1n ifade ettigi problem bizim daha 6nceki kisimlarda inceledigimiz siradan bir Riemann smir

deger problemidir. Simdi problemin indeksini inceleyelim.

(4.12) problemine ait ¢oziimiin t; siireksizlik noktasindaki davranisi, (4.14)’ten goriildiigii gibi
w'(z) ve w (z) fonksiyonlarinin davramgina baghidir. G(t)’nin L konturu iizerindeki

herhangi bir kirilmada argiimaninda meydana gelen artis1 6 ile gosterirsek, indeksi su sekilde

hesaplayabiliriz:
- . - .. 0
Sinirl ¢ézlimlerin olusturdugu siifigin:  x = py. (4.18)
Vd
. - . 9 .. 0
t; noktasi yakimindaki sinirsiz ¢oziimlerin olusturdugu sinif igin: x = Ey. +1 (4.19)
Ve

Burada [x]’in say1 teorisinde yer alan x’i asmayan en biiylik tamsayiy1 ifade ettigini

hatirlatalim. Simdi (4.15) probleminin indeksini verelim:

G(tl - 0) e—2i7[}/
G(t; +0)

JndGl(t)=#{1nGI(t)}L _ ! h{

= L petim oy (4.20)
2irx 2irx

2ir

Yukaridaki ifadelerden goriildiigii gibi problemin indeksi ¢Oziim aranan smifa gore
degismekte, sinirsiz ¢oziimlerin olusturdugu sinifa ait indeks, sinirl ¢oziimlerin olusturdugu
sinifa ait indeksten biiyiik olmaktadir. Indeks kavramini da acikladigimiza gore artik

problemin ¢oziimiine gegebiliriz.
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4.2.1 Homojen Problemin Coziimii

G(t) katsayisin 1,7, ,............ ,t; noktalarinda siireksizlige sahip oldugunu varsayalim. L konturunu

t;, ve t;,q siireksizlik noktalari arasda pargalayalim. Oncelikle,

Gt -0)

—A, =1,¢"% k=12l 421
Gt +0) K ="1lre ( ) (4.21)

oldugunu biliyoruz. Buradaki 6, , ¢, stireksizlik noktasinda arglimandaki sigramay ifade eder.

=—Ind, =% —x; —i 4.22
Vi =5 Ay ki (4.22)
olmak tizere( x;, , (4.18)-(4.19) tarafindan hesaplanir),
/ ! Tk
—t
O () =[Gz~ @ (2) , D (2)= H[z . J D, (2) (4.23)
k=1 k=1\ %~ %0
olur. Buna gore (4.12)’deki siir kosullari,
!
o7 () =[] ~2)7* GO)Py () (4.24)
k=1

halini alir. Buradaki (#-z,) ”* fonksiyonu #, noktasi iizerinden gegerken bir sigrama

gostermektedir. (4.24) aslinda farkli katsayili bir problem olusturur ve bu katsay1 orijinal

problemdekinin aksine stireklidir:

!
G () =[]@~20) 7 G(t) (4.25)

k=1

Boylelikle siirekli katsayiya sahip klasik haldeki Riemann sinir deger problemine ulagilmis
olur. Yeni katsaymin (aym1 zamanda yeni problemin) indeksi kolayca hesaplanabilir.
G, (¢) nin tim kontur iizerindeki argliman artigini, siireksizlik noktalari arasindaki artigin bir

toplami alarak ele alirsak,

(tp —0—2zp)
(tk +O—Zo)yk

_ eZiﬂyk

ve buradan,
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[

IndG,(t) = i {InG (0}, = i > {nG, (z)}?;q
k=1

/ _ —0_ Yk
| 1n|:G(tk O W =0-2)" |\ iy, (4.26)

C2m 5| G +0) (1 +0-2,) 7

elde edilir. Ayrica not ediyoruz ki, ¢6zlim sinirli fonksiyonlar sinifinda araniyor ise,

0
Xp = [ﬁ} (4.27)

sinirs1z integrallenebilir fonksiyonlar sinifinda araniyor ise,

X, = [9_,{} 1 (4.28)
2

esitlikleri gegerlidir. Buna goére homojen problemin ¢oziimii, oncelikle (4.24)’teki klasik

problemin ¢oziilmesi (bu ¢oziimiin nasil yapilacagini 3. bolimde ele aldigimiz i¢in burada

tekrarlamiyoruz), buradan bulunacak ¢6zlimiin (4.23)’te yerine yazilmasi ile bulunacaktir.

4.2.2 Homojen Olmayan Problemin Coziimii

Problemin konuldugu konturu ve smir sartlarindaki katsayiyr onceki boliimde homojen
problem i¢in belirledigimiz sekliyle aynen aliyoruz. Biitiin bunlarin yani sira, g(t) fonksiyonu
problemin serbest terimini ifade edecek sekilde Holder sartini sagliyor olsun. Buna gore

problemi,
O ) =G@)D (¢t)+g(t) (4.29)

sinir sartl ile ifade edelim. (4.23)’l saglayacak sekilde yine @ (z) ve @, (z) fonksiyonlarini

g6z Online alarak sinir kosullarini su sekilde indirgeyelim:

[ /
O () =]J-2z) 7 GOYPy O+][ [ ~1,)7* g(®) (4.30)

k=1 k=1

/
Bu yeni smir sartinda yer alan H(t—zo)_7 kG(t) katsayr fonksiyonunu 3.bdliimde klasik
k=1

problemin ¢oziimiinli aragtirirken yaptigimiza benzer sekilde, kanonik fonksiyonlarin orani

seklinde yazip, sinir kosullarin1 yeniden diizenlersek,
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[
(t—t,) " g(t)
®TO)_®IU)=£} "

n — " (4.31)
X7 @) X (@) X1 ()
denkligini elde ederiz. (4.7)’de ifade ettigimiz iliskiye dayanarak ¢6ziim,
1
(r—1,) " g(2)
() _
1(2) _ 1 I k=1 a P.(2) (4.32)
X(z) 2+ X{ (7) T—z
formiilii ile verilir. Eger x<0 ise (4.32) formiild,
l
(r—1,) " g(7)
®(z) _ 1 Ig ¢ dr @33
Xi(z) 27+ X{ (7) T—z
seklini alir. Buna gore (4.23)’te yer alan ¢oziim fonksiyonlari
i A
0" (2)=[J-1)" X @ @)+ P
k=l
> (4.34)

Yk

l J—
cD‘(z>=H(Z t"} X @y @+ R
k=1

z-z,

halini alir. Burada kanonik fonksiyon ve 6zel ¢oziime ait denklikleri de kisaca ifade edelim.

!
1n{(f ~20) [ ](r-20) 7" G(v)
k=1

1 -
I'(z) = M{ i dr (4.35)

olmak iizere kanonik fonksiyon,

X{(2)= el X (2)=(z—z5) e @ (4.36)

denklikleri ile verilir. Ozel ¢dziim ise,
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/
[[e-w7 2@
k=l dt

1 ,
V= 2721‘! X7 (D)7 —2) 437

seklindedir. Verilen problemde sinir kosullarina ilave olarak @ (o) =0 kosulu mevcut ise,

her zaman oldugu gibi keyfi katsayili polinomdan olusan terimde degisiklik olur ve (4.34)

¢Ozlimii su sekle gelir:

l
0" @)= [t X7 @l @+ Pi2)]
k=1

> (4.38)

Yk

j X7 @y (2)+ Py (2)] )

oo ]][
k=1

0

Biitiin bu islemlerden sonra sonug niteligindeki asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.2.2.1 : x indeksi ifade etmek iizere, Riemann probleminin ¢6ziim aranan sinifta

indeksi pozitif ise, homojen olmayan problemin genel ¢oziimii x+1 adet keyfi sabite lineer
bagimlidir ve (4.34) formiili ile bulunur. Eger @ () =0 kosulu mevcut ise bu kez ¢6ziim

formiili (4.38)’dir. x<0 ise homojen problem ¢6ziim aranan sinifta ¢6ziimsiizdiir; homojen

olmayan problemin ¢6zlimii ise asagidaki —x adet kosulun karsilanmasina baglidir:

/
[[e-07 2@
k=1

J - t/dr=0 (=1,2,......,%) (4.39)
7 Xy (7)

Bu kosullarin saglanmasi durumunda ise problemin ¢oziimii tektir ve (4.34) denkliginde

P.(z) =0 yazilmak suretiyle bulunur.

Bu teoremi verdikten sonra (4.34) ¢6ztiimi ile ilgili bir konuya agiklik getirelim. Bu denklik
keyfi zp noktasini igermektedir. Ancak genel ¢oziim, bu keyfi noktanin se¢ciminden tamamen
bagimsizdir. Bu durum problemin serbest terimine ait siireksizlik noktalari i¢in cesitli

durumlar incelenerek ispatlanabilir. (aytintili bilgi i¢in Gakhov(1966) incelenebilir.)
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4.3 Acik Konturlar icin Riemann Problemi

L konturunun L,,L,,.......... ,Lm olacak sekilde m adet basit diizgiin ve kesismeyen egrilerden
meydana geldigini varsayalim. Bu egrilerin bitim noktalarini ise ax ve by noktalari ile ifade
edelim(pozitif yon ay noktasindan by noktasina dogrudur). G(t) ve g(t) fonksiyonlar1 L
tizerinde tanimli ve Holder sartin1 saglamakta olan fonksiyonlardir. Ayrica her yerde

G(t) #0 olacak sekilde alinmistir. @®(z), L konturunun tiizerindeki noktalar hari¢ tiim
diizlemde analitik bir fonksiyondur ve L’ye sol ve sag yandan yaklasirken olusan sinir

degerleri @ (¢) ve @ (¢) asagidaki kosulu saglayan integrallenebilir fonksiyonlardir.
O (t)=G)D (1)+g() (4.40)

Bu sartlar altinda ®(z) ’nin bulunmas1 problemi bir Riemann problemidir. Bu probleme tam

manastyla agiklik getirmis olan matematikciler F.D.Gakhov ve N.I. Muskhelishvili ‘dir.

Simdi sirayla bu yazarlarin yontemlerini inceleyelim.

4.3.1 Gakhov Metodu

Acik L konturunu L;, L, ,......, L seklindeki m adet keyfi egri ile kapatip, L konturundan tek

bir kapal1 C egrisi elde edelim. Yani, L, + L, +......+ L, + L =C olsun.

Ly

-y
\1:'5.r
L ]

-
- L]

¥ )

Sekil 4.1 Acik olarak verilen konturlardan kapali C egrisinin elde edilmesi

Daha Once siireksiz katsayilarla ¢alisirken Gakhov’un indirgeme ydntemini kullanmigtik.
Burada da ona benzer bir yol izlenmektedir. A¢iktir ki, ilave egriler lizerinde sinir kosullari
®" (t) = @ (t) olur. Dolayisiyla (4.40) problemi asagidaki kapali kontur igin verilen

probleme indirgenebilir:
DO =GiOP Wy ai(t) (4.41)

Burada,
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L, uzerinde, Gi()=G(t) , gi(t)=g(t)
L; tuzerinde Gi(t)=1 , 21070 (k=12 ,m) (4.42)

olur. Artik ¢6ziim bir 6nceki boliimde siireksiz katsayilar i¢in verilen teorinin bir uygulamasi

haline gelmistir. A, argG(t)’nin [, Uzerindeki degisimini ifade etmek tizere,

i0 i@, +A,)

Gla,)=1,e k ve G(b,)=1)e ko k (4.43)
olacak sekilde alirsak,

i0, )
Gi(a-0=1 , Gi(axt0)=G(a)= l ke

i@, +A,)
Gi(bx-0)=G(by)= ', e k™ TkGibit0)=1 > (4.44)
Gl(ak_0)=ie_i9k Gl(bk_o) _y ei(9k+Ak)
’ k

Gl(ak+0) Ek Gl(bk+0) )

denkliklerine ulasilir. &, 'min konturun ay baslangi¢ noktasindaki degeri, eger ¢ozlimiin ag

noktasinda sinirli olma sart1 varsa
-2r<6,<0 (4.45)

araliginda degisebilir. Eger ¢oziimiin ay noktasinda sinirsiz olma sart1 varsa bu aralik,

0<6, <2x (4.46)
seklinde degisir.
-i0 0, In/ N
koo e, 2 2r&
> (4.47)
i@, +A,) 60, +A In/?'
v :Lln(ﬁ'e k= "k ):—k k_y -k
k  2m k 2 k 2
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Denkliklerinde indeksi goz éniine alalim. indeks, eger ¢dziim by bitim noktasinda sinirli ise,

0, +A

x = (4.48)

degerine, eger ¢oziim ayn1 bitim noktasinda sinirl degil ise,

0 +Ak

A S £ (4.49)

xk_[ 27

degerine esit bir tamsayidir. Problemin indeksi ise,

m

xX= z_xk (450)
k=1

esitligi ile hesaplanir. Goriildiigii gibi indeks by bitim noktasindaki davranisa gore degismekte,

buna karsilik indeks bagintilarinda kullanilan degerlerin de a, noktasinda (4.45) ve (4.46)’da

verilen sartlar1 yerine getirmeleri gerekmektedir. Bu agiklamadan sonra,

A

i Y g
d>+<z)=kgl<z—ak) Ke-b) kol ()

, (4.51)

_oom oo by
O™ (2)=T1 C— Ky, 25k @7 (2)
k=l z—Z z—Zz

o o

olacak sekilde, C kapal1 egrisi lizerinde siirekli katsayiya sahip asagidaki problem elde edilir:

m . A
(Dil_(t)zk]}l(t—zo) Tk 1=z ) TR G 0070+

kg () (4.52)

m -7
+ 11 (t-ap) "K(-b))
k=1
(4.52) klasik tipte bir problem oldugundan daha once agiklanan yollarla ¢oéziilebilir, bu
nedenle burada tekrar deginmiyoruz. Orijinal problemin ¢oziimii ise (4.52)’ten bulunacak
sonuglarin (4.51)’de yerine yazilmas: ile elde edilecektir. Gakhov’un bu yontemi en ¢ok

asagidaki problemde ise yaramaktadir:
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L konturunun m adet agik egriden meydana geldigini diisiinelim. G(t)= -1 olacak sekilde sinir

kosullar1
O (t)=-D (t)+ g(¢) (4.53)

formundadir. Buna gore sinir kosullarini 6nce kapali kontur i¢in yazalim:

D (1) = G, () (£) + g, (1) )

L iizerinde G,()=-1 , g,(t)=g(t) (4.54)

'

L' iizerinde G,(tH)=1 , g,(t)=0
J

[k olarak ¢oziimii en genis simf olan bitim noktalarinda sinirsiz olan fonksiyonlar arasinda

arayalim. Bu durumda (4.44) ve (4.47)’den hareketle,

Gi(a-0)=1 , Gi(at0)=-1= &'

Gi(b-0)=-1= €' | Gy(bt0)=1

¥4

G =0 G =0
G, (b, +0)

Gl(ak +0)

3

O, = ve Ay =0 alinirise, x;, =[1/2]+1=1 ve yk' =—1/2 bulunur. Buna gore indeks,

m
x= XX =m (4.55)
k=1

olarak bulunur. (4.51) ve (4.52)’den hareketle kapali bir kontur iizerinde siirekli katsayili

problem elde edilmis olur:

m
d)fr(t):kl}l(t—zo)l/z(t—zo)l/zGl(t)QDI_(t)+

m
< Tl t-ap)l 2@ -b)V 2 g 0) (4.56)
=1
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1/2

G, (t), ax ve by noktalarinda isaret degistirmektedir. Ayni durum (¢ —z,) ' i¢inde gegerlidir.

Buna istinaden,

1(r—z0>”2(r—z0)”261(z>= (t—z )"

s

k

yazabiliriz. Daha sonra yapacagimiz islemlerde denklikleri basitge gosterebilmek igin

asagidaki notasyonlari belirliyoruz:

. )
M G-a)'2e-b)"2 =R2)

k=1

> (4.57)

m m
M G-ap?=R, . T -5 =Ry(2)

k=1 k=1 J

Buna gore (4.56) su sekilde yazilabilir:

(1) =(t—z,)" DL (1) + R(1)g, (¢) (4.58)

Problemin indeksi x =m oldugundan (4.35), (4.36) ve (4.37)’den hareketle,
X{(2)=1 ve X[ (2)=(z—zy)" (4.59)

bulunur. (4.34)’te verilen formiil geregince, tiim bitim noktalarinda sinirsiz probleme ait

¢Oziim su sekilde verilebilir:

O (2) = D (2) = B(2) = ﬁ[w(z) + P @) () = [ FE D ar (4.60)
L

Genelde uygulamalarda verilen ®(0) =0 ilave kosulu mevcut olursa (4.60) bagintilarinda
yer alan P, (z) terimi, P,_;(z) ile degistirilir. Simdi ¢6zlim aradigimiz sinifi biraz daraltalim.

Coziimiin ay noktalarinda sinirli, by noktalarinda ise sinirsiz oldugu durum igin:

_R,(2) 1 [Ry(7) g(7)
®(2)= Ry (2) 2i7r.L“Ra (1) T—ZdT (4.61)

Cozlimiin tiim bitim noktalarinda sinirli oldugu durum igin:
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_R(2) [ g(r) dr
®z)= 2ir i R(t) -z (4.62)

denklikleri verilebilir. x =-m olmasit durumunda asagidaki m adet kosulun ilave olarak

saglanmasi gereklidir:

&) j1, -
‘L[ o) dr =0 G=1,2,.........m) (4.63)

Simdi inceledigimiz problem i¢in gercege en yakin ¢dziimii yazmaya calisalim. a ve b
harfleriyle gosterdigimiz tiim bitim noktalarini (a’y1 baslangi¢ kabul edip b’de bitis oldugunu
varsaytyor idik) sadece c¢ ile gosterelim. Bu durumda c,c,,............ ,C¢,, seklinde bu
noktalarin tamamini ifade etmis olalim. Bu noktalarin bir boliimiinde ¢oziimiin sinirh, geri
kalan noktalarda ise sinirsiz oldugunu biliyoruz. Iste ¢dziimiin smirli oldugu noktalar1 bastaki

noktalar1 olarak ele alalim. Geriye kalan noktalar ise bu durumda,

c ,c,, ile gosterilir. Indeksin degeri (m-p)’dir.

m

2m
J Ry(2) = [ H(zck)J (4.64)

k=p+1

olmak tizere ¢6ziim,

D(z)

_ R 1 ij(T) §@ ;. p () (4.65)

Ry(2)| 2ix ) Ri(z) -2 "
L

formundadir. Eger p > m ise (4.65) denkliginde F,,_,_; =0 almir. Ayrica p >m durumunda

¢Oziim asagidaki kosullarin saglanmasi halinde mevcuttur:

R, (7) - _ )
IRI = g(n)r’ " dr=0 G=1.2,........ ,p-m) (4.66)
L

4.3.2 Muskhelishvili Metodu

Bu ana béliimde su ana kadar inceledigimiz siireksiz katsayili veya acik kontur iizerinde

taniml1 Riemann sinir deger problemleri Gakhov’un “problemin siirekli katsayili bir probleme
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indirgenmesi” olarak Ozetlenebilecek yontemleri ile ele alindi. Literatiirde Riemann
probleminin tam ¢oziimii ile ugragsmis nadir matematikg¢ilerden biri olan Muskhelishvili’nin
de bu tip problemler i¢in “Riemann probleminin direkt ¢oziimii” olarak 6zetlenebilecek bir
metodu mevcuttur. Simdi bu metot iizerinde duralim. Ayrica hatirlatiyoruz ki, Muskhelishvili

metodu 3.boliimde ele alinan klasik problemin ¢oziimiinde de kullanilabilir.

Homojen problemin siir kosulu,
O (1) =G@)D (1) (4.67)
olmak iizere bu problemin ¢oziimiiniin kapali formda su sekilde verilebildigini biliyoruz:

In G(r)

D(z)=e"? | T(z )_— j (4.68)
Bu ¢6ziim, (4.67)’deki sinir kosulunu kontur agik oldugundan bitim noktalar1 haricindeki her
yerde saglar. ®(z)’nin bitim noktalarindaki davranisi, T, (z) ve T, (z) smasiyla a; ve by

noktalari civarinda siirli fonksiyonlar olmak {iizere,

_lnG(ak) _07k+iln£k
SO a2 KD gy 2 2m SEE) (4.69)
InG(by) O +A _iln[,‘;
eF(Z) = (z— bk) 2mi erk (2) =(z— bk) 2 2 erk (2) (4.70)

denklikleri ile wverilebilir. (4.45) ve (4.46)’ya gore G(t)’nin a, baslangi¢ noktasindaki

arglimaninin degeri ve (4.48) ile (4.49) denkliklerini goz 6niine alalim.

Xz = 11 (z—b D kL) 4.71)
k=1

seklinde yazilacak fonksiyon hem sinir kosullarini saglar hem de konturun kesim noktalari

icin verilen ¢Oziim sinifina aittir. X(z) fonksiyonu bilindigi gibi problemin kanonik

fonksiyonudur ve I'(0) =0 durumunda bu fonksiyonun sonsuzdaki mertebesi,

m
x= XX (4.72)
k=1
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ile hesaplanir. x, bilindigi gibi problemin indeksidir. Bundan sonrasinda ¢oziim klasik
problemi incelerken verdigimiz yolla aranir. Yani, G(t)=X(t) / X'(t) olarak almak suretiyle

sinir kosullari,

°O_0 (4.73)
X' X ()

seklinde yazilabilir. Buradan x > 0 i¢in,

D(z) = X(2)P.(2) (4.74)

olarak homojen problemin genel ¢6ziimii yazilmis olur. Eger verilen problemde siradan sinir

kosulunun yanmi sira ®(o0)=0 ilave kosulu mevcut ise Py polinomu Py; polinomu ile
degistirilmelidir. ®(0) =0 ilave kosulu altinda klasik haldeki problemde takip ettigimize

benzer yolla homojen olmayan problemin ¢6ziimii,

O(z2) = X(2)[y(2) + P, (2)] (4.75)
| g(r) dr
v(z)= 27 ) X' ()72 (4.76)
olarak ortaya ¢ikar. x<0 olmas1 durumunda problemin ¢oziilebilirligi,
ﬂr”dr =0 (=12, X) 4.77)

Jx @)
kosullarinin saglanmasina baglidir.

Muskhelishvili metoduyla siireksiz katsayili Riemann problemine de bir ¢oziim getirilebilir.
Soyle ki, problemin katsayisinin siireksiz oldugu bolgelere gore L konturu pargalanabilir ve
bagimsiz egriler olusur. Daha sonra problem acik kontur i¢in verilmis bir Riemann problemi
gibi yukarida anlattigimiza benzer bir yolla ¢oziiliir. Bu sekilde ¢6ziim yapilmaya ¢alisilirsa
gorilecektir ki, homojen olmayan problemin ¢6ziim formiilasyonu tamamen aymdir.

Homojen probleme ait kanonik fonksiyonun hesabinda ise asagidaki degisiklik yapilabilir.

t; noktasi, problemin katsayisina ait bir siireksizlik noktasit olmak {izere problemin kanonik

fonksiyonu,
r(z)=— [ G@; icin,
2irs

T—Zz
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X(z)=(z—1,) " (4.78)

seklinde verilebilir. Bilindigi gibi x, probleme ait indeksi ifade etmektedir.

Acik kontur veya siireksiz katsayi ile verilen Riemann problemlerinin ¢dziimiinde kullanilan

bu metodu degerlendirebilmek i¢in ¢alismamizin son bdliimiinde bir problem ¢ézecegiz.
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5. RIEMANN PROBLEMININ GENELLESTIRILMESI CALISMALARI

Holder simifindan katsayr ve serbest terime sahip olma ve iizerinde calisilan konturun
genellikle diizgiin sonlu sayidaki kapali egrilerden olusmasi, 3.bdliimde ele aldigimiz klasik
Riemann probleminin temel 6zellikleri idi. Daha sonra ¢alistigimiz kontur yada katsayiya ait
bu 6zellikleri esnetmeye ¢alistik ve 4. boliim ortaya cikti. Simdi biraz daha ileriye giderek,

Riemann problemine ait genellestirmeleri ele alacagiz.

5.1 Harita Fonksiyonu ile Tiiretilmis Riemann Problemi

L, basit kapali bir kontur olarak kompleks diizlemi D™ i¢ bolgeyi, D~ ise dig bolgeyi
gosterecek sekilde iki ayr1 kisma ayirtyor olsun. G(¢) ve g(¢), L iizerinde tanimli Holder
kosulunu saglayan fonksiyonlar ve «(¢), L konturu ile arasinda bire bir haritalandirma islevi
goren (map function) ve tiirevi «'(¢), Holder kosulunu saglayip hi¢bir yerde sifirlanmayan bir

fonksiyon olsun. Limit degerleri L iizerinde stirekli ve
(oM [a(t)] =G)D (2) (homojen problem) (5.1)
(oM [a(t)] =G(t)D (t)+g(¢t) (homojen olmayan problem) (5.2)

sartlarindan birini saglayan D* ’da analitik ®(z) ve D~ ’de analitik @ (z) fonksiyonlarinin

bulunmasi1 problemi Riemann sinir deger probleminin genellestirmelerinden biridir. ¢(¢) *nin

D" ’da analitik bir fonksiyonun sinir degeri olmasi durumunda, yukarida ifade edilen
problem, klasik haldeki Riemann problemine indirgenebilir. Aksi durumda indirgeme
isleminin bagarist hakkinda kesin bir sey sdyleyemeyiz. Her zaman oldugu gibi 6nce sigrama

problemini ifade ederek incelememize baglayalim.

5.1.1 Sicramas: Sifir Olan Problem ve Fredholm Integral Denklemi

Parcali analitik @(z)fonksiyonunun, @ (o0) =0 ilave kosulu altinda ve kontur iizerinde
O [a(t)]-D (1)=0 (5.3)

sinir kosulunu saglayacak sekilde tespit edilmesi problemidir. Bu problemin ¢oziimii klasik
haldeki kadar kolay olmayacaktir. Oncelikle asagidaki gibi iki analitik fonksiyon alalim ve

Cauchy tipte integrallerin agirliklarini hedef fonksiyonlar olarak secelim:
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v @)= [T )= —j‘p Dz 54

2721 T—zZ

Sokhotski formiilleri uygulanarak kontur iizerinde (5.4)’e ait sinir degerleri su sekilde

bulunur:
w (z)_—qn (1) +— I (T)d 0 (55)
w (t)———d) () + —I (T)d ~0 (56)

(5.5.) ve (5.6)’y1 kullanarak sadece @ (¢) i¢in bir integral denklemi ortaya ¢ikarabiliriz:

v () -y la)]= {cb 1)+ [a()]}+

1 (@ (), 1 @@ ,
+27u'.[ — dr 2721!7—a(t)dr_0 5.7

(5.7) esitliginden ®*(¢) fonksiyonunun yok edilebilmesi i¢in sinir kosullarini g6z Oniine alarak

ikinci integralde degisken doniigiimii yapilirsa,

v () -y la)]= 0 (1) - j L(g@;@)‘fit}@(”d”o (538)

elde edilir. (5.8) homojen bir Fredholm integral denklemidir. Bu esitligi kanitlamak i¢in,

a'(r) 1
a(t)—a(t) t-t

K(t,7)= (5.9)

seklinde denklemin cekirdegi alinir. Bu ¢ekirdek(kernel) 7 =¢ noktasinda mertebesi birden

kiiciik tekillige sahiptir. Agiktir ki,
t t
a(t)—a(r)= Ia'(u)du a'(o)(t—7)= J'a'(r)du
T T

oldugundan,
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t
at)—a(t)—a'(t)t—1) = I[a'(u) —a'(7)|du (5.10)

bulunur. Cauchy tipi integrallerin limit degerlerinden bildigimiz gibi, |u—z'| =r iken

|du| < m|dr| yazilabilir. Holder kosulundan bilindigi gibi |a'(u) - a'(7)| < Ar* yazilabilir. Bu

iki hatirlatmay1 g6z 6ntinde bulundurarak,

/
la(t) - a(r) - a'(0)(t - 7)| < mAJ‘Mdr = A ea ’"—A|z —'*4 (5.11)
A+1 1+ 4
0

elde edilir. Burada ¢ yeterince kiigiik bir sayidir. M keyfi bir sabit olmak iizere,
K (7)< Mt —[*7! (5.12)

bulunmus olur. @ () fonksiyonu (5.3) sinir kosulunu, (5.5) analitiklik kosulunu ve (5.8)’de

yer alan integral denklemi saglamaktadir. Bu bizi cok 6nemli bir soruya gotiirmektedir: Acaba
integral denklemlere ait her ¢6ziim ayni zamanda bir sinir deger problemine ait ¢éziim

miudiir? Bu sorulara cevaben asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 5.1.1.1 : @& (w0)=0 ilave kosulu altinda sifir sigramaya sahip genellestirilmis

problem ¢6ziimsiizdiir.

Ters bir yargi ile, varsayalim ki, problem ¢oziilebilirdir ve pargali analitik @(z) fonksiyonu da

onun ¢oziimiidiir. Buradan (5.3) siir kosullarina bakarak, k keyfi pozitif bir tamsay1 olmak

uzere,

D, (2)=[0(2)]

fonksiyonlarinin da ayrica problemin ¢ozlimleri oldugu sonucunu g¢ikaririz. Tim bu
fonksiyonlar lineer bagimsizdirlar. @, (¢) fonksiyonlar: bu durumda sonsuz sayida ¢dziime

sahip (5.8) integral denklemini saglar. Fakat Fredholm integral denklemi ancak ve ancak

sonlu sayida ¢oziime sahip olabilir. Dolayisiyla yargimiz yanhs ¢ikmistir.

Teorem 5.1.1.2 : Homojen Fredholm integral denklemi (5.8) ¢oziimsiizdiir.

Ters bir yargi ile, @ (¢) ’nin (5.8)’deki homojen Fredholm integral denkleminin sifirdan
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farkli bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Buna istinaden, ,B[a(t)] =t olacak sekilde A(¢)’nin
a(t)’ye gore ters bir fonksiyon oldugunu disiinelim. (5.4) formiilii geregince ' (z) ve

v (z) analitik fonksiyonlarini tayin edebiliriz. (5.8) geregince,

w () =0 olacak sekilde " (¢)= y/*[a(t)] veya y' [ﬂ(t)] =y (1) (5.13)

yazilabilir. f(¢) tipki a(¢) gibi harita fonksiyonudur. O halde (5.13) problemi (5.3) problemi
ile aymi tiptedir. Sonu¢ olarak Teorem 5.1.1.1°e¢ gore " (z) =y (z) =0 bulunur. (5.5) ve
(5.6)’y1 g6z 6niinde bulundurarak, bu sonug gostermektedir ki, @ (¢) ve @ (¢), sirasiyla D

ve D~ bolgelerinde analitik fonksiyonlarin sinir degerleridir. @ (z) ve @ (z) fonksiyonlari
ise (5.3) smir deger probleminin ¢dziimleridir ve yine Teorem 5.1.1.1°e gore bunlar mevcut

degildir. Sonug olarak var oldugunu diisiindiigiimiiz ¢c6zim @~ () =0’dur.

5.1.2 Sicramasi Sifir Olmayan Problem

Asagidaki sinir deger problemini gz oniine alalim:
o' fa(n]- @ () = () (5.14)

Bu problemin ¢6ziimiinii, sonsuzda, n mertebeli kutba sahip fonksiyonlar sinifinda artyoruz. Birinci

boliimde verdigimiz Sokhotski formiillerine gore,

+ ~
Loty + [ 2@ 4 g
2 2m) Tt
L
> (5.15)
1 1 O
_CD_(IH_'I @ gr—p 1y=0
2 2m) -t
L
Burada P, P (z)=c,+CZ+ ccerenene. +c¢,z" seklinde olmak iizere @ (z) fonksiyonunun

sonsuzdaki bas pargasini (principal part) ifade eden bir polinomdur. Onceki béliimde oldugu

gibi pagal1 analitik fonksiyonlar,
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.
w*(z)=7j® L@y p )
i T—Z
L
> (5.16)
v ()——.ICD © 4
/ T—Z /

olmak iizere, (5.15)’deki sinir kosullart ile iligkilendirelim:

v (t)——cD (0)+ —ICD (”dr—Pn(n:o A
> (5.17)
() = — D (1) + Jcp @@ oo
2 2m) -t
T J

Buradan @ (¢)icin bir Onceki boliimdekine benzer sekilde homojen olmayan bir Fredholm

denklemine ulasiriz:

v () -y [a@)]=0 (1) - 1ﬂ a(x) 1

274 ) | a(2)-alt) r—t}q)_(r)dT_P” O+
L

Ler- 21 I 2@ ;. (5.18)

+
2 mJ a(r)—alt)
L

Hatirlanacagi gibi bir 6nceki (5.8) Fredholm denklemi Teorem 5.1.1.2 geregince ¢oziilebilir

degildir. Buna karsilik (5.18) Fredholm denklemi ¢6ziilebilirdir. R(z,7), (5.18) i¢in ¢dziicii

(resolvent) olsun. Bu taktirde ¢6ziim,

__1 1 [ g(n)a'(r)
g )= 5 g+ 2mja(r) _a(t)dr (5.19)
L

olarak alinmak iizere,

®° (1) = ,()+ P,()+ [R(.)[g,(2) + P, (D) Hir (5.20)
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formunda yazilabilir. Kolayca gosterilebilir ki, g(t) fonksiyonu Holder sartini sagliyor ise,
(5.18) denkleminin ¢oziimii de ayn1 sart1 saglar. Ayrica bilinmektedir ki, Fredholm denklemi

icin konulan R(z,7), iteratif c¢ekirdeklerin bir toplami olarak temsil edilebilir. Cauchy

cekirdegi ile verilen tekil integraller, Holder siifindan olan fonksiyonlari kendi siniflarina
geri doniistiirmektedir. Bu ozellik, gii¢siiz-belirsiz tekilliklere sahip integraller ile c¢alisirken
bize kolaylik saglar. Teorem 5.1.1.2°nin dogrulunu gostermek igin yaptigimiz ispat

gostermektedir ki, (5.18) denkleminin her ¢6ziimii (5.14) smir deger problemi ig¢in bir

¢oztiimddr. (5.14)’teki sinir kosullarindan @ (¢z) sinir degeri su sekilde belirlenir:

o (=0 [B0]+glp0)]  (Bla®]=1) (521)
Bundan sonrasinda her zamanki bildigimiz Cauchy formiilleri kullanilarak @ (z) ve ® (z)

fonksiyonlar1 bulunur. Boylelikle asagidaki teoremi ortaya ¢ikarmis oluyoruz:

Teorem 5.1.2.1 : (5.14) sigrama problemi, sonsuzda verilen bir bas pargaya (principal part)

sahip fonksiyonlar sinifinda kosullara bagli olmaksizin ¢6ziilebilirdir.

5.1.3 Sifir indekse Sahip Homojen Problem

Varsayalim ki,
O [a()]=GOD (1)  (G(t)#0) (5.22)
sinir kosullar1 olmak tizere,

Ind®" [o(t)| = Ind®* (t)= N* ve problemin indeksi x=IndG(t)=N*+ N~ dir. Klasik
Riemann smir deger probleminde oldugu gibi bu problemin indeksi i¢in de ayni sonuglara

varilir:

e x <0 ise homojen problem ¢6ziimsiizdiir.
e x =0 ise homojen problemin ¢dziimii kendisini sifirlayan kok barindirmaz. (Kisaca,

sifir1 yoktur)

Simdi, @ (o) =1 kosulu altinda ¢ézliim arayacagiz. Bunun i¢in oncelikle (5.22)’de her iki

yani1 logaritmik olarak yazip diizenleyelim:
In®*[a(r)] - In® (1) = In G(r) (5.23)

Pacal1 analitik I'(z)fonksiyonu i¢in ['(z) =In®(z) olacak sekilde I'(0) =0 sart1 altinda
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(5.14) tipinde bir sinir kosulu elde ederiz. (5.20) ve (5.21) denkliklerinde g(¢z) =InG(¢) ve

P (z) =0 alinir ise, problem asagidaki sekilde ifade edilen tek ¢oziime sahip olur:

O(z)=e"? )

ri(z) :ijdf

2md -2
L

(1)=&, (t)+ [ R(t,)g, (1)~ (5.24)

r'O=r"[BolnGp0] )

Burada g,(¢), g(¢) =InG(¢) almak suretiyle (5.19) denkliginden elde edilir. R(z,7)ise (5.18)

homojen olmayan Fredholm integral denklemi i¢in ifade ettigimiz ¢6ziicii fonksiyondur.
Simdi bir sonraki boliim i¢in gerekli oldugunu diisiindiigiimiiz bir problem iizerinde duralim.
Asagidaki sinir kosullarina dayanarak »*(z)(y (e0) =0) pargali analitik fonksiyonunu tespit
etmek istiyoruz.

yla]= a,%t)y(t) (5.25)

Gosterilebilir ki, «'(¢)sifir indeks degerine sahiptir. [a(z') - a(t)]/(z' —t) oranim1 dikkate
alalim. Birbirine esit olmayanz ve t i¢in kiiglik bir paganin argiimaninda meydana gelen artis

sifirdir. Dolayisiyla yukaridaki problem sifir indeksli homojen bir problem gibi ele alinabilir

ve bu problem kosullara bagli olmaksizin ¢oziilebilirdir.

5.1.4 Mandzhavidze-Khvedelidze indirgeme Metodu

Buraya kadar inceledigimiz harita fonksiyonu ile tiiretilmis problem ile siradan Riemann sinir
deger problemi arasinda yakin bir iligki vardir. Bu problem, belli baz1 degisken doniistimleri
kullanilarak siradan Riemann smir deger problemine indirgenebilir. Simdi yapmaya
calisacagimiz ispat, sicrama problemi ve sifir indekse sahip homojen problem ile ilgili
ulastigimiz sonuglara dayanacaktir. Ilk olarak asagidaki, sifir sigramaya sahip yardimci

problemi dikkate alalim:

wHa®)]-w () =0 (5.26)
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w™(z), sonsuzda asagidaki sekilde acilabilecek basit bir kutba sahiptir:
_ ¢
w(z)=z+—+....... (5.27)

Simdi problemin integral temsilini yapalim.(5.18)’de g(¢) =0,P,(¢t) =t,® (¢) = w™ (¢) alarak,

kosullara bagli olmaksizin asagidaki ¢oziilebilir denklemi elde ederiz:

o a'(r) 1 _ 3
w (1) o J[O!(T) PP t}w (r)ydr =t (5.28)
L

(5.28)’den elde edilecek w (¢), (5.26)’dan hareketle w*(t):w‘[ﬁ(t)] esitliginde yerine

yazilirsa aranan fonksiyon w*(z) , Cauchy formiilii ile bulunabilir.

o(f), w(t)’nin ters fonksiyonu olsun (w [o(r)]=1). (5.26)’'da t degiskeni o(r)ile

degistirilirse,

wHalo®)] =1 (5.29)
denkligi elde edilir. @, (z) pacali analitik fonksiyon olmak tizere,

() =D/ [w (2] , P ()= [w (2)] (5.30)
olacak sekilde alalim. (5.2) sinir kosulu bu yeni fonksiyonlar ile yazilirsa,

;b [} = GO@ v 11+ 20 (531)
problemi elde edilir. # = o(t,) alarak (5.31)’1 yeniden diizenleyelim:

o; v [a(a ()]} = Glot)10; [1, ]+ glo(t))] (5.32)
(5.29)’u (5.32)’de yerine yazalm ve G, = G, g, = g alalm:

O/ (1) =G, (D, (1) +g,(?) (5.33)

(5.33) bir Riemann sinir deger problemidir. Bdylece, harita fonksiyonu ile tiiretilmis problem,
klasik haldeki probleme indirgenmistir. Ancak problemin tam ¢6ziimii i¢in, orijinal problem

ile indirgenmis problemden elde edilecek ¢oziimlerin denkligi kanitlanmalidir.

+

Varsayalim ki, D* alanlarindaki analitik w*(z) fonksiyonlari, bu alanlart L,” konturlari
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tarafindan sinirlandirilmis Dli alanlarina eslestirmektedir. Bu durumda asagidakileri kabul

ediyoruz:

e D,” alanlar i¢ nokta igermezler ve L, genel siniri tarafindan birbirlerini tiim diizleme
tamamlayacak sekilde boliimlenmislerdir.

e D* ve D,” birebir olarak ortiigmektedirler.

Simdi sunacagimiz kanit 1.B.Simonenko(1959) tarafindan gergeklenmistir. LIi konturlar1

sirastyla asagidaki sekilde tanimlanmis olsun:

F=w'(@t) , {=w () (tel) (5.34)
Fakat sinir kosullarinin 6nceligi,

w () =w'[a()]=w" (1) (5.35)

seklindedir.t noktas1 L konturu iizerinde hareket ederken, ¢, = a(¢) noktast da ayn1 dogrultuda

hareket etmektedir. Alanlar arasindaki birebir Ortligme varsayimini kabul etmek icin, bu
ozelligi konturlar icin de kabul etmek yeterlidir. (5.26) sinir problemine ait ¢éziimiin kontur

degerlerinin Holder sinifindan bir tiirevi oldugunu diistinelim. Ag¢iktir ki (5.26) igin,
dw " o .
y(z) = 2 olmak iizere a'(t)y [a(t)] =y (1) (5.36)
4

yazilabilir. (5.27)’nin oOnceligi nedeniyle (5.36) smir problemi y (0) =1 kosulu altinda
¢oziilmelidir. Daha 6nce ele aldigimiz (5.25) problemi hatirlanacagi gibi ¢oziilebilir idi. Yalmz bu
coziimler y*(¢) fonksiyonlarmm Holder kosulunu saglamasi durumunda mevcut olacaktir. (5.36)

esitliginde integral alalim:

[~ = e’ @y lade = [y (@)dt, =0 (5.37)

y(z) ’nin integrali alinip, birde keyfi sabit segilirse, (5.26) probleminin kontur tizerinde

Holder kosulunu saglayan tiireve sahip bir ¢oziimiine ulasilir. Simdi belki asil kisma

gecebiliriz. Oncelikle ters yargmin dogru oldugunu diisiinelim. Yani,
t,#£t, icin w(¢)=w (¢,) =w, (5.38)

olsun. wi'(z) = w*(z) — w, olduguna gore, w; (z), (5.26)’daki sinir kogulunu saglar ve
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wy () = w, (t,) = w [a(t)]=w[a(t,)]=0 (5-39)

yazilabilir. Simdi kontur {izerinde daima siirekli fonksiyonlara donelim.

WO o W (2)

ey S P R EE L) (40
olmak iizere, w;’ (t) igin (5.26) smir kosulunu w; (¢) cinsinden yazacak olursak,

wila()] = —— ) g (5.41)

[a(t) —a()][a() - a(t,)]

sinir kosuluna ulasiriz. Katsay: indeksinin sifir olmasindan ve (5.40)’tan hareketle w™ (o) =0
ve bundan 6nceki boliimde ele aldigimiz sifir indekse sahip homojen problemden hareketle
w, (z) =0 bulunur. O zaman w*(z) = w, = sabit varsayimi yanlistir; ¢iinkii w™ (z) sonsuzda

bir kutba sahip olmalidir. Boylelikle ispat tamamlanmustir.

Biitiin bu incelemelerimizden sonra harita fonksiyonu ile tiiretilmis Riemann probleminin
siradan Riemann problemine indirgenebilme durumu ile ilgili olarak 06zet niteliginde

asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.1.4.1 : x indeksi ifade etmek iizere, x > 0 i¢in tliretilmis homojen problem (x+1)
adet lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir. Homojen olmayan problem kosulsuz olarak
¢oziilebilirdir ve ¢oziimii (x+1) adet keyfi sabite lineer bagimhidir. x <1 durumunda ise
homojen tiiretilmis problem ¢oziimsiizdiir, homojen olmayan tliretimis problemin ¢oziiliip

cOziilemeyecegi ise (-x-1) adet ilave kosulun karsilanmasina baghdir.

Buraya kadar anlattiklarimizdan ¢ikarilacak en 6nemli sonug, (5.26) problemine ait ¢ézlimiin
Holder siifina ait olan tiirevlere sahip oldugudur. Bu ise bize, baslangicta orijinal problemde
verilen L konturunun bir Lyapounov egrisi olmasi halinde, problemin klasik Riemann
problemine indirgenmesi ile ulagilan L; konturunun L ile ayni sinifa ait oldugunu soyler.
Daha ayrintili bilgi icin Mandzhavidze ve Khevedelidze (1956), Gakhov(1966) calismalari

incelenebilir.

5.2 istisnai Riemann Problemleri ve Chikin Metodu

Bu boliimde, yine klasik haldeki Riemann smir deger probleminde yer alan kosullari

esnetmeye devam edecegiz. Bu kisimdaki temel hedefimiz istisnai durumlarda karsimiza
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cikan ¢oziim denkliklerinden olusan sistemlerin zorlayiciligi ve bu zorlayict durumlara bir
alternatif olarak L.A.Chikin’in 6nerdigi “homojen olmayan problemin kanonik fonksiyonu”
kavramindan bahsedecegiz. Hatirlanacagi gibi, su ana kadar sadece homojen probleme ait bir
kanonik fonksiyondan bahsettik ve homojen olmayan problemlerde de bu fonksiyondan

yararlandik.

Klasik problemin katsayisindan yola ¢ikalim ve katsayr fonksiyonunun kontur iizerinde
kendisini sifirlayan koklere ve mertebesi bir tamsay1 olan kutup noktalarina sahip oldugunu
diistinelim. Basitlik i¢in L konturunun bir adet kapali egriden ibaret oldugunu varsayalim.

G (t) Holder siifindan bir fonksiyon, kontur iizerindeki «, (k=12,....... , i) noktalar ise
G(t) fonksiyonunun sifirlari, kontur tzerindeki S, (j=1,.2,...... ,V) noktalar1 ise onun
kutuplaridir. m, ve p, ise pozitif tamsayilardir. Bu gore homojen probleme ait smir

kosulunu su formda yazalim:

H
[Te-a0™

(1) =G (D (1) (5.42)
[Te-8)"
j=l

Problemin ¢oziimii egri iizerinde sinirlt fonksiyonlar sinifinda aranacaktir. G(t) katsayili
Riemann probleminin kanonik fonksiyonunu X(z) ile gosterelim. G, (1)=X"(t)/ X (¢)

olacak sekilde sinir kosulunu tekrar diizenlersek,

iﬂl) - ¢ 0 (5.43)
x*olJe-eo™ x O]]e-8)"
k=1 j=1

bulunur. Simdi birinci béliimde verdigimiz analitik devam ve genellestirilmis Liouville

teoremlerini uygulayalm. «, ve f, noktalari diizgiin analitik bir fonksiyonun tekillik

noktalar1 olamaz. Tek mumkiin tekillik sonsuzdaki noktalarda olabilir.
v U

IndGy(t)=x , ij=p , ka:m (5.44)
Jj=1 k=1

14
olmak tizere, X (z)’nin sonsuzdaki mertebesi x, H(t— p j)p /’nin mertebesi ise —p’ye
Jj=1



69

esittir. Dolayisiyla,
@ (2)

X~ @] Je-8)"

J=1

fonksiyonunun sonsuzdaki mertebesi —x+p kadardir. x — p >0 i¢in genellestirilmis Liouville

teoremine gore:

'f (2) - ?_ (2) =P_,(2) (5.45)
Xt e-a™ x @] ]GE-8)"
k=1 Jj=1
ve buradan,
p I
() =X @] [CE-a)" P, (2)
k=1
> (5.46)

O (=X O[]z-8)"P_,(2)
j=1 J

bulunur. x—p <0 igin (5.46) formillerinde P,_, =0 almnir, ancak problemin ¢6zimi

yoktur. G,(¢) katsayili sinir deger problemini kolaylik i¢in “indirgenmis problem” olarak

isimlendirelim. Indirgenmis problemin indeksi olan x, ayn1 zamanda problemin indeksidir.
(5.46) formiillerinde yer alan P(z) polinomunun derecesi olan p, problemin indeksi olan x’ten
kiigiik bir degerdir. Buna gore, (5.42) probleminin egri iizerinde smirli fonksiyonlar
siifindaki ¢oziimlerinin sayisi i¢in, problemin katsayisina ait sifirlarin sayisinin bir etki
icermedi8i ve tiim kutuplarin toplam mertebesi ile azaltildigi sdylenebilir. Eger problemin
indeksi, kutuplarin toplam mertebesinden kiigiik ise problem c¢oziilebilir degildir. Problemin
¢oziilebilir oldugunu diisliniirsek, (5.46) onun c¢oOziimiidiir. (5.46)’da yer alan kanonik

fonksiyon ise, tiglincii boliimde klasik haldeki problem icin verdigimiz sekilde hesaplanir; bir
farklilik yoktur. @ (o0) =0 ilave kosulunun problemdeki sinir kosuluna bir ilave olarak var

olmasi halinde P(z) polinomu (x-p-1) derecesine sahip olmalidir.

Homojen problem ile ilgili agiklamalardan sonra, simdi homojen olmayan problem ile

incelememize devam edelim. Homojen problemdekine benzer bicimde sinir kosullarini,
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yr;
[Te-a0™

O (1) = G ()P (1) + 2 (1) (5.47)

[Ta-8)"
j=1

seklinde koyalim. Agiktir ki, serbest terim g(t)’nin £, noktalarindan farkli kutup noktalar
mevcut ise veya kutbun mertebesi p;’yi asan bir deger ise, sonlu ®*(f) ve sonlu @ (¢)
tarafindan (5.47) kosulu gergeklenemez. Dolayisiyla problemin serbest teriminin sadece S,
noktalarinda kutuplari olabilecegi ve mertebelerinin p;’yi asamayacagi bir forma adapte

v
edilmesi gerekir. Bunun i¢in, G,(¢#) ve H(t—,b’ j)p /g(t) fonksiyonlarinin bu istisnai
j=1

noktalarda yeterli sayida diferansiyellenebilir oldugunu varsayiyoruz. Gerekli en yiiksek tiirev

mertebesi asagidaki sekilde belirlenir:

Homojen problemde oldugu gibi, G,(¢)’yi kanonik fonksiyonlarin orami olarak yani,

G,(t)= X" (t)/ X (¢) olacak sekilde alip sinir kosulunu tekrar diizenliyoruz:

O T ‘(t) p, g(t)
t—B)——2= —a / 5.48
||( B;) o |:|< |”|< -B,) X0 (5.48)

14

| I(t— o) j)p J %t) fonksiyonu integrallenebilirdir. Dolayisiyla bu fonksiyonu analitik
- X" ()

Jj=1

fonksiyonlarin sinir degerlerinin fark: seklinde yazabiliriz.

; g(r) dr
o jH( -B)" (5.49)

L J=1 X+(T)T_Z

olmak tizere,

Te-p)" 29—y -p) (5.50)
l;[ D =Y Oy

yazilabilir. Buna gore sinir kosullarini,
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- D) ()
t—p)" —=-y =] |- (t) (5.51)
H X H X0’

formuna indirgemis oluruz. Analitik devam ve genellestirilmis Liouville teoremlerine gore

¢Ozlm,
. x*
()= P )
[[e-5)"
j=l
> (5.52)
0 ()= [y ()4 P ()]
H(Z—Ofk) k
i y

seklinde bulunur. Coéziimiin sinirli olabilmesi i¢in, w ' (z)+ P, (z) fonksiyonunun /S ;

xX+m

noktalarinda mertebesi p; olan sifirlar1 ve v~ (z)+ P, (z) fonksiyonunun ¢, noktalarinda

xX+m

mertebesi m, olan sifirlar1 olmalidir. Bu durum gostermektedir ki, P (z)polinomunun

katsayilar1 i¢in m+p adet kosul vardir. Eger polinoma ait katsayilar bu sartlara uygun olarak

segilirse, (5.52), (5.47) probleminin sinirli fonksiyonlar sinifindaki ¢6ziimiidiir.

Buraya kadar homojen ve homojen olmayan probleme ait ¢oziimii arastirdik. Ancak
gorildiigli gibi pratikte ¢6ziim formiillerini kullanmak hicte kolay olmayacaktir. Ayrica elde

edilecek ¢oziimin «, ve [, noktalarindaki kararhgmin kamitlanmasi gerekecektir. Bu

zorluklara bir ¢6ziim Onerisi olarak L.A.Chikin, “homojen olmayan probleme ait kanonik
fonksiyon” adni verdigi 6zel bir ¢dziim metodu gelistirmistir. Bu metod, aslinda Riemann
problemine ait pek ¢ok istisnai durum i¢in kullanilabilir. Ancak biz, problemin katsayisindan

yola ¢iktigimizdan ayni sekilde devam edelim.

Homojen olmayan problemin (5.47) smr kosulunu saglayan, «;, ve [, noktalarini da

igerecek sekilde diizlemin sonlu pargalarindaki her yerde sifir metreye sahip, sonsuzda ise
miimkiin en yiiksek mertebeye sahip, parcali analitik ve kanonik bir fonksiyonu vardir. Bu
fonksiyona “homojen olmayan problemin kanonik fonksiyonu” adini verecegiz ve Y(z) ile

gosterecegiz.

Kanonik fonksiyonu olusturabilmek i¢in (5.52) formiillerinden yola ¢ikiyoruz. Asagidaki
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sartlar1 saglayan bir Q(z) polinomu oldugunu diislinelim:
0" (B) =y () ((=0locp, ~1) (j =120V
0"a,)=v ") (=0l.....m —1) (k=12,...4) (5.53)

w*(B,) ve y(a;), o noktalardaki i ve 1 mertebedeki tiirev degerlerini gostermektedir.

Boylece Q(z), w(z)fonksiyonu (5, noktalarinda y"(z), «, noktalarmda w~(z)) icin

interpolasyon polinomu olur. Bu polinomum derecesi, (5.44)’ii géz 6niinde bulundurursak,
s=m+p—1 (5.54)

degerine esittir. Homojen olmayan problemin kanonik fonksiyonu asagidaki sekilde ifade

edilir:

(D)= X (2) '//:(Z)—QS(Z) Y @=X( l/;‘(Z)—Qs(Z) (5.55)
[1E-8)" [[E-a0™
j=1 k=1

(5.47) homojen olmayan probleminin genel ¢6ziimii i¢in, homojen olmayan probleme ait 6zel
¢oziim ile homojen probleme ait genel ¢ézlimiin bir araya getirilmesi gerekmektedir. (5.46) ve

(5.55)’ten hareketle:

\

7
() =Y )+ X @] [(c-a)™ P, (2)
k=1

> (5.56)

O (2)=Y @)+ X @O[[E-B)"P,(2) )
Jj=1

bulunur. Eger x—p <0 ise (5.56)’da P,_, =0 alir. (5.55) formiilinii kullanarak kolayca
gostebiliriz ki, sonsuzda Y (z)’nin mertebesi (x-p+1) olur. Eger x<p-1 ise

Y (z)sonsuzda bir kutba sahip olur ve bu nedenle kanonik fonksiyon, homojen olmayan

probleme ait bir ¢oziim degildir. Eger problemin serbest terimi (p-x-1) adet kosula bagimh
kilinirsa, Y(z)’nin sonsuzdaki mertebesi (p-x-1) kadar artirilmalidir ki, kanonik Y(z)

fonksiyonu homojen olmayan probleme ait bir ¢6ziim haline doniisebilsin.

Eger @ () =0 ilave kosulu ile problem verilirse x — p <0 durumunda problemin ¢oziimii
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(p-x) adet ilave kosulun karsilanmasina baglidir. x— p > 0 igin ise ¢oziim formiilii agsagidaki

bicimde degisir:

U
O (2)=Y" )+ X ] [(z-a)™ P pui(2) (5.57)
k=1

14
D ()=Y D+ X O[[z-B8)" P (2
Jj=l
Chilkin metodu bazi ilave kosullar1 saglamasi arzu edilen ¢oziimlerin ortaya ¢ikarilmasina

dair, farkli birgok istisnai duruma uygulanabilmektedir.

5.3 Sadece Siireklilik Kosuluna Bagh Katsayiya Sahip Riemann Problemi

Son yapilan bazi bilimsel ¢alismalarda, klasik haldeki problemin 6n kosullarindan biri olan
Holder sartin1 saglayan katsayilar yerine, sadece siirekli olma sartina bagli katsayilar ile
calisilmaktadir. Bu problemin ¢6ziimii artik ¢ok olgunlasmis durumdadir. Ciinkii pek ¢ok
yazar tarafindan bagimsiz sekilde defalarca ¢6ziim sunulmustur. Biz burada sadece bu

yazarlarin bazilarindan bahsedecegiz.

5.3.1 Lebesgue Anlamda Integrallenebilir Bagimsiz Terimler I¢cin Khvedelidze’nin

Sonuclar

Khvedelidze pek ¢ok calismasinda katsayr G(t)’nin Holder sinifindan oldugu, serbest terim

g(t)’nin ise g(f) € L, smifina ait oldufu Riemann simir deger problemi ile ilgilenmistir.

Cauchy integrallerine ait teoriden yararlanarak tam bir ¢6ziim sunmustur. Klasik haldeki

problem ile karsilastirma agisindan {i¢ durum incelenmistir:

e Problemin ¢oziimlerinin sayisi
e Indeks iliskisine bagli olarak ¢dziimiin var olup olmadiinin arastirilmasi igin gerekli
ilave kosul sayis1

e Kapali formdaki ¢6zliim formiilasyonlarinin tamama.

Biz burada matematiksel bir incelemeyi tekrarlamayarak 6zet niteliginde dogrudan tek bir
sonug verecegiz: Yukaridaki ii¢ sorununda cevabi klasik haldeki problem (bagimsiz terim
Holder sinifina aittir) ile tamamen aynidir. Bu sonucu bir sonraki boliim olan Simonenko

metodunda kullanacagiz.
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5.3.2 Simonenko Metodu

Riemann sinir deger probleminin katsayis1 i¢in Holder sinifindan olma sartin1 kaldiralim ve
sadece siireklilik kosulunu ele alalim. Bu problem i¢in Simonenko’nun yaptigi ¢6ziim oldukca

basit bir fikre dayanmaktadir. Eger katsayr G(f) =1 olarak segilirse ortaya L, sinifinda

sartlara bagli olmaksizin ¢dziilebilir bir sigrama problemi ortaya ¢ikar. Bu durum
gostermektedir ki, katsayr iizerindeki ufak saptirmalar problemin nihayeti iizerinde

onemsenecek bir etkiye sahip degildir. Riemann problemine ait sinir kosulu,
O ) =G@)D (t)+g(t) (5.58)

olsun. G(t) siirekli bir fonksiyon ve g(¢) € L, olmak tizere problemin ¢dziimiinii dort basamakta

ele alalim:

1. L, smifindaki bir Cauchy integrali i¢in Khvedelidze’nin sonuglarina dayanilarak,

1+ M
<—Llol (5:59)

1 1
T—p+—=S
27 4

o f-[s 3o

mdr

e . 1
yazilabilir. Buradaki M,,, S operatoriiniin normudur. | S¢ = —I
T—1

I
L

2. Simonenko gostermistir ki, Olgiilebilir ve asagidaki sarti saglayan katsayiya sahip

Riemann probleminin tek ¢6ziimii vardir.

G -1]<

(5.60)

1+Mp

3. Bu tek ¢6ziim i¢in problemin indeksi sifir olmalidir.
4. Indeksin sifir disindaki bir deger olmasi durumunda, problem sifir indekse sahip
olacak sekilde indirgenmelidir. Bu indirgeme icin 3.7.1 ve 3.7.2 boéliimlerinde

gosterilen yontem kolayca esas alinabilmektedir.

Bu sonuglar, G(t)’nin Holder sinifindan oldugu durumda Khvedelidze’nin buldugu sonuglar
ile hemen hemen aynidir. Bu sonuglar gostermektedir ki, Riemann sinir deger problemine ait
katsay1 fonksiyonu olan G(t)’nin siirekli fonksiyonlar siifina genisletilmesi, ¢oziim sinifini
degismesine etki etmiyor. Problemin serbest teriminin ait oldugu smifin degistirilmesi ise

Khvedelidze’nin gosterdigi gibi sonucu genel olarak etkilemiyor.
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5.3.3 Batyrev Metodu

Batyrev, daha ¢ok Riemann sinir deger probleminin yaklasik c¢oziimleri ile ilgilenmistir.
Homojen probleme ait iki metot s6z konusudur. Metotlarin her ikisinin de temelinde sinir
degerlerine ait katsaymin yaklasik hesaplamalarla bir rasyonel fonksiyona doniistiiriilmesi

hedeflenir. ilk metotta problemin katsay1 fonksiyonu olan G(t),

n

0= ad (5.61)

k=—n

fonksiyonuna yaklasik olarak dontstiiriiliir. 7,(#) katsayisina sahip homojen problem,

Gakhov’un klasik haldeki Riemann sinir deger problemlerinde katsayinin rasyonel fonksiyon

olmast durumunda 6nerdigi metot ile ¢oziiliir. Yani problemin sinir kousulu,

o (=D o 5.62
() o) (?) (5.62)

seklinde diistiniilerek, p(z) ve q(z) polinomlari, p, (z) ve ¢, (z) kokleri D* bolgesinde

bulunan polinomlar, p_(z) ve ¢g_(z)ise kokleri D~ bolgesinde olan polinomlar olmak iizere,

p(2)=p.(2)p_(2) . q(2)=4.,(2)9_(2) (5.63)

seklinde carpanlarina ayrilir ve bdylelikle homojen probleme ait kanonik fonksiyon bir
Cauchy tipi integrale gerek kalmaksizin bulunur. Batyrev’in ikinci metodunda ise logaritma
almarak homojen problem bir sicrama problemine indirgenir. G(t) katsayisi i¢in ise yine
(5.61)’den elde edilecek fonksiyon kullanilacaktir. Batyrev’in metotlarinda daima bir hata

pay1 tabi olarak mevcuttur.

5.4 Vektor Riemann Problemi

Vektor homojen Riemann sinir deger problemi asagidaki gibi tanimlanir:

C verilen bir kontur, G(t), C lizerinde Holder sinifina ait ve tekil olmayan n x n boyutunda bir
matris (G;; 1,j=1,...,n iken C iizerinde Holder’dir ve yine C lizerinde det G(t) # 0’dir) olmak

lizere pargal analitik bir vektdr fonksiyonu olan ¢ (z)’yi ele alahm. ¢ (z), o da sinirhdir ve;

P(t)=G(t) §(1) (5.64)

sartin1 saglar. (5.64)’lin ¢6ziimii genellikle kapali bir formda bulunamaz. Daha cok, lineer
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Fredholm integral denklem sistemlerine bagvurulur. Skaler problem tipinin aksine, ¢6zliimiin
var olup olmamasi sadece indekse gore tayin edilebilen bir durum degildir. (5.64)lin

¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligi, kesin Fredholm denklemlerine gore arastirilmak zorundadir. Bu

zorluk, (5.64)’lin ¢oziimin Xxi,........ Xy indislerine tek tek bagli olmasindan ileri gelir.
Xiyerrrnenn ,Xn bir dncelik olarak hesaplanamazlar. Sadece toplamlari i¢in;

X=X+t .o, + x, = ind det G(t) (5.65)
verilebilir. (5.64) denkleminin ¢6ziilmesi demek, Xi(z), ................ , Xn(z) ¢Oziim

vektorlerine karsilik gelen X(z) temel ¢6ziim matrisinin bulunmasi demektir. x; indeksi,

z — o iken; Xj(z))nin(1=1, ........ n) davranisiyla ilgilidir.

Sonsuzda r’yi asamayan mertebede (5.64)’lin ¢Oziimiinii aradigimizi varsayalim. Bu
¢Ozlimlerin arasinda en diisiik olas1 mertebeyi —x; ile gosterelim. X; ise —x; mertebesindeki
¢Oziimii gostersin. p(z) herhangi bir polinom olmak iizere X; ¢oziimii ile ulasilan @ (z) =
p(z2)Xi(z) ¢oziimii disindaki geri kalan ¢oziimleri dikkate alalim. Bu ¢6ziimlerin arasinda en
diisiik olas1 mertebeyi —x, ile, bu mertebedeki ¢oziimii de X, ile adlandirabiliriz. Bu mantik

silsilesi devam ettirilirse;

Coziim matrisi olan X(z) asagidaki iki 6zellikle beraber olusturulabilir:
(1) Her sonlu z igin; det X (z) #0
(i) z—> o ikendet (Z"'Xy, coveevunn.... , ZX,) #0

Ayrica (5.64)’lin herhangi bir ¢6ziimii
#(z)=X(2)p(2) (5.66)

olarak verilebilir. Burada p(z), polinomal bir vektordiir. X(z)’yi tayin etmek i¢in yukarida
deginilen yaklasim, bizi daha kesin bir ¢6ziim yoluna x;, 1=1,....... ,n bilinenleri vasitasiyla
tastyabilir. Ornegin; X; = X3 = ....coeevnnnn. =X, = 0 oldugunu varsayalim. (Gerekli fakat

yetersiz bir sart olarak ind det G(t) =0 oldugunu hatirlatiyoruz.) Simdi (5.64)’i kullanarak,

L x,_(7)

Qi) -t
C

%xl (H+ dr—e; =0 (5.67)

esitligini yazabiliriz.(z—> o iken X (z)’nin D’de holomorfik olmasi, e; baz vektor olmak
tizere lnci vektore yaklasmasi icin gerek ve yeter kosuldur.) Buradan, X ‘nin vektor

Fredholm integral denklemini olusturalim:
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-1
X, (6)- 2;” I ¢ OCOT dr=e,, 1=l n (5.68)
C

Eger (5.68)’deki lineer Fredholm integral denklemleri tek bir ¢éziime sahipse (Xi. , | =
Lo, n) tim indisler (x;, I=1,........... n) sifirdir. Genelde x;’yi bulabilmek igin
(5.68)’deki integral denklemler arastirilmalidir. Hatirlatiyoruz ki; matrisel Riemann sinir
deger probleminden elde edilen Fredholm integral denklemleri MKdV denklemiyle ilintilidir.
Bu durum, yani (5.68)’deki esitlik, 6zel bir durumda, bir Riemann sinir deger probleminin

nasil Fredholm integral denklemine doniistliglinii gosterir.

Yukaridaki elde edilen sonuglar1 kanitlamak i¢in, (5.64) ile ilgili pek ¢ok Riemann sinir deger
problemine giris yapilmasi ki bunlardan bazilar1 adjoint ve onunla ilintili problemlerdir, daha
sonra ise bu problemleri ve Fredholm teorisinin bilinen sonuglarinin kullanilmasi
gerekmektedir. (Fredholm teorisinin buradaki genisletilmis bir kullanimidir) Vektor tipteki

problem i¢in elde edilen sonuglar, matris tipteki problemlere genisletilebilirler.

5.4.1 Krein ve Gohberg’in Sonuclari

Vektor tipteki problem ile ilgili olarak Krein’in 1958 tarihli ve yine Gohberg ile Krein’in
1958 tarihli calismalarina ait kii¢lik bir boliimden bazi sonuglar1 bu boliimde aktaracagiz. Bu
boliimde aktaracagimiz sonuglar bir sonraki boliim igerisinde inceleyecegimiz matris tipteki

problem icin de gerekli olacaktir. iki temel sonug sz konusudur:
1. Sonug, indeksler hakkindaki bilgilerin daha ileriye tasinmasini saglamistir.

2. Sonug ise, tiim indisler i¢in 6ncelik tayininin nasil yapilacagina dair genel bir sonuctur.

Oncelikle baz1 notasyonlar agilayalim. L' (R) &lgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlara ait

lineer (vektdr) normu ifade etsin. Bu norm,

1A, = Jlf (1)|dt (5.69)
seklindedir.

Ro, F(A) ile ilgili lineer bir uzay ve f(ty& L'(R) olmak iizere F(A), f(t)'nin Fourier
transformasyonunu gostersin. R,, F(A;a)’nin lineer uzaym ifade etsin. Burada F(A ;a),

ao (t) + f(t)’nin baz1 kompleks sayilar ile Fourier transformasyonunu gostersin. R,, formun
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tiim fonksiyonlarinin bir setini ifade etmektedir:

F(l;a)=a+ T fe™de,  f(t)el'(R) (5.70)

R; , formun tiim fonksiyonlarindan olusan R, nin bir alt setidir:

F+(/1;a)=a+J‘f(t)e’”’dt (5.71)
0

Su agiktir ki, R; "da yer alan fonksiyonlar analitik olarak, 7z, A-kompleks iist yari

diizleminde siireklidirler. Benzer yaklasim R ve 7_’yede uygulanabilir. Gohberg ve Krein

(1958) asagidaki problemin ¢éziimiiyle ilgilenmislerdir:
x(t) - j K(t —s)X(s)ds = f(2) (5.72)
0

Burada X(t) ve f(t) vektdr, K(t) ise elemanlar1 L'(R)’de tammli n x n boyutundaki bir

matristir. Kolaylik ve somutluk i¢in,
f(t)gL'(ml)(O,OO)(fj (1)el'(0,00), j =1,.....n ve £=(fi, £, ....... , Th) (5.73)

seklinde ele alip; X(t) & L'(nxl)(0,00) ‘un ¢oziimiinii arastiralim. (5.72)’nin ¢dziimii, vektor

Riemann problemi ile yakindan iligkilidir:
6.(A)=G(A)d (1), G(A)eR"™ ,detG(A) # 0, AeR (5.74)

Ayrica sunu not ediyoruz ki, G(A) siirekli fakat genelde Holder olmadigi miiddetge, (5.74),
(5.64)’deki ifadenin 6zel bir durumu degildir. Gohberg ve Krein, (5.72) ve (5.74)’ii incelemek
icin esashi bir teori gelistirmislerdir. Biz burada sadece (5.74) ile ilgili bazi sonuglara
konsantre olacagiz. Biitiinliik acisindan, ilk olarak skaler duruma ((5.72) ile ilgili skaler bir

denklem) bir giris yapalim.

5.4.1.1 Skaler Faktorizasyon Problemi

Skaler bir fonksiyon olarak G(A)é& R’nin kapali ¢izgisel L: {— O0,00} izerinde tanimli ve L
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tizerinde G# 0 oldugunu varsayalim. Riemann smir deger problemi ile ilgili olarak G’nin

basit ¢arpanlarina ayrilma(faktorizasyon) problemi asagidaki gibi formiile edilebilir:

G.&ER, iken,
G=G.G. ve G (0)=1 (5.75)

7, ’da G+ #0 veya 7_’da G. # 0 ise yapilan islem tam faktorizasyon (proper factorization),

7, de G, #0 ise kononik faktorizasyon (canonical factorization) olarak anilir.

Krein (1958), Wiener ve Levy’nin temel teoremlerini kullanarak su sonuglara ulasti:

1. Yukarida tanimlanmis G(A) sadece G(A)#0 ve ind G = 0 oldugu durumda kanonik
faktorizasyona imkan vermektedir. Eger bir fonksiyon bu sarti sagliyorsa muhtemel
¢Oziimlerden biridir.

2. G#0veind G=k #0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
(1) Egerk > 0 ise «,......... o, 11, noktalar: arasindan bir segim yapilir ve pi_.. Pm
tamsayilart i¢in p; +........ +pm = k olacak sekilde, G +8R . (ilaveten «,......... a
sifir noktalar1 var iken diger I1, bolgesinde yoktur) fonksiyonu mevcuttur.

Ayrica G = G.G. olacak sekilde G. & R. fonksiyonu mevcuttur ve I1_’de sifir degeri

yoktur.
(i1) Eger k<O durumu mevcut ise, yukaridakine benzer ifadeler aynen gecerlidir. (Tabii

artitk p; +....... +pm = -k olmaktadir.)

(5.75) denklemi su sekilde de yazilabilir:
G.=G(G )", G, (o) =1 (5.76)

Mukayese adina, G’nin ayrica Holder oldugunu varsayalim. Bu durumda (5.76), verilen
gercek bir eksen boyunca sigrama yaparak ve yine verilen sonsuzdaki sinir kosullarina bagl

olarak bir Riemann siir deger problemi haline gelir. k > 0 oldugunu diistinelim. Bu durumda

IT_ iginde G.‘yi sifir yapan noktalar yoktur. Bundan dolayidir ki; (G.)" & R. dir. Boylece

4. (D) =G, (1) ve g.(A)=(G_(1)" (5.77)

sonucu ortaya cikar, Fakat bununla birlikte, k < 0 durumunda (G_)'l, I1_ bolgesinde
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holomorfik degildir ve (5.76)’daki Riemann probleminin sonsuzda sinirli bir ¢éziimii yoktur.

Bu durum skaler Riemann sinir deger problemi teorisini de dogrulamaktadir.

G, (A) fonksiyonlar1 agagidaki sekilde ifade edilebilirler:

Gi(/l):1+_[e”’r+(z)dt, Aell, (5.78)
S

Burada 7 ing (R) ’dir. Yukaridaki bagintt G+ nin pek ¢ok dzelliginin tespit edilmesinde son
derece faydali ve kullanislidir. Fakat buna karsilik, gelistirmeye miisait olmamasindan

kaynaklanan dezavantajlari vardir. Bu nedenle Krein, 1975 yilinda, G, i¢in Riemann-Hilbert

teorisi ile elde edilenden farkl olarak yapisal bir formiil de sunmustur.

5.4.1.2 Tiim Indisleri Pozitif Olan Vektor Tipte Riemann Problemi

Gohberg ve Krein (1958)’in ulastigi en temel sonuglardan biri, G(A)&R"™ matrisi i¢in

bulduklar faktorizasyon teoremi idi. Bu sonuca bir hazirlik teskil etmesi acisindan dncelikle
tim indisleri pozitif olan bir vektér Riemann sinir deger problemini ele alacagiz. (5.72) ile

ilgili olarak, homojen denklemin adjoint’ini inceleyelim:
w(t) — j K (¢ — s)w(s)ds =0 (5.79)
0

(5.72) ve (5.79) denklemleri, Riemann problemi ile ilgili olarak ¢ok yakin bir iligki

i¢indedirler:
F () =[I-K]F,(2), F.(A)eR"™ (5.80)

Burada K(A), k(t)’nin Fourier transformasyonu (doniisiimii)’diir. (Ayrica hatirlatalim ki,
k(t) e L'(nxn)( R) dir.) Eger (5.79) sadece trivial (dikkate alinmayan-anlamsiz) bir ¢oziime
sahip ise, (5.80)’deki Riemann probleminin tiim indisleri non-negatiftir. (5.79)’un sadece
trivial bir ¢6ziimiiniin oldugunu varsayalim. Bu durumda, asagidaki sonuclar dogrulanabilir:

1. (5.80)’deki Riemann probleminin R de n tane ¢éziimii vardir ki bu ¢dziimler, oo da

lineer bagimsizdirlar.
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2. A, F. (l)&‘Ri"XI) ‘nin Im(4,)>0 kosulunu saglayan (Yani A,, Im(4,)>0 ve

F, (ﬂ.)gRim) < &) herhangi bir noktas1 olmak iizere; burada &, (5.72)’nin homojen

versiyonunun lineer bagimsiz ¢ézlimlerinin sayisidir.
Yukaridaki durum ayrica temel ¢6ziim matrisi ile paralellik arz eden standart ¢6ziim
matrisine ait bir fikirde verebilir. Bu matris (F (A)) su sekilde tanimlanabilir:

(i) Fi(A), (5.80)’i ¢ozmektedir.

(1)  detFy(o0) #0 dr.

(iti)  Fi+(A)’mn j.ci kolon vektdriiniin, 4 =i i¢in olusan k; ¢okluklari iizerinde bir sifiri
oldugunu varsayalim. F.(A) iizerinde k;>k,>............. 2k, seklinde siralanmig
bigimde bulunan siitununu segelim. (5.80)’in indeksi olarak k = (ki, ko,
.............. , kn)’1 tamimlayalim. Ciinki, yukaridaki 2. sonuca istinaden, k siirlidir

ve bu sebepten dolay1 Rim) "deki ¢oziim matrisleri igerisinde en biiyiik indekse
sahip olan sadece bir tanesi bulunabilir. Iste bu standart ¢ziim matrisidir.

Asagidaki sonuglar ise standart ¢oziim matrisi ile ilgili olarak Gohberg ve Krein(1958)

tarafindan bulunmustur.

3. F«(A), (5.80)in standart ¢oziim matrisi olsun. A =1i harici her A & I1, i¢in

det F. (A) #0 dir. Buna ilaveten;
ij —_ind det [1 - K(1)] (5.81)
=

ve buradan hareketle her 4 & I'1_ i¢indet F. (A)#0 dur.

4. FA(A)y=(fleeceenn ... S (U fh), (5.80)’in standart ¢6ziim matrisi olsun. Buna

gore (5.80)’lin her ¢oziimii asagidaki forma sahiptir:

FQ)=Yla,0+a, (A=) + oo ra,,(A-iP ) (h) (5.82)
=
5.4.1.3 Matris Faktorizasyon ve Indislerle Iliskisi

1. Her non-singular (tekil olmayan) G(A)& Ry matrisi asagidaki faktorizasyona sahip

olabilir:

G(A)=G(A1) A(1)G(A) (5.83)
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+
(nxn

Burada G, &R, olmak iizere A 11, ig¢in, det G, (A) # 0 dir.Ayrica k1> ko>... 2k,

seklindeki bazi1 tamsayailar i¢in,

L A-i)" A-i)"
A(/l)—dlag((/1+ij yereeenrreeans ,(/1_”) J (5.84)

esitligi yazilabilir.

2. Eger bir matris asagidaki gibi diger bir faktorizasyona sahip ise;

G =G (DHAA)G_(A) (5.85)
O halde, baz1 non-singular A matrisleri i¢in,

AR =AA), G, (A)=G,AA), G (A)=A"'G_(A) (5.86)
yazilabilir.

3. Indislerin toplam1, matrisin determinantinin indeksine esittir.

ij _ ind detG(A) (5.87)
1

T
G", G’nin Hermitian eslenigini gostersin, yani G = G olsun. Burada G', G’nin transpozunu

ve G ’de kompleks eslenigi ifade etmektedir. G matrisinin reel ve imajiner kisimlarini su

sekilde tanimlayabiliriz:
1 x 1 x
Gp =3(G+G ), G, :E(G—G ) (5.88)

G matrisi, eger X Gx reel ve tim x # 0’ler icin tek bir isarete sahipse kesin belirlenebilir.

Gohberg ve Krein (1958) tarafindan sunulmus asagidaki sonuca bakalim:

Eger G(A)&R,,,, 'min reel veya imajiner kismi sinirli ve det G(4) # 0 ise, tiim indisler sifira

esittir.Bu sonug, yukarida ifade edilen matris faktorizasyon (¢arpanlara ayirma) teorisinin

dogal bir sonucudur. Faktorizasyon i¢in asagidaki matrisi bir 6rnek olarak ele alalim:
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G(A) = 1-r(A)r(ld) r(A)e” (5.89)

— () 1

Burada 7(A), r(A4) "nin kompleks eslenigidir. Bu matris aslinda, sagilma teorisindeki KdV ve

MKdV denklemleri ile ilgili olarak ortaya ¢ikan bir durumu yansitmaktadir. Simdi,

L= r(A)r(d) = r(A)e™

G'(A)=| (5.90)
r(A)e ™ 1

yazarsak,
0 1

bulunur. (r(A) I_’(/l) <1 oldugu her durumda son bulunan ifade sinirhidir.

5.4.1.4 Indislerin Kararlihg

Son olarak Gohberg ve Krein(1958)’e ait, indislerin stabilitesi hakkindaki O6nemli bir

teoremden bahsedecegiz. Soyle ki, G( A )’ya karsilik gelen en genel kapsayici indeks
k= z k; (5.92)
j=1

olarak verilir. Bu sonu¢ ancak su sart altinda gegerlidir: Asagidaki kosullar1 saglayan q ve r

degerleri mevcut olmalidir:

k1 = kz T, kr = q+1 kr+1 = kr+2 N kn =q (593)
olacak sekilde,
k=qn+r (0<r<n) (5.94)

Buradaki k; indisleri, uygun bir alandaki keyfi ve kafi diizeyde kiiciik bir perturbasyon ile

degismeyeceklerdir. Bu, beraberinde hemen su sonucu getirecektir:
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e Eger k = 0 —ve boylelikle tiim kismi indisler sifir olur yani k; =0, 1 =1, ........... , N -

ve sadece ij ki = 0 ise (5.93) ve (5.94) saglanir ve stabildir.

e Egerr=0ise (5.94) ima eder ki, g=0’dir ve bdylece k; =0, i=1,........ ,h olur.
e Egerg=l,......... ,n-1 ise k = 0 olacak sekilde (5.94) i¢in ¢6ziim yoktur.
e Egerr=niseq=-1 olur ve buradan hareketle (5.93)’ten k; =0,i=1,......... ,n olur

Bu sonuglar aslinda sunu soylemektedir:

Eger genel&kapsayict indeks (overall index) k sifira esitse, genel olarak tiim kismi indisler
yok edilmis olur ve bdylece tiim indislerin sifir oldugu ¢ok genel bir bakis agis1 ortaya ¢ikmis

olur.

5.5 Ortogonal Polinomlar i¢in Riemann Problemi

5.5.1 Fokas-Its-Kitaev Problemi

Fokas, Its ve Kitaev, matris formdaki Riemann sinir deger probleminde yer alan ortogonal

polinomlar ile ilgili olarak belirgin sonuglara ulagsmislardir. R’de tiim momentleri

j xFw(x)dx (5.95)
mevcut olacak sekilde w agirlik fonksiyonunu dikkate alalim.

[ rgCmwx)d (5.96)

seklindeki skaler carpim, Gram-Schmidt ortogonallestirme islemine tabi tutulur. Bunun

sonucu olarakta, 1,X,X%,,,,,,,.,4555,,, Seklindeki yapi, asagidaki kosulu gercekleyen

/P 20 S ortogonal polinomlarini dogurur:

j 7, (7, (Ow(x)dx =h,8,,, . h, >0 (5.97)
T,(x)=x"+.... seklindeki polinomu dikkate alirsak,

Vo=h? L pa(0)=7,7,(x) (5.98)

alinmak suretiyle p, polinomlari ortogonal polinomlar olur. Béylelikle (5.97) den,

[ PP, OWIdx =0, (5.99)
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bulunur. Ortogonal polinomlar a, ve b, yinelenen (recurrence) carpanlar olmak {izere

asagidaki sart1 saglarlar:

w,(x)=a,,p,(xX)+b,p,(x)+a,p, (x) (5.100)

Yukaridakileri géz oniinde bulundurarak, Fokas, Its ve Kitaev 2x2 boyutundaki matris

degerli Y:C \ R— C*? fonksiyonu i¢in asagidaki Riemann smir deger problemini

koymuslardir:

(Y-RH1) Y, C \ R’de analitiktir.

(Y-RH2) Y, (x) = Y. (x)((l) W(lx)j  xeR

(Y-RH3) Y(z)=(1+0(1D(Z” 0 J . z—> iken.
z 0o z™"

Teorem 5.5.1.1 : =, ve =, ,, dereceleri sirasiyla n ve n-1 olan ortogonal polinomlar,

n

C(7;w) , asagidaki sekilde verilen Cauchy donistimi,

1 7, (x)w(x
C(z;w) =—; J. (O )dx (5.101)
' 2ir X—z
R

cn , asagidaki sekilde verilen bir sabit,

c, ==2iny;, (5.102)
olmak iizere, (Y-RH1)-(Y-RH2)-(Y-RH3) Riemann sinir deger probleminin,

7,(2) C(m,w)(2)
Y(z)= (5.103)

CnTlhp (Z) Cn C(ﬂ.n—l W)(Z)

seklinde tek ¢o6ziimii vardir.

Bu teoremi kanitlamak i¢in Y matrisinin ilk satir ve ilk slitununda yer alan elemanindan yola

¢ikalim. Problemdeki (Y-RH2) kosulundan,
), (x) =) (x) , xeR (5.104)

yazilabilir. (Y-RH3) kosulundan ise,
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z > iken ¥, (z) =z" + O(z"™") (5.105)

yazilir. Genellestirilmis Liouville teoreminden hareketle diyebiliriz ki, Y}, derecesi n olan bir

polinomdur. Bu polinomu P, ile ifade edelim. Simdi Y, ’nin durumunu inceleyelim.

Problemdeki (Y-RH?2) sigrama kosulundan,

(Y12), (x) = (Y12)- (%) + (¥})) - ()w(x) (5.106)
bulunur. Y}, yerine P, yazmak suretiyle (5.106)’y1 yeniden diizenlersek,

(N12) 1 (x) = () (%) + P, (x)w(x) (5.107)
elde edilir. (Y-RH3) kosulundan gore ise,

z—>w iken Y,(z)=0(z"") (5.108)

olmahidir. (5.107) ve (5.108) bagintilar1 dikkatle incelenirse, Y, i¢in skaler bir Riemann

problemi ortaya ¢ikardiklar1 goriiliir. Bu problemin ¢oziimi bilindigi gibi,

Y, (2) = C(P,w)(z) = 2; I E S‘Z(x) dx (5.109)
R

formunda verilir. Ancak Cauchy doniisiimii ile ele alinan bu yaklasimin (5.108) kosulunu tam

olarak sagladigindan emin olunmasi gerekir:

n—1 k n

! =—Zil+ X (5.110)
xX—z "0 2" (x—-2)

k=0

olacak sekilde (5.109)’u diizenlersek,

n—1
| xk x"
le (Z) = EJ‘Pn (X)W(X)[_; Zk+l + Zn(x—Z)}dx
R =
n—1
:ZL an(x)ka(x)dx %+O(z‘”‘1) (5.111)
py 2im i z

olur. Boylelikle (5.108) kosulu saglanmis olur. Ayrica acgiktir ki,
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IPn(x)ka(x)dxzo k=0,..,n—1 (5.112)
nedeniyle P, ortogonal bir polinomdur ve teoreme ait (5.103) esitliginde yer alan ilk satir
gerceklenmistir. Benzer yaklasim siirdiiriiliirse, ikinci satirda kanitlanabilir.

Simdi Fokas, Its ve Kitaev problemini sonlu bir [-1,+1] araligina indirgeyerek daha 6zel bir

forma getirelim. Bu sefer asagidaki modifiye edilmis Jacobi agirligini esas aliyoruz:
w(x) = (1-x)“ (1+x)” h(x) xe(=LD) (5.113)

Burada «, f > —1 ve h, [-1,1] araliginda pozitif ve bu araligin komsulugunda analitiktir. Buna

gore, 2x2 boyutundaki matris degerli Y:C \ [-1,1] & C*** fonksiyonu i¢in Riemann sinir

deger problemi su sekildedir:

(Y-RH1) Y, C\[-1,1]de analitiktir.

(Y-RH2) Y, (x) = Y. (x)((l) W(lx)j ,xe(-L1)

—-n

(Y-RH3) Y(z)=(1+0(1D(Z” 0 j . z—> iken.
z 0 =z

Dikkat edilecek olursa (Y-RH2) sigrama kosulunda acik aralik kullaniliyor. Ciinkii -1 ve +1

bitim noktalarinda sigrama tanimli degildir. Bu problemin ¢6ziimii genel durumda oldugu

gibi,
7,(2) C(z,w)(2)
Y(z)= (5.114)
Cnlln1 (Z) Cy C(ﬂ.n—l W)(Z)
seklindedir. Yalmiz bu kez, C, sectigimiz sonlu araliktaki Cauchy doniistimiinii ifade
etmektedir:
+1
Clrw)(z) = — I”"(x)w(x) dx (5.115)
2ir xX—z

-1
-1 ve +1 bitim noktalar1 i¢in problemi tanimlayan ilave kosullar genellikle su sekilde verilir:

(Y-RH4) z —> 1 iken,
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1 |z-17
0 a<0
1 |z-17
1 10g|z—1|
Y(z)=40 , a=0 (5.116)
1 10g|z—1|
1 1
0 , a>0
1 1

(Y-RHS5) z —» —1 iken,

1 |z+17
0 , p<0
1 |z+17
1 10g|z+1|
Y(z)=40 , p=0 (5.117)
1 10g|z+1|
I 1
0 , pP>0
I 1

Gosterilebilir ki, (5.114), (Y-RH1)-(Y-RH2)-(Y-RH3) siradan kosullarin1 ve ug¢ noktalara ait
(Y-RH4)-(Y-RHS5) smir kosullarin1 saglayacak sekilde sonlu aralikta verilmis olan Fokas, Its

ve Kitaev probleminin ¢oziimiidiir.

5.5.2 Deift-Zhou Metodu

Literatiirde “Steepest Descent Method (En dik yokus metodu)” olarak da anilan bu metot, son
yillarda (1990 sonrasi) gelistirilen ve diferansiyel denklemler i¢in gelistirilmis diger klasik
metotlara alternatif olusturan ve daha ¢ok ortogonal polinomlar i¢in Riemann-Hilbert
problemlerinde kullanilan bir yontemdir. Ciinkii, Riemann-Hilbert problemlerinin en ¢ok
ortaya ¢iktig1 (nonlineer Schrodinger denklemi, Korteweg-de Vries denklemi, Boussinesq
denklemi, Burger denklemi, Toda denklemi...vs) alanlarda agirlik (weight) kavramindan
bahsedilir. Iste bu agirlik kavramiyla baglantili olarak ortaya ¢ikan ortogonal polinomlarin bir
integral yada diferansiyel denklem ile temsili miimkiin degildir. Dolayisiyla bu polinomlar
icin s6z konusu klasik metotlarin kullanimi miimkiin degildir. Bu manada, Deift ve Zhou,
diferansiyel denklem yada integral temsillerinin miimkiin olmadigi durumlara uygulanabilir

ilk metodu gelistirmislerdir.

Riemann-Hilbert problemleri i¢in bu metot asagidaki bicimde gosterilen, ardisik-agik
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transformasyonlardan olugmaktadir.
Y>T—->S—>R (5.118)

Buradaki amag bir kontur sistemindeki R fonksiyonu i¢in, bir Riemann-Hilbert problemine

ulagmaktir. Soyle ki,

R-RHI: R, kompleks diizlemdeki y konturu {izerinde analitiktir.
R-RH2: R, (s)=R_(s)V'(s) , s € y kosulu her zamanki gibi vardir.
R-RH3: z — oo iken R(z) — [ olmalidir.

Bunlarin yani sira, Y asagidaki asimptotik kosullara sahiptir:

Y(z)=([+0(ljj{zn OJ (5.119)
z 0o z "

Y’nin bu n-bagimhlik hali gosteriyor ki, ¥ =Y (") dir ve buna istinaden transformasyon
sonucu iretilen fonksiyonlar icinde 7 =T (n) , S :S(n) , R - r(M durumu gegerlidir.

R-RH2’de yer alan sigrama matrisi de aym1 sekilde n’ye baghdir ve V:V(n) dir. Bu

durumdan farkli olarak y konturu n’ye bagl degildir. Bulunmasi gereken sigrama matrisleri

» 'nin komsulugunda analitik devama sahip olacaktir:

n— o iken V”(s)=]+0(lj, Rn(z)=1+0(lj (5.120)
n n

Y (n) ->T (n) ) (n) - R(n) dontistimleri gergeklestirildikten sonra Y (n) nin kompleks

diizlemdeki asimptotlar1 daha kolay bulunur.

fIk Transformasyon (Y —T)

p(2)=z+(z>-D'? | zeC\[-1+1] (5.121)

olmak tizere asagidaki doniisiim yapilir:

T(z)=(2n 0 }Y(z)[(p(z)_n 0] (5.122)
0 27" 0 o)
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Buradan yola ¢ikilarak yapilan hesaplamalar gosterecektir ki,

T-RH1: T, C\[-1,+1] bolgesinde analitiktir.

—2n
T-RH2: T, (x)=T_ ()C)((DJr (x) w(x_) 2"} , x € (—1,+1) sart1 saglanmaktadir.
P-(x)

T-RH3: z > o iken T(z)=1+ O(l

V4

j olmaktadir.

T-RH4, T-RH5: T, £1 etrafinda Y ile ayn1 davranisa sahiptir.

Bu transformasyon, problemi sonsuzda normalize etme amaci tasir. z — o iken T(z)’nin I
degerine yaklasmasi en énemli noktadir. Ciinkii, T ¢ok komplike olan bir sigrama matrisidir.
Bu kisimda ayrica Szego fonksiyonunda bahsetmek, sonraki kisimlar agisindan kolaylik
olacaktir.

2" D
n—sw iken 22 _DE®) e c (5.123)

()" D(2)

Bu esitligi saglayan D fonksiyonuna Szego fonksiyonu denir ve asagida tarif edilen Szego

sartlarini saglayan w agirliklar i¢in gegerlidir:
j EWDy W(’) (5.124)

Szego fonksiyonu C \ [-1,+1] araliginda analitiktir ve hi¢bir zaman sifir degildir. Bu
transformasyonlar sirasinda Szego fonksiyonlarinin kullanilmasinin bir diger nedeni ise T
matrisinin belli terimlerinin sonsuzda limite sahip olduklart ve bu limitin agirlikla iliskili

Szego fonksiyonlarindan olusan terimlerle ifade edilebilmesidir.
ikinci Transformasyon (7 — §)

Ikinci déniisiim T-RH2’de yer alan T sigrama matrisinin faktorizasyonundan ibarettir.

-2n 1 0y 0 w 1 0
2 woo_
<0_ w w w

Yukaridaki faktorizasyona gore, artik bir yerine 3 adet sigrama iglemi yapilacaktir:



91

. 1 0 0 w 1 0
Ilk olarak igo “2n | hemen arkasindan _i o | ve son olarak l —2n
+

w w w

sicramalart yapilacaktir. Modifiye edilmis Jacobi agirligi,
w(x) = (1-x)% 1+ x)? h(x) (5.126)

ile ifade edilmektedir. Buradaki h, [-1,+1]’de pozitif ve [-1,+1]’in komsulugunda analitiktir.
Bu komsulugu U ile gosterelim:

Sekil 5.1 h’1n analitik oldugu [-1,+1]’in U komsulugu

Daha sonra (-1,+1) civarinda lens seklinde bir bolge ele alalim. Bu lensin U igerisinde
kaldigin1 varsayalim. Lensin {ist ve alt parcalarini sirasiyla Z; ve Z; ile [-1,+1] arali§in1 ise X,

ile gosterelim.
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e S

// \\
\//

Sekil 5.2 U igerisinde ¢izilen lens

Doéniisiim sonucunda olusan S, yukarida c¢izdigimiz lense gore asagidaki bicimde

tanimlanacaktir:
4 T (lensin disinda)
1 0
T 1 o1 (lensin st yar1 parcasinda)
w
S= < (5.127)
1 0
T l(o—Zn | (lensin alt yar1 pargasinda)
w
N

Olusan S fonksiyonu asagidaki Riemann-Hilbert problemini gercekler:

S-RH1: S, C\(Z; U [-1,1] U X3 bdlgesinde analitiktir.

0 w
S-RH2: (-1,1) araliginda S, =S_| 1 0
w
1 0
3 ve X iizerinde S, =S |1 _,, |
—Q
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S-RH3: z > o0 iken S(z)=1+ O(lj
z
S-RH4: z — 1 iken,
L |z=1"
a <0 durumunda S(z)=0
1 |z-1"

{log|z - 1| 10g|z - lq
o =0 durumunda S(z)=0

10g|z - 1| 10g|z - l|

1 1
a > 0 ve lensin disindan yaklagildiginda S(z) = O( J
1

a > 0ve lensin disindan yaklasildiginda  S(z) =0

S-RHS: z — -1 iken, benzer kosullar gegerlidir. Tabi bu kez kosullardaki « 'nin yerini f

alir.

Gosterilebilir ki, (S-RH1-2-3-4-5) kosullarina sahip problemin ¢oziimii tektir. « ve £’ nin

baz1 6zel degerleri kullanilarak bu yaklasim basitlestirilebilir:
a=p=—— (5.128)

olacak sekilde alirsak agirlik,
w(z)=(1-2z2)"2h(z) (5.129)

0 > 0 olacak sekilde bu kabule gore daha once ¢izdigimiz lens asagidaki sekle gelir:
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Sekil 5.3 a=P=-1/2 6zel durumunda ¢izilen lens

Bu 6zel durumda S, sadece [-1,1] aralifinda ve onu saran basit kapal1 bir egri lizerinde olmak

izere iki sigrama kombinasyonuna sahiptir.  bu egriyi ifade etsin.

Sekil 5.4 [-1,1] araligini saracak sekilde cizilen y kapali egrisi.
S fonksiyonu sadece [-1,1] aralig1 ve y iizerinde sigrama yapmaktadir.

Simdi durumu daha da oOzellestirelim ve y konturu iizerindeki sigramanin ihmal edildigi

asagidaki problemi dikkate alalim:
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N-RH1: N, C\[-1,1]’de analitiktir. \
0 w(x)
N-RH2: x e (-L]) igin N, (x) =N_(x)] 1 0 sart1 saglanir.
w(x)
N-RH3: z — oo iken N(z) > I >
P
N-RH4: z—>1 iken N(z)=0 s (5.130)
1 |z-1"
1|z
N-RH5: z > -1 iken N(z)=0 s
1 |z+1

J

(5.130) probleminin ¢6ziimii daha 6nce anlattigimiz Szego fonksiyonu vasitasiyla ifade edilir:
D-RH1: D, C\[-1,1]"de analitiktir ve sifir degeri yoktur. 2\
D-RH2: x e (-L1) i¢in D, (x)D_(x) = w(x)

D-RH3: D’nin sonsuzda limiti mevcut ve pozitif bir reel sayidir. > (5.131)

D-RH4: z > 1 iken D(z) = O(z - 1""?%)

D-RHS: z — —1 iken D(z)=0(z+1""*)

J

(5.131) probleminin ¢oziimii olan D(z) Szego fonksiyonudur. Hatirlanacagi gibi problemde
verilen agirlik asagidaki Szego kosulunu sagliyor ise, Szego fonksiyonu o agirlik icin

mevcuttur:

log w(t)

l\/l—t2

dt > —o0 (5.132)

D, Szego fonksiyonu ve,

_ (z— 1)1/4
(z+D"*

a(z) (5.133)

olmak iizere (5.130) probleminin ¢oziimii sOyledir:
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D 0 a(z)+ a’ (z) a(z2)- a”! (2) 1

) : D(z)
N(z) = 1 2 2 5.134
@=1 o D a(z)—a(z)  a(z)+a'(2) 0 1 ( )
" —2i 2 D(2)
Uciincii Transformasyon (S — R)
a=p= —% 6zel durumunda asagidaki doniisiim uygulanmaktadir:
R(z)=S(z)N'(2) (5.135)

Burada S ve N (-1,1) araliginda aynmi sigramaya sahiptir ve kolayca goriilmektedir ki,
xe(-1]) i¢cin R, (x)=R_(x) yazilabilir. R’nin -1 ve +1 bitim noktalarinda tekillige sahip

olabilme durumu s6z konusudur. N’nin determinant1 1 oldugundan,

-1/2 -1/2

. 4 |21 |21
z—>liken N (2)=0 (5.136)
1 1
ve buradan z — 1 iken ,
1 |Z_1|—1/2 |Z_1|—1/2 |Z_1|—1/2
R(2)=0 -1/2
1 |z-1 1 1
_0 |Z_1|—1/2 |Z_1|—1/2 .
N -1/2 -1/2 (5.137)
|21 |21

bulunur. Ag¢ikca (5.137)’den goriiliiyor ki, z =1 noktasinda R kaldirilabilir tekillige sahiptir.
Diger bitim noktas1 i¢in ayn1 denklikler tekrarlanir ise, z = —1’inde kaldirilabilir bir tekillik

oldugu goriiliir. Metodu anlatmaya baslarken ulagsmak istedigimiz R’nin sadece y iizerinde

analitik oldugunu sdylemistik:
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e

Sekil 5.5 Deift-Zhou metodundaki son doniisiim ile ulagilan
R fonksiyonunun si¢grama yaptigi tek bolge olan y egrisi

Simdi R i¢in asagidaki Riemann problemine sahibiz:

R-RH1: R, kompleks diizlemdeki y konturu lizerinde analitiktir. \

R-RH2: Ry (s)=R_(s)V'(s) , sy
1 0
seym{lmz <0} igin V(s)=N(s)| 1 o2 1 N7'(s) > (5.138)
w(s)
1 0
SEYN {Imz > O} icin V(s)=N(s) —Lgo(s)‘z” { N7'(s)
w(s)
R-RH3: z — oo iken R(z) — [ olmalidir. j

(5.138) problemi ¢oziillip R tespit edildikten sonra ¥ —- 7 — § — R seklindeki doniistimler
tersten takip edilerek (5.119)’da belirtilen sarti géz Oniine alirsak, » — oo iken Y’ye ait

asimptotikleri buluruz.
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6. UYGULAMALAR

Bu béliimde 5 adet Riemann sinir deger probleminin tam ¢oziimiinii ger¢eklestirecegiz. Daha
sonra bu ¢oziimlerden hareketle bazi sonuclara varmaya g¢alisacagiz. Riemann probleminin
giiniimiizde tam ¢oziimiinden ¢ok, problemin ¢oziilebilir olup-olmadigi, eger ¢oziilebilir ise
¢oziimlerinin sayisinin ne oldugu, pek c¢ok fonksiyon sinifina bu problemden dogan

yaklagimin uygulanmasi gibi konulara yer verilmektedir.

Bizim burada tam ¢ozlimler ile ugrasmamizin temel nedeni tam ¢oziimler aranirken zaten

yukaridaki farkli sorularinda cevabinin verilmek zorunda olmasidir.

Coziim yontemi olarak ilk 4 problemde F.D.Gakhov’un, son problemde ise
N.I..Muskhelishvili’nin kullandig1 yontemlerden yararlanacagiz. Nicin bdyle bir se¢im

yaptigimiz ise son boliimde ayrintisi ile tartisilacaktir.

Ik 4 problemde ¢alisacagimiz kontur sonlu sayida basit egrilerden olusmakta ve problemin
katsayisi, kontur ilizerinde sifir degeri almasini saglayan koklere -veya kutup noktalarina-
sahip olmayan rasyonel bir fonksiyon olacak sekilde ele alinacaktir. Son problemde ise kontur

ayrica tarif edilecek, problemin katsayisi ise kontur tizerinde siireksiz bir fonksiyon olacaktir.

6.1 Uygulamal

Asagidaki Riemann problemini ¢ozelim.

3 .2
(1) =2Lc1>‘(t)+t2t—+1 . D (0)=0
= -1 t1m—t
L, keyfi secilmis diizgiin-kapali bir kontur olup asagidaki formdadir:

a-) L, z, = 0 noktasini igerir ve z, =1, z; = —1 noktalarini igermez.
b-) L, z, =0 ve z, =1 noktalarini igerir, z; = —1 noktasini igermez.
c-)L, z, =0, z, =1 ve z; =—1 noktalarini igerir.

d-)L, z, =1 ve z; = -1 noktalarini igerir, z, = 0 noktasini icermez.

Her durumu ayr1 ayri inceleyip ¢6ziimii arastiralim.
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Gakhov metoduna gore problemi,

O ()= %df () + g(¢) seklinde ele alirsak,
q

o _

gty > -1
p+(t) =t p-(t)=1 m: =1 x=m, —n, =1
q(t)=1 q(t)=t> -1 n =0

bulunmus olur.Gakhov’un ydnteminden hatirlanacag: iizere, homojen problemin kanonik

fonksiyonu i¢in ayrica bir hesaplamaya gerek yoktur.

(@ —1)0* () =10~ (1) = ( ~ =D
(> —1)

(1 =D (1) —tDd (¢) = %(ﬁ —t> +1)(t+1)  sekline problem gelmis olur.

(3.38)’den hareketle,

B 1 (q.(0) dr
w(z) = 27} p_(r)g(f)r_z

1 (2- 32
W(Z):z- (r 1)'(r r+1)‘dz'

1 (1) 1-z

o
L

1 (z‘—l)(r+1).

B dr
C2m (r-1)

T—Z

(=72 +1)-

_ 1 ,J(T4_73+T+T3_12+1)dr
27 7(t—2)
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1 .(T3+1—T+l)
= . Ldr

27 (r-2)

_ 1. ‘(T3_T+1)dr+ | J‘l/rdr

27 T—z 27 | -z

L L

Bu integrallerin hesaplanmasi i¢in su yardimer bilgiyi verelim:
Yardimar Bilgi: Cauchy formiillerinden hatirlanacagi gibi,

f(z), D" da analitik ve D"+L’de siirekli bir fonksiyon ise,

-

fz), zeD”
1 f@,
27Zi_“r—z T

0, zeD™

f(z), D”de analitik ve D'+L’de siirekli bir fonksiyon ise,

f(), ze D"
1 f@,
2721_[7—2 774

L - f(2)+ f(©), zeD"”

olmaktadir. Bu bilgiye dayanarak, simdi yukaridaki iki integrali hesaplayabiliriz.

22—z +1 ze D*

1 (2'3—z'+1)d2_

27i T-z
L

= 0 ze D™
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0 ze D"
L_ I/—sz': 1 zeD
2m ) -z z

Buna gore 6zel ¢oziimii su sekilde yazabiliriz:
+ 3 - 1
y(z)=z -z+1 y (z)=-——
z

(3.38)’den hareketle simdi ¢ozlimii yazalim.

O (2) = E))[w(z)m ()]

N _ . _ z+1 c
® (Z)_zz—l[( thel z? -1 z? -1
@(z)z‘h—((z;[w(z)ml(z)]

O (2) :l[—l+c} :—L2+E

z z z z

Gorildigi gibi problemin genel ¢oziimii bir adet keyfi sabit igermektedir. Daha fazla

diizenleme yapmak i¢in ¢ yerine c-1 keyfi sabitini koyalim.

22 —z+1 c 1 z(z - l) c
D (2)= + -
2) z? -1 21 22-1  z2'-1 22—1
D (z)=z+ olarak bulunur. Benzer sekilde,
O (z)=- (z+D 1) +< bulunur.
z
b-)
ps(t) =t p(tH)=1 m; =1 X=m,—n, =
q+(t) =t-1 q.(t) = t+1 n. =1

seklinde problemin katsayisina ait ¢arpanlar yazilir. Buradan,
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t+DE =17 +1)
(t* 1)

(+1)D" (1) ——— D (1) =
—1

biciminde problemin sinir kosullar1 yazilabilir. (3.38)’den hareketle,

2'3—1'2+1). dr

(r°-7) 71—z

_ 1 K
w(z)—zm.jvﬂ)

1 (74—T3+T+T3—12+1)_ dr

T 27 (r -1) T—z

1
3 -
1 (r T+1+T) dr

27 (r-1) -z

1 Ir(r—l)(r+1)+ r+1 } dr

-1 (=1 |r—-z

7+1
2
_ 1‘ (r +T)dz'+ 1' z‘(r—l)dT
27 T—z 27 T—z
L L
’
zl 4z ze D*
3 z+1 e D
z(z-1)
\

bulunur. Simdi ¢6ziimii yazalim. Indeks sifir ¢iktifindan problemin tek ¢oziimii olacaktir.
(Coziim keyfi sabit icermeyecek sekildedir.)

o ()= 2D =L sz4 = o' (z)=z

q_(2) z+1
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. _q.(2) =Z—1 3 (z+1) __z+1
O @)= O ( Z(Z_l)] = ©()=-",

p(t) =t p(t)=1 m: =1 x=m, —n, =-1

q(t)=1> -1 gt =1 n =2

Indeks negatif ciktigindan [x| adet ek kosul saglanirsa ¢dziim arastirilabilir. (3.39)’dan

hatirlatmak gerekirse,

J‘q_ (T)g(r)rk—ldf =0, (k=1,2,......... ,X)
p_(7)

L

sartlar1 saglanmalidir. Indeks, -1 ¢iktigindan bir adet ek kosul gereklidir:

g (7)

T_T+1 J-rdr+J-
r—z'

[

L

Bu esitligi her terimin siras1 ayni kalacak sekilde I=I;+1,-1; ile gosterelim. Buna gore I, ve I3

g(r)dr =0 olmalidir. Bu esitlikteki integrali olusturalim:

P"'

integrallerinin degeri daha once hatirlattiimiz Cauchy formiillerine gore 2 mi degerine esittir.

I, integralini ise su sekilde hesaplayalim:

r =" doniisiimii yapilirsa,

2
I =i J‘ 2it gy _ 1(ezm'_eo) olur. Bilindigi gibi,
2

0

z = x+ iy iken e” = er e = e’ (cos y +isin y) dir. Buna gore,
1 .. 1 bul
I =5[(cos 27 +isin 27r)—1]=5(1—1)=0 ulunur.

Buldugumuz bu degerlere gore:
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I =0+27i—-27i =0 olur ki, boylelikle [x| adet ek kosul saglanmis olur. Bdylece
problem tek ¢ozlime sahip olacaktir. (3.38)’den hareketle,

1 (=7’ +1) dr

27 (t?-7) 71—z

Z'(Z' —Z') 1 dr
27Z'l -7 12—1 T—2z

w(z)=

1
= L j L dr+ l j T(T_l)dr Cauchy formiiliine gore,
T—z 27 T—z

1

- ze D™
. z(z-1)

bulunur. Coziimii yazalim. (3.38)’den hareketle:

O (2)=(1/)z=2z O (2)=— (Zzz‘ D, Z(Zl_ - ZZ+21

d-)
p+(t) =1 p(t) =t m, =0 x=m —n ==
a®=t'-1 q@®=1 no=2

Indeksin negatif ¢ikmasi halinde ¢dziimiin olabilmesi igin bilindigi gibi |x| adet ek kosulun
saglanmasi gerekiyor. y(z)’yi hesaplamadan 6nce bu ek kosullarin saglanip saglanmadigini

inceleyelim:

Iq ( )g(r)rk 'dr =0, (k=1,2)
p(7)
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= jdr +ILCZT —Ildr —J‘der
7—1 T T
L L L L

=0+2m-0-0=2m

Son basamaktaki 4 integralin ¢oziimii i¢in bir yardimci bilgi daha verelim:

Yardimci Bilgi:j (z—z,)"dz integrali m = -1 i¢in 2xi, diger durumlarda sifira esittir.

L

Bu davranigin tek istisnasi L’nin z,noktasini kapsamamasidir. Eger boyle bir durum varsa(ki

yukarida ¢ozdiiglimiiz integrallerde var) m = -1 durumunda da integral sifira esit olur.

q_(7) 1 2 —72+1
k=2 1207 dr=1=-.——° "
—= Ip(r) g(r)r-dr J‘T 2 _1

I(Hrzl_rjdf

L
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J‘( Il
= T——+——\dr
T 7-1

L

=J-T-dTJ‘ldr+ La’r
T -1
L L L

=0-0+27m=2m
Boylelikle iki kosulda saglanmadi. Aslinda kosullardan sadece birinin de saglanmamasi

yeterlidir. Bu durumda problemin ¢6ziimii yoktur.

6.2 Uygulama2

Asagidaki Riemann problemini ¢ézelim.
CD+(t):(t2—l)CD_(t)+i , ®(0)=0

L, keyfi secilmis diizgiin-kapal1 bir kontur olup asagidaki formdadir:
a-) L,z, =1 noktasini icerir ve z, = —1 noktasini igermez.

b-) L, z, = —1 noktasini icerir ve z, =1 noktasini igermez.

c-) L, z, =1 ve z, = -1 noktalarini icermez.

Her ti¢ durumu ayr1 ayr1 inceleyip ¢6ziimii arastiralim.

5 P01
q(t) 1
p+() = (t-1) pA(t) = (t+1) m; = 1 x=m, —n, =1
eM=1 q@®=1 n.=0

Gakhov’un yonteminden hatirlanacag iizere, homojen problemin kanonik fonksiyonu ig¢in

ayrica bir hesaplamaya gerek yoktur. (3.38)’den hareketle,

(2) = 1 11 dr
v 2 ) t+1 7-1 7—2
L
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1

21[! L_Idr Cauchy formiilini kullanak,
L
g
0 zeD"
R
- 21 zeD”
\ oz -1

elde edilmis olur. Simdi ¢6ziimii yazalim. (3.38)’den hareketle,

z+1

O (z)=[0+c]=c(z+1)

() = — {— ! +c}=— L e
z-1] z° -1 (22 -D(z-1) z-1
b-)

p+(t) = (t+1) p-(t)=(t-1)?r m, =1 }x=1

q(t) =1 q()=1

(2)= 1 11 dr
v 2l c-1 -1 -2

L

1

_ 2
= I ; j nd)) dt Cauchy formiiliinii kullanarak,
27 T—z

L

ze D™

L -1’
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bulunur. Ayni sekilde (3.38)’den hareketle ¢ozliimii yazalim:

z—1

D (2)= 1

[0+c]=c(z-1)

O (2) = 1 {_ 1 2+c}_ 1 o
z+1| (z-1) (z+D)(z-1)" z+1

¢-)
p=1 pn=r-1 m.=0 | x=0
¢®=1 q@=1 =0
1 1 1 dr
z)= : : ’
l//() 2721‘[2_21 Z'—l T—2z
L
B
_ 2
_ 1‘ -1 (+D) Cauchy formiiliinii kullanarak,
27 T—z
L
.
0 zeD"

|
[ E-Di+D)

bulunur. Problemin indeksi sifir oldugundan ¢6ziim tektir, keyfi sabit icermez.:

2
z

_1[0]=0

()=

q)_(z):l ——1 :——3
| (z=D(z+) (z=D(z+1)
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6.3 Uygulama3

Asagidaki Riemann problemini ¢ozelim.

D (1) O (H)+t° -1, D (0)=0

1
Ca-De-2)
L, keyfi secilmis diizgiin-kapali bir kontur olup asagidaki formdadir:
a-) L, z, =1 noktasini icerir ve z, =2 noktasini icermez.

b-) L, z, = 2 noktasini igerir ve z, =1 noktasini icermez.
c-) L, z, =1 ve z, =2 noktalarini igerir.

d-) L, z, =1 ve z, = 2 noktalarini igermez.

Her dort durumu ayr1 ayri inceleyip ¢6zlimii arastiralim.
a-)

pO_ 1
a(t)  (t=1(t-2)

e g(t) =1t —1 olarak verilmistir. Buna gore:

p+(t)=1 p(t)=1 m; =0 x=-1
Q+(t) =t-1 q_(t) =t-2 n.=1

Indeks negatif ciktigindan |x| adet ek kosul saglanirsa ¢dziim arastirilabilir. (3.39)’dan

hatirlatmak gerekirse,

J‘ 9 oy dr =0 . (k=12.......%)
p.(7)

L

sartlar1 saglanmalidir. Indeks, -1 ¢iktigindan bir adet ek kosul gereklidir:

I q__((r)) g(r)dr =0 olmalidir. Bu esitlikteki integrali olusturalim:
p_ (7

L

I(T—2)(T2 -Ddr = J.(r3 —27> ¢ +2)dr=I

I integralini hesaplayabilmek i¢in bir yardimci bilgi verelim.
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Yardimec Bilgi: j z"dz integralinin ¢oziimii igin z = e i doniigiimii yapilirsa,

L
27 o 27 .
Izndz = Ien”ie”dt =] je(n+1)1tdt
L 0 0

1 j :
——[ezm(nﬂ) —eo]:L[cos27z+ism27z—l]:0 (n#-1)
n+1 n+1

oldugu goriiliir. Bu yardimci bilgiden sonra problemimize geri donelim. I integralini

hesaplayalim.

1:jr3dr—2jr2dr—jr-dr+2jdr=0—0—0+0=0
L L L L

olur ki, boylelikle ek kosul saglanmis olur. O nedenle 6zel ¢oziime gecelim:

dz Cauchy formiiliine gore,
'Z' —

1 2
w<z>=2—m.!<r 1)(z-2)

p
(z2=1)(z-2) zeD"

0 ze D™

olur. (3.38)’den hareketle ¢ozlimii yazalim:

1
z—2

D (z)= (2" =D(z-2)=z-1

®_(2)=%~0=0

b-)

L’nin igerdigi noktalardan hareketle problemin katsayisi(coefficient) asagidaki sekilde
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carpanlar olusturur.
p«(t) =1 p() =1 m; =0 x=-1
@O=t2  qO=tl n, =1

Yukaridaki kisimda oldugu gibi, indeks negatif oldugundan benzer ek kosul burada da
saglanmalidir.

J' q_(7) g(t)dr =0 olmahdir. Gergekten,
p_(7)

L

I(T ~1)(z* -1dr = I(r3 —1>—7+1)dr =0 oldugu goriiliir.

L L

Buna gore ¢oziime devam edebiliriz,

w(z>=2im.£<r2 S -1)

dr
T—z

(z2=1)(z-1) zeD®

KO zeD™

Yine problemin tek ¢6ziimii olacaktir:

D (z)=

! 1(z2 -Dz-D=z"-1, d(2)=0
olarak bulunur ki, 6nceki ¢oziimle tamamen aynidir.
c-)
p+(t) =1 p(H)=1 m; =0 x=-2

q(t) = (ED(t-2)  q)=1 n. =2
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Bu kez 2 adet ek kosul saglanirsa ¢oziim arastirilabilecektir:

J‘q‘—(r)g(r)r“dz'=0 . (k=12)
p_(7)

L

k=1 = -!.Z:—((TT))g(r)dr=-!.(r2—l)dT:0

k=2 = 'L“Z—((z))g(r)rdr = ‘!‘(ﬁ -7)dr =0

oldugu kolayca goriiliir. Ek kosullarin ikisi de saglandigindan ¢6ziime devam edebiliriz.

2

-1
¢ dr
T—z

W(Z)=2Lm.j

g
z2-1 zeD?

0 zeD™
\

bulunur. Buna gore,

ot (2) =%-(22 ~D=z2-1 , ® (2 =—(Z_1)1(Z_2) 0=0
olur ki, bu yine ayn1 ¢dziimdiir.
d-)
p-(t)=1 p-(t)=1 m;=0 x=0
gq+(t)=1 q-(t) = (t-1)(t-2) n:=0

Indeks negatif olmadigindan énceki boliimlerden farkli olarak bu sefer ek kosul aramiyoruz.

B | (r =)z =2)(z* -1
v(z)= 2721'.!‘ S d
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p
(2 =)(z-1)(z-2) zeD'

0 zeD™

\
Yine (3.38)’den hareketle,

D (z2) (22 -D(z-1)(z-2)=z"-1, D (2)=0

T (z-1)(z-2)

olarak problem ¢6ziilmiis olur. Burada onemli bir sonu¢ meydana ¢ikmaktadir. Goriildigi
gibi L’nin igerdigi yada igcermedigi noktalara bagli olarak problemin ¢oziimii degismemis ve
her kisimda aym sonu¢ bulunmustur. Indeksin -2, -1 ve 0 seklinde degisimi ¢dziimii

etkilememistir.

6.4 Uygulama4

a’nin hangi degeri i¢in asagidaki Riemann sinir deger problemi ¢oziilebilirdir? Problemin
verildigi L konturu igin, —ie D" ve i2i,—2i e D™ bilgileri verilmektedir. Buna gore

problemi ¢oziiniiz.

@ ()= TN gy HEEINALD ()2
(t+i)(t+20) (t+0)(t+20)

Daha 6nce kullandigimiz Gakhov teknigine gore,
p(H)=(t-1)(t-21) ve q(t)=(t+1)(t+21) olmak iizere,
p+(t) =1 p-(t) = (t-1)(t-21) m: =0 x=-1<0
q(t) = (tH)  q(t) = (t+2i) n. =1
bulunur. [x|=1 adet ek kosul problemin ¢oziilebilir olmasi i¢in yeterli olacaktir. (3.39)’dan

hareketle,

J q.(7) g(r)dr =0  kosulu saglanmalidir.
p_(7)

L
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(t+2i))  2z(z-2i)(az+]) dr
Je-da-20 (@+i)c+2i0) -

'2z'(ar+1) dr— t(art+1) dr _J‘ T—a valdr=o
J =i +i) (r—z)(r+z) I =i +i) -

_l_

J- d +j—dr+ja dr =
T+i

L L

Bu ifadeyi terimlerin yerleri ayni kalacak sekilde I;+I,+I;=0 seklinde diistinelim. I;

—i—a

integralinde yer alan ( j , D" de analitiktir. Dolayisiyla Cauchy formiiliine gore;

T—1

I, = —2i7l‘(_ l._ aj dir. Burada 7+4i=17—-(—) seklinde disiintildigii unutulmamalidir ve
—1—1

—ie D" oldugundan s6z konusu formiil kullanilabilirdir. 1, integrali ise i ¢ D" oldugundan

(¢linkii integral i¢indeki Cauchy formiilii uygulanabilecek fonksiyon D" bolgesinde analitiktir)

stfira esittir. I3 ise her durumda sifira esittir. Buna gore,

- 21‘7{_ : _.aj =0 = a=-i olarak bulunur.

—2i
Bu degeri soruda verilen denklemde yerine yazarsak,

_mDE=20) o 200 =20)1=it)

(1)
(t+10)(t+20) (t+10)(t+20)

, D (0)=0

kosullar1 elde edilmis olur. Buradan homojen olmayan probleme ait 6zel ¢6ziimii yazalim.

J‘ (t+2i) 2r(r-2i)(1-ir) dr
27 V (r-i)z-20) (r+i)(r+20) 7-z

1 2t(1-ir) dr
27 | (c-i)r+i)T-2

L

B 2 r(=i)r+i) dr
27 | c-i)r+i)T—2

L

w(z) =
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:__2i T-ig4,
27w |V r-z
L
( .
- ZZZ' ze D"
z—1
0 ze D

\
Buradan ¢6zlimii yazalim.

oo p(2) _ (z—i)(z—2i) (2iz) _- 2iz(z — 2i)
C@= OV DT 0y oy aea

o (z) =2 (2)

p.(2)

y (2)=0

6.5 Uygulama$

L birim ¢ember olmak iizere, L; ve L, ismindeki sag ve sol yari-gemberlerden meydana

gelmektedir. Riemann siir deger problemi asagidaki gibidir:

it

32 Lt
ot (1) = GE)Dd (1) + ”e”t(t fj2
2y t+i

Problemin katsayisi(coefficient) asagidaki bicimde tanimlanmaktadir:

e it L, iizerinde iken,

G =

2 ﬂt .. . .
e L, tizerinde iken.

\

Stireksizlik noktalar1: (+1, -1) dir.

Coziim yontemi olarak daha oncede ifade ettigimiz gibi N.I.Muskhelishvili’nin yontemini

kullanacagiz.Simdi homojen problemin kanonik fonksiyonunu bulalim.
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I(z) = 1 J‘lnG(r)d
2 T—z
L
T 27T
F(z)zi h1e4dr L Ine dr
7 T—2z 27 T—2z
L L,
2
F(z):i g+ -
2\ -z 2 | -z
L L,
—i
F(z):i N PSRN I
2m 7~z 2m 7z
i
L

1 1 . . .
I'(z)= ?I  + ?I , olsun. Sirasi ile buradaki integralleri hesaplayalim.
l

11 integrali Cauchy formiilii ile hesaplanabilir. Buna gore;

2mz ze D"

1= 0 zeD"” oldugu kolayca gortiliir.

I, integraliniise 7 —z =u donilisiimii yaparak hesaplamaya ¢alisalim.
J‘LH_ZduJ‘ du+aJ‘%
u u

i_
i-z

12:

= -i-z+zln(-i-z)-i+z-zIn(i-z)
= -2i+zIn(-1)+zIn(i+z)-zIn(-1)-zln(z-i)
= -2i+zIn[(z+1)/(z-1)]

olarak bulunur. Buna gore,
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r(z) =+ Ldr+i(—2i+zln£2+lj)
20\ -2z 2 z—1
L

I (z2)= 7zz—1+iln(2+lj , F_(z):—1+iln£2+lj
20 \z—1i 20 \z—1i

bulunur. Burada kanonik fonksiyon,

X' (z)=e"® X (z)=e" ¥ seklindedir. Oyleyse,
et )
X+(Z) — eF+(z) —e 2i z—1

z —iz

_ z+1)\2i _ Z—1 \n;2

:enzl‘ : lzeizzl_ : 21
z—1 Z+1

N or—1(z—i iz/2 . ~ o z—i iz/2
X' (z)=e — ve benzer sekilde X (z)=e -
Z+1 Z+1

kanonik fonksiyon bulunmus olur.

Kolayca gosterilebilir ki, Muskhelishvili’nin kanonik fonksiyona ait formiilasyonunda

kullandig1 ilave carpanlar olan (z £7)" burada gerekli degildir. Problemin indeksi sifirdir.
Simdi w(z) yi hesaplayalim.

| g(r) dr
27 ) X' () Tz

l//(Z): 1 T3—T2+1.e7z'z"£T—ijir/2'e'e—ﬂ'r'(T—ij_ir/z dr
27 2, T+ T+ T—z

L

w(z) =
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Cauchy formiiliine gore,

( +
ez zeD

W(Z):<

e
L z(z-1)

ze D™

bulunur. Yani,

v () =ez , v @)=

seklinde 6zel ¢oziim yazilabilir.

Buradan son asamaya gecelim.

T =XTOwT @) +c] ve @ (2)=X (2)w (2)+c] olmak iizere,

W(z—i iz/2
®+(Z):€Zﬂ_ (Z—-Hj '[eZ+C]

~Niz /2
O (z)=e 1 (Z lj ° te olarak ¢6ziim bulunmus olur.
zZ+i z(z-1)



119

7. SONUCLAR ve TARTISMA

L konturunun diizgiin, kapali olmas1 durumunda uygulanan Gakhov metodu, 6nceki boliimde
¢ozdiigiimiiz problemlerden goriildiigii gibi, homojen problemin kanonik fonksiyonu X(z) ve

non-homojen problemin 6zel (particular) ¢oziimii /(z) 'nin bulunmasina dayanir. Bu noktada

Gakhov metodunu Muskhelishvili metodundan ayiran en temel kolaylik, X(z)’ nin Cauchy
tipte integrallerin ¢oziimiine gerek kalmadan dogrudan hesaplanmasidir. Eger bu problemlerin
¢oziimiinde Muskhelishvili metodu kullanilsayd: ¢ok basit bir hesaplama yerine, X(z)’ nin
bulunmasi i¢in Cauchy tipte bir integral ¢6ziilmek zorundaydi. Bu tip integrallerin ¢oziimii

son derece zorlayici olabilir.

Yukaridaki ifadelerin dogal bir sonucu sudur: Gakhov’un metodunda problemin katsayist
(coefficient), kontur lizerinde sifirlara yada kutba sahip olmayan rasyonel bir fonksiyon
olmalidir. Aksi bir fonksiyon tipinde bu metot, ¢cozdiigiimiiz problemler i¢in dogrudan
kullanilamayacakti. (Dolayl1 bir kullanim yolu olarak Batyrev metodunu onerebiliriz. Batyrev
metodu ile problemin katsayisi yaklasik olarak bir rasyonel fonksiyona ¢evrilip daha sonra
Gakhov metodu uygulanabilir. Tabi olarak bu yontemle ulasilacak ¢oziimler daima bir hata

pay1 tastyacaklardir.)

Homojen olmayan problemin 6zel (particular) ¢oziimii olan /(z) 'nin hesaplanmasi iki

yontemde de benzerlik gostermektedir. Ancak Gakhov metodunun uygulandigi ilk dort
problemde hesaplanacak integral, yapisal olarak Muskhelishvili metodu uygulandiginda

ortaya cikacak integralden ¢ok daha basit olmaktadir.

G(t) ve g(t) ‘nin yapisal olarak birbirine benzemesi -ki problemin konulusunda L iizerinde
Holder kosullarini saglamak disinda bir benzerlikleri yoktur- 6zellikle ters ¢arpanlar ihtiva

etmeleri Gakhov metodunun kullanimindaki temel elverislilik kriteridir.

Fakat, G(t) ve g(t)’ nin birbirine ne kadar benzeyen iki fonksiyon oldugu Muskhelishvili
metodunda kesin bir belirleyici degildir. Ciinkii Muskhelishvili metodunda g(t) ve homojen
problemin kanonik fonksiyonunun benzer yapida olmasi Onem tasir. g(t) ve kanonik
fonksiyon ne kadar cok ortak ¢arpan barindirtyorsa hesaplanacak olan integral o kadar basit

olur. Sonug olarak y(z) ’nin hesaplanmasinda,

- Gakhov metodunda kanonik fonksiyon G(t)’ nin c¢arpanlara ayrilmasi ile dogrudan

bulundugundan, g(t) ve G(t) nin ters ¢arpanlar barindirmasi,
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- Muskhelishvili metodunda ise g(t) ve kanonik fonksiyonun ortak c¢arpanlar

barindirmasi,

onemli bir secim kriteridir. ~ Muskhelishvili metodunda kanonik fonksiyon Cauchy tipte

integralin ¢oziimiine dayandigindan, sadece probleme bakarak bir kolaylik kestirmek oldukc¢a

guctur.

Cozdigimiiz ilk dort problemde kullanilan Gakhov tekniginde ¢ (0)= 0 ek kosulu

zorunludur. Co6zdigliimiz problemler bu ek kosulu tasimasaydi Gakhov teknigi

kullanilamazdi.

Indeks kavrami, klasik haldeki Riemann probleminde ¢ok onemlidir. Bir Riemann
probleminin ¢oziilebilir oldugu varsayimina dayanarak her problemi ¢dzmeye kalkmak pek

akillica degildir. Index kavrami bize;

v Problem ¢6ziilebilir midir?

v Eger ¢oziilebilir ise ¢oziimlerin sayisi1 kagtir?

v Coziilebilir olmasi i¢in kag adet ek kosul gereklidir?
gibi ¢ok Onemli bazi sorularin cevaplarimi ve lizerinde durmaya calistigimiz bu iki ¢éziim
metodunun da temel dayanaklarindan birini olusturmaktadir. Fakat indeksin degisimi nadiren
de olsa problemin ¢oziimiinii etkilemeyebilir. Onceki boliimde ¢6zdiigiimiiz iigiincii problem
bunu gosterebilmek i¢in 6zel olarak hazirlanmistir. Bu problem tekrar gézden gecirilirse
goriilecektir ki, L’nin igerdigi yada igermedigi noktalara bagli olarak problemin ¢oéziimii
degismemis ve her defasinda ayn1 sonug¢ bulunmustur. Indeksin -2, -1 ve 0 seklinde degisimi
¢oziimii etkilememistir. Literatiirde indeksi -1’den kiiciik problemlerin genelde ¢dziimsiiz
oldugu soylenir. Bu anlamda tigiincii problem yine bir istisna teskil edecektir. O problemde

gosterdik ki, indeks -2 olsa bile ¢éziim bulunabilir.
Problemin indeksinin negatif olma durumunu yontemler acisindan incelersek ;

Yine her iki yontem i¢inde yukarida kanonik fonksiyon i¢in sdylediklerimize benzer sonuglar

elde ederiz. Coziilmesi gereken integraller i¢in sunlari sdyleyebiliriz:

- Gakhov metodunda G(t)’ nin bazi carpanlar1 g(t) ile carpilmakta ( Ciinkii kanonik
fonksiyon G(t)’nin ¢arpanlara ayrilmasi ile bulunuyordu),
- Muskhelishvili metodunda ise g(t) fonksiyonu kanonik fonksiyona boliinmektedir.

Fakat buradaki kanonik fonksiyonun tipi Cauchy integrali tarafindan belirlenir.

Dolayisiyla problemin indeksi negatif oldugunda, problemin ¢dziilebilir oldugunu kanitlamak
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icin gereken ek kosullar i¢in,

Gakhov metodunda G(t) ve g(t)’ nin benzer fonksiyonlar olmasi, Muskhelishvili metodunda

ise g(t) ile kanonik fonksiyonun benzer olmasi énemlidir.

Muskhelishvili metodunda kanonik fonksiyonun hesabinda kullanilan integrallerin ¢6ziim
kolaylig1 incelenirse, bu metodun iistel fonksiyon olan katsayilar (coefficient) icin kolaylik

sagladig goriiliir.

[(z)

Kanonik fonksiyonun formiilasyonunda kullandigimiz e ifadesi ve I'(z) ‘nin hesabinda

2x 37x

kullandigimiz InG( 7 ) terimleri goz Oniine almirsae™, e™, e™ " ....... tipindeki katsayilarin

bu metot i¢in ideal oldugunu sdyleyebiliriz.

Acik egriler i¢in verilen Gakhov metodu temelde, problemin siirekli katsayili probleme
indirgenmesi ilkesine dayanir. Muskhelishvili metodu ise direkt ¢oziim (direct solution)
teknigidir. Oceki béliimde ¢ozdiigiimiiz son probleme Muskhelishvili metodunun uygulanma

nedenlerini s0yle siralayabiliriz:

-Ustel fonksiyon olan bir katsayiya sahip olmast.
-Hesaplanan kanonik fonksiyon ile bagimsiz terim (free term) g(t)’ nin sadelesebilir

nitelikte olmasi ve bdylece w(z) 'nin hesabinda kullanilan integralin basitlesmesi.
-Gakhov teknigine gore son derece basit bir formiilasyona sahip olmasi.

Basit formiilasyona sahip olan Muskhelishvili metodunun bu avantajini teorik yaklasimlarda
daha fazla goriiriiz. Eger verilen bir problemde tam ¢6ziim ariyorsak eger, karsimiza ¢ikan
integrallerin zorlayiciligt bu metodu kullanmamizi ¢ogunlukla imkansiz kilar. Ancak
¢Ozdiiglimiiz son problem bariz sekilde bu metodun kullanilabilmesi i¢in 6zel olarak

hazirlanmstir.
Calismamizin basinda degindigimiz sorularin yanitlarini su sekilde 6zetlemeye ¢alisalim:

Gorildigi gibi Gakhov, agik ve kapali konturlar i¢in iki ayr1 ¢6ziim yontemi ortaya koymus,
Muskhelishvili  yontemi ise kontur bagimsiz olarak (agik veya kapali) probleme

uygulanabilmektedir.

Sadece klasik konturlar iizerinde ¢alisan ve klasik Riemann problemini belli kosullar altinda
cozebilen birinci Gakhov tekniginin en temel avantaji kanonik fonksiyonun dogrudan
hesaplanmasi, kanonik fonksiyonun hesabinda Cauchy tipte bir integralin ¢oziimiine gerek

kalmamasidir.
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Problemin katsayis1 ve serbest terimi (G(t) ve g(t) fonksiyonlari)’nin ters ¢arpanlar ihtiva
etmesi Gakhov’un birinci metodunda, g(t) ve kanonik fonksiyonun ortak ¢arpanlar ihtiva

etmesi ise Muskhelishvili yonteminde kolaylik saglar.

Verilen bir problemde kesin ¢oziim aramak yerine sadece teorik bir yaklasim gerekiyorsa
Muskhelishvili yontemi daha uygundur. Ciinkii bu yontem, Gakhov teknigine gore ¢ok daha

basit bir formiilasyona sahiptir.

Her iki ¢6ziim yonteminde de coziilmesi gereken integrallerin zorlugu birinci derecede

onemlidir.
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