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OZET

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN DIFERENSIYEL
KARESELLESTIiRME METODUYLA COZUMU

Gizem TEMELCAN

Matematik Miihendisligi Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Mustafa SIVRI
Es Danisman: Yrd. Do¢.Dr. Ali SAHIN

Bu ¢alismada niimerik bir metot olan DKM incelenmistir. Calismada lineer adi ve lineer
kismi diferensiyel denklemler DKM kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Bu ¢alisma yedi boliimden olusmaktadir. {lk boliim giris olarak ele almmistir. Ikinci
boliimde DKM’nin temel kavramlari olan lineer vektor uzayr ve polinomal yaklasim
iizerinde durulmustur. Ugiincii béliimde PDKM hakkinda bilgi verilmektedir. Dérdiincii
boliimde lineer adi diferensiyel denklemler PDKM ile ¢6ziilmiis ve elde edilen degerler
kesin degerlerle karsilastirilmistir. Besinci boliimde PDKM’nin Sonlu Fark Metodu ile
arasindaki iligkiden s6z edilmistir. Altinct bdliimde lineer kismi tiirevli diferensiyel
denklemler PDKM ile c¢oziilmiis ve elde edilen degerler kesin degerler ile
karsilagtirilmistir. Son boliimde ise sonuglara ve onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Polinom Tabanli Diferensiyel Karesellestirme Metodu, Adi
Diferensiyel Denklemlere Uygulama, Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemlere
Uygulama
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This thesis presents one of the numerical discretization technique which is known as
Differential Quadrature Method (DQM). In this thesis, linear ordinary and linear partial
differential equation problems were solved by using DQM. In addition to DQM, Finite
Difference Method (FDM) was also investigated for comparing DQM and FDM with
each other. This thesis consists of seven chapters. First chapter is named as introduction.
In the second chapter, mathematical fundamentals of DQM, which are linear vector
space analysis and function approximation, were given. Third chapter gives
information about Polynomial-based Differential Quadrature Method (PDQM). In the
fourth chapter, PDQM was applied to linear ordinary differential equations and
approximate solutions obtained were compared with the exact solutions. In the fifth
chapter the relationship between PDQM and FDM were discussed. In the sixth chapter,
PDQM was applied to linear partial differential equations and approximate solutions
obtained were compared with the exact solutions. Finally, in the seventh chapter results
obtained were discussed.

Keywords: Polynomial-based Differential Quadrature Method, Application to the
Ordinary Differential Equations, Application to the Partial Differential Equations.
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BOLUM 1

GIRiS

1.1 Literatiiriin Ozeti

DKM, yeterince diizglin fonksiyonlarin tiirev degerlerinin hesaplanmasinda kullanilan
niimerik bir metottur. Bu metot 1971 yilinda Bellman ve Casti [1] tarafindan Gauss
Karesellestirme Integrasyon Metodu esas alinarak gelistirilmistir. Gauss Karesellestirme
Metodu, gauss noktalarindaki integrant degerlerinin agirlikli toplamlartyla yakinsayan
bir integral elde edilerek olusturulmustur. Bu metot gelistirilerek, yeterince diizgiin
fonksiyonlarin herhangi mertebeden tiirev degerlerinin hesaplanmasinda kullanilarak
DKM elde edilmistir. Buna gore DKM, diizgiin bir fonksiyonunun tiirevinin herhangi
bir grid noktadaki degerine tiim grid noktalardaki fonksiyon degerlerinin agirlikli lineer

toplamu ile yakinsamasidir.

Sonlu Fark Metodu ve Sonlu Elemanlar Metoduna gore daha az grid nokta kullanilarak
daha yakinsak sonuglar elde edilebilen DKM lineer ve/veya lineer olmayan baslangic
ve/veya siir deger problemleri i¢in kullanilmaktadir [2-3]. DKM, lineer vektdr uzayi
analizine ve fonksiyon yaklasimina dayanmaktadir. PDKM’de kismi tiirevli diferensiyel
denklemin ¢ozlimiine yiiksek dereceden bir polinomla yaklasilmaktadir. Bu yaklagim
polinomu ile birlikte polinomun agirhik katsayilari da belirlenmektedir. Boylece
belirlenen agirlik katsayilari ile yaklasim polinomu yazilabilmekte ve kismi tiirevli

diferensiyel denklemin ¢oziimiine yakin bir ¢6ziim polinomu elde edilebilmektedir.

PDKM’nin miihendislikteki ilk uygulamalarinda agirlik katsayilarini belirlemek iizere
Bellman’in birinci yaklagimi kullanilmistir. Bu yaklasimda grid noktalar keyfi olarak
secilebilmektedir. Olusan lineer denklem sisteminin tek bir ¢6zlimii vardir ki bu ¢oziime
ait katsayilar matrisi Vandermonde matrisi yapisindadir. Ancak grid noktalarin sayisi

arttiginda olusan katsayilar matrisi istenilen sonucu veremeyecektir. Bu yiizden

1



Bellman’in birinci yaklasimi grid nokta sayist en fazla 13 iken uygulanmaktadir.
Bellman’in ikinci yaklasiminda ise test fonksiyonu olarak Otelenmis Legendre
polinomlari, grid noktalar icin ise Otelenmis Legendre polinomlarmin kokleri
kullanilmaktadir. Fakat grid noktalarin se¢imindeki kisitlama nedeniyle bu yaklagim
pek tercih edilmemektedir. Bu ylizden pratik uygulamalarda Bellman’in birinci

yaklagimi daha fazla tercih edilmektedir [4].

Grid noktalarin sayis1 arttiginda agirlik katsayilarini belirlemek zorlastigindan bu
zorlugu ortadan kaldirmak iizere bir¢ok calisma yapilmistir. Quan ve Chang [5-6],
Lagrange interpolasyon polinomunu test fonksiyonu olarak alip birinci ve ikinci
mertebeden tiirevler i¢in agirlik katsayilarini hesaplayan formiiller gelistirmislerdir. Shu
ve Richards [7] PDKM’de agirlik katsayilarini hesaplayan tiim yaklasimlarin lineer
vektor uzayindaki taban vektorlerin seciminden olusturulabilecegini bulmuslardir. Diger
bir ifadeyle, lineer vektdr uzayindaki taban vektorlerinin her birinin se¢imiyle agirlik
katsayilarin1 hesaplamakta bircok yol bulunmaktadir. Bu farkli yollarla hesaplanan
agirhik katsayilar1 sonucta aymi degerleri vermektedir. Bu fikir, lineer vektdr uzayi

ozelliklerinden yararlanilarak ortaya atilmistir ve oldukca kullanighdar.

Yiicel ve Sari, DKM’yi lineer ve lineer olmayan yapidaki tekil, iki noktali sinir deger
problemleri i¢in incelemislerdir. Calismalarinin sonucunda DKM’ nin minimum islem
giicli kullanilarak yakinsak sonuglar verdigi goriilmiistiir [8]. Yiicel, polinom tabanli ve
Fourier agilimi tabanli DK metotlarin1 kullanarak 6zel bir baslangig-sinir deger
problemi olan Sturm-Liouville probleminin 6z degerlerini hesaplamistir. Periyodik
durum gosteren problemlerde Fourier ac¢ilimi tabanli DKM, PDKM’ye gore daha iyi

sonu¢ verdiginden bu ¢aligmada her ikisi bir arada kullanilmistir [9].

Girgin, lineer olmayan adi diferensiyel denklemleri ¢c6zmek lizere DKM ile Simiilasyon
Teknigi kullanilan yaklasimlari (Matlab/Simulink ve benzeri) karsilastirarak yeni bir
metot gelistirmistir [10]. DKM ve Simiilasyon Tekniginin dezavantajlariin yok
edilmesiyle olusturulan bu metot Karsilastirma Metodu olarak adlandirilmigtir. Bu
metot kullanilarak dordiincii mertebeden sinir deger problemi, Duffing tipi baslangic
deger problemi, pendulum salinimi baslangi¢c deger problemi ve ikinci mertebeden

baslangi¢ deger problemi ¢oziilmiistiir.

Giirarslan ve Sar1 yaptiklar1 ¢calismada lineer ve lineer olmayan difilizyon denklemlerinin

kesin ¢oziimlerini ele almiglardir [11]. Bu denklemleri ¢6zebilmek iizere konum igin



PDKM kullanilarak kismi tiirevli diferensiyel denklem adi diferensiyel denklem
sistemine indirgenmis ve olusan zamana bagl adi diferensiyel denklem sistemi de
Runge-Kutta Metodu ile ¢oziilmiistiir. Metodun dogrulugunu gostermek amaciyla elde
edilen sonuglar analitik ¢oziimden elde edilen sonuglarla karsilagtirilmigtir. Lineer
olmayan denklemler ise donilisim uygulanmadan ve dogrusallastirilmadan DKM ile
¢cOziilmiistiir. Elde edilen sonuglardan bu metodun giivenilir oldugu goriilmiis ve
gercege yakin fiziksel modeller elde etmede diger lineer olmayan kismi tiirevli

diferensiyel denklemlerde de kullanilabilecegi gosterilmistir.

Meral ve Tezer-Sezgin, kimya, biyoloji ve eczacilikta nemli uygulamalarda kullanilan
lineer olmayan bir ve iki boyutlu reaksiyon-difiizyon denklemini PDKM ile
¢ozmiislerdir [12]. Yine Meral, ayrica lineer olmayan bir ve iki boyutlu 1s1 ve kiitle
transferi denklemlerini de bu metodu kullanarak ¢ézmiistiir [13]. Tanaka ve Chen de
zamana bagli difiizyon denklemlerinin ¢dziimiinde DKM’yi kullanmistir [14]. Ogiit,
uniform iki sabit 1s1 kaynagiyla isitilmis egik kare bir kapali bdlgede dogal
konveksiyonla 1s1 transferini DKM’yi kullanarak incelemistir [15]. Korkmaz ve Dag,

lineer olmayan Burgers’ denklemini PDKM ile ¢6ziimiinii arastirmiglardir [16].

Ersoy ve digerleri, hazirladiklari c¢alismada DKM’nin titresim problemlerine
uygulanabilirligini gdstermisler ve metodu farkli problemlere uygulamislardir. Burada
problem olarak dairesel ve bosluklu dairesel zarlarin serbest titresim hesab1 secilmistir.
Elde edilen sonuglara gore diiglim nokta sayisinin artmasi, sonucun hassasiyetini
arttirmig ve esit olmayan diigiim noktalarinin sayisi ile DKM, esit diigiim nokta dagilimi
kullanilarak uygulanan DKM’ye gore daha iyi sonu¢ vermistir [17]. Korkmaz, lineer
olmayan Korteweg-de Vries (KdVE) dalga denklemini hem polinom tabanli hem
Fourier agilimi tabanli DKM’leri kullanarak ¢ozmiistiir [18]. Boylece iki farkli (tabanli)
DKM’leri kendi aralarinda karsilastirmis ve her ikisinden de yakin sonuglar elde
etmistir. Shu ve Xue, iki boyutlu Helmholtz denklemini polinom tabanli ve Fourier
acilimi tabanli DKM ile ¢ozmiistiir [19]. Elde edilen sonuglar degerlendirildiginde,
Helmholtz denkleminin ¢6zliimii i¢in Fourier ac¢ilimi tabanli DKM’nin daha uygun

olacag1 goriilmiistiir.

DKM, hidrolik miihendisligi alaninda da kullanilmaktadir. Bu metot kullanilarak Kaya
ve Ulke, taskinlarin &telenmesi iizerine bir ¢alisma yapmuslardir [20]. Taskinlarin
Otelenmesi olarak tanimlanan hesaplarda St. Venant denklemleri kullaniimaktadir. St.

Venant denklemleri matematiksel olarak bazi kabullerle dogrusallastirilabilmekte, farkli
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dalga yaklagimlar1 kullamilsa da diflizyon dalga denklemi seklinde ifade
edilebilmektedir. Yapilan caligmada difiizyon dalga denkleminin ¢6ziimiinde PDKM
kullanilmigtir. Elde edilen sonuglar Sonlu Fark metotlarindan elde edilen sonuglarla
karsilastirilmistir. Bu karsilagtirmada Sonlu Fark metotlarina nazaran daha iyi sonug

verdigi gozlemlenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu caligmada, adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin nlimerik bir metot olan

DKM ile ¢oziilmesi amaglanmustir.

1.3 Hipotez

Bu c¢alismada, adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde
DKM’nin diger niimerik metotlar gibi etkili bir metot oldugu; DKM’nin taban
polinomlariin se¢imine bagl degil, grid noktalarin dagilimina bagli oldugu ve DKM

ile Sonlu Fark Metodu arasindaki iliski gosterilecektir.



BOLUM 2

DIFERENSIYEL KARESELLESTIRME METODUNDA
KULLANILAN TEMEL KAVRAMLAR

DKM, tiirevlerin yaklagiminda kullanilan niimerik bir metottur. Bu metot, basit integral

karesellestirmeden yararlanilarak ortaya ¢ikarilmistir.

Bu béliimde DKM’ de kullanilacak bazi tanimlamalara ve teoremlere yer verilecektir.
2.1 Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Tiirevsel Yaklasim

2.1.1 integral Karesellestirme

f (X) fonksiyonu, [a,b] araliginda stirekli bir fonksiyon olsun. Belirli integral hesabin

temel teoremine gore eger C;—F = f olacak sekilde bir F (X) fonksiyonu mevcut ise
X

[T (x)dx=F (b)~F(a) @.1)

olacaktir. Eger f(x) fonksiyonunun degerleri ayrik kiimelerden secilmis noktalarda

tanimlanmis ise F (X) fonksiyonu igin kesin bir sonug elde etmek zor olabilir. Boyle

durumlarda niimerik yaklasimlara gerek duyulmaktadir.



x=a x=~h
Sekil 2.1 f(X) fonksiyonunun [a,b] araligindaki belirli integrali

b
Aym zamanda f f (x)dx integrali, Sekil 2.1° deki gibi f(x) egrisi altinda kalan
a

alan1 gostermektedir. Boylece integralin degeri, egri altinda kalan alanin degerine esit

olacaktir. Bu 6zellige dayanarak birgcok niimerik analiz teknikleri gelistirilmistir.

Wi, Wy, W,y W,

agirhk katsayilar,, a=X;,X;,X;,...,X, =b grid noktalar ve
b

f,, f,,..., f, swrasiyla bu grid noktalardaki fonksiyon degerleri olmak iizere f f (x)dx
a

integrali

b n
j; f(x)dx=w f+w, T, +..+w,f => wf, (2.2)
=1

seklinde hesaplanir. Bu esitlik, integral karesellestirme olarak adlandirilir. Buna gore
integral karesellestirme, sonlu aralikta tanimlanan bir integrale yakinsamak icin

integralin tanim bolgesindeki tiim fonksiyon degerlerini kullanmaktadir.

Grid noktalar genellikle diizgiin dagilim verecek sekilde secilmektedir. Ornegin, h

adim uzunlugu olmak iizere i =1,2,3,..n igin X; = X;,_, +h olsun. Buna gore tiim basit

karesellestirme formiilleri, (2.2) esitliginin formunda yazilabilir. Asagida integral

karesellestirme esitligine ait iki 6zel durum verilmistir:

Yamuk (Trapezoidal) Kurali :

fab f (X)dXZQ[f (a)+2f(a+h)+..+2f(a+(n—1)h)+ f (b)]+E (2.3)



seklindedir. Bu integral yaklasimindaki hata E ile gosterilmektedir. Buradaki agirlik

katsay1lar
h h
W=— ,W,=W=..=W,,=h,w, =5
olacak sekilde tanimlanir [21].
Simpson Kurali :
b h
fa f(X)dx=S[fi+4f 420 +4f 44T o126+ f]+E (2.4)

seklindedir. Bu integral yaklasimindaki hata E ile gosterilmektedir. Buradaki agirlik
katsayilar1 da

D,kzl,n
3

W, = ?, k=2,4,6,.,n—2

?, k=3,5,7,.,n—1

ile ifade edilir [21].

2.1.2 Diferensiyel Karesellestirme

f(x) diizglin bir fonksiyon ve X;, karelere ayrilmis bolgedeki grid noktalar olsun.

Buna gore, f (X) fonksiyonunun X'’e gore birinci mertebeden tiirevinin X; noktasindaki

degeri, tanim bolgesindeki tiim fonksiyon degerlerinin lineer toplamina yakinsayacaktir.

Dolayisiyla a; agirlik katsayilart ve N tamim kiimesinde karelere bolinmiis bolgedeki

grid noktalarin sayis1 olmak iizere

df
f/(xi>:&

N
=>"a;f(x),i=12..N (2.5)
. j=l

esitligi DKM olarak adlandirilr. Buradaki a; agirhk katsayilari, X noktalarimn farkl
yerlerinde farkli degerler almaktadir. Boylece DKM deki esas, a; agirlik katsayilarinin

belirlenmesi olacaktir. Daha detayli olarak DKM gelecek boliimde ele aliacaktir.



2.2 Lineer Vektor Uzaylari

DKM ile agirlik katsayilari hesaplanirken lineer vektor uzayimndan ve 6zelliklerinden
faydalanilacaktir. Bu kisimda lineer vektdr uzayr ve oOzellikleri ile ilgili tanimlar

hatirlatilacaktir.

Tamm 2.1 F, skaler elemanlardan olusan bir kiime, “+” toplam ve “ X ¢arpim

operatorii olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan F kiimesi bir cisimdir.

(1) Her a,b€F i¢in a+beF ve axbeF olur.

(2) Her a,beF igin toplama ve ¢arpma islemlerinde a+b=Db+a ve axb=Dbxa

seklinde degisme 6zelligi mevcuttur.

(3) Her a,b,ceF igin toplama ve ¢arpma islemlerinde (a + b) +c=a+ (b + C) ve
(a X b) XC=ax (b X C) olacak sekilde birlesme 6zelligi mevcuttur.

(4) Her a,b,ceF icin  carpma  isleminin  toplama islemi iizerinde

ax(b+c)=(axb)+(axc) seklinde dagilma dzelligi meveuttur.

(5) Her acF i¢in a+0=a olacak sekilde bir 0 F ve 1xa=a olacak sekilde bir

1 € F mevcuttur.
(6) Her a € F i¢in a+b =0 olacak sekilde bir b € F mevcuttur.
(7) a=0 olmak tizere her a € F i¢in axC =1 olacak sekilde bir ¢ € F mevcuttur.

Bu 6zelliklere dayanarak DKM deki a;; agirlik katsayilari, reel sayilarda bulunacaktir.

Tamm 2.2 V, elemanlan vektor olan bir kiime ve FCV olsun. V kiimesi vektor
toplam1 ve skaler carpim operatorlerine sahip ise asagidaki oOzellikleri saglayan V

uzayina lineer vektor uzayi denir.

(1) Her a,3€V igin a+ 3 €V olur.

(2) Her «,B€V i¢in toplama isleminin a+ 3=+« seklinde degisme o6zelligi
vardir.

(3) Her o, 3,7€ V icin toplama isleminin (a + ﬁ) +v=a+ (ﬁ + fy) seklinde birlesme

ozelligi vardir.



(4) Her a €V i¢in 0+ a = « olacak sekilde bir 0 € V sifir vektorii vardir.

(5) Her a €V igin o+ 3 = 0 olacak sekilde bir 3 €V vardir.

(6) Her ce F ve her a €V icin ca €V eleman1 vardir ve bu elemana “C ile a’nin
skaler carpimi1” adu verilir.

(7) Her a,b€F ve her y€V igin skaler carpimin a(by)=(ab)y seklinde birlesme
ozelligi vardir.

(8 Her acF ve her g,v¢€V icin skaler carpimin vektor toplami {izerinde

a ( 8+ fy) =af+avy seklinde dagilma 6zelligi vardir.

(9) Her a,beF ve her ye€V icin skaler ¢arpimin skalerlerin toplami {izerine

(a + b) v =ay+by seklinde dagilma 6zelligi vardir.

(10) Her a« €V igin I1xa = a olacak sekilde 1€ F vardir.

P

 (X) , derecesi N ’den kiigiik ve ¢; reel katsayili tiim polinomlarin bir kiimesi olsun.
Bu tanimlara ve ozelliklere dayanarak P, (X) polinomlar kiimesinin bir vektdr uzayi

oldugu gosterilebilir.
-1
P, (x)=>_cx (2.6)
i=0

olmak {izere vektor toplami ve skaler carpim

n—1

nz_icixiqtniidixi:Z(cieri)xi (2.7)
i=0 i=0

i=0

a[nz_f cix‘]: 3 (ac;)x' (2.8)
i i=0

i=0

seklinde tanimlanirsa P,

A (X) kiimesinin bir lineer vektdr uzayi oldugu gosterilebilir.



2.2.1 Lineer Vektor Uzay1 Ozellikleri

Tanim 2.3 (Lineer Bagimsizhk) ¢; € R ve o; €V olsun. Eger her ¢; = 0 i¢in
n
i=I

oluyorsa ¢; vektorleri lineer bagimsizdir. Lineer bagimsizlik sadece vektorler kiimesine
veya uzayma bagli degildir. Eger o; vektorleri lineer bagimli ise bu durumda

vektorlerden en az biri, digerlerinin lineer kombinezonu seklinde yazilabilmelidir.

Tanim 2.4 (Lineer Vektor Uzaymnin Boyutu) V lineer vektor uzayi ve S, V’ nin bir

alt kiimesi olmak tizere

- S lineer bagimsiz,

- Her a €V, S’deki sonlu sayida elemanin bir lineer birlesimi

ise S, V vektor uzayinin bir bazidir. Buna gore bir V vektor uzaymin bir S bazindaki

vektorlerin sayisina V uzayinin boyutu denir [22].

Tanim 2.5 (Lineer Vektor Uzayimin Tabani) V , bir lineer vektor uzay: olsun. Eger
V uzayindaki her vektor, uzaydaki lineer bagimsiz vektorlerin tek bir lineer
kombinezonu olarak ifade edilebiliyorsa, bu lineer bagimsiz vektdrlerin kiimesine V

uzayinin bir tabani denir.

Lineer vektor uzaymin boyutu n ise taban tanimini asagidaki teoremle yapabilmek

mumkuindir:

Teorem 2.1 n boyutlu bir V, lineer vektdr uzayinda, elemanlar: lineer bagimsiz

vektorler olan her kiime bir taban niteligindedir.

Ispat: V, uzayinda, a;,q,,..c; N tane lineer bagimsiz vektdr ve «, keyfi bir vektor
olsun. Vektdr uzaymin boyutu (Tanim 2.4) tanimindan, N sayisi, uzaydaki lineer

bagimsiz vektorlerin sayist oldugu siirece (n —H) elemanli vektdr kiimesinin
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a,Q,Q,..., vektorleri lineer bagimli olacaktir. Ayni zamanda, F cisminde hepsi

birden sifir olmayan c,C,,C,,...,C, elemanlar1 olsun ve
Cox + €y +Cyr, +...+C a, =0 (2.10)
seklinde yazilsin. Bu esitlikte ¢, =0 dir. Eger ¢, =0 olursa lineer bagimlilik

olmayacaktir. oy, c,,...c, vektorleri lineer bagimsiz oldugundan ¢, =¢,=..=C, =0

dir. ¢, =0 olursa bu durumda «,q,0,,...c, vektorleri lineer bagimsiz olacaktir ki bu

da lineer bagimlilik tanimina ters diisecektir. Bu yiizden ¢, = 0 olmalidir. i=1,2,...,n
icin d; = _S& olmak iizere (2.10) esitligi
Co
a=do +d,a, +...4+d, (2.11)

seklinde yazilsin. Boylece, V, uzayindaki her o vektori, oy,c,,...c, vektorlerinin

lineer kombinezonu ile ifade edilebilir. Simdi bu lineer kombinezonunun tekligini

gosterelim.

Kabul edelim ki o vektoriintiin

oz:d_loz1 +d_2a2+...+aan (2.12)

seklinde bagka bir lineer kombinezonu var olsun. (2.11) esitliginden (2.12) esitligini

cikararak

0=(d, —d)oy +(d, =, Ja, + ...+ (dy =y ) (2.13)

elde edilir. oy,,,...c, lineer bagimsiz vektorler olduklarindan her birinin katsayisi

sifira esit olacaktir. Bdoylece i=1,2,..,n igin d; :d_i bulunacaktir ve lineer

kombinezonun tekligi gosterilmis olacaktir.

Bu teoremden su 6zellik elde edilebilir: eger n boyutlu bir V, lineer vektor uzayinda
bir taban seg¢ilmigse bu uzaydaki her vektdr, sadece F cismindeki d,,d,,....d,

skalerlerinin kiimesi ile temsil edilebilir.
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Tanim 2.6 (Taban Degisimi) n boyutlu bir V, lineer vektor uzaymda birgok taban
kiimesi mevcuttur ve her bir taban kiimesi, sadece diger taban kiimeleri cinsinden ifade
edilebilir. Ornegin, V, uzaymdan oy,q,,...c, ve B,,53,,...,3, seklinde iki taban vektor

kiimesi alinsin. Buna gére ¢ ;,d; ; € F olmak tizere

i,j>

n

=Y 60, ,i=12..n (2.14)
j=1
n

B,=> dja; ,i=12..n (2.15)
j=1

seklinde taban degisimi yapilabilir.

Tanim 2.7 (Lineer Operator) Her o, a, €V, ve her ¢,¢, €F igin
L(ceq + G ) =¢,L(oy )+, L () (2.16)

yazilabiliyorsa L fonksiyonu bir lineer operatordiir. Buna gore (2.5) esitligi bir lineer

operatordiir:
d(cf f N
%Xi - ;aij (cl f(x;)+¢ (X ))

N N
=1 =1
N N
=c ) ay fl(xj)+022aij fz(xj>. (2.17)
=1 =1

Teorem 2.2 n boyutlu V, lineer vektdr uzaymmda oy,a,,...c; bir taban vektorleri
kiimesi olsun. Eger her «,,a,,...cq, taban vektorii bir lineer operatorii saglarsa V,

uzayindaki herhangi bir vektor de bu lineer operatorii saglayacaktir.
Ispat V, uzaymda oy,q,,..c, Dbir taban vektorleri kiimesi ve bu kiime i=1,2,...,n
i¢in

L(a;)=0 (2.18)
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seklinde bir lineer operatorii saglasin. « , V, uzaymda keyfi bir vektor olmak iizere

(2.11) ve (2.16) esitliklerinden yararlanarak
n n n
L(a):L[Zdiai]:ZL(diai):ZdiL(ai)zo (2.19)
i=1 i=1 i=1
elde edilir.

Teorem 2.3 Eger n boyutlu V, lineer vektdr uzayindaki bir taban vektor kiimesi bir

lineer operatorii saglarsa, diger taban vektorleri kiimesi de bu lineer operatori

saglayacaktir.

Ispat V, uzayinda o,q,,..q, ve B,,05,,..,03, iki taban vektdr kiimesi olsun.
oy, Q,,...c, vektorleri (2.18) esitligindeki lineer operatorii saglasin. Buna gore (2.15) ve

(2.16) esitliklerinden yararlanarak

L(ﬁi):L[idi,jaJ

:zn:'-(di,jo‘1>zzn:di,i'-(aj>:0 (2.20)
=1 j=1

elde edilir. Bu esitlikten, (,,5,,...,, taban vektorleri kiimesinin lineer operatorii

sagladigr goriiliir. Bu 0Ozellik, gelecek bolimde DKM’ de agirlik katsayilarinin

hesaplanmasinda kullanilacaktir.

2.3 Yiiksek Mertebeden Polinomal Yaklasim
f (X) , [a,b] araliginda tanimlanmus, reel degerli ve siirekli bir fonksiyon olsun. Buna
gore

lim Py (x)= f (x) (2.21)

N—oo

olacak sekilde bir Py (x) polinomlar dizisi mevcuttur. Bu ifade limitin tanimi
kullanilarak su sekilde de yazilabilir: f (X) , [a,b] araliginda tanimli ve siirekli reel
degerli fonksiyon olsun. Her >0 i¢in derecesi N =N (e) olan Oyle bir B (X)

polinomu vardir ki bu polinom [a, b] araliginda
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| (x)— Py (x)|<e (2.22)

esitsizligini saglar.
f (x) fonksiyonu bir adi diferensiyel denklemin ¢dziimii ise bu fonksiyona derecesi N

den kiiciik bir polinomla yaklasilabilir. Bu yaklasim, ¢, birer sabit olmak iizere
f(x)=Py(x)=> X (2.23)

seklinde ifade edilebilir. B (X) polinomu vektdr toplamina ve skaler ¢arpima bagl
olarak N boyutlu bir V lineer vektdr uzay1 olusturmaktadir. Dolayisiyla V lineer

vektor uzayinda, vektorler polinomlar olarak alinirsa, 1, X, X2, .., xN polinomlar1 lineer

bagimsizdir. Boylece k =1,2,...,N igin

5 (X) = x*"! (2.24)

polinomu V uzaymin bir tabanidir.

Adi diferensiyel denklemlerin niimerik c¢oziimleri icin belirli grid noktalardaki

fonksiyon degerlerine ihtiyag duyulmaktadir. Buna gore [a, b] araliginda,
a=X{,Xy,....Xy =0 koordinath N tane grid noktanin ve bu grid noktalardaki
fonksiyon degerlerinin f(xi) oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla (2.23)

yaklasimindaki ¢, sabitleri
N—
Co +CX +CoX ot CyyX' = F(X)
Co +Ci Xy +CX3 +oFCy_ X0 = T (X,)

Co +C Xy +CXy +otCyXy = F(Xy)

esitlik sisteminden elde edilebilir. Yukaridaki sistemden olusacak katsayilar matrisi
Vandermonde formundadir ve bu matris tekil degildir. Dolayisiyla bu matrisin tersi

vardir ve Cy,C,,C,,...,Cy_; sabitleri i¢in tek bir ¢6ziim verir. Buradan, once sabitler
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belirlenir, sonrasinda polinomal yaklasim elde edilir. Eger N ¢ok biiyilik bir say1 ise

matrisin  tersinin bulunmasi1 zorlasacaktir. Buna baglh olarak c,c,,C,,...,Cy_;

katsayilarinin belirlenmesi de giiclesecektir. Bu zorlugu ortadan kaldirmak amaciyla,

(2.23) yaklasim polinomunu belirlemekte

M (X) = (X=X ) (X=X, ). (X=X ) (2.25)

M7 (%)= (% =X ) (% — X2 ) (% = Xiy ) - (X — %y ) = ﬁ _(xi — %) (2.26)

olmak tlizere

li (x)= (2.27)

Lagrange interpolasyon polinomu kullanilir. Buna gore,

Py (X)=2_ f (%)hi(x) (2.28)

i=1

seklindedir. Buna gore, Lagrange interpolasyon polinomu kullanilirken grid
noktalardaki fonksiyon degerleri almir ve yaklasim polinomu elde edilir. (2.28)
esitligindeki taban polinomunun derecesi N ’den kiigiiktiir. Ayn1 zamanda Lagrange
interpolasyon polinomu vektoér toplami ve skaler carpim islemlerini saglamaktadir.

Buna gore (2.28) esitligiyle verilen Lagrange interpolasyon polinomu, V, polinom
vektor uzayi icerisinde yer almaktadir. Dolayistyla V, uzaymin baska bir tabani

k=1,2,..,N i¢in I (x) ile gdsterilebilir. Buradaki

1, k=i
Ik(xi):{o kzli (2.29)

seklinde tanimlanir.

d,,d,,....d, , F cisminin elemanlar1 ve [a,b] araliginda

dl (X)+dyly (X) + ..+ dy by (%)= dl, (x)=0 (2.30)
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esitligi saglansin. (2.29) tamimimi kullanarak, (2.30) esitligine X. noktalarinin

1
uygulanmastyla i=1,2,..,N i¢in d; =0 bulunur. Dolayisiyla I (x),l,(x),...,Iy (X)
polinomlar1 kendi aralarinda lineer bagimsiz olacaklardir ve Vy uzaymm bir tabani
olarak alinabileceklerdir.

Py (x) yaklasim polinomunu Newton interpolasyon polinomu ile de belirlemek

miimkiindiir. Newton interpolasyon polinomu

n(X)=1, n (x)=(x=x%_;)n_;(x), k=2,3,...,N (2.31)

olarak tanimlanir. Newton interpolasyon polinomu kullanilarak yaklasim polinomu

N

PN(x):al+kz_;ak(x—xl)(x—xz)...(x—xk_l) (2.32)

seklinde yazilir. Newton interpolasyon polinomu, vektdr toplami ve skaler carpim
islemlerini saglamaktadir ve bu polinomun derecesi N ’den kiiciiktiir. Buna gore

Newton interpolasyon polinomu, V, polinom vektdr uzaymimn igerisindedir ve
k=12,..,N igin nk(x) polinomlari, Vy uzaymda bir polinomlar kiimesidir. Bu
polinomlar kiimesinin elemanlarinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim. d,,d,,...,d

F cisminin elemanlar1 ve

N
dymy (X) 4 dyn, (X) 4.4 dyny (X) =D dn (x)=0 (2.33)
k=1

olsun. Bu (2.33) esitligi, [a,b] araligindaki her noktada saglanmalidir. Eger (2.33)
esitligi sirastyla X,X,,...,Xy grid noktalarinda saglanirsa i =1,2,...,N i¢in d; =0 elde
edilir. Boylece k =1,2,...,N i¢in n, (X) polinomlar1 kendi aralarinda lineer bagimsiz

olur ve V| uzayinin bir tabani olarak kabul edilir.

Newton interpolasyon polinomu ile olusturulan yaklagim polinomunun sabitleri,
polinomun grid noktalarindaki degerleri ile ifade edilebilir. Buna gore (2.32) esitligi ile

verilen polinomun a¢ilimi m=1,2,...,N i¢in

Po(X)=a 4+a, (X=X )+ay (X=X ) (X=X ) 4.8y (X=X ) (X=X ) (X = Xy )
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seklindedir ve olusan bu yaklagim polinomu (m—l). derecedendir. Bu polinom,

X;» Xy,..., X, noktalarindaki fonksiyon degerlerini saglamaktadir. (2.28) esitliginde

m
Lagrange interpolasyon polinomu ile olusturulan yaklasim polinomunun agilimi ise

m=12,...,N igin

M (x) f(x) N M (x) f (x,) Loy

Py (X): f
M (x)(x=%) M’ (%)(x=x,) M’ (X ) (X=X,

seklinde olup (m —1). dereceden olacaktir. Boylece Newton interpolasyon polinomuyla

elde edilen yaklasim polinomunun en yiiksek dereceli teriminin katsayisi olan a,,

Lagrange interpolasyon polinomuyla elde edilen yaklasim polinomunun en yiiksek
dereceli teriminin katsayisina esit olacaktir. Dolayisiyla Lagrange interpolasyon

polinomuyla olusturulan yaklasim polinomunun en yiiksek dereceli teriminin katsayisi

F4) |, f(%) f (%) N f (%)
W00 WD) T W ) 2 M)

olup buradan m=1,2,...,N i¢in

(%)
a — (2.34)
" W)
bulunur.

Yukaridaki incelemelere bakilirsa bir V lineer vektdr uzayinda birden fazla taban

vektorleri kiimesi mevcuttur. Bu taban vektorleri kiimelerinden tigii
n(x)=x", k=12,.,N (2.35)

_ M(¥ _
o (X)= IR k=12,..,N (2.36)

L(X)=1, r(x)=(x=%_ ) (x), k=2,3,..,N (2.37)

seklinde gosterilebilir.
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Yaklagim polinomu baska formlarda ifade edilmek istenirse farkli taban vektorleri
kiimesi elde edilmelidir. Bunlardan biri, Legendre a¢ilimi kullanilarak yaklasim

polinomu yazabilmektir.
Legendre polinomu L, (X) , [— 1 1] araliginda tanimli, K. dereceden bir polinom ve

L, (X)=1 olmak iizere

1 d k
L (x):mw(xz ~1) (2.38)

seklinde tanimlanmaktadir ve
2k +1 k
L. (X)=——XL (X)———L,_; (X 2.39
k+1(> k_|_l k() k‘l—l k*l() ( )
rekiirans bagmtisini saglamaktadir. Buna gore Legendre acilimi, L (X) k. dereceden

Legendre polinomu ve C, birer sabit olmak {izere
N-I
Py (¥)=> ¢y (x) (2.40)
k=0

seklindedir. Burada, k =0,1,...,N —1 i¢in L, (X) bir taban vektorleri kiimesidir. (2.36)

esitligindeki taban polinomuna bakilirsa, yaklasim polinomun grid noktalarinin

dagilimina gore degisebilmektedir. Eger grid noktalar [— 1, 1] araliginda N. dereceden

Legendre polinomunun kdkleri olarak alinirsa (2.36) esitligi k =0,1,...,N igin

N e

i (X): L,/\l(

sekline dontisecektir.
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BOLUM 3

POLINOM TABANLI DIFERENSIYEL KARESELLESTIRME
METODU

DKM, lineer vektdr uzayr analizine ve fonksiyon yaklasimina dayanmaktadir.
PDKM’de adi diferensiyel denklemin c¢oziimiine yiliksek dereceden bir polinomla
yaklasilmaktadir. Bu yaklasim polinomu ile birlikte polinomun agirlik katsayilar1 da
belirlenmektedir. Bdylece belirlenen agirlik katsayilart ile yaklasim polinomu
yazilabilecek ve adi diferensiyel denklemin ¢6ziimiine yakin bir ¢6ziim polinomu elde

edilebilecektir.

PDKM ile agirlik katsayilari ilk kez Bellman ve Casti [1] tarafindan hesaplanmistir.
Birinci mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda iki fikir ortaya
atilmistir. Bunlardan ilki bir cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinii i¢cermektedir.
Digerinde ise basit bir cebirsel formiil kullanilmaktadir. Ancak bu formiildeki grid

noktalar 6telenmis Legendre polinomunun koklerinden se¢ilmektedir.

PDKM’nin miihendislikteki ilk uygulamalarinda agirlik katsayilarini belirlemek iizere
Bellman’in birinci yaklagimi kullanilmistir. Ciinkii bu yaklasimda grid noktalar keyfi
olarak secilebilmektedir. Ancak grid noktalarin sayisi arttikca cebirsel denklem
sistemindeki denklem sayis1 da artmaktadir. Dolayisiyla katsayilar matrisini istenilen
sonucu veremeyecektir. Buna gore grid noktalarin sayist fazla oldugunda agirlik
katsayilarin1 belirlemek olduk¢a zorlasacaktir. Bu zorlugu ortadan kaldirmak {izere
birgok calisma yapilmistir. Quan ve Chang [5-6], Lagrange interpolasyon polinomunu
test fonksiyonu olarak alip birinci ve ikinci mertebeden tiirevler i¢in agirlik katsayilarini
hesaplayacak formiiller gelistirilmiglerdir. Shu ve Richards [7] PDKM’de agirlik
katsayilarint hesaplayan tiim yaklasimlarin lineer vektdr uzayindaki taban vektorlerin
se¢iminden olusturulabilecegini bulmuslardir. Diger bir ifadeyle, lineer vektor

uzayindaki taban vektorlerinin her birinin se¢imiyle agirlik katsayilarin1 hesaplamakta
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bir¢cok yol bulunmaktadir. Bu farkli yollarla hesaplanan agirlik katsayilar1 sonugta ayni
degerleri vermektedir. Bu fikir, lineer vektor uzay1 6zelliklerinden yararlanilarak ortaya
atilmistir ve oldukca kullanighdir. Shu birinci mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilarini
hesaplamakta kullanilacak basit bir cebirsel formiil gelistirmistir. Bu formiilde grid
noktalarin se¢iminde higbir kisitlama bulunmamaktadir. Yine Shu, ikinci ve yiiksek
mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilarinin hesaplanmasi icin bir rekiirans bagintisi

olusturulmustur.

Bu boliimde birinci, ikinci ve yiiksek mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilarinin
hesaplanmasindaki yaklasimlar, hata analizi ve grid noktalarin dagilimlarinin se¢imleri

ele alinacaktir.

3.1 Birinci Mertebeden Tiirevler icin Agirhik Katsayilarinin Hesaplanmasi
[a,b] araliginda, koordinatlar1 a = X, X,,..., Xy =0 olan N tane grid nokta ele alinsin.

f(X) , [a,b] araliginda diizgiin bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun birinci

mertebeden tiirevine her X; grid noktasinda
N
F(x)=>a;f(x;) . i=L2....N (3.1)
j=1
formiilii ile yakinsanacaktir. (3.1) esitligindeki a; , birinci mertebeden tlirevin agirlik

) 2

katsayilaridir. (2.17) esitliginde gdsterildigi tizere f’(X) bir lineer operatdrdir.

PDKM’de @; aguwhk Kkatsayilarinin  belirlenmesi  esastir. f’(Xi) tiirevlerini

hesaplamakta, a;

j agwhk katsayilart ile birlikte f(Xi) fonksiyon degerleri

kullanilmaktadir. Bunun i¢in once agirlik katsayilar1 belirlenmelidir. Bu agirlik
katsayilarini belirlemekte birgok yaklasim gelistirilmistir. Bu yaklagimlarda farkli taban

polinomlar1 kullanilmakta ancak uygulamanin temeli hepsinde aynidir.

Yaklagim polinomu f(X) ve taban polinomu K (X) olsun. Yaklasim polinomunun

taban polinomlarinin lineer toplami seklinde yazilis1 ¢, birer sabit olmak iizere

f(x)= ickrk (x) (3.2)
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seklindedir. Bu yaklasim polinomunun X ’e gore birinci mertebeden tiirevi ise
N

f(x)=> " (x) (3.3)
k=1

olacaktir. (3.2) ve (3.3) esitlikleri (3.1) esitligiyle verilen DKM’de uygulansin:

kz’i;ckrk’(xi):zN:ckzN;aijrk (xj).

k=1 j=

Buna gére ¢, degerleri terim terime esitlendiginde a;; agirlik katsayilari
N
!/
j=1

esitligi ile hesaplanabilecektir. (3.4) esitligine gore farkli taban polinomlar1 kullanarak
farkli yaklasim polinomlari elde etmeye ¢alisalim.
3.1.1 Bellman Yaklasimlar:

(3.1) esitligindeki &; agirhk katsayilarinin belirlenmesi i¢in Bellman iki yaklagim one

stirmiistlir. Bu iki yaklagimda farkli test fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.

3.1.1.1 Bellman’in Birinci Yaklasimi:

Bu yaklasimda, test fonksiyonlar1 kK =0,1,...,N —1 igin

ne (X) =X (3.5)

olarak se¢ilmistir. Buna gore, N tane test fonksiyonu elde edilecektir. (3.1)

esitligindeki a; aguhik katsayilari i¢in i, j=1,2,..,N almir. Dolayisiyla Nx N tane

agirlik katsayist olusacaktir. Bu agirlik katsayilarini elde etmek icin N tane test
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fonksiyonuna N tane grid nokta (Xl,x2,...,XN) uygulanmalidir. Sonugta, a; agirlik

katsayilari i¢gin N x N tane cebirsel denklem elde edilecektir.

k=0 icin r,(x)=1 ve dir0 (X)=0 olmak iizere (3.1) esitligine gore
X

& ro (X Z al ( )
Xi
N
> a;=0 (3.6)
j=1
elde edilir.

k=1 i¢in r,(x) =X olmak iizere irl(x)zl ise

N
Z ij Xj = (3.7)

elde edilir.

Benzer sekilde k > 2 igin 1, (x) = x* olmak iizere irk (x)=kx“" ise

N
> axs =kx ! (3.8)
=1

elde edilir. Boylece her bir i =1,2,...,N igin
& +a,+a;+..+ay =0
Xi@) + X8y + X33 + o+ Xy By =1
X} 85y + X8 + X383 o+ Xy By = 2%

3 3 3 3 )
X[y + X584, + X383 +...+ Xyaiy = 3Xi

N 1

N-1 N—1 N—2
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bulunur. Olusan denklem sistemi ise

1 1 1 1 0
aj

X X, X3 XN | a, 1

2 2 2 2

X X3 X e XN (|G 2%; (3.9)
XXX e e x| 3x? '

1 2 3 1 ’ i

_ _ _ : IE _
AL O oy N (N =)

seklindedir. Bu N bilinmeyenli denklem sisteminden &; agirhik katsayilart hesaplanir.

Goriildiigi tizere (3.9) denklem sisteminin katsayilar matrisi Vandermonde formundadir
ve Vandermonde matrisinin tersi mevcut oldugundan bu denklem sisteminin tek bir
¢oziimli vardir. Ancak N c¢ok biiylik bir sayr oldugunda matrisin tersini bulmak
zorlagacak ve kot kosullandirilmis bir matrise doniisecektir. Boylece matris istenilen
sonucu veremeyecektir. Dolayisiyla bu yaklasim, N sayist 13’den kiicliik oldugu

durumlarda uygulanmaktadir.

3.1.1.2 Bellman’in ikinci Yaklasimu:
Bu yaklasimda test fonksiyonu olarak Stelenmis Legendre polinomu kullanilmaktadir.

Taban polinomu k =1,2,...,N i¢in

KN (X> 3.10
X — X ) Ky (%) (3-10)

e (X):(

olarak alinsin. Buradaki Ky (x) , N. dereceden dtelenmis Legendre polinomudur. a;
agirlik katsayilarini elde etmek ig¢in X, grid noktalar1 6telenmis Legendre polinomunun
koklerinden seg¢ilmektedir. N. dereceden Legendre polinomu L, (X) olmak {izere
Otelenmis Legendre polinomu K\ (X): Ly (1—2X) olarak tanimlanmaktadir [2]. Bu

Oteleme [O,l] araligini [—1,1} aralifina birebir doniistiirmektedir. Buna gore (3.10)

esitligindeki taban polinomunun birinci mertebeden tiirevi

o KX)o (3
b= (X_Xk)2 KR (%) -
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olacaktir. (3.10) esitligindeki taban polinomu ve bu polinomun (3.11) esitligindeki

birinci mertebeden tiirevi (3.1) esitliginde yerine yazilirsa

Ki () 0n =) —Ku () g, Kul)

(Xi_xk)z KX (%) j=1 (Xj_xk)Kll\l<Xk)
K,’\,(xi)(xi—xk)—KN(xi): N N Ky (xj)
T ;  F— (3.12)

elde edilir. k= j=i oldugunda (3.12) esitliginin sag tarafinda % belirsizligi
olusacaktir. Ciinkii X; noktalart Gtelenmis Legendre polinomunun  kokleridir.

Dolayistyla K (x i ) =0 olacaktir. Bu belirsizligi kaldirmak amaciyla (3.12) esitliginin

sag taraftaki fonksiyonuna L’Hospital kuralini uygulayalim.

/
tim S0 00y K ()

=Ky (%) =Ky (x)) (3.13)

Bulunan (3.13) esitligi (3.12) esitliginin sag tarafinda yazilirsa

K/, (xi)((xi —_Xk)>2_ Ky (><i):ZN:‘,iin,/v (x,) (3.14)

elde edilir. Otelenmis Legendre polinomunun kokleri X; olup Ky (X )=0 olacagindan

ve k = j kabul edildiginden i = ] i¢in

) o)

yazilir. Buna gore her bir agirlik katsayisi i = | igin

a. — Ky (Xi) (3.15)

! (xi —xj)K,Q (xj)
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ile hesaplanir. Eger k= j=1i ise bu durumda (3.14) esitliginin sol tarafinda %

belirsizligi meydana gelecektir. Bu ylizden sol taraftaki taban polinomunun birinci

mertebeden tlirevine L Hospital kurali uygulamak gerekmektedir. Buna gore

lim K (0 (x=%) = Ky (%) — lim KR (})(x = %)+ K (%)~ Kg (x)
Y S Y

L KOO0+ KR (X) =K (%) KR (%) _ K (x)
X=Xy 2<X—Xk) 2 2

(3.16)

elde edilir. Bu (3.16) esitligi (3.14) esitliginin sol tarafinda yerine yazilirsa

Kﬁ(&>::§§a“Kﬁ(ﬁ)

2

bulunur. Buna gore i = j iken agirlik katsayilari

K (%)

=280 (] (3.17)

seklinde hesaplanir. (3.17) esitligini daha acikga ifade etmek i¢in
(13 L3 (%) = 2xL (})+ N (N +1) Ly (x) =0 (3.18)

seklinde tanimlanan Legendre diferensiyel denkleminde X yerine 1—2X yazalim. Buna

gore
[1=(1= 2207 )L (1-2%) = 2(1=2x) L (1-2%)+ N (N + 1)Ly (1-2%) =0
(4x=4x* )L (1-25) = 2(1=2x) L (1=2%) + N (N + 1)Ly (1-2x) =0 (3.19)

olacaktir. K (X)=—2L§ (1-2x) ve Ky (x)=4Ly (1—2x) oldufuna gére bu ifadeler

(3.19) esitliginde yerine yazilarak

(X=X JK{ () + (1= 2X) Kgg (%) + N (N + 1)Ky (x) =0 (3.20)

elde edilir. Bu (3.20) denklemi o&telenmis Legendre diferensiyel denklemidir. Bu

diferensiyel denklemde 6telenmis Legendre polinomunun kokleri yazilirsa
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(Xi _XiZ)KI/\l/<Xi)+(1_2Xi>KII\J (%)+N(N+1)Ky (x)=0

(Xi —Xiz)Kr/ul (%) =—(1-2%) K (x)

bulunur. Boylece | = j iken agirlik katsayilari
1—-2x
a=— N (3.21)
2% (X —1)

esitligi ile de elde edilebilir.

Bellman’in ikinci yaklagimi, birinci yaklasimi kadar esnek degildir. Ciinkii ikinci
yaklasimda grid noktalarinin koordinatlar1 keyfi se¢ilememektedir. Bunun yerine, N.
dereceden oOtelenmis Legendre polinomunun kokleri secilmektedir. Bdylece ikinci
yaklagimda grid noktalarin sec¢imindeki tutumdan dolay1 pratik uygulamalarda

genellikle birinci yaklasim kullanilmaktadir.

3.1.2 Quan ve Chang Yaklasim
Bu yaklasimda test fonksiyonu olarak (2.25) esitliginde tanimlanan N. dereceden
M (X) Lagrange interpolasyon polinomu kullanilmaktadir.

Taban polinomu k =1,2,...,N igin

()=
k( ) (X—Xk)M/<Xk> (3.22)

olarak seg¢ilsin. (3.22) taban polinomunun birinci mertebeden tiirevi

M’(x)(x =% ) =M (x)
(x—xk)2 M’ (%)

(-

(3.23)

seklindedir. (3.22) taban polinomu ve (3.23) birinci mertebeden tiirevi (3.1) esitliginde

yazilirsa
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i W (3.24)
(Xi_xk>2 =1 J(Xi_xk>

M ()04 =%)=M () g, M(x)

meydana gelir. Eger k = j =i alinirsa (3.24) esitliginin sag tarafindaki fonksiyonda %

belirsizligi olusacaktir. Ciinkii X; noktalar1 Lagrange interpolasyon polinomunun

kokleridir ve bu ylizden M (xj>:0 olacaktir. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak

amaciyla sag taraftaki fonksiyona L’Hospital kurali uygulamak gerekmektedir. Buna

gore
M)
Xlgrxlkm_m (%)=M"(x;) (3.25)

elde edilir. Bu (3.25) esitligi (3.24) esitliginin sag tarafinda yazilirsa

_ N
3 = aM’(x;) (3.26)

bulunur. X; degerleri Lagrange interpolasyon polinomunun kokleri oldugundan ve

k = j kabul edildiginden

M’ (x

i)
(% —x;)

yazilabilir. Boylece i = j iken her bir agirlik katsayisi

N
:,Z_:laijM/(Xj)

M%)
N (=% )M’(x;) o

esitligi ile hesaplanabilir. Eger k = j =1 alinirsa bu kez (3.26) esitliginin sol taraftaki

fonksiyonunda % belirsizligi meydana gelecektir. Bu fonksiyona da L’Hospital kurali

uygulanirsa

lim — lim M”<X)<X_Xk)+M/(X)_M/<X)
X=X (x—x) X=X 2(x—%)

i AR P L) M) 325)
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elde edilir. Bu (3.28) esitligi (3.26) esitliginin sol tarafinda yazilirsa

M//(Xi)

N
2 =

olur. kK = j =i oldugundan

o = M) (3.29)
" 2M (%) '
elde edilir. Bulunan (3.27) ve (3.29) agirlik katsayr esitlikleri grid noktalarla ifade

edilirse (2.26) esitliginden yararlanarak

1 Nooox —X, . .
& = [] =—=*.j=i (3.30)
Xj =X k=1,k=i, X] — X
ZN: 1
a; = (3.31)
! k=1 k=i Xi — Xk

cebirsel formiilleri elde edilir ve a; agirlik katsayilari hesaplamr. Bu formiiller

kullanilirken grid noktalarin se¢iminde higbir kisitlama yoktur, keyfi grid nokta se¢imi

yapilabilmektedir.

3.1.3 Shu Genel Yaklasimi

Shu genel yaklasimi, Bellman’in yaklasimlarindan yararlanilarak elde edilmistir. Bu
yaklasim, Quan ve Chang yaklasimi da dahil olmak {izere tiim yaklasimlari
icermektedir. Bu yaklagimin ortaya ¢ikmasi iki sorundan kaynaklanmaktadir. Bunlardan
birincisi, katsayilarin hesaplanmasinda Bellman’in iki yaklagim kullaniliyor olmasidir.
Digeri ise bu iki yaklasimin aynmi sonucu verebiliyor olmasidir. Eger bu iki yaklasim
aynt sonucu verebiliyorsa, katsayilari hesaplamakta baska yaklasimlar da elde
edilebilmelidir. Bu yaklagimlar, lineer vektdr uzayr analizi ve polinomal yaklasimdan

yararlanarak taban degisimi yapilmasiyla olusturulabilir.

Bilindigi tizere bir adi diferensiyel denklemin ¢oziimiine yiiksek dereceden bir
polinomla yaklasilabilmektedir. Buna gore bu yaklasim polinomunun derecesi N —1

olarak alinsin. Bu yaklasim polinomu, vektér toplami ve skaler ¢arpim islemlerini
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iceren bir V lineer vektdr uzayr olusturmaktadir ve farkli sekillerde ifade
edilebilmektedir. Bunlardan biri, ¢, sabit olmak iizere
N
f(x)=> X" (3.32)
k=1
fonksiyonu ile tanimlansin. V lineer vektor uzayinda bir¢ok taban vektorleri kiimesi

bulunmaktadir. Buradaki vektorler aslinda birer polinomdur. Bdylece taban vektorlerine

taban polinomlar1 da denilebilir. Bu taban polinomlarindan bazilari,

n(x)=x", k=12,.,N (3.33)
Ky (%)

= , k=12,...,N 3.34

rk(x> (X_Xk)Kl/\l (Xk) ( )

o (x) = — M) K=1,2,...N (3.35)

(x=x )M’ (%)’

L(X)=1, r(x)=(x=x_ )6 (x) , k=2,3,..,N (3.36)

seklindedir. Bu taban polinomlarindan (3.34) ve (3.35) esitlikleri Lagrange
interpolasyon polinomlarindan, (3.36) esitligi Newton interpolasyon polinomlarindan
elde edilmistir. (3.34) ve (3.35) taban polinomlar1 arasindaki fark, grid noktalarinin
dagilimindan kaynaklanmaktadir. (3.34) taban polinomunun grid noktalar1 Gtelenmis
Legendre polinomunun kdklerinden olugmaktadir. Ancak (3.35) polinomu i¢in boyle bir
secim s0z konusu olmamakla beraber keyfi grid nokta se¢imi yapilabilmektedir. Eger
(3.35) polinomunda grid noktalar olarak Gtelenmis Legendre polinomunun kokleri
secilirse (3.34) polinomu elde edilecektir. Buna goére (3.34) polinomu (3.35)

polinomunun 6zel bir durumudur.

(3.33) esitligi Bellman’in birinci yaklasgiminin, (3.34) esitligi Bellman’in ikinci
yaklagimmin test fonksiyonlar1 ile benzerdir. Baska bir ifadeyle, Bellman

yaklasimlarinda kullanilan test fonksiyonlari, V\ uzaymdan iki taban polinomlari

kimesidir.

DKM’de kullanilan (3.1) esitligi bir lineer operatdr olduguna gore lineer vektdr uzayi
ozellikleri kullanilarak Teorem 2.3’ e gore su yazilabilir: eger taban polinomlar

kiimelerinden biri bir lineer operatorii saglarsa ayni sekilde diger taban polinomlari
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kiimeleri de bu lineer operatorii saglayacaktir. Buna gore tiim taban polinomlar1 kiimesi
ayn1 agirlik katsayilarini verecektir. Dolayisiyla agirlik katsayilari, test fonksiyonlarinin

secimine bagli olmayacaktir.

Diger taraftan Bellman yaklasimlarindaki fark, sadece farkli test fonksiyonlarinin
kullanimina dayanmaktadir. Bu test fonksiyonlar1 birer taban polinomlaridir. Boylece
agirlik katsayilar1 hesaplanirken, farkli taban polinomlar1 kiimelerinin kullanimi farkl

yaklasimlarla sonuc¢lanacaktir. Vy lineer vektdér uzaymnda bir¢cok taban polinomlari

kiimesi oldugu siirece agirlik katsayilarini hesaplamakta birgok yaklasimla

karsilasilacaktir.

Lineer vektor uzayr ozelligi, agirlik katsayilarimi bir adi diferensiyel denklemin

ayristirllmasina uygulama olanag: saglar. Adi diferensiyel denklemin ¢6ziimiine, V)
vektor uzayini olusturan (N —1). dereceden bir polinom ile yaklasilir. V) lineer vektor

uzayinda, taban polinomlar1 kiimesi, ¢oziimden bagimsiz olacak sekilde secilebilir.
Lineer vektor uzayr 6zelliginden Teorem 2.3’ den yararlanarak, eger taban polinomlari
kiimelerinden biri bir lineer operatorii saglarsa uzaydaki diger polinomlar da bu lineer
operatdrii saglayacaktir. Bu 6zellige gore adi diferensiyel denklemin ¢oziimii DKM’de
kullanilan esitligi saglayacaktir. Diger bir ifadeyle, taban polinomlarindan elde edilen

agirlik katsayilar1 adi diferensiyel denklemin tiirevlerine ayristirilmasinda kullanilabilir.

Taban polinomlar kiimesi (3.33) yapisinda verilirse, Bellman birinci yaklagimindaki
denklem sistemi gibi (3.9) sistemi elde edilir. Eger taban polinomlar kiimesi (3.34)
esitliginden elde edilirse, Bellman ikinci yaklasimindaki cebirsel formiille verilen (3.15)
ve (3.21) ortaya ¢ikar. Bu yaklasimda iki taban polinomlar kiimesi kullanilacaktir. ilk
taban polinomlar1 kiimesi olarak (3.35) Lagrange interpolasyon polinomunu ele alalim.

&; Kronecker operatorii

0,i=]
5, :{ . (3.37)
Ve

N(x- x-):M’(xi)é

X (3.38)

ij

olmak tizere k =1,2,...,N igin
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M (X)= N (X, % )(x— %) (3.39)
seklinde tanimlansin. (3.39) esitligindeki M (X) fonksiyonunu kullanilarak (3.35)
esitligi

M (x) _ N (X, X ) (X=X )
(X=X )M (%) (x=x )M'(x)

e (X) =

N (X, %)

o (X)= W) k=12,..,N (3.40)

ifadesine doniisecektir. (3.40) esitliginin birinci mertebeden tiirevi

n (x)= (3.41)

olmak tizere (3.40) ve (3.41) fonksiyonlarini (3.1) esitligindeki DKM esitliginde yerine

yazarsak

N
N’(xi,xk)=ZaijN(xj,xk) (3.42)

elde edilir. (3.42) esitliginde (3.38) esitliginden yararlanarak her k = j =1 icin

B N’(xi,xj)
. N’(xi,xj)

a = —— ") (3.43)
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elde edilir. Bu (3.43) esitligindeki M’ (Xj) degeri (2.26) formiilii ile hesaplanabilir.

Ancak N'(Xi,xj) degerini hesaplamak i¢in (3.39) esitliginin X’e gore tiiretilmesi

gerekmektedir. Buna gére m=1,2,...,N—1 ve k=1,2,...,N i¢in
M () = N (X, % ) (x = %)
M’ (x) = N"(%,% ) (x =% )+ N (X,%)

M (x)=N" (%% )(x=%)+2N"(x, %)

M ™ (x) = N™ (x, % ) (X=X )+mN ™ (x, %) (3.44)

seklinde tiiretilir ve bdylece (3.44) seklinde bir rekiirans formiilii elde edilir. Bu

rekiirans formiilii kullanilarak N'(Xi,x j) degeri hesaplanirsa

M'(x)= N’(xi,xj)(xi —xj)+ N (xi,xj) esitliginden

M’(xi)—N(x x)

N'(%.%; )= = i X
N/(Xi,xj):M/<xi)Xi—_|\1;<xi)5”

N’ (x, ;)= M/():i)_tj %)

)= = R (3.45)

N’ (%, %)= ‘ (3.46)

elde edilir. Bulunan (3.45) ve (3.46) esitlikleri (3.43) esitliginde yerine yazilarak g;

agirlik katsayilart hesaplanirsa
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a; = = ' i (3.47)

(3.48)

bulunur.
Eger X; noktasi verilmigse (2.26) esitligiyle M’ (Xi) degerini hesaplamak kolaydir,
boylece 1= ] igin a; agirlik katsayilart bulunabilir. Ancak &; agirhk katsayilarinin

hesaplanmasinda M” (Xi) degeri gerekmektedir ve bu tiirevi hesaplamak zordur. Bu

zorluk secilen ikinci taban polinomlar1 kiimesi kullanilarak ortadan kaldirilabilir. Eger
taban polinomlar1 kiimelerinden biri bir lineer operatorii saglarsa diger taban vektorleri
kiimeleri de bu lineer operatdrii saglayacaktir. Buna gore Lagrange interpolasyon

polinomlarmin tiiretilmesiyle belirlenen a; agirhik katsayilari, diger taban

ij
polinomlarmin tiiretilmesiyle de elde edilebilir. Kullanilacak diger taban polinom
kiimesi (3.33) esitligiyle verilen X! (kzl,Z,...,N) olsun. Buna gore &; agurlik
katsayilari, k=1 1iken bu taban polinomundan elde edilen (3.49) esitligini

saglayacaktir. Dolayisiyla

> =0

N
=1

veya

N
aG=— >, 8 (3.49)

J:LJ"’:I

esitligi kullanilarak i = j igin a; agirlik katsayilar1 hesaplanacaktir.

Shu genel yaklasimi ile agirlik katsayilari hesaplanirken (3.47) ve (3.49) esitlikleri

kullanmilacaktir. Bu esitlikler, V| lineer vektdr uzaymdan segilen iki taban polinomlari

kiimesinden elde edilmistir.
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3.2 1ikinci ve Yiiksek Mertebeden Tiirevler icin Agrhk Katsayilarmn

Hesaplanmasi

Burada ikinci ve yiiksek mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda

kullanilan rekiirans bagintilar1 verilecektir.

3.2.1 ikinci Mertebeden Tiirevin Agirhik Katsayilari
Ikinci mertebeden tiirevin ayristirilmasinda birinci yaklasima benzer olan
2
(%)= wf (%) i=12,...N (3.50)
=1
esitligi kullanilmaktadir. Buradaki Wi(jz) katsayilari, ikinci mertebeden tiirevin agirlik

katsayilaridir. Bu yaklagim bir lineer operatordiir:

=, %)+, £,(x). (3.51)

DKM esitliginin birinci ve ikinci mertebeden tlirevlerin seri agilimlar1 birbirine

benzemektedir. Aralarindaki tek fark, farkli agirlik katsayilarinin kullanilmasidir.

3.2.1.1 Quan ve Chang Yaklasimi

Bu yaklasimda test fonksiyonlar1 olarak Lagrange interpolasyon polinomlari

kullanilmaktadir. Bu yaklagimdaki agirlik katsayilari

N B N
AR § (s L i (3.52)
Xi = Xi (k=i k=i, j Xj — % Jli=t1=i,j K — X
N1 N
W) =2 Loy (3.53)
ket k=i | X0 Xk U=k X — X

seklinde hesaplanmaktadir.
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3.2.1.2 Shu Genel Yaklasimi

Shu genel yaklasimi, birinci mertebeden tiirev yaklasima benzer sekilde, polinomal
yaklasima ve lineer vektér uzayr analizine dayanmaktadir. Agirhik katsayilarimi
hesaplamakta taban polinomlar1 kiimelerinden ikisi ( (3.35) ve (3.33) ) kullanilir. (3.40)

esitligi ve ikinci mertebeden tiirevi (3.50) esitliginde yerine yazilirsa

N”(x, X
Wi(jz)z—(/' ] (3.54)

M (x;)
elde edilir. Diger taraftan (3.44) rekiirans formiiliinden yararlanarak
M”(xi):N”(Xi,xj)(xi—xj)+2N’(xi,xj>

M”(x)—2N'(x,X;
N"(x%.%;) = () 72N (5 %) = (3.55)
(% —x;)
M (x)=N"(x,%)(% —%)+3N"(x,x)
n

N”(xi,xi):MT(Xi) (3.56)

degerleri hesaplanir. Bu (3.55) ve (3.56) degerleri, (3.54) esitliginde yerine yazilirsa

W N”(xi,xj)_ M”(xi)—ZN’(xi,xj)

o TN / i (3.57)
LM (x) (X —x;JM"(x;)

(3.58)

bulunur. Son olarak (3.47) ve (3.48) esitliklerini sirasiyla (3.57) ve (3.58) katsay1

esitliklerinde yerine yazilmasiyla i = j i¢in

Wi(z): M”(x) - 2N'(Xi,xj>
j (Xi_Xj>M’(xj) (Xi—xj>M/(Xj)
@ 2M()M"(x) 2 M’(x;)
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A W T AW

W = 2,8 — - a;

W) = 2a, [a“ _Xi 1Xj ] (3.59)
elde edilir.

i = | oldugu siirece Wi(jz) agirlik katsayilari (3.59) esitligi ile kolayca hesaplanabilir.

Ancak Wi(iz) agirlik katsayisinin hesaplanmasi i¢in M ”’(Xi> degeri gerekmektedir ve

liclincli mertebeden tiirevin hesaplanmasi zordur. Bu zorluk lineer vektor uzayr 6zelligi

kullanilarak ortadan kaldirilabilir. Lagrange interpolasyon polinomundan elde edilen
(3.59) ijz) esitlik sistemi, diger taban polinomlar1 kiimelerinden de elde

edilebilmektedir. Kullanilacak diger taban polinom kiimesi (3.33) esitligi olarak alinsin.

Buna gore w2

i/ agulik katsayilari, k=1 iken bu taban polinomundan elde edilen

esitligi saglayacaktir.

3o

N
=1

N
w = — > Wi(jz) (3.60)

j=1j=i

Boylece Shu genel yaklasimi ile ikinci mertebeden tlirevlerin agirlik katsayilari

agirhik katsayilar1 hesaplanirken (3.59) esitligi, w2 agirhik

kullanilirken W(z) ii

ij

katsayilar1 hesaplanirken (3.60) esitligi kullanilmaktadir.
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3.2.2 Yiiksek Mertebeden Tiirevler icin Shu Rekiirans Formiilii

Yiiksek mertebeden tiirevlerin ayristirilmasinda i =1,2,....N ve m=2,3,....N —1 i¢in

N
f(m_l)(xi)zz:Wi(jm_])f (xj> (3.61)
N
f(m)(xi):ZWi(jm)f (xj) (3.62)

lineer operatorleri kullanilmaktadir. Buradaki Wi(jm) agirlik katsayilari, m. mertebeden
tiireve aittir. Wi(jm) agirhik katsayilarmi elde etmek i¢in Onceki Shu yaklasimlarinda
oldugu gibi iki taban polinomlar: kiimesi kullanilacaktir. Bu kiimelerden biri, 6nceden
(3.40) esitligiyle verilmis olan rk<X) taban polinomlaridir. Bu taban polinomu ve

(m—1). mertebeden tiirevi (3.61) esitliginde, m. mertebeden tiirevi (3.62) esitliginde

yerlerine yazilirsa

(m-1) oy
w" NT(X)X‘) (3.63)
Xj
M (v v
Wﬂm)zm (3.64)
M’ (x;)

katsayilar1 elde edilir. (3.63) esitligi
-1 -1
N (%, ) = wi™ M (x;) (3.65)

olarak yazilabilir. Bu (3.65) esitligi her i ve | igin gegerlidir. Diger taraftan (3.44) ile

verilen rekiirans bagintisindan

M ™ (x )= N™ (%, %) (% =% )+mN™ (x, %)

N (x, % ) = ———2 (3.66)

elde edilir. Ayni zamanda bu rekiirans bagitisindan
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)= N('T'>(xi,xj-)(xi —xj)+mN(m’1)<xi,xj)

M(m)(xi)—mN(m_l)(x- X; )

T

N™ (x,x;) = i (3.67)

bulunur. Eger i = j ise

1> 1277

M (o) = N () (0 =)+ (m+ DN (3.,

(m+1) :
N<m>(xi,xi):Mm—+§X') (3.68)

olacaktir. (3.66) esitligini (3.67) esitliginde yerine yazalim. (3.66) esitliginden

yararlanarak
- M ™ (%) —mN ™Y (x, x;
N( )<Xiﬁxj): (X-_X-) ( J)
i
_ mN (%) = mN Y (g, x5 )
(xi—xj)
N (M=) X _ N X
N(m)<xi,xj>:m (-%) X X‘ﬂ i (3.69)

(% =x)
olacaktir. Elde edilen (3.69) esitligi, (3.65) esitligi kullanilarak

m

W_(_m—l) M /(Xi ) . W(m—l)M /(Xj )}

i ij

(Xi_xi)

olarak basitlestirilebilir. Bu esitlik (3.64) esitliginde yerine yazilir ve (3.47) esitligi

N™ (%, %)= iz (3.70)

kullanilirsa
W = N () mwi™ M (o) =™ M ()
IR
—m Wi(im—l)M /(XI> B WI(Jm—l)M /(XJ)
Do =X )M (x5) - (x=x )M (x;)



i, j=12,..,N,m=23,.,N—1 (3.71)

ij i

elde edilir. Wi(im) esitligi, (3.68) esitligini (3.64) esitliginde yerine yazilarak elde
edilebilir:
N™(x,x)  M™(x)

(M) — - i i=12...N, m=23...N—1. 3.72
" M'(x)  (m+1)M'(x) BIE RS B 25 (3.72)

Onceki yaklagimlarda oldugu gibi i= j iken Wi(jm) agirlik katsayilarini hesaplamak
kolaydir ancak Wi(im) icin aynist sOylenemez. Ciinkii Wi(im) formiili M (X)
fonksiyonunun (m+1). mertebeden tiirevini i¢cermektedir ve bu tiirevi hesaplamak
olduk¢a zordur. Bu durumda lineer vektér uzay1 Ozelliklerinden yararlanmak
gerekmektedir. Lagrange interpolasyon polinomu ile elde edilen Wi(jm) denklem

sistemleri, ayni sonucu verecek sekilde diger taban polinomlar1 kiimesiyle elde

edilebilir. Taban polinomu olarak XK (k :1,2,...,N) alinirsa k =1 icin elde edilen

esitligi Wi(jm) saglayacaktir.

N
wim = — > Wi(jm) (3.73)
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3.3 Matris Carpim Yaklasim

Diferensiyel operator tanimi

2
2 = 9 [ﬁ] (3.74)
ox=  Ox|\ox
olmak iizere, DKM esitligi (3.74) esitliginin sol tarafina uygulanirsa
(2
=> Wt (%)), i=12..,N (3.75)
j=1
elde edilir. DKM esitligi, (3.74) esitliginin sag tarafina iki kez uygulanirsa
f”(x Za,kf X¢) z:a,kz:akJ ( ) ,i=12,..,N
k=1 j=1
N [ N
=3 1> awag | f(x) (3.76)
j=11k=1
olur. Buna gore (3.75) ve (3.76) esitlikleri karsilastirildiginda
) N
— Z HEN (3.77)
k=1
elde edilir.
2 2
a, a, ay wy w) wiy
[Al J =8 dp N | > [A(z)] = Wg21) Wg? Wﬁf
Ay Anz Anw Wg\lzl) W@ : WE\,Z,\),
seklinde tanimlanan matrislerle, (3.77) esitligi
[A@] - [A“)HA(I)} (3.78)

olarak yazilabilir.

Boylece ikinci mertebeden tiirevin agirlik katsayilarinin, birinci mertebeden tiirevin

agirlik katsayilari matrislerinin ¢arpimiyla hesaplanabilir oldugu goriiliir. Bu formiilii

genellestirmek gerekirse, f () fonksiyonunun m. mertebeden tiirevi
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a(m—l) f
ax\m

o™ ¢ 3
ax(m) N 15)4

(m-1)
0 [af J (3.79)

- ™) Ix

seklinde yazilabilir. [A(m_l)} , [A<m)} agirlik katsayr matrisleri sirasiyla (m—l). ve m.

mertebeden tlirevlere ait olsun. (3.79) esitliine DKM esitliginin uygulanmasiyla

m=2,3,..,N—1 igin

]

A(m) A(m*U _ A(mfl)

[AU)} (3.80)
esitligi elde edilecektir.
3.4 Hata Analizi

3.4.1 Fonksiyon Yaklasim

f (X) fonksiyonuna, (N —1). dereceden Lagrange interpolasyon polinomu
N

Puf =2 (%) (x) (3.81)
i—1

ile yaklasilsin. (3.81) esitligindeki Lagrange interpolasyon polinomu (3.35) esitliginde

tanimlanmgti. Buna gore f (X) fonksiyonunun yaklagim hatasi
E(f):f(x)—PNf (3.82)

olarak tanimlanir.

Eger f (X) fonksiyonunun N. mertebeden tiirevi K gibi bir sabit ise bu fonksiyon

KxN
N!

N—1

f(x)=my +mx+mx* +..my_x" "+ (3.83)

seklinde ifade edilebilir. (3.81) esitligi, derecesi (N—l)’e esit veya kiiciikk olan

polinomlar tarafindan saglandigindan k = 0,1,...,N —1 igin

E(x*)=0 (3.84)
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elde edilir. Buna gore (3.84) esitligini kullanilarak (3.83) esitligini (3.82) esitliginde

yerine yazalim:

E(f)=f(x)—Pyf

KXN N
=my +mx+myx* +..my  xN =y F (%) (%)

N!' 5

N, KxM
= My + MMy X = —f (% )R (%)= (%) 0 (X) == F (X ) 1y (X)

N—1 Kx" N—1 KX1N
= Mg+ MX My X A== Mg My My X = h(X)—...

2 N, K"
e Mg M Xy - MXyy™ My Xy = ry (X)
=my {11, (X) =1, (X) = .= 1y ()} my {x = %1 (X) = X1 (X) = oo. = Xy 1y (X)} +
K
+m, {x2 =X (X) = X315 (X) — oo — XN Ty (x)}+...+m{xN =X (X) = %30 (X) == XN Ty (x)}

E(f) aghmmnda my,m,...,my_, katsayr parantezlerine alinmis polinomlarin
dereceleri (N —1) dir. (3.84) esitligine gore k =0,1,...,N —1 dereceli polinomlar i¢in

E (Xk ) = 0 olacaktir. Geriye sadece
K
E(f):m{xN =X (X) =X (X) == X\ Ty (x)}
kalacaktir. Buna gore
N
E(xN): X" => "% (x)
i=1

olarak yazilirsa

E(f)=—"E(x"] (3.85)
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elde edilir.
Diger taraftan, M (X) polinomunun derecesinin N oldugunu ve en yiiksek dereceli
teriminin katsayisinin 1 oldugunu biliyoruz. Buna gore olusacak ¢ (X) =xN—M (X)

polinomunun derecesi (N —1) olacaktir. Bu ¢ (X) polinomu (3.82) esitliginde yazilirsa

E(g)=9(x)—Pyg

N
E(g)=x" =M (x)=>_[x" =M (%)]r(x) (3.86)
i=1
elde edilir. i=1,2,..,N i¢in X, noktalar1 M (X) polinomunun kokleri oldugundan

M (X ) =0 olacaktir. Bdylece
N N
E(g)=x"=M(x)=>_x"5(x)
it

elde edilir. g(x) polinomu ve f(x) taban polinomu (N —1). derecedendir. (3.84)

esitligine gore E (g) =0 olacaktir. Buna gore
N
KM ()= () =0
i=1
N
XN =X (x) =M (x) (3.87)
i=1

olacaktir. Dolayistyla (3.87) esitligi (3.85) esitliginde yerine yazildiginda

E(f)=—M(x) (3.88)

elde edilecektir.
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f(x)fonksiyonunun N. mertebeden tlirevinin sabit olmadigint ancak sinirli oldugu

durumu ele alallm. Bu durumlarda E(f) hata analizi icin baska bir metot

kullanilmaktadir.

qzb(x): Py f olmak iizere F(Z) fonksiyonu
F(z)=f(z)—¢(z)—cM(z2) (3.89)

seklinde tanimlansin. Z = X,X,,...,Xy oldugunda F(z)=0 olacaktir. Eger F(x)=0

alinirsa

E(f)=f(x)—Pf=f(x)—¢(x)=cM(X) (3.90)

elde edilecektir. Boylece F(z) fonksiyonunun tanim kiimesinde X, X;,X,,..., Xy seklinde
(N +1) tane koki vardir. Buna gore, Rolle Teoremi’nin tekrarlanarak uygulanmasiyla

F(z) fonksiyonunun N. mertebeden tiirevinin X ve Xy noktalar: arasinda en az bir

kokii bulunur. Bdylece F) (€)= 0 olacak sekilde en az bir & € (x;,%, ) kokii vardir,
¢(z) , (N —1). dereceden bir polinom olduguna gére (3.89) esitliginden
F(z)=f(z)—¢(z)—cM (z2)
F'(z)=f'(z)—¢'(z)—cM'(2)

F'(z)=1"(2) 0" (2)-eM"(2)

FNY(2)= fV Y (2) =M (2)—eMm MV (2)
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tirevleri elde edilir. qﬁ(x): Pyf olup, (N —l). dereceden bir polinom oldugundan

™) (z)=0 olacaktir. Buna gére
FV (2)= 1M (2)- ™ (2)-eMm ™M (2)
FY(e)= 1M () —em™ (g)

ve FV) (£)=0 oldugundan

olarak bulunur.

3.4.2 Tiirev Yaklasimi

m. mertebeden tiirev yaklagimi i¢in hata

_omf 9"(RF) _omf 9Mp
ox™ ox™ ox™  ox™

olarak tanimlanir. (3.93) esitligi kullanilarak (3.94) esitligi

M " _9"(f—¢) 9" (cM(x))

EM (f
o () ox™  ox™ ox™ ox™
ol 1M ()
(m) N!
E (f): axm
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Elg)m)(f):_. (3.95)

olarak yazilabilir. & (X) bilinmeyen bir fonksiyon oldugundan (3.95) esitligini

kullanarak EJ" (f) hatasim hesaplamak zordur. Ozel bir durum olarak f (x)’in N.

mertebeden tlirevi K gibi bir sabit olarak kabul edilsin. Buna gore (3.95) esitligi

EX (f)=—M"(x) (3.96)

ESVf (% )]:Nﬁ!lvl(m)(xi) (3.97)

esitligi ile elde edilecektir. (3.72) esitliginde bulunan m. mertebeden tiirevin diyagonal

agirlik katsayilari kullanilarak M (m) (Xi ) degeri
M ™ (x) = mw™ M’ (x) (3.98)

olarak hesaplanir. Buna gore (3.98) esitligi (3.97) esitliginde yerine yazilirsa

B Kmwi™ /M’ (%)

< , m=12,..,N—1 (3.99)

elde edilir. Sonugta, f(N)(f): K sabiti olarak alindiginda (3.99) esitligi elde

edilecektir. f(N)(é’ ) fonksiyonunun sabit alinmadigi durumlarda ise fonksiyon

yaklagiminda kullanilan metot kullanilmaktadir.

g(z): f(z)—¢(z) fonksiyonunun tanim araliginda N tane kokii olsun. Rolle

Teoremi’ne gore, g™ (z) fonksiyonunun bu aralikta X;,X,,...,Xy_n seklinde (N —m)

tane kokii vardir. Buna gore F(™ (z) fonksiyonu

F™(z)= ™ (2)—¢!™ (z)—cM (2) (3.100)
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olarak yazilabilir. Bu esitlikteki M (Z) fonksiyonu

M (z):(z—x_l>(z—x_2>...<z—xN_m)

seklindedit. X=X, X.... Xy _n olmak iizere eger F™(x)=0 ise F"(2)

polinomunun (N —m-1) tane kdkii olacaktir ve

FO (%)= 1 (%) — 6™ (x) oM (X) =0

f (i)] = £ (%) =™ (x)=cM (] (3.101)

olur. Rolle Teoremi (N—m) kez uygulanirsa, F(m)(z) fonksiyonunun (N —m).

mertebeden tiirevi, en az bir ¢ kokii bulundurur ve buradan
F™ ()= 1" (2)- 9™ (2)-cM (2)
0 ({147 {) -
= 1 E) =™ )

£ (m+2) (E) _ f(m2) (g) _ ¢(m+2) (E) o7 (E)

F(m+N7m) (Z) _ f(m+N—m) (Z)—¢(m+N7m) (E)_CM(me) <£>

FM (€)= 1M (g)—o™ () —em™ ™ (¢)

bulunur. M (z) fonksiyonunun (N —m) tane kokii oldugundan bu polinomun derecesi

(N —m) dir ve bu fonksiyonun (N —m) kez tiiretilmesi sonucu

MM (2) = (N —m)!
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elde edilecektir. qb(x) fonksiyonu (N —1) dereceden bir fonksiyon oldugundan

¢(N) (X) —0 olur. FN"™ (E) =0 oldugu da bilindigine gore

0=t"(g)—0—c(N—m)!

oo (3.102)

f (i)} =M (] (3.103)

elde edilir. Bu esitlik, tiirev yaklagim hatasinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir.

Eger tim koordinatlarimin h aralifinda ve f(x) fonksiyonunun N. mertebeden

tiirevinin sinirl oldugu kabul edilirse C pozitif bir sabit olmak iizere

f<N)(g)‘§C

M“")(X)‘g N(N—1)..(N=m+1)pN""

M(i)‘gh“*m

olur. Buna gore (3.97) ve (3.103) esitlikleri

(m) ChN—m B B
S (f)‘g—(N_m)! ,m=12,N-I (3.104)

seklini alir. Ayn1 zamanda tiirev yaklasgiminin hata dagilimi (3.95) esitligi kullanilarak
da elde edilebilir.
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3.5 Grid Nokta Dagilimlari icin Belirlenen Secimler

Burada agirlik katsay1 formiillerini belirlemek iizere ii¢ ¢esit grid nokta se¢iminden sz

edilecektir.

3.5.1 Diizgiin (Uniform) Grid Nokta Secimi

Bu tiir grid nokta se¢iminde adim uzunlugu sabit alinmaktadir. 0 < x<a araliginda

taniml1 olmak tizere i =1,2,...,N igin

i—1
X, =——oa 3.105
=N (3.105)

esitligi ile grid noktalar hesaplanir. Buna gore iki grid nokta arasi1 uzaklik
AX= Xy =X =% =X = Xy — Xy

olmak iizere
Xj—% =(j—1)Ax

seklindedir.

Grid nokta sayis1t N =10 alindig1 durumda diizgiin nokta dagilimi1 Cizelge 3.1’ de ve bu

noktalarin gdsterimi Sekil 3.1°de gosterilmistir.

Cizelge 3.1 Diizgiin dagilim ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagilim1

X Xy X3 X4 Xs Xe X7 Xg X9 X0

0.0000 | 0.1111 | 0.2222 | 0.3333 | 0.4444 | 0.5556 | 0.6667 | 0.7778 | 0.8889 | 1.0000

] 02 04 06 08 1

Sekil 3.1 Diizgiin dagilim ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagiliminin gosterimi
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3.5.2 Diizgiin Olmayan (Non-Uniform) Grid Nokta Se¢cimi

0 <x<a araliginda tanimli olmak tizere grid noktalar i=1,2,...,N igin

esitligi ile hesaplanir [3].

1—cos

(i—l)ﬂ'

N —1

2

a

(3.106)

Grid nokta sayist N =10 alindig1 durumda diizgiin olmayan nokta dagilimi Cizelge

3.2’ de ve bu noktalarin gosterimi Sekil 3.2° de gosterilmistir.

Cizelge 3.2 Diizgiin olmayan dagilim ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagilimi

X Xy X3 X4 Xs X6 X7 Xg X9 X0

0.0000 | 0.0302 | 0.1170 | 0.2500 | 0.4132 | 0.5868 | 0.7500 | 0.8830 | 0.9698 | 1.0000
i I o .
j 02 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.2 Diizgiin olmayan dagilim ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagiliminin
gosterimi
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3.5.3 Chebyshev-Gauss-Lobatto Grid Nokta Secimi

Bu tiir grid nokta se¢iminde i =0,1,...,N igin

X, = cos[%] (3.107)

esitligi kullanilir. Bu esitlikteki X; grid noktalar: [— L 1] araliginda deger almaktadir.
Kabul edelim ki [— 1,1] araligindaki grid noktalar & olarak tanimlansin. Bu grid

noktalar kullanilarak [a,b] araligindaki X; noktalarin1 hesaplamak i¢in

X :?(1—@)% (3.108)

koordinat doniistimii kullanilir. Boylece [— 1, 1] araligindaki & noktalari, [a,b]

araligindaki X; noktalarina donistiiriilmiis olur.

Grid nokta sayist N =10 alindigr durumda CGL nokta dagilimi Cizelge 3.3 de ve bu

noktalarin gdsterimi Sekil 3.3” de gdsterilmistir.

Cizelge 3.3 CGL dagilimi ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagilimi

X Xy X3 X4 Xs Xs X; Xg X9 Xj0 Xy

0.0000 | 0.0245 | 0.0955 | 0.2061 | 0.3455 | 0.5000 | 0.6545 | 0.7939 | 0.9045 | 0.9755 | 1.0000

= —— = T = —
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.3 CGL dagilimi ile N =10 nokta i¢in grid noktalarin dagiliminin gdsterimi
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BOLUM 4

ADI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN POLINOM TABANLI
DIFERENSIYEL KARESELLESTIRME METODU iLE COZUMU

Bu bolimde baglangig ve smir deger problemleri olmak iizere birinci, ikinci ve
dordiincii mertebeden adi diferensiyel denklemler PDKM ile ¢oziilecektir. Elde edilen
yaklagik ¢oziimler kesin ¢oziimlerle mutlak hata kullanilarak karsilastirilacaktir. DKM
yaklagimlarindan Shu genel yaklasimi ve yiiksek mertebeden tiirevlerin agirlik katsayi
matrislerinin hesaplanmasinda matris ¢arpimi kullanilmistir. Maple 13 programi
kullanilarak yaklagik degerler 16 digitte hesaplanmistir. Cizelgelerde kullanilan

degerlerde ise bes veya yedi basamaga yuvarlatma yapilmstir.

4.1 Birinci Mertebeden Degisken Katsayih Diferensiyel Denklemlerin Polinom

Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Birinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklem 0 < X <« olmak iizere

p(x)y'(x)+a(x)y(x)= f (x) (4.1)
y(0)=A (4.2)

ise PDKM’yi kullanarak N nokta i¢in yaklasik ¢6ziimii elde edelim.

(4.1) esitligindeki birinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denkleme

1=1,2,...,N olmak {izere X, grid noktalar1 uygulanirsa

p0q) Y (x)+a(x)y (%)= f(x) (4.3)
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elde edilir. (4.3) esitligindeki diferensiyel denklemin birinci mertebeden tiirevi yerine

(3.1) DKM esitligi yazilirsa

p(xi)%aijy(xj)+q(xi)y<xi): f(x) (4.4)

olacaktir. p(X)=p; , q(%)=0 , f(x)="f ve y(x)=y; olarak gdsterilsin. Buna

gore (4.4) esitligi her bir 1, j =1,2,...,N icin agikca ifade edilirse
P{any +an Y, Fotayyy oy = f

P, {a21Y1 FaynY, .. tanYy }+Q2y2 = f,

Py {alel+aN2y2 +"'+aNNyN}+quN = fy

olmak tizere N bilinmeyenli N denklem elde edilir. Bu N bilinmeyenli N denklem

matris ve vektor formunda

Py + 0, P, Piain Y| fy
p2:a21 p2a22:+q2 pz?zN y:2 _ f:2 4.5)
Pnang Pnan: Pnany A || YN fy

seklinde yazilir. (4.5) esitligindeki lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi, birinci
mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklemler i¢in daima ayni yapida
bulunmaktadir. Dolayisiyla bu genel yapida verilen sisteme, diferensiyel denklemin

kosullarinin uygulanmasiyla denkleme ait yaklagik ¢6ziimlere ulasilabilir. Bu

diferensiyel denklem icin verilen kosul (4.2) esitligindeki y(O): A olduguna gore
X, = 0 olacagindan
y(x1) =y, =A (4.6)

yazilabilir. Bu kosulu (4.5) esitligindeki sistemde yazmak gerekmektedir. Eger kosuldan
elde edilen esitlik sisteme eklenirse N bilinmeyenli N +1 denklem olacaktir ve

agirlikli katsayilar matrisi kare matris formunda olmayacaktir. Bu ylizden (4.5)
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esitligindeki sistemden bir denklem c¢ikarilmali ve ¢ikarilan bu denklemin yerine

kosuldan elde edilen (4.6) esitligi yazilmalidir. Boylece

1 0 0 Y, A
p2:a21 p23~22:+% pz?zN y:z _ f:2 4.7)

Pnani Pvanz 0 Pnawn TN YN fy
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi c¢oziilerek i=1,2,..,N igin Y,

yaklasik ¢6ziim degerleri elde edilir.

Ornek 4.1
y’(x):1+2XSin<x2)
y(0)=0

olarak verilen birinci mertebeden adi diferensiyel denklemi 0 < x <1 araliginda PDKM
ile
i) Diizgiin (uniform) grid nokta dagilimmni kullanarak N =5 , N=9 ve N =13
nokta sayilarinin her biri i¢in yaklasik degerleri hesaplayalim ve bu yaklasik
degerleri kesin degerlerle karsilastiralim.
ii) Dilizgiin olmayan (non-uniform) grid nokta dagilimimi kullanarak N =5 ve
N =13 nokta sayilar1 i¢in elde edilen yaklasik degerleri kesin degerlerle
karsilastiralim.
iii) CGL grid nokta dagilimin1 kullanarak N =5 ve N =13 nokta sayilar1 i¢in elde

edilen yaklasik degerleri kesin degerlerle karsilastiralim.

Coziim
Verilen birinci mertebeden adi diferensiyel denklemi PDKM ile ¢6zmek iizere

denkleme i =1,2,3,...,N i¢in X; grid noktalarin1 uygulayalim:
y (%) =1+2x sin(xi2>.

Denklemin sol tarafina birinci mertebeden DKM esitligini yazarsak
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ZN:aijy<xj):1+2xi sin(xf)
=

elde edilecektir. Bu esitlik her bir i, j=1,2,3,...,N igcin tek tek yazildiginda karsimiza

N bilinmeyenli N tane denklem ¢ikacaktir. Bu denklemlerin lineer denklem sistemi
olarak yazilabilmesi i¢in bilinmeyenlerin katsayilarinin matris formunda, sag taraftaki
bilinen degerlerin ise vektér formunda yazilmasi gerekmektedir. Boylece olusacak

lineer denklem sistemi

£ (%)

142X sin(xi2>

NxN N _[ Nxl

seklinde olacaktir. Baglangic kosulu olarak verilen y(O) =0 degeri ise
y(0)=y(x)=0

olarak yazilir. Verilen bu baslangi¢ kosulu yardimiyla bilinmeyen sayist N —1 olurken,

olusan denklem sistemi de (N —1)x(N—1) boyutuna indirgenebilir. Ancak tim

esitliklerdeki Y(X1> degerini agirlik katsayisiyla ¢arpip sag tarafa atmaktansa sisteme

bir esitlik gibi eklemek daha pratik olacaktir.

Yukaridaki adi diferensiyel denklemin analitik ¢6ziimii

y(x)= X—COS(X2)+1

seklindedir. Buna gore N grid nokta sayisina bazi degerler vererek ve farkli grid nokta
dagilimlar1 kullanarak yaklasik c¢oziimler elde etmeye c¢alisalm ve bu yaklasik

¢Oziimleri kesin ¢ozlimlerle karsilagtiralim.

i) Oncelikle diizgiin (uniform) grid nokta dagilimin1 kullanalim. Diizgiin grid nokta

dagiliminda i =1,2,...,N i¢in Bolim 3’te (3.105) esitligiyle verilen

i—1
' N-—1

esitligi kullanilmaktadir. Buna gére N =35 nokta alindiginda grid noktalardan elde

edilen agirlikli katsayilar matrisiyle olugsan denklem sistemi
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_2 16 —12 1o -1
3 3 1+2xlsin(xlz>
10 1
-1 = 6 -2 Z|% . (2
3 3 y 1—|—2X251n(X2>
2
1 1 .
3 —g 0 g 3 Yy | =14 2X, s1n(x32)
B M T §4 1+2x,sin(x,”)
5
3 16 3 ’s 142X, sin(xsz)
1 —— 12 -16 —
3 3

seklindedir. Denklem sistemindeki agirlikli katsayilar matrisi Shu’nun genel
yaklagiminda kullanilan Boliim 3’teki (3.47) ve (3.49) esitliklerinden elde edilmistir. Bu
denklem sistemindeki agirlikli katsayilar matrisinin determinanti sifirdir. Bu matrisin
determinantiin sifir oldugunu determinantin 6zelliklerinden sdyleyebiliriz. Bu 6zelligi

kisaca su sekilde ifade edebiliriz: j=1,2,...,N i¢in 3 j en az biri sifirdan farkli olan

skaler degerler olmak tizere eger her i =1,2,...,N igin
N

D> _Bia; =0

j=1

kosulu saglantyorsa bu matrisin determinanti sifira esittir. Bu kosul, agirlikli katsayilar
matrisinin kosegen elemanlar1 elde edilirken kullanilan Boliim 3’teki (3.49) esitligine

benzemektedir. (3.49) esitliginde j=1,2,..N i¢in 3; =1 degerlerini almaktadir. Buna

gore yukaridaki 5x5 boyutlu agirlhikli katsayilar matrisinin determinanti sifirdir.
Dolayisiyla matrisin tersi yoktur. Bu denklem sisteminin tek bir ¢6ziimiiniin olabilmesi
icin baslangi¢ kosulunun sisteme eklenmesi gerekmektedir. Bdylece matris tekil
olmaktan ¢ikacak ve sistemin tek bir ¢oziimii var olacaktir. Baslangi¢ kosulunu sisteme
eklemek icin sistemden bir esitlik ¢ikarilmalidir. Cikarilacak bu esitligi segerken dikkat
edilmesi gerekmektedir. Ciinkii atilan her bir satir, yaklasik ¢oziimiin kesin ¢dziime olan
yakinsakligint etkilemektedir. Buna gore baslangic kosulunu denklem sistemine

ekledigimizde
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1 0 0 0 0
10 1
—1 3 6 2 3 [[vi] [0.00000
1 8 ] 111Y2 1.03123
3 3 Y3 T3y |=]1.24740
1, o 1o lye] 179995
3 3 ys| [2.68294
0y e B
3 3

elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle elde edilen yaklasik degerleri,
analitik ¢6zlim sonucu elde edilen degerlerle karsilastiralim. Bu degerler ve mutlak hata

Cizelge 4.1° de verilmistir.

Cizelge 4.1 Diizgiin dagilim ile N =5 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler ve mutlak

hatalar
X Yi Yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.25 0.25195 0.26638 0.01443
0.50 0.53109 0.54414 0.01305
0.75 0.90408 0.91811 0.01404
1.00 1.45970 1.47165 0.01196

Diizgiin grid nokta dagilimint N =9 nokta i¢in uygulayalim. Buna gore agirlikli
katsayilar matrisinin ilk satirin1 silip yerine baslangi¢ kosulunu ekledigimizde olugacak

denklem sistemi
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1 0 0 0 o 0 0 0
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35 5 3 7
1 1 1 1 1
- _76 —§ 16 —10 ?6 ) £ ~-|[%] [0-00000
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7 5 T 7 35 |[vs| [103123
L - - T B ] I e
35 105 5 5 5 5 105 35||Ys|=|1.24740
L2 4 B A | (147596
35 7 3 5 7 21 ||y,| [1.79995
1l _Is ) _16 10 —16 38 16 1 Yol 221273
2L 35 3 507 Tlly,| |2.68294
1 4 2
L2 By T gy g M0
7 3 5 3 35
g Oz M8y My e 1Y
7 3 5 3 35

seklindedir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiiyle elde edilen yaklasik degerlerin, analitik

degerlerle karsilastirilmasi Cizelge 4.2 de verilmistir.

Cizelge 4.2 Diizgilin dagilim ile N =9 nokta i¢in kesin ve yaklagik degerler ve mutlak

hatalar
X; Yi Yi |E|

Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.000 0.00000 0.00000 0.00000000
0.125 0.12512 0.12509 0.3117x107*
0.250 0.25195 0.25192 0.3011x10~*
0.375 0.38487 0.38484 0.3035x107*
0.500 0.53109 0.53106 0.3023x10~*
0.625 0.70033 0.70030 0.3033%x10~*
0.750 0.90408 0.90405 0.3011x107*
0.875 1.15405 1.15402 0.3051x10™*
1.000 1.45970 1.45967 0.2899x10~*

Diizgiin grid nokta dagilimmi N =13 nokta i¢cin uygulayalim. Elde edilen yaklasik

degerlerin kesin degerlerle karsilastirilmasi Cizelge 4.3 de verilmistir.
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Cizelge 4.3 Diizgiin dagilim ile N =13 nokta i¢in kesin ve yaklagik degerler ve mutlak

hatalar
Xi yi yi |E|
Grid Noktalari Kesin Coziim Yaklasik Cozim Mutlak Hata
0.0000 0.0000000 0.0000000 0.000000000
0.0833 0.0833574 0.0833575 0.4024 %107’
0.1666 0.1670524 0.1670525 0.3874x107’
0.2500 0.2519525 0.2519525 0.3926 %1077
0.3333 0.3394998 0.3394999 0.3950%10’
0.4166 0.4316993 0.4316993 0.3886x1077
0.5000 0.5310876 0.5310876 0.3915x10°’
0.5833 0.6406713 0.6406714 0.3946x10°’
0.6666 0.7638170 0.7638170 0.3889%10°’
0.7500 0.9040755 0.9040755 0.3912x107’
0.8333 1.0649240 1.0649240 0.3956 107
0.9166 1.2494107 1.2494108 0.3911x1077
1.0000 1.4596977 1.4596977 0.3898x1077

Diizgiin grid nokta dagilimini kullanarak farkli N degerleri i¢in elde edilen ortak grid
noktalardaki yaklasik degerleri kendi aralarinda ve analitik degerlerle karsilagtiralim.

Bu karsilagtirma Cizelge 4.4’ de verilmistir.

Cizelge 4.4 Diizgiin dagilim ile farkli N degerlerindeki ortak X noktalarinin kesin ve

yaklasik degerleri
Grid Kesin Yaklasik Coziim
Noktalar Coziim N=5 N=9 N =13
Xx=0.25 025195 0.26638 0.25192  0.25195
X=0.50 0.53109 0.54414  0.53106  0.53109
Xx=0.75 090408  0.91811  0.90405  0.90408
x=1.00 1.45970 1.47165 1.45967  1.45970

Yukaridaki Cizelge 4.4’ e bakildiginda Ornek 4.1 igin grid nokta sayis1 artarsa kesin

¢cOziime yakinsakligin artacagi sdylenebilir.
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ii) Diizgiin olmayan (non-uniform) grid nokta dagilimmi kullanarak N =35 nokta
icin elde edilen yaklasik degerleri kesin degerlerle karsilastiralim.
Diizgiin olmayan grid nokta dagiliminda i=1,2,...,N icin Bolim 3’te (3.106)

esitligiyle verilen

(i—-1)m

1—-cos

esitligi kullanilmaktadir. Buna gore grid nokta sayisimmi N =5 alip baslangig

kosulunu sisteme ekledigimizde olusacak denklem sistemi

1.00000  0.00000  0.00000 0.00000  0.00000||y, 0.00000
—3.41421 1.41421  2.82843 —1.41421 0.58579 |y, 1.00628
0.99999 —2.82843 —1.10""° 2.82843 —0.99999||Y;|=|1.24740
—0.58579  1.41421 —-2.82843 —1.41421 3.41421||Y,| |2.13658
1.00000 —2.34314  4.00000 —13.65685  11.0000|Ys| |2.68294

seklindedir. Bu denklem sisteminin ¢ozlimiiyle elde edilen yaklasik degerlerin, analitik

degerlerle karsilastirilmasi Cizelge 4.5 de verilmistir.

Cizelge 4.5 Diizgiin olmayan dagilim ile N =5 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler ve

mutlak hatalar
X Yi Yi |E|
Grid Noktalar1 | Kesin Coziim | Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.00000 # 0.00000 # 0.00000 # 0.000000000 #
0.14645 # 0.14668 # 0.15333 # 0.6653x10% #
0.50000 # 0.53109 # 0.53190#  0.8128x10°#
0.85355# 1.10742 # L.11175 4 0.4335x10 2 #
1.00000 # 1.45970 # 1.46342 # 0.3723x10 #

Diizgiin olmayan grid nokta dagilimini kullanilarak N =13 nokta i¢in yaklagik

¢oziimlerin kesin ¢oziimlerle karsilastirilmasi1 Cizelge 4.6 da verilmistir.
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Cizelge 4.6 Diizgiin olmayan dagilim ile N =13 nokta icin kesin ve yaklasik

degerler ve mutlak hatalar

Xi yi yi |E|
Grid Noktalar: Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.00000 0.00000000 0.00000000 0.0000000000
0.01704 0.01703713 0.01703713 0.1417x107°
0.06699 0.06699737 0.06699737 0.4029 %101
0.14645 0.14667658 0.14667658 0.8122x1071°
0.25000 0.25195249 0.25195249 0.1052x10™°
0.37059 0.38000643 0.38000643 0.1064x10~°
0.50000 0.53108758 0.53108758 0.1627x107°
0.62941 0.70685855 0.70685855 0.3509%10~°
0.75000 0.90407550 0.90407550 0.2589 %107
0.85355 1.10741507 1.10741507 0.2167x107°
0.93301 1.28857811 1.28857811 0.5621x107°
0.98296 1.41454614 1.41454614 0.1970x107°
1.00000 1.45969769 1.45969769 0.1989x107°

degerleri analitik degerlerle karsilagtiralim.

iT
X; = cos [—]
N

i¢in olusan denklem sistemi

1 0
—5.23607 2.34164  4.00000
1.447214 —3.99999  0.34164
—0.76393 1.78885 —3.23607
0.55279 —1.23607  1.78885
—1.00000 221115 —3.05573

0 0 0
—1.78885 1.23607 —0.55279
3.23607 —1.78885 0.76393
—0.34164 3.99999 —1.44721
—4.00000 —2.34164 5.23607
5.78885 —20.94427  16.99999

kesin degerlerle karsilagtirilmasi Cizelge 4.7’ de verilmistir.

CGL grid nokta dagiliminda i = 0,1,...N i¢in Boliim 3°te (3.107) esitligiyle verilen

Yi
Y>
Y3
Y4
Ys

iii) CGL grid nokta dagilimini kullanilarak N =5 nokta i¢in elde edilen yaklasik

esitligi kullanilmaktadir. Buna gére CGL nokta dagiliminit kullanilarak N =35 nokta

0.00000
1.00174
1.08228
1.54376
2.32035
2.68294

seklindedir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilen yaklasik degerlerin,




Cizelge 4.7 CGL dagilimi ile N =5 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler ve mutlak

hatalar
Xi yi yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.00000 0.00000 0.00000 0.000000000
0.09549 0.09553 0.09430 0.1233x1072
0.34549 0.35261 0.35246 0.1430%1073
0.65451 0.74487 0.74395 0.9187x107>
0.90451 1.22093 1.22036 0.5653x107°
1.00000 1.45970 1.45908 0.6156x107°

CGL grid nokta dagilimini kullanilarak N =13 nokta i¢in elde edilen yaklasik

degerlerin kesin degerlerle karsilastirilmasi Cizelge 4.8 de verilmistir.

Cizelge 4.8 CGL dagilimi ile N =13 nokta icin kesin ve yaklasik degerler ve mutlak

hatalar
X Yi Yi |E|
Grid Noktalari Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.00000 0.0000000 0.0000000 0.000000000
0.01453 0.0145291 0.0145291 0.8285%107°
0.05727 0.0572774 0.0572774 0.6915x101°
0.12574 0.1258696 0.1258696 0.7361x107°
0.21597 0.2170552 0.2170552 0.1326x107°
0.32270 0.3281146 0.3281146 0.6451x107°
0.43973 0.4583683 0.4583683 0.4949x10°
0.56027 0.6091319 0.6091319 0.5609%x10~°
0.67730 0.7806907 0.7806907 0.2508 %1071
0.78403 0.9670898 0.9670898 0.6407x107°
0.87426 1.152404 1.15240396 0.2156x107°
0.94273 1.3123344 1.3123344 0.3673x107°
0.98547 1.4211228 1.4211228 0.1874x107°
1.00000 1.4596977 1.4596977 0.1144x10°"°
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4.2 Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Siir Deger Probleminin Polinom

Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Ikinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklem
pP(X) Y (x)+a(x)y' (x)+r(x)y(x)= f(x) (4.8)
ve sinir kosullar1 0 < x <1 olmak iizere

y(0)=A ve y(1)=B (4.9)

ise PDKM’yi kullanarak N nokta sayisi i¢in yaklagsik ¢oztimleri elde edelim.

(4.8) esitligindeki ikinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denkleme
i=1,2,...,N i¢gin X, grid noktalar1 uygulandiginda diferensiyel denklem

PO Y (% )+a(x)y (%)+r(x)y(x)=f(x) (4.10)

seklinde yazilir. Bu denklemin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri yerine DKM

esitligi uygulanirsa denklem
N ) N
p(x ) Wiy (x5 ) +a (%) D3y (x; )+ (%) y(x) = f (x) (4.11)
=1 j=1
haline doniistir. Bu esitlik acgikca ifade edilirse

P {Wl(?% +Wg))’z +-~-+W1(E)YN }‘Hh {311Y1 tapY, ..t anYy }+ ny, = f,

P, {Wgzl) Y +Wg22)Y2 +"'+Wg2N) YN }+Qz {321Y1 TanY, +..tanYy }+ ny,=f,

P {1 WY+ W b Oy {ad +aaYs + o+ A Y Ry =

seklindedir. Bu denklemler diizenlenir ve olusan N bilinmeyenli N denklem matris ve

vektor formunda yazilirsa
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p1W1(2N) +0ay Y fl

pzwgzr\%‘l‘qzazN Ya| _ f,

plwl(%) +qa,+h plwl(g) +0,a,

pzwgzl) + 0,0, pzwg) + 0,8y, + 5,

(2

pNWNl)+qNaNl 5

pNWN% +0nans

pNWE\fI\)I +yayy Ty N fn

elde edilecektir. Bu lineer denklem sistemindeki katsayilar matrisi ikinci mertebeden
degisken katsayili diferensiyel denklemler i¢in daima ayni yapidadir. Dolayisiyla bu
genel yapida verilen sisteme, diferensiyel denklemin kosullarimin uygulanmasiyla

denkleme ait yaklasik ¢coziimlere ulasilabilir. Buna gore verilen (4.9) sinir kosullari
y(0)=y(x)=A ve y(l)=y(xy)=B (4.13)

olarak yazilabilir. Bu kosullar1 matris sisteminde yazmak icin sistemdeki ilk ve son

esitlik ¢ikarilip yerine (4.13) kosul esitlikleri yazilmalidir. Boylece

1 0 0

2 2 2
p2Wg1) + 0,3y, p2W§2) + 08y, +h pzwgr\)l + 03N
P Wiy O By P Wiy, Ty 2 P Wiy Oy 2
N-IT(N-1)1 N-1¥(N-1)1 N—TT(N-1)2 N-1¥(N-1)2 N-TT(N-1)N N-TE(N-1)N
0 0 1
denklem sistemi olusacaktir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesi sonucu i=1,2,...,N

icin Y; yaklasik ¢oziim degerleri elde edilecektir.

Ornek 4.2

xy” (x)—3y’(x) = —8x

Ikinci mertebeden smir deger probleminin yaklasik degerlerini 0 < x<1 araliginda

N =10 nokta i¢in PDKM ile hesaplayalim.
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Coziim

Yukaridaki diferensiyel denkleme i =1,2,...,N i¢in X, grid noktalarini uygulayalim:
XY (%)—=3y'(x)=—8x.

Denklemin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin yerine DKM esitligini yazarsak
N o) N
j=1 j=1

olacaktir. Bu esitligi i, j =1,2,...,N i¢in matris ve vektor formunda yazalim:

[xiwi(jz) —3ay

NxN y<xj )}le - [_8Xi ]le :

Buradaki agirlikli katsayilar matrisini kisaca [bij ] = [Xiwi(jz) —3aij] olarak ifade edersek

by

yazilabilir. Verilen smir kosullarini

NxN X] Nxl :[_Sxi]le

y(0)=y(x)=1
y(1)=y(x)=4

olarak yazalim. Buna gore, denklem sistemine bu smir kosullarmin eklenmesi

gerekmektedir. Sinir kosullarinin yazilmasindan sonra olusacak sistem

1 0 0 0 y<X1) 1
b21 b22 b23 cee bZN y(X2) —8X2
b(N—l)l b(N—l)z b(N—1)3 b(N_l)N Y(Xno1)| 8%y
0 0 0 1 y(XN) 4

seklindedir. Olusan bu lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle i =1,2,...,N igin y(xi)
yaklasik degerleri elde edilecektir.
Denklemin analitik ¢6zimii

y(x)=x*+2x> +1
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olmak tiizere diizgiin nokta dagilimimi kullanarak N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik

degerleri Cizelge 4.9’ da karsilastiralim.

Cizelge 4.9 Diizgiin dagilim ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler ve mutlak

hatalar
%; i i €]

Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 1.0000000 1.0000000 0.000000000
0.1111 1.0248438 1.0248437 0.7865x10"’
0.2222 1.1012041 1.1012040 0.7493 %10~/
0.3333 1.2345679 1.2345678 0.7465x1077
0.4444 1.4340802 1.4340801 0.7378 %10’
0.5556 1.7125438 1.7125438 0.7130x107’
0.6667 2.0864198 2.0864197 0.6580x107
0.7778 2.5758269 2.5758268 0.5914x107"’
0.8889 3.2045420 3.2045419 0.5031x10"’
1.0000 4.0000000 4.0000000 0.000000000

Diizgiin olmayan grid nokta dagilimini kullanilarak N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik

degerleri Cizelge 4.10° de karsilastiralim.

Cizelge 4.10 Diizgiin olmayan dagilim ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler

ve mutlak hatalar

X Yi Yi |E|
Grid Noktalar1 Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 1.0000000 1.0000000 0.0000000000
0.0302 1.0018193 1.0018193 0.2637x1071°
0.1170 1.0275549 1.0275549 0.3763x107°
0.2500 1.1289063 1.1289063 0.2086x107°
0.4132 1.3705721 1.3705721 0.1982x107°
0.5868 1.8073106 1.8073106 0.1807x107°
0.7500 2.4414063 2.4414063 0.3842x107°
0.8830 3.1674326 3.1674326 0.2900x10"°
0.9698 3.7659356 3.7659356 0.3149x107°
1.0000 4.0000000 4.0000000 0.000000000

CGL grid nokta dagilimini kullanilarak N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerleri
Cizelge 4.11° de karsilastiralim.
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Cizelge 4.11 CGL dagilimi ile N =10 nokta icin kesin ve yaklasik degerler ve mutlak

hatalar
Xi yi yi |E|
Grid Noktalar: Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 1.0000000 1.0000000 0.0000000000
0.0245 1.0011981 1.0011981 0.1635%x107°
0.0955 1.0183204 1.0183204 0.2526x107°
0.2061 1.0867651 1.0867651 0.5197x1071°
0.3455 1.2529766 1.2529766 0.2633x107°
0.5000 1.5625000 1.5625000 0.9927 %1010
0.6545 2.0402733 2.0402733 0.3967x107°
0.7939 2.6577656 2.6577656 0.5010x107°
0.9045 3.3056171 3.3056171 0.2425%x107°
0.9755 3.8089587 3.8089587 0.3575%x107°
1.0000 4.0000000 4.0000000 0.0000000000

4.3 Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Baslangic Deger Probleminin Polinom

Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Ikinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklem

pP(X)y"(x)+a(x)y’ (x)+r(x)y(x)= f(x) (4.14)
baslangi¢ kosullari
y(0)=A ve y'(0)=B (4.15)

olmak {izere PDKM’yi kullanarak N nokta sayisi i¢in yaklasik ¢oziimleri hesaplayalim.

(4.14) esitligindeki ikinci mertebeden diferensiyel denkleme i=1,2,...,N i¢in X, grid

noktalar1 uygulanirsa

PO Y (%) +a(x)y (x)+r(x)y(x)=f(x) (4.16)
elde edilir. Bu denklemin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri yerine DKM esitligi

kullanilirsa denklem

N
(4.17)

p(x»ZwS,-z)y(x,->+q<xi>§auy<x,-)+r<xi>y<xi>= f(x)

=]
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seklinde olacaktir. Bu esitlik acik bir sekilde ifade edilirse
2 2 2
Py {Wl(l)yl +W1(2)Y2 +"'+W1(N)yN }+ G {311Y1 tapY, to.FanYn }+ ny, = fi

P, {Wgzl) Yi +W§§)y2 +---+W§2|3 YN }+q2 {321)’1 TanY, Tt anYy }+ ny,=f,

P (Wi WY+ W Y b+ Oy (Y B a o By Y} =

olacaktir. Olusan N bilinmeyenli N denklem matris ve vektor formunda

p1W1(?) + 08, +h p1W1(§) +0ay, p1W1(12\1) + 0,8y N :l
y

pzwgzl) + 0,8y, pzwg? Ty, + 1 p2W§2N) + 0y y2 . f2

) . 3= s

pNW|(\|21)+qNaN1 pNWE\JZ%"i'qNaNf” prg\legl +qNaNN +rN YN fN

seklinde yazilir. Baslangic kosullarindan biri birinci mertebeden tiirevin bir grid

noktadaki degeri oldugundan bu kosula DKM esitligi uygulanirsa

y(0)=y,=A (4.18)
N

y'(0)=y'(x)=>a;y(x;)=B (4.19)
=

olacaktir. Bu baslangi¢ kosullarin1 denklem sistemine katmak iizere sistemdeki ilk ve

son denklem c¢ikarilip yerine (4.18) ve (4.19) kosul esitlikleri yazilmalidir. Buna gore

1 0 0
pzwgzl) + Gy, p2W§22) TGy +h - pzW§2N> + Gy
p3W§?) 03 p3Wg§) + G383 - p3W§2N) + Gsasn

prlw((;)_m T+ On18n prlw((;)_Ug O8N prlw((;)_UN T On1 8N )N
a, a, an

(4.20)

68

Y
Y,
Y3

YN




denklem sistemi olusacaktir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek i1=1,2,..,N i¢in VY,

yaklasik ¢oziim degerleri elde edilecektir.

Ornek 4.3

y"(X)—y' (x)—2y(x)=4x

Ikinci mertebeden baslangi¢ deger probleminin yaklasik degerlerini 0 < x <1 araliginda
N =10 nokta i¢in PDKM ile hesaplayalim.

Coziim
Diferensiyel denkleme i =1,2,...,N ig¢in X; grid noktalarini uygulayalim:
Yy (%)= Y (%) —2y(x)=4%".
Denklemin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin yerine DKM esitligini yazarsak
N 2) N ,
> ow; y(xj)—Zaijy(xj)—2y(xi): 4x;
j=1 j=1

elde edilir. Bu esitligi i, j =1,2,...,N i¢in matris ve vektor formunda yazalim:

2
Buradaki agirlikli katsayilar matrisini kisaca [bij ] = [Wi(jz) —a&; — 21| olarak ifade edersek

o [y ()| <[44
elde edilir. Verilen baslangi¢ kosullarini

y(0)=y(x)=1ve

Y(0)=y(0)=2 a5 (sy) =+
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olarak yazalim. Buna gore sisteme bu baslangi¢ kosullarin1 girmek gerekmektedir. Bu
kosullar1 ekleyebilmek i¢in sistemden iki esitlik atilmali, bunlarin yerine baslangic

kosullarina ait esitlikler yazilmalidir. Kosullarin yazilmasindan sonra olusacak sistem

1 0 0 0 Y, 1
by, by, by - by ) 4x3
b(N—l)l b(N—l)Z b(N—1)3 b(N—l)N Ynor| o |4x5
a ap a; anN Yn 4
seklindedir. Olusan bu lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle i=1,2,...,N i¢in Y,

yaklagik degerleri elde edilecektir.

Denklemin analitik ¢6zimii
y(x)=2e"%+2e —2x* +2x—3
seklindedir. Bu analitik ¢oziimden elde edilen kesin degerlerle PDKM sonucu farkli
dagilimlar kullanilarak elde edilen yaklasik degerleri karsilagtiralim.
Diizgiin grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve yaklasik degerler

Cizelge 4.12° de verilmistir.

Cizelge 4.12 Diizgiin dagilim ile N =10 nokta icin kesin ve yaklasik degerler ve
mutlak hatalar

Xi yi yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 1.00000 1.00000 0.000000000
0.1111 1.48491 1.48491 0.2667x107°
0.2222 2.06640 2.06640 0.7081x107°
0.3333 2.77298 2.77298 0.1212x107°
0.4444 3.64104 3.64104 0.1809%10°°
0.5556 4.71680 4.71680 0.2525%107°
0.6667 6.05861 6.05862 0.3391x107°
0.7778 7.73997 7.73997 0.4438x107°
0.8889 9.85314 9.85315 0.5721x107°
1.0000 12.51387 12.51388 0.7360x107°
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Diizglin olmayan grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve

yaklasik degerler Cizelge 4.13” de verilmistir.

Cizelge 4.13 Diizgiin olmayan dagilim ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler
ve mutlak hatalar

X Yi Yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 1.00000 1.00000 0.000000000
0.0302 1.12341 1.12341 0.5086x107°
0.1170 1.51297 1.51297 0.1851x107"
0.2500 2.23004 2.23004 0.4241x1077
0.4132 3.37795 3.37795 0.7909%x 10~
0.5868 5.06464 5.06464 0.1254%107°
0.7500 7.28311 7.28311 0.1859%107°
0.8830 9.72900 9.72900 0.2530x10°°
0.9698 11.72910 11.72910 0.3172x107¢
1.0000 12.51387 12.51387 0.3315x10°°

CGL grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve yaklagik degerler
Cizelge 4.14° de verilmistir.

Cizelge 4.14 CGL grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve
yaklasik degerler ve mutlak hatalar

Xi yi yi |E|
Grid Noktalari Kesin Coziim Yaklasik Cozim Mutlak Hata
0.0000 1.00000 1.00000 0.000000000
0.0245 1.09972 1.09972 0.7814x107°
0.0955 1.41148 1.41148 0.3067x10~°
0.2061 1.97506 1.97506 0.7942x10~°
0.3455 2.85935 2.85935 0.2115%x10°®
0.5000 4.14962 4.14962 0.3811x107°
0.6545 5.89671 5.89671 0.2633x107%
0.7939 8.01722 8.01722 0.3505x107%
0.9045 10.19111 10.19111 0.1099 %10~
0.9755 11.87397 11.87397 0.5726x1078
1.0000 12.51387 12.51387 0.5542 %1078
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4.4 Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayilh Diferensiyel Denklemlerin Polinom

Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Yiiksek mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklem k =0,1,...,n i¢in a, (X)

birer katsay1 olmak tizere

a, () y" +a, ()Y 4.4 (X)y 2y (X)y = f(X) (4.21)

baslangic kosullar1 A, € R olmak tizere

y(0)=A ., Y (0)=A, Y (0)=A, ..., y"V(0)= A, (4.22)
PDKM’yi kullanarak N nokta sayisi i¢in yaklagik ¢oztimleri hesaplayalim.

(4.21) esitligindeki n. mertebeden diferensiyel denkleme i=1,2,..,N i¢in X grid

noktalar1 uygulanirsa
a, (%) Y™ +a, , 06) Y o ()Y a0 (%) y = f (%) (4.23)

elde edilir. Bu denklemdeki tiirevler yerine DKM esitligi kullanilirsa denklem
) = -

a,(%)> w y(xj-)Jranf1 (%) wy y(Xj)+...+a1 (%, )Ejaijy(xj%ta0 (x)y(x)=f(x)
. =

= =

Z'i:{an (6 )W) a6 )We™ ™) .2, (%) &y +ay (%) } y(x;)=1f(x) (4.24)

seklinde olacaktir. Olusan N bilinmeyenli N denklem matris ve vektor formunda

(4.25)

[an (Xi)Wi(jn> +an—1(xi)wi(jn71> +..ta (%) 8 +ao(xi)'}NxN [yj o = LTl

seklinde yazilir. Baglangi¢ kosullarina DKM esitligi uygulanirsa

y(0)=y, =A

y'(0)= y/(xl):i;aljy(xj): A
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olacaktir. Bu baslangi¢ kosullarii1 denklem sistemine katmak {iizere sistemdeki N
satirdan N tane satir silinip yerine baslangic kosullarindan elde edilen esitlikler
yazilmahdir. Bodylece yeni bir denklem sistemi olusacaktir. Bu denklem sistemi

coziilerek i =1,2,...,N i¢in y; yaklasik ¢oziim degerleri elde edilecektir.

Ornek 4.4

y(0)=2, y'(0)=—1, y"(0)=0, y"(0)=5

seklinde verilen dordiincii mertebeden baslangi¢ deger problemini PDKM ile N =10

nokta icin yaklasik degerlerini bulalim.

Céoziim

Yukaridaki diferensiyel denkleme i =1,2,...,N i¢in X, grid noktalarini uygulayalim:

Bu denklemin dordiincii mertebeden tiirevi yerine DKM esitligini yazarsak

N
> oWy (x)—y(x)=x
j=1

elde edilir. Bu esitligi i, j =1,2,...,N i¢in matris ve vektor formunda yazalim:

(%)

[Wi(j“) —1

:[xi3 :
NxN N x1 Nx1

Buradaki agirlikli katsayilar matrisini kisaca [b”] = [Wi(j4) — I} olarak ifade edersek
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3
oy [y () = ]
elde edilir. Verilen baslangi¢ kosullarinda da DKM esitligini kullanirsak

y(0)=y(x)=2

olarak yazilabilir. Buna gore sisteme bu baslangi¢ kosullarinin girilmesi gerekmektedir.
Bu kosullar1 ekleyebilmek i¢in sistemden dort esitlik atilmali, bunlarin yerine baslangi¢

kosullarina ait esitlikler yazilmalidir. Kosullarin yazilmasindan sonra olusacak sistem

1 0 0 0 0 y )
1
a C) a3 ay SR TN Y, -1
by, by, by by, e o by A X33
b41 b42 b43 b44 o b4 N : X3
. X X X . ) _| M
b(N -2)1 b(N —2)2 b(N —2)3 b(N —2)4 e b(N —2)N 3
N-2
wi oW owE Wl ) 0
T R R iy ol s
seklindedir. Olusan bu lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle i =1,2,...,N icin VY;

yaklagik degerleri elde edilecektir.

Denklemin analitik ¢6ziimii

y(X)=e"*+cos(X)+x’

seklindedir. Buna gére PDKM’den elde edilecek yaklasik ¢oziim degerlerini kesin

¢Oziim degerleri ile karsilagtiralim.
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Diizgiin nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerlerin

karsilastirilmas1 Cizelge 4.15° da verilmistir.

Cizelge 4.15 Diizgiin dagilim ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler ve

mutlak hatalar
X Yi Yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 2.00000 2.00000 0.000000000
0.1111 1.89004 1.89004 0.1121x107’
0.2222 1.78712 1.78712 0.6322x1077
0.3333 1.69853 1.69853 0.5822x107°
0.4444 1.63182 1.63183 0.6844x107°
0.5556 1.59483 1.59486 0.3618x107*
0.6667 1.59560 1.59574 0.1345%1073
0.7778 1.64241 1.64281 0.4021x1073
0.8889 1.74372 1.74475 0.1032x10>
1.0000 1.90818 1.91055 0.2364x1072

Diizgiin olmayan grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerlerin

karsilastirilmasi Cizelge 4.16° de verilmistir.

Cizelge 4.16 Diizgiin olmayan dagilim ile N =10 nokta i¢in kesin ve yaklasik degerler
ve mutlak hatalar

Xi yi yi |E|
Grid Noktalari Kesin Coziim Yaklasik Cozim Mutlak Hata
0.0000 2.00000 2.00000 0.000000000
0.0302 1.96987 1.96987 0.3939%107°
0.1170 1.88437 1.88437 0.5392x107°
0.2500 1.76334 1.76334 0.1561x10°°
0.4132 1.64793 1.64794 0.4951x107°
0.5868 1.59087 1.59093 0.5723%x107*
0.7500 1.62593 1.62625 0.3182x107°
0.8830 1.73687 1.73786 0.9974x107°
0.9698 1.85681 1.85873 0.1923x1072
1.0000 1.90818 1.91056 0.2382 %102

CGL grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve yaklasik degerler
Cizelge 4.17° de verilmistir.

75



Cizelge 4.17 CGL grid nokta dagilimi ile N =10 nokta i¢in elde edilen kesin ve
yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X Yi Yi |E|
Grid Noktalar Kesin Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.0000 2.00000 2.00000 0.000000000
0.0245 1.97554 1.97554 0.2226x10°°
0.0955 1.90524 1.90524 0.5704x107°
0.2061 1.80134 1.80134 0.3234%1077
0.3455 1.69002 1.69002 0.1371x107°
0.5000 1.60911 1.60913 0.1851x107*
0.6545 1.59342 1.59355 0.1223x107°
0.7939 1.65352 1.65399 0.4729%1073
0.9045 1.76282 1.76400 0.1179%10 >
0.9755 1.86609 1.86809 0.2001x1072
1.0000 1.90818 1.91056 0.2381x1072
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BOLUM 5

POLINOM TABANLI DIFERENSIYEL KARESELLESTIRME
METODU VE SONLU FARK METODU ARASINDAKI ILiSKI

5.1 Sonlu Fark Metodunun Olusumu

Birgok problemin analitik ¢ézlimiiniin zor bulunmasi veya analitik ¢6zlimiiniin olmadig1
durumlarda niimerik metotlar tercih edilmektedir. Bu niimerik metotlardan biri olan
Sonlu Fark Metodu iki sekilde elde edilmektedir. Bunlardan biri Taylor seri a¢ilimina

digeri ise polinomal yaklasima dayanmaktadir.

Sonlu Fark Metodu, PDKM gibi niimerik bir metottur. Bu metotta, adi diferensiyel
denklemdeki tiirevlere yaklagmak {izere yerel ve komsu noktalardaki fonksiyon

degerleri kullanilmaktadir.

Tek degiskenli bir f(X) fonksiyonunun X; +S noktasindaki degerine, Taylor seri

acilimi kullanilarak f (X) fonksiyonunun ve tiirevlerinin X; noktasindaki degerleri ile
yakinsanabilir.

2 k

Fx+s)="T0x)+f'(x)s+ f”(Xi>%+-~+ f<k)<xi)%+“' (-1)

Sonlu Fark Metodu’nda grid noktalardaki fonksiyon degerleri bilinen degerler olarak

kabul edilmektedir. Bu fonksiyon degerleri, bilinmeyen tiirevlere yaklasimda
kullanilmaktadir. Taylor seri agilimindaki f’ (xi) , f”(Xi) e f(k>(xi) tirevleri

bilinmeyen degerlerdir. Burada dikkat edilmesi gereken, Taylor seri agiliminin hangi
terimde kesilecegini belirlemektir. Once kesme terimine karar verilmeli ve sonrasinda

bilinmeyenlerin (tiirevlerin) sayist belirlenmelidir. Ornegin, Taylor seri agilimi
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k
£ (% )% teriminden sonra kesilecekse bu durumda K tane bilinmeyen (f'(X) ,

f”(Xi) yeues f(k)(xi)) olacaktir. Bu bilinmeyenleri bulmak i¢in ayn1 sayida K tane

esitlige ihtiya¢ vardir. K tane bilinmeyen oldugundan, Taylor seri a¢ilimi K tane
komsu noktaya uygulanmalidir ve bdylece K tane denklem elde edilmelidir. Ciinkii
Taylor seri a¢iliminin bir grid noktada uygulamasi bir denklem olusturmaktadir.
Buradaki K degeri, verilen tiirevin mertebesine ve gerekli dogruluk mertebesine

baglidir.

n. mertebeden tiirevlenebilen bir f(X) fonksiyonunun X, grid noktasinda p.

mertebeden dogruluktaki sonlu fark esitligi

£ (x) = farkifadesi +O(s" (5.2)

seklindedir. Buradaki grid noktalar1 genellikle diizensiz olarak kabul edilmektedir. Bu
n

) tiirevini iceren " (x)=— terimi

problemi ¢ozerken Taylor seri agiliminda () (X- '
n'

dikkate alinmalidir. Buna gore f(n)(xi) ifadesini elde etmek i¢in Taylor seri

agilimindaki her bir terim s" degerine boliinmelidir.

SZ 0 sn
f(xi+s):f(xi)+f’(xi)s+f”(xi)2—!+‘.‘+f<)(xi)n—!
f (% f(x) f'(x £7(x; £ (x.
(x.n+5) (;<.)+ n(_>§.) 1 (_>;) 1)
S S S 2! s n!

Bu ifadeyi elde etmek icin Taylor seri acilimindaki kesme hata teriminin mertebesi

s"*P olmalidir. Buna gére s""P mertebeli terimin s" ile boliinmesinden sP mertebeli
terim kalacaktir ki bu da dogruluk i¢in gereken mertebedir. Dolayisiyla Taylor seri

_ Pl . :
acilimi f(np 1)(Xi)— terimi dahil olmak {iizere agilmalidir. Bunun

(n+p-1)!
sonucunda, Taylor seri ag¢ilimindaki bilinmeyenlerin sayist (n+ p—l) olacaktir.

Boylece Taylor seri agilimi (n+ p—l) komsu noktaya uygulanmali ve (n+ p—l)

esitlik elde edilmelidir.
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5.1.1 Sonlu Fark Formiilleri

Tek degiskenli fonksiyonlarin tiirevlerinin sonlu fark formiilleri Taylor seri agilimina

dayanilarak bulunacaktir.

5.1.1.1 Birinci Mertebeden Tiirev icin Yaklasimlar

Bir f (X) fonksiyonunun (X + S) noktasindaki degeri (5.1) esitligindeki gibi Taylor seri
acilim ile yazilsin.

2 k

F(x+s)=1(x)+1'(x)s+ f,/(xi)%+...+ f(k)(Xi)s

TR (5.3)

(5.3) esitligi birinci mertebeden tiirevli terimden sonra kesilir ve bu esitlikten birinci

mertebeden tiirev ¢cekilirse

dtf(x+s)— ()
dx S

+0(s) (5.4)

yazilabilir. Bu ifade f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi igin yapilmig birinci

dereceden bir yaklasimdir ve birinci mertebeden ileri fark formiilii olarak adlandirilir.

Eger Taylor agilimi

df s2d?f s d’f
f(X—S)Z f<X)_S&+Ed?_§d7+m (5.5)

seklinde yazilirsa yukarida yapilan islemlere benzer sekilde

df f(x)—f(x—s)jLO(S> (5.6)

dx S
birinci mertebeden geri fark formiilii elde edilir. (5.3) ve (5.5) esitliklerindeki Taylor

acilimlarinin farki alinirsa

df f(x+s)—f(x—s)
dx 2s

+o[sz} (5.7)

birinci mertebeden merkezi fark formili elde edilir.

79



5.1.1.2 ikinci Mertebeden Tiirev icin Yaklasimlar

Taylor serisinin (X+25) ve (X—2S) noktalarindaki acilimlar1 kullanilarak birinci

mertebedekine benzer sekilde sonlu fark yaklasimlar1 elde edilecektir. Bu formiiler

asagida tek tek verilmistir.

Ikinci mertebeden ileri fark formiilii

d?f  f(x+2s)—2f (x+s)+ f(x)
7= > +0(s) (5.8)

Ikinci mertebeden geri fark formiilii

d*f  f(x)—2f(x—s)+ f(x—2s)
2 2 +
dx S

0(s) (5.9)

[kinci mertebeden merkezi fark formiilii

d2f  f(x+s)—2f(x)+ f(x—s)
7= > +0ls?] (5.10)

seklindedir.

5.2 Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme ve Yiiksek Mertebeden Sonlu

Fark Metodu Arasmdaki fliski

Tanim kiimesinde N tane grid nokta oldugunu kabul edelim. PDKM’yi kullanarak

f (X) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin bir X; grid noktasindaki degerine,

fonksiyonun N grid noktadaki fonksiyon degerlerinin agirlik katsayilariyla

carpimlarinin lineer toplami olarak yazilabiliriz.

N
/(x)=>"af(x),i=12..N (5.11)
=1

Sonlu fark semasi, Taylor seri agilimina dayandigindan, (5.11) esitligindeki agirlik

katsayilarint Taylor seri agilimi ile hesaplamaya ¢aligalim. (5.11) esitligindeki her bir

j=12,..N igin f (X j) degerine Taylor seri agilimi ile yakinsayabiliriz. Buna gore
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k! *
(x. —x.>N71 (5.12)
f(Nfl) J 1 R
+ (%) (N_1) +Ry
yazilabilir. (5.12) seri agilimindaki Ry kesme hatas1 £ E[ > J] olmak iizere
N
X —Xi
Ry = f“%g)% (5.13)
seklindedir. (5.12) esitligindeki seri, (5.11) esitliginde yerine yazilirsa
k N—1
N X: — X X — X:
/ . / B (k) ( j ') (N-1) ( J ')
f (x,)_jz_;a” f06)+ /() (x; =% )+ + F9(x) T (%) N 1)
k
/ . . / . (k) <XJ_X')
f(x,):Z[a,Jf(x,)]+Z[aijf 06) (% =% )|+ D22y £ () |
j=1 =l =1 )
N-1
N x-—x-)
N 0 N (XJ_Xi>k
Za”+f Za”<xj—xi)+...+f (x)> ay ——+
=1 =1 k
( )N_l (5.14)
N X: — X
FN-1) (4 i TA
S Ty

elde edilir. Buna gore (5.14) esitliginin sag tarafi sol tarafina terim terime esitlendiginde

i=12,..,N i¢in

N
> a;=0 (5.15)
j=1
N
Z;au (Xj —Xa)=1 (5.16)
=
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N
ey (x—%) =0, k=2,3.,N—1 (5.17)
=1

cebirsel denklemleri elde edilir. Bu (5.15) - (5.17) esitliklerinden olusan denklem

sistemi, birinci mertebeden tiirev icin yiiksek mertebeli sonlu fark semasimin agirlik

katsayilarint hesaplamakta kullanilir. Benzer sekilde, f(X) fonksiyonunun m.

mertebeden tiirevinin X, noktasindaki degeri PDKM ile i=12,..,N ve
m=2,3,..,N—1 i¢in
N
£ () => "W (x)) (5.18)

=1

seklinde yazilir ve boylece f(X) fonksiyonunun m. mertebeden tiirevi igin yiiksek

mertebeli sonlu fark semasinin agirlik katsayilar1 hesaplanabilir. (5.12) esitligindeki

Taylor serisi M. mertebeden tlireve kadar acilip (5.18) esitliginde yerine yazilirsa

k m
N . — . —
0 )= S £ ()5 1/05) s ) - 10 () k,x'> T i)
j=1 ! m!
N N (x —x)k
17 0) = SO ()] o Do w71 () 2
j=t j=l1 :
N m
)¢ ) (%)
+J_Z_;wi,- 1) =—
N K N <X —Xl)k
£ ()= £ () Dow” 4ot 11 () ol
j=1 j=1 :
5.19
m g yo g (5= %)" -
+ (%) D w ,
i m!
elde edilir. Bu (5.19) esitliginin sag tarafi sol tarafa terim terime esitlenirse
N
Zw@ =0 (5.20)

=1
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N
Sow (% —x)" =m! (5.21)
N
S (x; =% ) =0, k=1,2...,N=Lk=m (5.22)

cebirsel denklemleri elde edilir. Bu (5.20) - (5.22) esitliklerinden olusan denklem
sistemi, yiiksek mertebeli sonlu fark semasindaki ikinci ve daha yiliksek mertebeden
tirevlerin agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Buna gore, yiiksek
mertebeli sonlu fark semasindaki agirlik katsayilariin PDKM ile hesaplanabilecegi
gosterilebilir. Diger bir ifadeyle, PDKM nin yiiksek mertebeli sonlu fark semasiyla es

deger oldugu soylenebilir.

Taban vektorleri kiimelerinin birinden elde edilen agirlik katsayilari, bir diger taban
vektorleri kiimesinden elde edilen agirlik katsayilarina denktir. Dolayisiyla agirlik

katsayilarini belirleyen denklem sistemleri de denk olacaktir. Buna gére Bolim 3’ te
Bellman’in birinci yaklagiminda X« ,(k =0,1,...,N —1) polinomundan elde edilen

esitlikleri tekrar yazalim. i=1,2,...,N i¢in

N
> a;=0 (5.23)
j=1
N
j:
N
gk =k, k=23, ,N-1 (5.25)

seklindedir. Buna goére PDKM ile (5.23) - (5.25) esitliklerinden elde edilen denklem
sisteminin, yiilksek mertebeden sonlu fark semasiyla verilen (5.15) - (5.17)

esitliklerinden elde edilen denklem sistemine denk oldugunu gdésterelim.

Goriildiigii izere her iki denklem sisteminin (5.15) ve (5.23) esitlikleri birbirine estir.

> 8 =0

N
i=1
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Her iki denklem sisteminin (5.16) ve (5.24) esitliklerinin birbirine es oldugunu

gosterelim.
N N
Dy (X —x ) 1= (ayx; —ayx )1

j=1 j=1

(5.23) esitliginden yararlanarak
N N
j=1 j=1

elde edilir. Geriye iki denklem sisteminin son esitliklerinin denk oldugunu gostermek
kalmaktadir. Bu iki esitligin denk oldugunu tiimevarimdan yararlanarak gosterecegiz.

Buna gore (5.17) ve (5.25) esitliklerinin ilk p+1 denklemin es oldugunu kabul edelim.
k=0,1,..,p vei=12,..,N igin

N K N
>3 (Xj _Xi> = X —kq ' =0 (5.27)
=t j=1
ve ¢k = Pl___ Pt olmak lizere
" k) k!(p—k)!
(a—b)*=aP —cla’ b +..4(~1) ckaP b ...+ (~1)"bP (5.28)

binom ag¢ilimini ele alalim. Bu agilimda a =b =1 alinirsa

—ch o (1) K (1) =1

¢h =2 4ot (1) ek ()P =1 (5.29)
elde edilir. (5.28) esitligi kullanilarak (p + 2). denklem
(x- — X )pH = XPH el xPx e (= 1) ek )P L (< 1) e

] p+1

olmak tuzere

84



N N
> oay(x; - ) Za”{ PH el xPx 4 (— l)kcE+le+I*kxik+...+(—1)p+lxip“}
= =

i( uXJpH) ( CoiX] X )+(aucp+lxpflxi2)+“'+(aij<_1)p+lXipH)
j=l1

N
p+l1
_ p+l1
>4 (XJ - Xi) =D X[ —

i=1 i=1

o (5.30)
1 — p 1
~CpirX Zau Xj = p+ XP A (1) %
C|0+1 Cpti
elde edilir. Bu esitlikte (5.27) ve (5.29) esitlikleri kullanilirsa
- o
>ay(x-x)"" Zauxf (p+1)%" (531)

=

elde edilir. Bu esitlik, her iki sistemdeki (p+2). denklemlerin denk oldugunu
gostermektedir. p < N —2 seklinde bir keyfi tamsay1 oldugu siirece verilen iki denklem

sisteminin birbirine denk oldugu sdylenebilir.

PDKM ile Boliim 3’te bulunan yiiksek mertebeden tiirevlerin agirlik katsay1 esitliklerini
tekrar yazalim. i, j=1,2,...,N ve m=2,3,...,N —1 olmak {izere
W.<.m71)

(m—1) ij
a”w,, —

wi™ =m

i (5.32)

N
S w" =0 (5.33)

=

esitliklerinin (5.20), (5.21) ve (5.22) esitlikleriyle denk oldugunu gosterelim. Gortldiigi
tizere (5.20) ve (5.33) esitlikleri birbirleriyle aynidir.

N
AR
j=1
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Buna gére 2<m<N —1 i¢in Wi(jm) agirlik katsayilarinin (5.21) ve (5.22) esitliklerini

sagladigim1 gosterelim. (5.21) ve (5.22) esitliklerini tek bir esitlikle tanimlamak

gerekirse
N k m—1)!, k=m-1
Sow (x—x) = {( ) (5.34)
| 0o , K=m-1
yazilabilir. Bu esitlikte (5.32) esitligi kullanilirsa 1 <k <N —1 i¢in
N N wim=1) )
ZWi(jm) (Xj - X|> => maijWi(im Y mt (Xj _Xi)

L (m) k N (m-1) k-1
ZWij (Xj _Xi) =m W (Xj _Xi) (5.35)
haline dontisecektir. Bu esitlikte (5.34) esitligi kullanilirsa

(m) B k _ m:,
JE_I Wj (x X; ) {0 . diger (5.36)

bulunur.

2<m<N-—1 araliginda keyfi bir tamsay1 oldugu siirece PDKM’den bulunan Wi(jm)

agirlik katsayilari, yliksek mertebeden sonlu fark semasindan elde edilen denklem
sistemini saglayacaktir. Buna gére PDKM’nin Sonlu Fark Metodu’nun bir bagska modeli
oldugu soylenebilir. Bu metotlar hem i¢ noktalara hem de smir noktalara
uygulanabilmektedir. Ayrica grid noktalarinin diizenli veya diizensiz olmasi, metodun

uygulanmasina engel olmamaktadir.
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BOLUM 6

KISMIi TUREVLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN POLINOM
TABANLI DIFERENSIYEL KARESELLESTIRME METODU iLE
COZUMU

Bu bolimde kismi tiirevli diferensiyel denklemleri PDKM’yi kullanarak ¢6zmeye
calisacagiz. Dirichlet ve Neumann sinir kosullar1 altindaki lineer 1s1 ve dalga
denklemleri incelenecek ve bu denklemlerin zamana bagh olan tiirevlerinde Sonlu Fark

Metodu kullanilacaktir.

6.1 Dirichlet Simir Kosullar1 Altindaki Homojen Parabolik (Is1)) Denklemin

Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Co6ziimii

Ornek 6.1

U (xt)=U,(xt), 0<x<1,t>0

Sinir kosullari

U(0,t)=U(Lt)=0,t>0

Baslangi¢ kosulu

U (X,O) =sin (7TX)

Dirichlet sinir kosullar1 altindaki homojen 1s1 denklemini PDKM ile ¢ozelim [23].
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Coziim
i=1,2,..,N igin X, grid noktalarini yukaridaki 1s1 denklemine uygulayalim:
Ut (XI ,t) == UXX (XI ,t).

Fonksiyonun t’ye gore olan tiirevinde (5.4) birinci mertebeden ileri sonlu fark

formiiliinii, X’e gore olan tiirevinde ise ikinci mertebeden DKM esitligini kullanalim:

U(x,t+At)-U(x,t) &
( At) ( LZ""iJ‘z)U(XJ’t)

=

N
U(x.t+At)=U (xi,t)+AtZWi(jz)U (xj,t).

i=1

Bu esitligi matris ve vektor gosterimi ile yazarsak

[U(xi,t+At)] :[I +Atwi(jz) U<xj,t>

N x1 NxN Nx1

elde edilir. Buradaki agirlikl katsayilar matrisine kisaca [bij] matrisi dersek

[U (Xi,t—i—At)]le - [bij]NxN [U (Xi’t)

Nx1

olacaktir. Simdi verilen sinir kosullarin1 grid noktalar cinsinden ifade edelim:
U (0,t)=U(x,t)=0

U (Lt)=U (xy.t)=0.

Verilen baslangi¢ kosulunu da grid noktalar cinsinden yazarsak
U (Xi ,0) = sin(7rxi )
olacaktir. Grid noktalar cinsinden elde edilen sinir kosullari yukaridaki sisteme

uygulanacak ve olusan lineer denklem sistemi ¢oziilecektir. Boylece bir sonraki zaman

adimina ait sicaklik degerleri elde edilecektir.

t =0 anindaki sicaklik degerlerini kullanarak U (Xi,O—I—At) noktalarindaki degerleri

hesaplayalim. Bunun i¢in baglangi¢ kosulunu kullanarak elde edilecek sistem
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U (x,0+ At) 1 0 0 0 |lU(x.0)

U (X2,0+A'[) b,, by, by by [[U (Xz,())
By By Brnonn-ny Pivei

U (xy,0+ At) 0 0 0 1 {|U(xy.0)

seklinde olacaktir. Bu sistemde sag taraftaki agirlikli katsayilar matrisi ve siitun vektorii

bilinmektedir. Bu bilinenler kullanilarak

U (x,0+At) 1 0 0 0 0

U (x,,0+At) b, by, by b, sin (X, )
b(N—l)l b(N—l)z b(N—l)(N—l) b(N—l)N sin(wXN_l)

U (xy,0+ At) 0 0 0 1 0

elde edilir ve 1=1,2,..,N icin U(Xi,O—i-At) noktalarindaki sicaklik degerleri

hesaplanir.

Bu 1s1 denkleminin analitik ¢oziimii

U (X,t) —e sin(7rX)

olmak tizere N =10 grid nokta i¢in diizgiin dagilimi kullanarak kesin ve yaklasik

degerlerin karsilastirilmasi Cizelge 6.1° de verilmistir.
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Cizelge 6.1 Ornek 6.1 igin farkli zaman adimlar1 kullanarak belirli grid noktalardaki
kesin ve yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X €]
Uy U .
Grid Noktalar1 Kesin Yaklasik Mutlak Hata
At=0.01
0.1111 0.30988 0.30826 0.1613x102
0.2222 0.58238 0.57935 0.3030x 102
0.3333 0.78463 0.78055 0.4083 %102
0.4444 0.89225 0.88761 0.4642 %102
At=0.1
0.1111 0.12747 0.00445 0.1230
0.2222 0.23957 0.00838 0.2312
0.3333 0.32277 0.01129 0.3115
0.4444 0.36705 0.01284 0.3542
At=0.5
0.1111 0.00246 —1.3458 1.348
0.2222 0.00462 —2.5292 2.534
0.3333 0.00623 —3.4076 3414
0.4444 0.00708 —3.8750 3.882

6.2 Dirichlet Simir Kosullar1 Altindaki Homojen Olmayan Parabolik (Is1)

Denklemin Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Ornek 6.2

Uy (%t)=U (X,t)+cos(x) , 0<x<1,t>0

Sinir kosullar1

U(0,t)=1-e"
U(Lt)= cos(l)(l—eft)

Baslangic kosulu

U(x,0)=0
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Dirichlet siir kosullar1 altindaki homojen olmayan 1s1 denklemini PDKM ile ¢6zelim

[11].

Céoziim

i=12,..,N i¢in X; grid noktalarin1 yukaridaki 1s1 denklemine uygulayalim:
Ut (XI ,t) — UXX <XI ,t)+ COS(XI ).

Fonksiyonun t’ye gore olan tiirevinde (5.4) birinci mertebeden ileri sonlu fark

formiiliinii, X’e gore olan tiirevinde ise ikinci mertebeden DKM esitligini kullanalim:

—|—cos(xi)

U (x,t+At)—U (Xt N
s LAY

=1

N
U (%, t+At)=U (x,t)+| At wilU (x;,t)| + Atcos(x,).
j=1

Bu esitligi matris ve vektor kullanarak tekrar yazalim:

+[Atcos(x, )]N

X

U (t+At) ={1+atw?] U (x.t)

Nx1

Buradaki agirlikli katsayilar matrisine kisaca [bij] dersek

[U (Xi,t—i—At)]le - [bij]NxN [U (Xj’t) Nixl +[Atcos(xi )]le

elde edilir. Simdi verilen sinir kosullarini grid noktalar cinsinden ifade edelim:
U(0,t)=U(x,t)=1—e"
U(Lt)=U (xy.t)= cos(l)(l—e_t).
Verilen baslangi¢ kosulunun degeri sifir oldugundan grid noktalar cinsinden ifade
edilemeyecektir. Grid noktalar cinsinden elde edilen sinir kosullar1 yukaridaki sisteme

uygulanacak ve olusan lineer denklem sistemi ¢oziilecektir. Boylece bir sonraki zaman

adimina ait sicaklik degerleri elde edilecektir.
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t =0 anindaki sicaklik degerlerini kullanarak U (Xi,O+At) noktalarindaki degerleri

hesaplayalim. Bunun i¢in baglangi¢ kosulunu kullanarak elde edilecek sistem

U (x,0+At) 1 0 0 0 lU(x,0)| |Atcos(x)
U (x,,0+ At) by, by, by by [[U(x,,0)] |Atcos(x,)
. _| : . : : . n .

Bvy B Bviyn-t) P
U (xy,0+ At) 0 0 - 0 1 ||U(xy,0)| |Atcos(xy)

olmak tizere

U (x,0+ At) 1 0 0 - 0 1—e Atcos(x,)
U (X2:O+At) by, by, byy - by 0 Atcos(xz)
: _| : : : : n :
b(N—l)l b(N—l)z b(N—l)N 0
U (xy,0+ At) 0 0 0 - 1 cos(1)<1_e°) Atcos(xy )

seklindedir. Bu lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden U (X;,0+ At) noktalarindaki
sicaklik degerleri bulunacaktir.

Bu 1s1 denkleminin analitik ¢6ziimii

U(xt)= cos(x)(l—e_t)

olmak tizere N =10 grid nokta i¢in diizgiin olmayan dagilim kullanarak kesin ve

yaklagik degerlerin karsilastirilmasi Cizelge 6.2° de verilmistir.
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Cizelge 6.2 Ornek 6.2 igin farkli zaman adimlar1 kullanarak belirli grid noktalardaki
kesin ve yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X U, . U , |E|
Grid Noktalari Kesin Yaklasik Mutlak Hata
At =0.01
0.0302 0.00995 0.00999 (),4981><1()_4
0.1170 0.00988 0.00993 (),4949><10_4
0.8830 0.00632 0.00635 03163x10°*
0.9698 0.00563 0.00565 0.2817x10~*
At=0.1
0.0302 0.09512 0.09995 0.4835 % 1()—2
0.1170 0.09451 0.09931 0.4804 %102
0.8830 0.06041 0.06348 0.3071x1072
0.9698 0.05381 0.05654 0.2735%102
At=0.5
0.0302 0.39329 0.49977 0.1064822
0.1170 0.39078 0.49658 0.1058026
0.8830 0.24978 0.31741 0.0676277
0.9698 0.22248 0.28271 0.0602352

6.3 Neumann Smir Kosullar1 Altindaki Homojen Parabolik (Is1)) Denklemin

Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Ornek 6.3

U (xt)=U,(xt), 0<x<1,t>0

Sinir kosullart

U, (0,t)=U,(Lt)=0, t>0

Baslangi¢ kosulu

U(x,0)=x, 0<x<1

Neumann sinir kosullar altindaki homojen 1s1 denklemini PDKM ile ¢6zelim.
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Coziim

i=1,2,..,N igin X, grid noktalarini yukaridaki 1s1 denklemine uygulayalim:

Ut <Xl’t> = UXX (Xlﬂt>'
Fonksiyonun t’ye gore olan tiirevinde (5.4) birinci mertebeden ileri sonlu fark
formiiliinii, X’e gore olan tiirevinde ise ikinci mertebeden DKM esitligini kullanalim:

U (x,t+At)—U (x;,t)

At = WU (x,.)

=

N
U (%A1 =U (.0) + A0 wiiu (x;.t).
j=1

Bu esitligi matris ve vektor gésterimi ile tekrar yazalim:

u (xi,ttht)]le :[I +Atwi(jz)}NXN U (xj,t>

N><1'

Buradaki agirlikl katsayilar matrisine kisaca [bij] dersek

[U (Xi,t—i—At)]le - [bij]NxN [U (Xj’t)

Nx1

elde edilir. Simdi verilen sinir kosullarini grid noktalar cinsinden ifade edelim:

U, (0,t)=U,(x.t) Za“ (x;.t)=0

Uy (1) = Uy (3.t Zam (x5:t) =0
Verilen baslangi¢ kosulunun grid noktalar cinsinden yazilmasiyla

olacaktir. Grid noktalar cinsinden elde edilen sinir kosullari yukaridaki sisteme
uygulanacak ve olusan lineer denklem sistemi ¢oziilecektir. Boylece bir sonraki zaman

adimina ait sicaklik degerleri elde edilecektir.
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t =0 anindaki sicaklik degerlerini kullanarak U (Xi,O+At) noktalarindaki degerleri

hesaplayalim. Bunun i¢in baglangi¢ kosulunu kullanarak elde edilecek sistem

U (x,0+ At) 8y 8, & an ||U(x,0)

U(x,0+At)l | by by by Doy || U (x,,0)
b(N—l)l b(N—l)z b(N—l)(N—]) b(N—l)N

U(XN,t—{—AI) ay; ay,  Ays Ay U(XN,O)

olmak tizere

U (x,0+At) a 8y a3 N X

U (x,,0+ At) b, by, by by || %
Brnoan By Brn—nn-t) B || Xy

U(XN,t—i—At> ay, ay,  Ays any XN

seklindedir. Bu lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden U (Xi,O—i—At) noktalarindaki

sicaklik degerleri bulunacaktir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken bir durum soz

konusudur. Agirlikli katsayilar matrisine yazdigimiz Neumann kosullarindan elde
edilecek degerler, verilen kosullar ile es olmalidir. Buna gore elde edilen U (XI,O + At)
ve U (XN ,O—I—At) degerleri soruda verilen kosula es olmak iizere diizenlenmelidir. Bu

soruda Neumann kosullar1 agirlikli katsayilar matrisinin ilk ve son satirlarina

yazildigindan, sol taraftaki ilk ve son satirda degisiklik yapilmustir.

Yukaridaki 1s1 denkleminin analitik ¢oziimi

U(xt)= l—4?3:—1 g (et

2 = [(2m_l>ﬂ']2 tcos[(2m—1>7rx}

olmak iizere N =10 grid nokta i¢in diizglin dagilimi kullanarak kesin ve yaklasik

degerlerin karsilastirilmasi Cizelge 6.3” de verilmistir.
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Cizelge 6.3 Ornek 6.3 igin farkli zaman adimlar1 kullanarak belirli grid noktalardaki
kesin ve yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X 12
Uy U .
Grid Noktalar1 Kesin Yaklasik Mutlak Hata
At=0.01
0.1111 0.14598 0.11111 0.3487 %107
0.2222 0.22925 0.22222 07031102
0.3333 0.33421 0.33333 0.8751x1073
0.4444 0.44451 0.44444 0.6194%10~%
At=0.1
0.1111 0.35805 0.11111 0.24694
0.2222 0.38429 0.22222 0.16207
0.3333 0.42448 0.33333 0.09115
0.4444 0.47377 0.44444 0.02933
At=0.5
0.1111 0.49726 0.11111 0.38615
0.2222 0.49777 0.22222 0.27554
0.3333 0.49854 0.33333 0.16521
0.4444 0.49949 0.44444 0.05505

6.4 Dirichlet Simir Kosullar1 Altindaki Homojen Hiperbolik (Dalga) Denklemin

Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Coziimii

Ornek 6.4

Ug (X, t)=Uy (xt) , 0<x<7 ,t>0

Sinir kosullart
U(0,t)=U(mt)=0
Baslangi¢ kosullari
U (X,O) = 3sin(x)

U, (x,0)=0
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Dirichlet smir kosullar1 altindaki homojen dalga denklemini PDKM kullanarak

hesaplayalim.
Coziim
i=12,..,N i¢in X; grid noktalarin1 yukaridaki dalga denklemine uygulayalim:
Utt (Xl’t) - UXX <Xl’t>
Fonksiyonun t’ye gore olan tiirevinde (5.8) ikinci mertebeden ileri sonlu fark
formiiliinii, X’e gore olan tiirevinde ise ikinci mertebeden DKM esitligini kullanalim:

U (x,t+2At)—2U (x,t+At)+U (x,t) &
(6,280 20 06t B0HU B g oy,
(At) =

[\S)
=
=

>
c
—
X
-
S———

U (x;,t+2At)—2U (x,t 4+ At)+U (x,t) = (At)

Bu esitligi matris ve vektor gosterimi ile tekrar yazalim:

U (6.t 4240 = (At w) — 1

U (x;.t)|  +[20 (6.t + AL

x1 NxN ><1.

Buradaki agirlikli katsayilar matrisine kisaca [bij} dersek

b.

[U (Xi’H’zAt)]le :[ ”]NXN

[U (xj,t)]le +[2U (x.t+ AL

x1

elde edilir. Simdi verilen sinir kosullarini grid noktalar cinsinden ifade edelim:
U (0,t)=U(x,t)=0
U (7,t)=U (xy,t)=0.

Verilen baslangi¢ kosullarinin grid noktalar cinsinden yazilmasiyla

U, (x,0)=0
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olacaktir. Grid noktalar cinsinden elde edilen sinir kosullar1 yukaridaki sisteme
uygulanacak ve olusan lineer denklem sistemi ¢oziilecektir. Boylece bir sonraki zaman
adimina ait yaklasik degerler elde edilecektir.

t=0 anindaki degerlerini kullanarak U (Xi ,0+ ZAt) noktalarindaki degerleri

hesaplayalim.

U (x.0+2At)] =]

o =18 U(xj,o)]lejuz[u(xi,OJrAt)]NX1

Bu esitlikte sol taraftaki bilinmeyeni hesaplayabilmek i¢in sag taraftaki tiim vektorlerin

bilinmesi gerekmektedir. Bu esitlikteki U (Xi,O—I—At) degerlerini bulabilmek i¢in

baslangi¢ kosullarindan birini kullanmak gerekmektedir. Buna gore

U (x,0+At)—U (x,0)
At

=0

U, (x,0)=
U (x,0+At)=U(x,0)

olacaktir. Boylece esitligi tekrar yazarsak

[U <Xi’0+2At>]Nx1 - [bij]NxN [U (XJ"O)

Nl +2[U <Xi’0>]N><1

elde edilecektir. Bu esitlikte agirlikli katsayilar matrisine sinir kosullarini ve vektorlerde

baslangi¢ kosulunu yerine yazarsak

U (x,0+2At) 1 0 0 - 0 [JU(x,0) U (x,,0)
U (XZ,O—l—ZAt) b21 b22 b23 sz U <X2,0> U <X2,0>

U (xy,0+2At) 0 0 0 1 U (xy,0)] |U(xy,0)

olmak tlizere

U (x,042At) 1 0 o - 0 0 0
U (x,,0+2At) b,, b,, by - by || 3sin(x,) 6sin(X,)
: - : : : : + :
b(N—l)l b(N—l)z b(N—1)3 b(N—l)N 3sin (XN _1) 6sin (XN _1>
U (Xy,0+ 2At) 0 0 e 0 1 0 0
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elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden U (Xi,0+2At) noktalarindaki
yaklasik degerler bulunacaktir.

Yukaridaki dalga denkleminin analitik ¢6zimii

U (x,t)=3cos(t)sin(x)

olmak iizere N =10 grid nokta i¢in diizglin dagilimi kullanarak kesin ve yaklasik

degerlerin karsilastirilmasi Cizelge 6.4” de verilmistir.

Cizelge 6.4 Ornek 6.4 igin farkli zaman adimlar1 kullanarak belirli grid noktalardaki
kesin ve yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X 12
Uy U .
Grid Noktalar1 Kesin Yaklasik Mutlak Hata
At=0.01
0.3491 1.02586 1.02596 0.1026 %1073
0.6981 1.92798 1.92817 0.1928 %1073
1.0472 2.59756 2.59782 0.2598%103
1.3963 2.95383 2.95413 0.2954 %103
At=0.1
0.3491 1.00561 1.01580 0.01019
0.6981 1.88992 1.90908 0.01916
1.0472 2.54629 2.57210 0.02581
1.3963 2.89553 2.92488 0.02935
At=0.5
0.3491 0.55438 0.76954 0.21516
0.6981 1.04190 1.44627 0.40437
1.0472 1.40375 1.94856 0.54481
1.3963 1.59628 2.21582 0.61954
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6.5 Baslangic Kosullar1 Altindaki Homojen Olmayan Hiperbolik (Dalga)

Denklemin Polinom Tabanh Diferensiyel Karesellestirme Metodu ile Co6ziimii

Ornek 6.5

Uy (X, t)=U (x,t)—1 ,t>0
Baslangi¢ kosullari
U (X,O) = sin(X)
U, (x,0)=
ile verilen homojen olmayan dalga denklemini PDKM kullanarak hesaplayalim [24].
Coziim
i=12,..,N i¢in X; grid noktalarin1 yukaridaki dalga denklemine uygulayalim:

Utt (Xl’t) :UXX (Xl,t)_l

Fonksiyonun t’ye gore olan tiirevinde (5.8) ikinci mertebeden ileri sonlu fark

formiiliinii, X’e gore olan tiirevinde ise ikinci mertebeden DKM esitligini kullanalim:

N
1S W (x, 1)
j=1

U (x;,t+2At)—2U (x,t+At)+U (x,t)
(A’

U (%,t+2At) = 2U (%, t+ At)—U (x,t)— (At) +(At)’ zNjwﬁ?)u (x.t).

j=1
Bu esitligi matris ve vektor gosterimi ile tekrar yazalim:

U (.t 280 = (At W = 1[u (x;.)]+[2U (%, t+ A0 | (A1)

Buradaki agirlikli katsayilar matrisine kisaca [bij] dersek

U (x,t+24t)) = [b; ]NxN [U (x, ,t)]le +2U (%, t+ A —[(At)2

Nx1

elde edilir. Verilen baslangi¢ kosullarin1 grid noktalar cinsinden yazarsak
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U(Xi,O)zsin<Xi)
U, (%,0) =X

olacaktir.

t=0 anindaki degerlerini kullanarak U (Xi,0+2At) noktalarindaki degerleri

hesaplayalim.

U (x,0+280] =oy] U (x;,0) y

U (5,04 A0 (At

N x N x1

Bu esitlikte sol taraftaki bilinmeyeni hesaplayabilmek i¢in sag taraftaki tiim vektorlerin

bilinmesi gerekmektedir. Bu esitlikteki U (Xi,0+At) degerlerini bulabilmek i¢in

baslangi¢ kosullarindan birini kullanmak gerekmektedir. Buna gore

U (x,0-+At)—U (x,0
U, (3,0) = LT AUED

U (%,0+At)=xAt+U (x,0)

olacaktir. Boylece esitligi tekrar yazarsak

2

U (5,028 =[y [V (x20)], +2[6at+U (.0)], —|(At))

elde edilecektir. Buna gore

U (x,,0+2At) by, b, - by |[U(x,0) XAt +U (x,0)

U (x,,0+2At) by, b, by ||U(x,,0) x,At+U (x,,0)

. : : . . . o 2
= +2 [(At) }le
b(Nfl)l b(Nfl)Z b(Nfl)N
U(xy,04+2At) | by, by, - by [[U(X0)] [XyAt+U(xy,0)

olmak tuzere
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U (Xl,0+2At) b11 b12 blN Sil’l(xl) XlAt+Sin(Xl)
U (X2,0+2At) b21 bzz sz sin(Xz) XzAt+sin(X2)
: _ : : : . ) . —[(At 2
Nx1
b(N—l)l b(N—l)Z b(N—l)N
U(XN,O+2At) by, by, by sin(XN) XNAH—sin(XN)

Bu lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinden U (Xi,0+2At) noktalarindaki yaklasik

degerler bulunacaktir.

Yukaridaki dalga denkleminin analitik ¢6ziimii
I, . 1.,
U (X,t) = E[sm(x +t)+sm(x—t)]—|— xt _Et
olmak tizere N =10 grid nokta i¢in diizglin olmayan dagilimi kullanarak [O, 1]
araliginda kesin ve yaklasik degerlerin karsilastirilmasi Cizelge 6.5’ de verilmistir.

Cizelge 6.5 Ornek 6.5 igin farkli zaman adimlar1 kullanarak belirli grid noktalardaki
kesin ve yaklasik degerler ve mutlak hatalar

X [E|
U,.. U .
Grid Noktalari Kesin Yaklasik Mutlak Hata
At=0.01
0.0000 —0.0002 —0.0001 0.9999 %104
0.4132 0.40950 0.40964 0.1402 %1073
0.5868 0.56514 0.56530 0.1554%1073
1.0000 0.86110 0.86129 0.1841x1073
At=0.1
0.0000 —0.0200 —0.0100 0.9999 %102
0.4132 0.45615 0.47014 0.1399%107!
0.5868 0.64005 0.65555 0.1550 %10
1.0000 1.00470 1.02306 0.1836x10!
At=0.5
0.0000 —0.5000 —0.2500 0.2499
0.4132 0.13012 0.46432 0.3342
0.5868 0.38510 0.75211 0.3661
1.0000 0.95465 1.38110 0.4265
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, niimerik bir metot olan DKM nin bir ¢esidi PDKM, adi ve kismi tiirevli

diferensiyel denklemlere uygulanmistir.

Lineer adi diferensiyel denkleme PDKM’nin uygulanmasiyla denklem cebirsel bir
lineer denklem sistemine indirgenmistir. Verilen baglangic ve/veya sinir kosullarina da
PDKM’nin uygulanmasiyla olusan lineer denklem sistemi, bilinen yontemlerden biri
(Matrisin Tersi Metodu, Cramer Metodu, Gauss Eliminasyon Metodu, Gauss-Jordan

Metodu, LU Ayristirma Metodu ve benzeri) ile ¢oziilebilmektedir.

Yiiksek mertebeden sonlu fark semasimin agirlik  katsayillar1 PDKM ile
hesaplanabilmektedir. Bir diger ifade ile PDKM, yiiksek mertebeden sonlu fark

semasiyla es degerdir. m diferensiyel denklemin mertebesi ve N grid nokta sayisi
olmak iizere eger 2<m<N —1 araliginda ise PDKM ile bulunan Wi(jm) agirhik

katsayilari, yiiksek mertebeden sonlu fark semasiyla bulunan denklem sistemini
saglayacaktir. Buna gore PDKM, Sonlu Fark Metodu’nun genisletilmis bir modelidir.
Bu iki metot hem i¢ noktalara hem de sinir noktalara uygulanabilmektedir. Ayrica grid

noktalarin diizenli veya diizensiz olusu metodun uygulanmasina engel olmamaktadir.

PDKM’nin kismi tiirevli diferensiyel denkleme uygulanmasiyla denklem, lineer adi
diferensiyel denkleme indirgenmistir. Verilen baslangic ve/veya sinir kosullarima da
PDKM’nin uygulanmasiyla olusan lineer adi diferensiyel denklem, bilinen
yontemlerden biri (Runge-Kutta Metodu, Adams Metodu, Adams-Moulton Metodu,

Sonlu Fark Metodu ve benzeri) ile ¢ozililebilmektedir.

Sonug olarak calismamizda kullanilan bu metot, benzer sekilde, lineer olmayan adi ve

kismi tiirevli diferensiyel denklemlere de uygulanabilir.
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>

ADI DIFERENSIYEL DENKLEMIN COZUMUNE AIT ISLEM

BASAMAKILARI
restart;
with(LinearaAlgebra) :
with(linalg):
print("Ornek 4.1") ;
"Ornek 4.1" )]

print ("Esit Aralikli (Uniform) Dagilim");
print("Grid Nokta Sayisi"); N:=5;
print("Sag Taraf Fonksiyonu"); f:=unapply(l+2*x%*sin
(x"2) ,x);
XX :=Vector(N) :Al :=Matrix(N,N):
B:=Matrix(N,N, shape=identity):
"Esit Aralikli (Uniform) Dagilim"
"Grid Nokta Sayisi"
Ne=3
"Sag Taraf Fonksiyonu"

f=x—1 +2xsin(x2)

print {("Grid Noktalar") ;

for k from 1 to N do X[k]:=(k-1)*(1/(N-1)) od;
M:=unapply (mul ( (x-X[k]) ,k=1..N) ,x);

Mt :=unapply (diff (M(x) ,x) ,x):

"Grid Noktalar"

X1:=0

1

L=

1

X=7

3

=g

X5:=1
» _1 o -2 T
M: x-—)x(x 4)(35 2)(x 4)(x 1

for i from 1 to N do
for j from 1 to N do
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if i<>3j then
Al[i,j]l:=Mt(X[i])/((X[1i]1-X[31)*ME(X[]]))
else Al[i,j]l:=0
end if
od;
| od;
> for i from 1 to N do a[i]l:=-add(al[i,]j],j=1l..N);
for j from 1 to N do if i=j then Al[i,]j]l:=a[i] end
if
od:
od:

> AA:=Al: for i from 1 to N do XX[i]:=evalf(£(X[i])) od:
> print("Agirlikli Katsayilar Matrisi"); AA;
print("Sag Taraf Vektoru"); XX;

"Agirlikli Katsayilar Matrisi"

25 L 16
3 16 12 3 1
10 1

~1 3 6 2 3
1 _8 8 _1
3 9 3 3

1 10

"3 2 6 3 1
16 25

1 3 12 -16 3

"Sag Taraf Vektoru"

! " .
1.031229659
1.247403959 )
1.799954010

L 2.682941970 |

> print ("Degistirilecek satir numaralarini giriniz");
kl1:=1;

for i from 1 to N do if i=kl then AA[kl,i]:=1 else AA
[k1,i]:=0 end if od; XX[kl1l]:=0.;

"Degistirilecek satir numaralarini giriniz"
kl1=1
XX, =0. 3)
[ > print ("Baslangic Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar
Matrisi"); AA;
print ("Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru") ;
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XX
"Baslangic Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar Matrisi"

1 6 0 ¢ o
10 1
1 3 6 -2 3
1 _8 8 _1
3 3 ¢ 3 3
1 e 10
3 2 6 3 1
16 ., . 25
1 3 12 -16 3
"Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru"
: N ;
1.031229659
1.247403959
1.799954010
2.682941970

> print("Yaklasik Cozumler") ;
¥C:=LinearSclve (AA,XX,method="'1LU") ;
"Yaklasik Cozumler"

0.
0.266381440666667
0.544140962250000
0.918114732750000

1.47165445966667 _

> print ("Denklemin Cozumu") ;
FF:=unapply(x-cos(x*2)+1,Xx) ;
AC:=Vector (N) :
print ("Kesin Cozumler") ;

"Denklemin Cozumu"

FF=x—x— cos(xz) 41
"Kesin Cozumler"

0.
0.2519524893
0.5310875783
0.9040755008
1.459697694 1
=> print ("Mutlak Hata"; ; abs (AC-YC) ;
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"Mutlak Hata"

0.
0.0144289513666668
0.0130533839500002
0.0140392319500002
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VV"

restart;

with (LinearAlgebra) :
with(linalg):
print("Ornek 4.1");
Digits:=6:
"Ornek 4.1" 1)
print("Esit Aralikli Olmayan (Non-Uniform) Dagilim") ;
"Esit Aralikli Olmayan (Non-Uniform) Dagilim" 2)

print ("Grid Nokta Sayisi"); N:=5;
print("Sag Taraf Fonksiyonu") ;
f:=unapply (1+2*x*sin (x"2) ,x) ;
XX:=Vector (N) :Al:=Matrix(N,N) :
B:=Matrix (N,N, shape=identity) :
"Grid Nokta Sayisi"
N:=5
"Sag Taraf Fonksiyonu"
f=x—1+2xsin(+?) 3)
print ("Grid Noktalar") ;
for k from 1 to N do X[k]:=evalf((l-cos(((k-1)*Pi)/
(N-1)))/2) od;
"Grid Noktalar"
X =0,
X, :=0.146448
X5 :=0.500000
Xy =0.853552
Xy=1. “4)

M:=unapply (mul ( (x-X[k]) ,k=1..N) ,x):
Mt :=unapply (diff (M(x) ,x) ,x) :

for i from 1 to N do
for j from 1 to N do
if i<>j then Al[i,j]:=Mt(X[i])/ ((X[i]-X[j])*Mt(X
[31))
else Al[i,]j]:=0
end if
od;
od;
for i from 1 to N do a[i] :=-add(Al[i,j],j=1..N);
for j from 1 to N do
if i=j then Al[i,j]:=al[i] end if
od:
od:

AA:=Al:
for i from 1 to N do XX[i] :=evalf (£(X[i])) od:
print("Agirlikli Katsayilar Matrisi"); AA;
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print ("Sag Taraf Vektoru"); XX;
"Agirlikli Katsayilar Matrisi"

| -10.9999 13.6568 -4.00006 2.34317 -1.00000 _
-3.41415 . 141413 2.82846 -1.41422 0.585783
0.999986 -2.82842 -0.000004 2.82842 -0.999986
-0.585783 1.41422 -2.82846 -1.41413 3.41415
1.00000 -2.34317 4.00006 -13.6568 10.9999
"Sag Taraf Vektoru"
Te o]
1.00628
1.24740 Q)
2.13657
2.68294

|
> print("Degistirilecek satir numaralarini giriniz");
kl:=1;
for i from 1 to N do

if i=kl then AA[kl,i]:=1 else AA[kl,i]:=0

end if
od;
XX[k1l]:=0.;

"Degistirilecek satir numaralarini giriniz"
kl =1

XX, =0. (6)

> print("Baslangic Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar
Matrisi") ;
AR;
print ("Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru");
XX;
"Baslangic Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar Matrisi"

1 0 0 0 0
-3.41415 1.41413 2.82846 -1.41422 0.585783
0.999986 -2.82842 -0.000004 2.82842 -0.999986
-0.585783 1.41422 -2.82846 -1.41413 3.41415

1.00000 -2.34317 4.00006 -13.6568 10.9999

"Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru"

(M
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0.
1.00628
1.24740
2.13657

2.68294

=> print ("Yaklasik Cozumler") ;
YC:=LinearSolve (AA,XX, method="'LU") ;
"Yaklasik Cozumler"

| 3.98348990280397 10716 |
0.153330371762685
YC:=| 0.531899893067614
1.11174620332467
1.46342086659910

=> print ("Denklemin Cozumu') ;
CF:=unapply (x-cos (x*2) +1,x) ;
"Denklemin Cozumu"

CF =x—x— cos(xz) +1

=> AC:=Vector (N) : print("Kesin Cozumler") ;
for i from 1 to N do AC[i] :=evalf (CF(X[i])) od:AC;
"Kesin Cozumler"

0.
0.146678
0.531088

1.10741
1.45970

=> print ("Mutlak Hata"); abs(AC-YC) ;
"Mutlak Hata"

[ 3.98348990280397 10°¢ |
0.00665237176268477

0.000811893067614422
0.00433620332466544

| 0.00372086659909798

112

Q)

@®

®

(10)

11



user
Typewritten Text
112


lVVI

restart;
with (LinearAlgebra) :
with(linalg):
print("Ornek 4.1");
Digits:=6:
"Ornek 4.1" 1)

print ("Chebyshev Gauss Lobatto Dagilimi') ;

"Chebyshev Gauss Lobatto Dagilimi” )
print("Grid Nokta Sayisi"); N:=5;Q:=N+1:
print("Sag Taraf Vektoru"); f:=unapply(l+2*x*sin(x"2),

X) s
X})(: =Vector(Q) : Al:=Matrix(Q,Q):
B:=Matrix(Q,Q, shape=identity) :
"Grid Nokta Sayisi"
N=35
"Sag Taraf Vektoru"

F=x—1+2xsin(+) 3)

for k from 0 to N do Y[k+1l] :=evalf (cos((k*Pi)/N)) od:
print ("Grid Noktalar"); for k from 0 to N do X[k+1]:=
(1-Y[k+1])/2 od;

"Grid Noktalar"
X, =0.
X, :=0.095492
X; :=0.345493
X, :=0.654507
X, :=0.904508
X, :=1.00000 4

M:=unapply (mul ( (x-X[k]) ,k=1..Q) ,x):
Mt :=unapply (diff (M(x) ,x) ,x):

for i from 1 to Q do
for j from 1 to Q do
if i<>3j then Al[i,j]:=Mt(X[i])/ ((X[i]-X[J])*Mt(X
(31))

end if

od;
od;
for i from 1 to Q do a[i]:=-add(Al[i,j],i=1..Q);

for j from 1 to Q do if i=j then Al[i,j]:=a[i] end
if

od:
od:

else Al[i,j]:=0

AA:=Al: for i from 1 to Q do XX[i] :=evalf (£(X[i])) od:
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> print("Agirlikli Katsayilar Matr:.s:L") AA;
print("Sag Taraf Vektoru"); XX;

"Agirlikli Katsayilar Matrisi"
| -17.0000 20.9443 -5.78891 3.05578 -2.21115 1.00000
-5.23598 234157 4.00000 -1.78887 123606 -0.552782
1.44719 -3.99997 0.341596 3.23610 -1.78884 0.763924
-0.763924 1.78885 -3.23610 -0.34158 3.99994 -1.44719
0.552787 -1.23608 1.78888 -4.00003 -2.34159 5.23603
-1.00000 221117 -3.05578 5.78891 -20.9442 16.9999
» "Sag Taraf Vektoru"
L

1.00174
1.08228
1.54376
2.32035
2.68294 |

®)

[> print("Degistirilecek satir numaralarini giriniz");
kl:=1;
for i from 1 to Q do if i=kl then AA[kl,i]:=1 else AA
[k1,i]:=0 end if od; XX[kl]:=0.;
"Degistirilecek satir numaralarini giriniz"
kl =1
XX, =0. (6)

[> prlnt("Baslanglc Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar
Matrisi"); AA;
print ("Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru");
XX;
"Baslangic Kosulu Eklenmis Agirlikli Katsayilar Matrisi"

1 0 0 0 0 0
-5.23598 2.34157 4.00000 -1.78887 1.23606 -0.552782
1.44719 -3.99997 0.341596 3.23610 -1.78884 0.763924
-0.763924 1.78885 -3.23610 -0.34158 3.99994 -1.44719
0.552787 -1.23608 1.78888 -4.00003 -2.34159 5.23603
-1.00000 2.21117 -3.05578 5.78891 -20.9442 16.9999
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"Baslangic Kosulu Eklenmis Sag Taraf Vektoru"
s NS
1.00174
1.08228
1.54376
2.32035
2.68294

=> print("Yaklasik Cozumler") ;
YC:=LinearSolve (AA,XX method='LU"') ;
' "Yaklasik Cozumler"

2.91551277670959 107"
0.0943054732932635
0.352466152913785
YC = )
0.743950428068123
1.22036017454195

1.45908382299088

@)

L

=> print("Denklemin Cozumu'") ;
CF:=unapply (x-cos (x*2) +1,x) :
"Denklemin Cozumu" 9

=>‘AC:=Vector (Q) :print ("Kesin Cozumler") ;
for i from 1 to Q do AC[i] :=evalf (CF(X[i])) od:AC;
"Kesin Cozumler"

0.
0.095534
0.352609
0.744867

1.22092
1.45970 |

=> print("Mutlak Hata"); abs (AC-YC);
"Mutlak Hata"

(10)

[ 2.91551277670959 10716 |
0.00122852670673647
0.000142847086214870
0.000916571931876775
0.000559825458049446
0.000616177009117758

11

115


user
Typewritten Text
115


OZGECMIS

KISISEL BILGILER
Adi Soyadi

Dogum Tarihi ve Yeri
Yabanci Dili

E-posta

OGRENIM DURUMU

Derece Alan

. Gizem TEMELCAN
: 01/01/1989 Istanbul
. Ingilizce

: temelcan.gizem@gmail.com

OKkul/Universite

Lisans Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik  Y1ldiz Teknik Universitesi

Bolimi

Lise Sayisal

Bahgelievler YDA Lisesi

116

Mezuniyet Yili

2011

2007



	İlk_kısımlar
	BOLUM1
	BOLUM2
	BOLUM3
	BOLUM4
	BOLUM5
	BOLUM6
	BOLUM7
	Kaynaklar
	EK
	Özgeçmiş



