T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
DIFERENSIYEL DONUSUMLER YARDIMIYLA COZUMU

YAGMUR GUNGOR

YUKSEK LiSANS TEZIi
MATEMATIK MUHENDISLiGI ANABILIiM DALI
MATEMATIK MUHENDISLiGIi PROGRAMI

DANISMAN
PROF. DR. MUSTAFA BAYRAM

ISTANBUL, 2013



T.C.

YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
DIFERENSIYEL DONUSUMLER YARDIMIYLA COZUMU

Yagmur GUNGOR tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi 12.04.2013 tarihinde asagidaki
jurt tarafindan Yildiz Teknik pniversitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Miihendisligi Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani
Prof. Dr. Mustafa BAYRAM
Yildiz Teknik Universitesi

Es Damisman
Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Fatih Universitesi

Jiiri Uyeleri
Prof. Dr. Mustafa BAYRAM
Y1ldiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Mustafa SIVRI
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Mehmet AHLATCIOGLU
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Miifit GIRESUNLU

Istanbul Universitesi

Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Fatih Universitesi




ONSOZ

Bu tez c¢alismasmnin hazirlanmasinda hocam Prof. Dr. Mustafa BAYRAM'a, tez
konusunun se¢imine ve yiiriitiilmesine tavsiyeleriyle yon veren, yiiksek lisansimin ders
alma siireci dahil bitisine kadar destegini esirgemeyen, degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr. Ali
SAHIN'e en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, yasamimin her asamasinda bana maddi ve manevi her tiirlii destegi ile yanimda
olan aileme tesekkiirii bir borg¢ bilirim.

Nisan, 2013

Yagmur GUNGOR



ICINDEKILER

Sayfa
SIMGE LISTESI ... .ottt vi
KISALTMA LISTESI....ooiviiitiieeeceeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt vii
SEKIL LISTESI ...ttt viii
CIZELGE LISTESI ..ottt eenas X
OZET ..ottt ettt ettt X
ABSTRACT ...ttt e e et e e et e e e e satbaeeeesrbeeeeesnsaeaeenssaeeaas X1
BOLUM 1
GIRIS ...ttt 1
1.1 Lteratlir OZEti. . c.v e 1
| N <4 1 AN 1 o FO 4
L3 HIPOTEZ oottt e e e e e e e e e e aaeaeeeeas 4
BOLUM 2
DIFERENSIYEL DONUSUM METODU......coooiiuiiieieeeeeeeeee e 5
2.1 Tanmlar ... 5
2.2 Teoremler Ve ISPatlart..........ccoeveiiiieieeicie et 6
BOLUM 3
DIFERENSIYEL DONUSUM METODU UYGULAMALARI ......c.ccooeiiiieeeea 31
BOLUM 4
IKI BOYUTLU DIFERENSIYEL DONUSUM METODU ......cocoveviiiiieeeeeeeeeean 66
BOLUM 5
IKI BOYUTLU DIFERENSIYEL DONUSUM METODU UYGULAMALARI......... 87
BOLUM 6
SONUC VE ONERILER.........cooviiiiiiieeeeeeeeeee et 97



KAYNAKLAR ..o

OZGECMIS oo e e s e eee e



SIMGE LIiSTESI

D, Diferensiyel doniisiim operatorii

Dy ' Ters diferensiyel doniisiim operatorii

vi



KISALTMA LISTESI

DDM Diferensiyel Doniisiim Metodu

vil



SEKIL LiSTESI

Sekil 5. 1
Sekil 5. 2

Sekil 5. 3
Sekil 5. 4

Sayfa
0y (26, 1) A GEATIZ .o 95
Uy (2, 0) NN GLATIZT ..o 96
Uy (2, ) D GLATIFI oo 96
Ornek 5.2'nin kapali ¢cozimiinin grafigi........cccceeeeeeeniiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee, 96

viil



CIZELGE LiSTESI

Sayfa
Cizelge 6. 1 Tek degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniistimleri........................ 98
Cizelge 6. 2  Iki degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniisiimleri....................... 100

X



OZET

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
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Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Mustafa BAYRAM
Es Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Bu c¢aligmada, tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniisiim
ozellikleri ispatlar1 ile verilmis, lineer ve non-lineer diferensiyel denklemlerin
Diferensiyel Doniisim Metodu (DDM) yardimiyla ¢oziilmesi ele alimmistir. Yeni
olmakla birlikte bu metot, Taylor serilerine baglh yar1 analitik-niimerik bir metot olup
verilen denklemi cebirsel bir denkleme doniistiirdiiglinden kullanimi kolay, anlasilabilir
ve bilgisayar programlamaya uygundur. Elde edilen sonuglar problemlerin bilinen
yontemlerle bulunan kapali ¢oziimleri ile karsilastirilip ¢o6zliimiin dogrulugu kontrol
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel Doniistim Metodu, Taylor serileri.
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In this study, differential transform properties and its proofs of one-variable and two-
variable functions are given and solutions of linear and non-linear differential equations
by using differential transform method are discussed. Although this method is new, the
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BOLUM 1

GIRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Diferensiyel Dontisiim Metodu (DDM) , ilk olarak elektrik devreleri analizi i¢cinde yer
alan lineer ve lineer olmayan baslangi¢c deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in 1986 yilinda
Zhou [1] tarafindan ortaya konulmustur. Yeni bir metot olan DDM, Taylor serilerine
bagl yar1 analitik-niimerik bir tekniktir. Taylor seri a¢ilimini temel alan bu metot, ele
aliman analitik fonksiyonun gerekli tiirevlerini sembolik olarak igeren geleneksel yiiksek
mertebeden Taylor serisi metodundan farklidir. Taylor serisi metodu, yiiksek mertebeler
icin zaman kaybettiricidir. DDM ise tiirevleri sembolik olarak degerlendirmez, bunun
yerine diferensiyel doniisimii kullanarak orijinal denklemlerden elde edilen
doniistiiriilmiis denklemlerle tanimlanan bir iterasyon metodu yardimiyla bagil tiirevleri
hesaplar. Bu teknikle, verilen diferensiyel denklem ve ilgili baslangic kosullari, sonugta
kuvvet serisi ¢Oziimiiniin katsayis1 olarak cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiiyle

sonuglanan tekrarlayan bir denkleme doniistiiriiliir.

Adi diferensiyel denklemler, integral doniisiimler (Laplace, Fourier, vb.) yardimiyla da
coziilebilirler. Bu metotlar, adi diferensiyel denklemi bu denkleme karsi gelen bir
cebirsel denkleme doniistiiriir. Non-lineer adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢cin
kullanilan bu integral doniistim metotlar1 ile karmasik ifadelerin integrallerinin alinmasi
zor olabilir ve ters doniislimlerinin alinmasinda problemler ortaya ¢ikabilir. DDM, bu
tiir metotlarla karsilastirildiginda daha pratik, zaman kazandirict ve tekrarlayan bir
denklem yapisina sahip oldugundan bilgisayar programlama yardimiyla ¢oziime de
uygundur. Bu metot, her mertebeden lineer ve non-lineer adi ve kismi diferensiyel
denklemlerin kapali ve yaklasik c¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanighdir. Ayrica

problemlerin DDM yardimiyla ¢oziimii ile yiiksek oranda dogru sonucglar elde



edilmistir. DDM, 6zellikle baslangi¢c deger problemleri i¢in, baglangi¢ noktasi etrafinda

diger metotlara kiyasla ¢6ziime ¢ok daha hizli yakinsamaktadir.

DDM, yalnizca adi ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmamakta,
aynt zamanda integral ve integro-diferensiyel denklemler, diferensiyel ve integral
denklem sistemleri, 6zdeger problemleri, diferensiyel fark denklemleri gibi matematik,

fizik ve bir¢ok alanda ortaya konan problemlerin ¢6ziimiinde de kolaylik saglamaktadir.

Genel manada DDM yardimiyla baslangi¢ deger problemlerinin ¢dziimii ve uygulamali
ornekleri Jang ve arkadaslar1 tarafindan incelenmistir [2]. Benzer sekilde, DDM'nin
gecikmeli diferensiyel denklemlere uygulamalar1 ile alakali ¢alismada Karakog¢ ve
Bereketoglu [3] tarafindan irdelenmistir. DDM ile ¢ok bilinen standart diferensiyel
denklemlerin ¢6ziimii de arastirilmistir. Bu baglamda Biazar ve Eslami'nin [4] kuadratik
Riccati diferensiyel denklemi iizerine olan ¢alismas1 6rnek gosterilebilir. Bu ¢alismada,
Riccati denkleminin analitik ¢6ziimii i¢cin gerekli olan 6zel ¢oziime, DDM ile ¢6ziimde
ithtiya¢ duyulmadig goriilmistiir. Hesaplamalarda MAPLE sembolik programlama dili

kullanilmis ve sonuclar analitik ¢6ziimlerle karsilastirilmigtir.

Kanth ve Aruna [5], diferensiyel doniisim metodunu akiskan ve quantum mekanigi,
kimyasal-reaktdr teorisi ve jeofizik gibi miihendislik ve bilimin bir¢ok alaninda
kullanilan iki-nokta smir deger problemlerine de uygulamistir. Bu uygulama ile iki-
nokta smir deger problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan varyasyonel iterasyon metodu,
sinc-Galerkin metodu, homotopi pertiirbasyon metodu gibi metotlarin aksine, DDM'nin
acik ve anlasilir bir metot oldugu sonucuna varilmistir. Farkli tipteki lineer ve non-
lineer yiiksek mertebeden sinir deger problemlerinin DDM ile ¢6ziimii Hassan ve Ertiirk

[6] tarafindan incelenmis ve sonucu teorik ¢oziimlerle karsilastirilmastir.

DDM'in farkli fizik, doga ve miihendislik bilimlerine uygulamalar1 da mevcuttur.
Ozellikle osilatdr sistemler iizerine yapilan ¢alismalar diger analitik metotlara kiyasla
DDM'nin uygulaniginin pratikligini ortaya koymustur. Chen ve Chen'nin [7] bir
calismasinda, osilator diferensiyel denklemindeki parametre degerlerine bagh olarak
DDM ile ortaya konan sonug, Runge-Kutta metodu ile elde edilen sonuglarla
karsilagtirilmistir ve sonuglarin birbirine uyumlu oldugu tespit edilmistir. EI-Shaded [8],
Monami ve Ertiirk'iin [9] caligmalarinda, benzer tiirden non-lineer osilator diferensiyel

denklemler irdelenmis ve seri ¢oziimlerinin modifiye edildigi alternatif bir teknik



kullanilmustir. ilk olarak DDM ile elde edilen sonlu seriye Laplace doniisiimii
uygulanmis, doniislimii alinmis serinin Pade yaklasimi meromorfik bir fonksiyona
dontstiiriilmiistiir. Son olarak elde edilen bu fonksiyona, DDM sonlu seri ¢oziimiinden
daha 1yi1 bir yaklasik ¢6ziim olabilecek bir analitik ¢oziim elde etmek i¢in ters Laplace
donlistimii uygulanmistir. Bu teknige modifiye DDM denilmektedir. Ayrica DDM
diferensiyel denklem icerisindeki kiigiik parametrelere ihtiyag duymaz. Bu nedenle,
geleneksel pertiirbasyon metotlarinin olusturdugu kisitlamalar bu metotla ortadan

kaldirilir.

Arikoglu ve Ozkol [10], integro-diferensiyel denklemler igin sinir deger problemlerinin
DDM yardimiyla ¢6ziimiinii incelemis ve bu tip problemlerin ¢6ziimii i¢in literatiirde
kullanilan Galerkin Metodu, Lagrange Enterpolasyon Metodu gibi niimerik metotlara
gore DDM'nin ¢ok daha kullanish ve dogru oldugunu ifade etmislerdir. Benzer bir
calisma Odibat [11] tarafindan yapilmis ve carpanlarina ayristirilabilen ¢ekirdeklere

sahip Volterra integral denklemi DDM ile ¢6ziilmiistiir.

Lineer ve non-lineer adi diferensiyel denklem sistemlerinin DDM yardimiyla ¢éziimii
Hassan [12] tarafindan incelenmistir. Bu calismada diferensiyel denklem sistemlerinin
¢Oziimiinde kullanilan Runge-Kutta metodu sonucu elde edilen ¢6ziimlerle DDM
sonucu elde edilen degerler karsilastirildiginda, DDM'nin yuvarlama hatalarindan uzak
ve islem fazlaligt olmayan bir metot oldugunu ifade edilmistir. Hassan'm diger
arastirmas1 da metodun 6zdeger problemlerine uygulanmasidir [13]. Metot yardimiyla

elde edilen sonuglar grafiksel olarak analitik sonuclarla karsilastirilmistir.

Kismi tiirevli diferensiyel denklemler, en az iki degiskenli fonksiyonlarmm ve bu
fonksiyonlari degiskenlere gore tiirevlerinden olustugundan metodun tek boyutlusu bu
tip denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilamamaktadir. Dolayisiyla iki boyutlu DDM s6z
konusudur. iki boyutlu DDM'nin 6zellikleri, Ayaz [14] tarafindan genis bir sekilde ele
alimmis ve metod lineer ve non-lineer kismi tiirevli diferensiyel denklem sistemlerinin
¢oziimiinde kullanilmistir. Ayaz bu arastirmasinda ayni zamanda ii¢ degiskenli
fonksiyonlar i¢in gerekli olan {i¢ boyutlu DDM'in 0zelliklerini, bu 06zelliklerin
ispatlarin1 ve problemlere uygulanisini incelemistir. Kismi tiirevli diferensiyel denklem
sistemleri ve matematiksel fizikte 6nemli bir rol oynayan Klein-Gordon denkleminin

cesitli ornekleri Kanth ve Aruna tarafindan [15] ve [16] da DDM ile ¢Oziilmiis ve



sonuclarinin  dogrulugu Adomian ayristirma metodu ile elde edilen sonuglarla

karsilagtirilarak desteklenmistir.

Bildik vd. [17], metodu farkl tipte kismi tiirevli diferensiyel denklemlere uygulamas,
problemleri ayn1 zamanda Adomian ayristirma metodunu kullanarak ¢6zmiis ve iki
metottan elde edilen sonuglar1 karsilastirmislardir. DDM'nin Burgers denklemi, KdV ve
mKdV denklemleri ile Telgraf denklemine uygulanmasi sirastyla [18], [19] ve [20] de

ele almmagtir.

Sonug olarak DDM, anlasilmasi ve uygun problemlere uygulanmasi agisindan oldukca
kolay ve pratik bir metottur. Problem ¢6ziimlerinde kullanilan diger metotlarin getirdigi
sinirlamalart ve islem zorluklarimi ortadan kaldirmistir. Zaman kazandiric1 bir metot

olmas1 DDM'yi kullanigl bir hale getirmektedir.

1.2 Tezin Amaci

Bu c¢alismanin amaci, DDM'yi tanitmak ve cesitli problemlere uygulayarak islem
fazlaligi olmadan dogru sonuca ulastran kolay ve zaman kazandirici bir teknik
oldugunu gostermektir. Bu metotla elde edilen sonucglarin analitik c¢oziimlerle

karsilastirilmasi ile metodun dogrulugunun desteklenmesi hedeflenmistir.

1.3  Hipotez

DDM'in 6zellikleri ve bu 6zelliklerin ispatlar1 agik ve anlasilir bir sekilde verilmeye
calisilmistir. Metodun problemlere uygulanisi sirasinda MAPLE sembolik programlama

dili kullanilarak hesaplarin hizli ve giivenilir olmasi saglanmistir.



BOLUM 2

DIFERENSIYEL DONUSUM METODU

Bu boliimde, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan ve diger metotlara
nazaran daha yeni kabul edilen DDM'yi inceleyecegiz. Bu metodun kullanimi ve
metoda ait birkag teoremin ispat1 yapilacaktir. Burada elde edilen metoda ait 6zellikler
coziimii gereken diferensiyel denklemin yapisina gore (nonhomojen, lineer veya non-
lineer) cesitlendirilebilir. Bu kisimda 6zellikle iki ve {i¢ fonksiyonun carpimina ait
diferensiyel donilistim 6zelligi irdelenmis olup daha fazla ¢arpima ait 6zellik ihtiyaca
gore buradan elde edilebilir. Bu doniisiim sadece diferensiyel denklem ¢dziimiinde degil
aynt zamanda integral denklemlerin de c¢6ziimiinde kullanildigindan, integral

denklemlere ait doniisiim 6zellikleri ve bunlara bagh teoremlerin de ispatlar1 verilmistir.

2.1 Tanimlar

Tamim 2.1 Tek degiskenli f (x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyon ¥ (k)

olmak iizere f(x) in diferensiyel doniisiimi,

e L[4 ()
0 {5 =) ~L| L] 2
X=X
olarak tanimlanur.
Tamm 2.2 F (k) doniisiim fonksiyonunun ters diferensiyel doniisiim fonksiyonu,
D F (k)} = f (x) =D F (k)(x—x) (22)

k=0

bi¢iminde tanimlanir.



2.2  Teoremler ve Ispatlar

Teorem 2.1 Iki fonksiyonun toplammnin (farkinin) diferensiyel doniisiimii,
D, {f(x):l:g(x)} =D, {f(x)}i@T {g(x)} =F(k)£G(k)

ile ifade edilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi,

1|d"
0, {1 () = (k)= L
Ve
1|d"
D, (&)} = 6(k) = 51
olmak iizere
1| d*
Dr{f (x)£8(x)} = |- l/ ()£ g (x)
_afdre)] et
k| at B kY| axt B
o} orfet))
~ D, {1(v)} =D, {e(v)
F(k) G(k)
Dolayisiyla

D, {f (x) 22 (x)} = F(£)£ G k)

oldugu goriiliir.



Teorem 2.2 Bir fonksiyonun ¢ € R sabit degeri ile garpiminin diferensiyel doniisiimii,
D, {cf(x)} =cD; {f(x)} = cF (k)
ile verilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimindan,

TN § CAVAC))
@T{f(x)}_F(k)_E |
olmak iizere
1 |d"[ef] 1| d*f
R e B e
1|d"
= EX{X_X :c@T{f(x)}:cF(k)

ile ifade edilir.
Teorem 2.3 Diferensiyel doniisiim lineerdir.

Ispat: o, sabitler olmak iizere Teorem 2.1 ve Teorem 2.2'den
D, {af(x) + ﬁg(x)} =D, {af(x)} +D; {ﬁg(x)}

= a®, {f (x)} + 5D, {g(x)}

olur. Dolayistyla doniisiimiin lineer oldugu goriiliir.

Teorem 2.4 Bir fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinin diferensiyel doniisiimii,

X

@T{df;(x)}:(kﬂ)zv(kﬂ)

ile ifade edilir.



Ispat: Doniisiim tanimi geregi,

1 dkf(x)
@T{f(x)}:F(k):E ol
olmak iizere
D {df(x)}_ 1|d* df(x)]

T Tl k
dx k' dx dx —
_l dk+1f(x)
kN axt |
B 1 dk—i-lf(x)
_<k+1)(k+l)' s _
F(k+1)
=(k+1)F(k+1)

ile ifade edilir.

Teorem 2.5 Bir fonksiyonunun m €N olmak iizere m. mertebeden tiirevinin

diferensiyel doniisiimii,

Dy {%}:(k+1)(k—|—2)...(k+m)F(k—|—m)
= <k—il;!m)!F(k+m)

ile verilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimindan,

d* f(x)

dx*

_ 1
k!

D {f (x)} = F (k)

X=X

olmak tizere



o @] 1 [dt (@)
1 axm KV dx® | dx™
X=X(
_afd ()
_g dxk-i—m
X=X
C(km)t 1 |dFT f(x)
ok (km)|
xfxol
F(k+m)
|
:<k+m)'F(k+m)
k!

=(k+1)(k+2)...(k+m)F (k+m).
Dolayisiyla verilen esitlik ispatlanmis olur.

Teorem 2.6 Iki fonksiyonun ¢arpiminin diferensiyel doniisiimii, » € N olmak {izere

D, {f (x)g(x)} =3 F ()G (k1)
esitligi ile verilir.

Ispat: Bilinir ki f (x) g(x) fonksiyonlarmin ¢carpiminin k. mertebeden tiirevi,

d* d* f (x) k\d" 7 f(x)dg(x) (k)d*f(x)dg(x)

(o] = et I
k\d"" f(x)d"g(x) k \df (x)d*'g(x) d*g(x)
[n] T di” +'"+[k—1} dx dxkg—‘ /%) dik

seklindedir. Bu ifadeden yararlanilarak

D, {f(x)}:F(k):% d;J;EX)
AN N 4G
Drig()} =00 =5 =0




olmak tizere

1| d*
D x)g(x)t =—|—|f(x)g(x
X=X
1 dk k dk—l d k dk—2 d2
S T
k| dx 1)dx" dx |2)dx dx
k dk—n dn k d dk—l dk
k—f Eret & k—?—i_f f
n)dx"" dx" k—1)dx dx dx s,
1|d"r 1 (k)|d* " dg
=l r Tl o
k| dx B KN1)| dx"™ dx
=X X=X
1 k dk—Zf d2g 1 k dk—nf dng
e k—2 1.2 +—= k—n n +ee
KN2)| dx" ™ dx . kK'\n)| dx"™" dx —x,
R'\k=1)|dx ax*| kY axt
=X =Xo0
11|d" 1 |d"'fd
_LAEL) L ]
0! k! 1 (k—1)!| ax*" dx
=Xo0 =Xo0
i 1 dk—Zf d2g l 1 dk—nf dng
20(k—2)! dx* 2 dx? n!(k—n)l| ax*" dx"
X=X
1 1 |df d*! 1 1] .4d*
e L/ £ —— =L
(k=1 dx ax*" | Olk!|" dx
=X X=X
elde edilir. ifadeler diizenlenirse,
1]d*f(x) 1
D {r(x)e ()} = | el
X=X
1 dk_]f(x) 1 dg(x)
(k—1)1  dx*! 1 odx | _
X=X X=Xo

10

+

X=X



dk—2 2
! /) Ldel))
(k—2)! ax*? 21| a’
X=X X=X
k—n n
L _dr o Ude|
(k=nm)l| x| nllax"| _
X=X X=X
1 L |dle] 1 1ld's
Wdx|, ., (k=1)!ax""] +0![f<x) =% | dx"
X=X X=X

=F(k)G(0)+ F(k—1)G(1)+ F (k—2)G(2)+---+

F(k=n)G(n) 4+ F)G (k1) + F(0) G(k)

bulunur.

Teorem 2.7 Ug fonksiyonun ¢arpiminin diferensiyel doniisiimii, r, € N olmak {izere

D, (x)g(x)h()} = DS F ()G (1) (k —r—1)

ile ifade edilir.

Ispat: Ug fonksiyonun ¢arpimi w(x) fonksiyonu ile gésterilirse,
D, {f(x)g (x)h(x)} =D, {w(x)} =W (k)
olur. u(x)= g(x)h(x) kabul edilsin. Teorem 2.6'dan

D, {2 ()5} =0 (1) = Y6 {r) 1=

elde edilir. Bu durumda w(x) fonksiyonu f (x)u(x) fonksiyonuna doniisiir. Yine

Teorem 2.6 g6z Oniine alinirsa,

@T{f(x)u(x)}:éF(r)U(k—r)

esitligi elde edilir.
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Ulk=r)=SG (1) H (k—r—1)

ifadesi bulunan son esitlikte yerine yazilirsa ii¢ fonksiyonun ¢arpiminin diferensiyel

doniisiimii,
G%Uummum:wwzgiyvmwﬂwﬂ=o

ile verilir.
k=0,1,2,3,... i¢in W (k) degerleri hesaplanirsa,
0 0

w(0)= 35" F(r)G (1) H (k~r—1)

r=0 t=0

12



elde edilir. Dolayisiyla bu sekilde devam edildiginde & parametresinin aldigi degerlere

gore esitlik acik bir sekilde goriiliir.

Teorem 2.8 n tane fonksiyonun carpiminin diferensiyel doniisiimii
Dr {1(x) £(x) /5 (x)-+ foa (%) £, (%)}
k Ky ks ky
= Z Z Z ZFI (kl)FZ (kz _kl)F3 (k3 _kz)"'Fn—l (kn—l _kn—Z)Fn (k_kn—l)
by 1=0ky_=0 k=04 =0

ile ifade edilir.

Ispat: Diferensiyel doniisiimiin tanimi geregi

1]

= ﬁ[fl (x) f5(x) f5(x)- foy (%) £, (x)]

X=X
olmak iizere k =0,1,2... degerleri igin F (k) degeri hesaplanirsa

k=0 i¢in,

= L) A (0ot (91, (3) 5 0 ) )+ ()1, () +

K )L () () f () 15 () o 11 () S () £ (%) S () £ () +

K (x) Lo (x) f3 (x) - S (x) £ (%)

xX=Xx,

13



B A A, e, AL
el hl AL gl 0, AL
I A I VA f
LN A I (1 N L1 T
I A P A N T e e

ayni sekilde

k =2 igin,

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

Dy { £ (x) f5(x) f3 (x)- £y (x) £, (x)}

14



k z 1 k3 k2

Z Z ZZF k _k) 3<k3_k2)"'Fn—1(kn—1_kn—z)Fn(k_kn—l)

by 1 =0k, »=0  ky=0k—
oldugu goriiliir.

Teorem 2.9 f(x) fonksiyonunun, g(x) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi ile

carpiminin diferensiyel doniistimii,

@T{ } i —r+1)F(r)G(k—r+1)

r=

esitligi ile verilir.

. d
ispat: /1(x)= é;z () o1sun. Teorem 2.4ten biinir ki /(x) fonksiyonun déniistimi,
X

D, {dil—ix)}:H(k):(kJrl)G(kJrl)

seklindedir. Bu durumda doniisiimii aranilan fonksiyon f (x)/(x) olur. Teorem 2.6'dan

D ({2} =3 F (1) (k—
esitligi elde edilir.
H(k—r) = (k—r—H)G(k—r—H)

ifadesi bulunan son esitlikte yerine yazildiginda,

@T{f(x)dg—(x)}:i(k—rJrl)F(r)G(k—rJrl)

dx r=0
bulunur.

Teorem 2.10 f (x) ve g(x) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevlerinin ¢arpiminin

diferensiyel doniisiimii,

dx

y=

@T{"ﬂ x} fj F )k —r 4 1) F(r+1)G (k—r+1)

ile ifade edilir.

15



Y1) oy =)

ispat: =
spat: u(x) o 0

olsun. Bu durumda doniisimii aranilan

fonksiyon u (x)v(x) olacaktir. Teorem 2.4'ten

D, {dfd—gj)}:U(k):(kJrl)F(kH)

\

D, {di—gf)}: V(k)=(k+1)G(k+1)

esitlikleri elde edilir. Doniisiimii aranilan fonksiyon, iki fonksiyonun ¢arpimi seklinde

oldugundan Teorem 2.6'dan yararlanilarak,

D, {u(x)v(x)}zgu(r)v(k_r)
bulunur. Burada

U(r): (r+l)F(r—|—l)

V(k—r) = (k—r—H)G(k—r—H)

ifadeleri bulunan son esitlikte yerine yazilirsa,

D, {dfd—ix)dil—gj)}:é(r—l—l)(k—rJrl)F(r—i—l)G(k—r+1)
elde edilir.

Teorem 2.11 Ustel fonksiyonun diferensiyel doniisiimii, A € R olmak iizere

f(x)= a’™ ise

ile verilir.

16



Ispat: Doniisiimiin tanimindan,

d"f(x)
dx*

R
k!

X=X

k
d a)\x

it

D, {a*} = F k)=~

i

X=X

oldugu bilinir. & parametresinin aldig1 degerlere gore F (k) degerleri hesaplandiginda,

k=0 i¢in,
| 1
(0)—5 il
k=1 i¢in,
(1):li Ax :l[Aanlna :l)\lna
1! dx o U =0 1!
k =2 igin,
. 1 d2 A . 1 2 2 Ax 2 2
(2)—5 gd i —5[)\ (lna) x:()__)\ (1na)
k=13 ic¢in,
1 d3 A 1 3 1 3
3= | g™ :_[)\3 1 Ax 3 1
B=qja | mal ] =5 (g

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde,

N (Ina)*

@T{a’\x}:F(k): =

oldugu goriiliir.
Teorem 2.12 A € R olmak iizere f(x)=¢™ ise

Ak
Tk

D, {e’\x} = F (k)

esitligi saglanir.
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Ispat: Teorem 2.11'de a = e almirsa

N\ (ln e)k B 2k

@T{e’\x}:F(k): 0

elde edilir.

Teorem 2.13 sinh(\x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimi,

A
D, {sinh()\x)} . k tek ise
0 Fkiftise
ile ifade edilir.
) e)\x _e—)\x
Ispat: sinh(A\x)= — oldugu bilinir. Déniisiimiin tanimmdan
: 1| dr|eM—e™
D, {sinh (Ax)t =—
T{ ( )} k! dxk 2
X=X
olur. Doniigiimiin lineerliginden,
k| Ax k| _—Xx
‘ 111d" e d"|e
Dy {sinh (Ax)} = ——|—— 1L [—k
2 k! dx 2k dx
X=X X=X

oldugu goriiliir. Teorem 2.12'den

D, {sinh (\x)} = X 1) )

1 (=)
2k 2 k2

K k!

esitligi elde edilir. Burada & parametresinin 2 durumu s6z konusudur:

k k k
k tek ise D {sinh(\x)} :% % % :%
k k
k it ise Dy {sinh(Ax)} :% %—% =

18



Sonug olarak

Af :
D, {sinh()\x)} b k tek ise
0 kiftise

ifadesi elde edilir.

Teorem 2.14 cosh(\x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimi,

0 ktekise

D, icosh(Ax); =1\,
T{ (x)} )\— k ¢ift ise

esitligi ile verilir.
Ispat: Teorem 2.13'te oldugu gibi benzer sekilde cosh(Ax)=

bilinir.

e)\x

11 laF - dk[e—)\x
D, {cosh()oc)}:EE T _1_5;7

X=X, X=X

k _)\k
PRIV

M)
= - 7 = +—
2k 2 k2

Kk

k parametresinin 2 durumu s6z konusudur:

k tek ise @T{cosh()\x)}:% z—i—z—k’ =0
k gift ise Dy {cosh (Ax)} :% Ak—l:+Ak—]: :2—];
Sonug olarak

0 ktekise
Dr{eosh(Ax)} = i—k' k cift ise
elde edilir.
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Teorem 2.15 a,b € R olmak iizere f (x)=sin(ax+b) ise
D {sin(ax+b)}—F(k)—£sin Zk+b
! Y k2

esitligi saglanir.
Ispat: Doniisiimiin tanimmdan

d* [sin (ax+ b)]

dx*

D, {sin(ax+b)} = F (k) :%

X=X

olur. £ parametresinin aldig1 degerlere gore F' (k) degerleri hesaplanirsa,

k=0 icin,
1. 1 . 1 . | Om
F(O):a[sm(ax—kb)] » :&sm(b):aao sin 7+b]
k=1 i¢in,
d|si b
F(l) :11! w . :—[acos(ax—i—b)] o ——acos(b)
—lasin z—H)]
1!
k =2 igin,
1 |d*[sin(ax+b) 1 , 1, .
(2):2—! [ e ] :5[—512 s1n(ax+b) x:0:—2—!a2 s1n(b)
x=0
=—a’sin —7T+b)
k=13 i¢in,
1 |d’[sin(ax+b) 1
(3)25 [ 3 ] :a[—f cos(ax+b) i = cos(b)
x=0
=—a’sin —+b]

20



elde edilir. Bu sekilde devam edilirse,

D, {sin(ax+b)} = F (k)= i—isin[gk—kb]

elde edilir.

Teorem 2.16 a,b € R olmak iizere f(x)=cos(ax+b) ise

@T{cos(ax+b)}:F(k):“k_k!cos[gk +b]

esitligi saglanir.
Ispat: Teorem 2.15'te oldugu gibi benzer sekilde

d* [cos (ax —l—b)]

dx*

D, {cos(ax-+b)} = F (k) :%

X=X

olur. £ parametresinin aldig1 degerlere gore F' (k) degerleri hesaplanirsa,

k=0 i¢in,

1 1 1 Om
F(0)= &[cos(ax—kb)]xzo = &cos (b)= &ao cos[7+b]
k=1 i¢in,

1 d[cos(ax—l—b)] 1 , 1.
F(l)= m o . = 1—![—a s1n(ax+b)]x:0 = —I—!asm (b)

:la cos[z—kb]
1! 2

k =2 igin,

1 |d?|cos(ax+b) 1 1
F(2):2—! [ . ] :2—![—512 cos(ax+b) - :—2—!a2 cos(b)

x=0

1
= —a’®cos 2—7T+b
2! 2
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k=13 i¢in,

1

F(3):§

d’ [cos(ax —I—b)]
dx’

:%[f sin(ax+b)| =—a’sin(b)

x=0

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse,
D {cos(ax+b)} =F(k)= ﬁcos Tktb
r B k! 2

bulunur.
Teorem 2.17 Kuvvet fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii, m € N olmak iizere

1 k=m
0 k=m

@T{x’”}zé(k—m):{

ile verilir.

dk m
Ispat: Oncelikle [i } ifadesi incelensin. Burada 3 durum sz konusudur:
dx
x=0
dk m
1. durum: k <m ise d[)’i } = [m(m—l)(m—2)...(m—k—i—1)x"’_k ,=0
X x=
x=0
. 1 dk [xm] 0
Db e T
x=0
dk m
2. durum: k =m ise [i } —[m(m—1)(m—2)...(m—m—|—1)x’”_”’ =m!
dx x=0
x=0
@ m | __ 1 dm[xn} _m'_l
T {X } - % dx™ o % o
x=0
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k

m

3. durum: k> m ise ﬁx x_o:[m(m—l)(m—2)...(m—m+1)0]x_0:0
. 1 dk[xm] 0
Pri ) =g Tm
x=0

Bu 3 durum g6z 6niine alinarak,

1 k=m
0 k=m

D, {x’”}zé(k—m):{
sonucu elde edilir. Ornegin ¢ sabit olmak iizere,

D {c} =Dy {"} =6 (k)

olarak elde edilir.

Teorem 2.18 £ € N olmak iizere f (x)= [ g(t)dt ise

G(k—1)

D, {7 (x)} = k) =2

esitligi saglanir.
Ispat: Ispata gegmeden 6nce analizden iyi bilinen asagidaki teorem verilsin:
f :[a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a,b] iizerinde

F(x)= [ ()

esitligi ile tanimlanan F fonksiyonu f  in siirekli oldugu her noktada tiirevlidir ve

olur.

Bu teoremden hareketle,
£(x)= [ egt)de= f'(x)=g(x)
X0

olur ve her iki tarafin diferensiyel doniisiimii alindiginda
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D, {f } (k+1)F(k+1) ve @T{g(x)}:G(k)
olmak tizere

D (' (x)} = Dy {e (0} = (k +1)F (5 +1)= G (&)

Fleen) =S

elde edilir.

Teorem 2.19 iki fonksiyonun garpimimin integralinin diferensiyel doniisiimii,

W)= [ a0 (0

olmak tizere

k—
Z S (k—k—1) ,k>1

»|~

Dp{f (x)} =F(k

ile ifade edilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimmdan

Dy {/ () 0, {["a (e War) = L [ a0 ()

olur. k& parametresinin degerlerine gore F (k) degerleri hesaplandiginda,

X=X

k=0 icin,
1 X
(0):a fxo g (1) g, (¢)dt = 0
k=1 i¢in,
1|d( p~
il asa]

1

1'[81( )gz (x)]x:x()
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sl n0i0]

2!

21| [gl (x) 8, (x)+ i (x) &3 <x)]x:x

:%%!dgclb(j) 7 .é[gz( )]_ﬁé[gl( | —
= %[Gl (1)G,(0)+G;(0)G, (1))

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde sonug olarak

Dr{f (x)}=F (k) :%i Rl
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bulunur.

Teorem 2.20 Ug fonksiyonun ¢arpiminin integralinin diferensiyel doniisiimii,
F()=J &) (g (0

olmak tizere

@T{f(x)}:F(k)zéikZzGl(kl)Gz(kz_kl)G3(k_k2_l) k=1

ile verilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi,

{3} =F ()= { [ () ()2 (1)t}

L[ ate0e0a)

_1
k!

X=X

olur. £ parametresinin aldig1 degerlere gore F' (k) degerleri hesaplandiginda,

k=0 iin
FO)=g;. [, a0e0s e =0
£=1 icin

PO =g Gl a0s s 0]

B ll![gl (x) g, (x)gs (x)]x:xo
1 1 1

=gila Gl gletl, gle @]

=G,(0)6,(0)G;(0)
k =2 igin,
F(2)=, ;%[L:gl ()22 (1)g; (f)dt]

X=X
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= el () (1) 1)+ (x) g () (1) + & () () 4 1),

21 0
i IS L P
21 @ |_ o = ) x=xy
dg, (x
g (o), L%l ol
1 1 1|dg;(x)
&[gl (x)] —x '&[gz (x)]x:xo T gdx .
=[G\ (1)62(0)6: (0) + Gy (0)G (1G4 (0)+ G (06 (0) G 1)
k=13 i¢in,
P~ [ s (s (]

=Xy

_ %[ gl(x) g, (x)gs (x)+ 22/ (x) g (x) &5 (x)+2¢] (x) g, (x) g4 (x)+

28, (x) g5 (x) g3 (x)+ &1 (x) &5 (x) &5 (x) + &1 (x) (x) &5 (x)] _,

S e, gl
T I e
T I s
%[gl(x)]_o’ll! dgjng) ) %dg;)gx) 0+
TR L I D
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1 1 1 |d?gy(x)
0'[g1< )x =x, 0'[g2( )x X 2' dx

X=X
1

=-[G,(2)G,(0)G; (0)+ G, (1)G, (1)G, (0)+ G, (1)G, (0)G; (1) +

G1(0)G, (1)6G;(1)+ G, (0)G,(2)G4(0)+ G, (0) G, (0) G5 (2)]

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde sonug olarak

klkz

D/} = F ()= 52 Y GG~k )G~y 1) k=1

k2 0 k=0
ifadesi elde edilir.

Teorem 2.21 n tane fonksiyonun ¢arpiminin integrali,

= [ &) l0)-8,11 ()3, ()ar ie
D, ()} = F ()

olmak tizere

F :%Z ZZGl k k) -G, l(kn—l_kn—Z)Gn(k_kn—l_l)

esitligi ile verilir.

Ispat: Doniisiimiin tanimmdan

Dr{f (x) {f g (1) g, (t g,,_l(t)g,,(t)dz}

dik[fx: & (t)gx(1)-g,1(t)g, (t)dt]

X=X

elde edilir. k£ parametresinin degerlerine gére F (k) degerleri hesaplanirsa Teorem 2.19

da oldugu gibi benzer sekilde,
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elde edilir. Bu sekilde devam edilirse sonug olarak

F(k):% i i "'kiiGl (kl)Gz(kz_kl)'“Gn—l (kn—l_kn—Z)Gn<k_kn—l_l)

k,_ =0k, ,=0 ky=0k=0

bulunur.
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Teorem 2.22 Bir fonksiyonun 7 -kath integralinin diferensiyel doniisiimii,

f(x)= f f f f f :1g(t)dtdxldxz~-dxn_2dxn_] ise

D {f (x)} = F (k) =

—a)!
<k n)'G(k—n) , k>n
k!

ile ifade edilir.

Ispat: Ters diferensiyel doniisiimiiniin tanimmdan

x _f f f}% fo fxo 2 t—xo dl‘dxldx2 ~dx, ,dx,
::OZO SoL2 2L [ Gl e dudsy -, s,
f f f " f E Z—I—l k+] dx,dx, ---dx,_,dx, |

> X Xn—1 X3 G(k) k+2
- | — L (x, — s -dx. -d
kz—:oj;o -.ﬁco -.ﬁco (k + 1) (k + 2) (x2 xo) x2 xl’l—2 xn—]

G(k)
+z)...(k+n)(""“°

)k-i-n

z%k“ k

Seriyi £k =0 yerine k =n den baslatirsak,

G(k—n)

Zﬂ k2=

k

:i x 'G(k—n)(x—xo)k

sekline doniisiir. Dolayisiyla verilen #z - katlh integralin doniisiimi,

<k_n)!G(k—n) , k>n

D, {7 (x)=F k)=

bulunur.
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BOLUM 3

DIFERENSIYEL DONUSUM METODU UYGULAMALARI

Bu boliimde, sabit veya degisken katsayili lineer ve non-lineer diferensiyel denklemler
ile integral ve integro-diferensiyel denklemlerin DDM yardimiyla ¢oziimii
incelenecektir. Bu metodun uygulanisi sonucunda bulunan ¢oziimler, denklemlerin
bilinen yollarla bulunabilecek kapali ¢coziimleri ile karsilastirilacaktir. Kapal ¢oziimii
bilinmeyen problemlerde metodun dogrulugu, Taylor serisinin hata teriminden

yararlanilarak da gortilebilir.

Ornek 3.1 Asagida verilen baslangi¢ deger problemini DDM ile ¢ozelim [23].
y”—4y'—{—3y =0; y(O) =2, y'(O) =4,

Verilen baslangi¢ deger problemi sabit katsayili homojen diferensiyel denklem olup

karakteristik denklem yardimiyla kapali ¢oziimii,
y(x)=e"+ "

seklinde elde edilir. Oncelikle diferensiyel denklemin her iki tarafina DDM uygulanir

ve Boliim 2'de verilen teoremler geregi déniisiimiin lineer oldugu gdz Sniine alinirsa
D {y" -4y +3y} =D, {0} = DO {y"} 4D, {y'}+3D,{y}=D; {0}
elde edilir. Buna gore,

Dy {y(x)} =Y (k) .

Dy (x)} = (k+1)Y (k+1),

Ve

Dp{y" (x)} = (k+1)(k+2)Y (k+2)
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oldugundan diferensiyel denklemin DDM yardimiyla doniisiimii,
(k+1)(k+2)Y (k+2)—4[(k+1)Y (k+1)|+3Y (k) =0
seklinde elde edilir. Bu esitlik tekrar diizenlendiginde,

Y(k+2):k;12Y(k+1 Y(k), k=0,12,... (3.1

)_(k+1)(k+2) (

reklirans denklemi elde edilir. Baslangic kosullarina diferensiyel doniisim

uygulandiginda,
Y(O)z&[y(x)]x_o —y(0)=2 = Y(0)=2
R K R (I

degerleri bulunur. Bu degerler (3.1) rekiirans denkleminde kullanildiginda,

4 3 10 941 3 +1
k=0 ¥(2)==7(1)-27(0 Y(2)=5=—=211_
= Y(Q)=Y()-3Y(0) = Y(@)=5==—r="
4 3 28 27413 +1
k=1 Y(3)=2¥(2)-2r(1 y(3)=22-27*1_
= YQ)=3Y(Q)—Y(l) = YQ)=o=mm=g
4
k=2 = Y@=IY()-2Y(2) = vE)-o -t
PR 247 4 4
5
k=3 = Y(S)=2r(d)-—2¥(3) = V(5)=m 2841 _J 4l
5 20 20 sl s

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde,

_3k+1_i+i
kK k!

Y (k)

oldugu goriiliir. Béylece baslangic deger probleminin ¢éziimii doniisiim uzayinda Y (k)

olarak elde edilmis olur ki bu degere ters diferensiyel doniisiim uygulandiginda,

ywzﬂﬂﬂw=§ﬂﬂﬁ
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ko (3x)k >, x
* _kz S

=0 k=0

¥
Kk

y<x>:§

ifadesi elde edilir. Burada elde edilen seri dikkatlice incelendiginde e* ve ¢**

fonksiyonlarmin x =0 civarinda Taylor serisi agilimlar1 oldugu goriiliir:
oo Lk 2 3
X x°x
=) —=l+x+—+—+-
2o s

\(

=143x+—+
okl 2 6

e i (3x) ox* 27

Bu durumda verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii,

y(x)zz(3:!) +ix—k.:e3x+ex

k=0

T
=]
b

eSx e

seklinde elde edilir. Sonug¢ olarak DDM yardimiyla elde edilen ¢6ziim ile denklemin

kapali ¢6ziimiiniin birbirine esit oldugu goriiliir.

Ornek 3.2 Asagida verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii DDM ile verelim.
y'=3y +2y=4x+12¢" ; y(0)=6, y'(0)=—1.

Verilen baglangic deger problemi sabit katsayilt homojen olmayan denklem olup

belirsiz katsayilar yontemiyle kapali ¢6ziimii
y(x)=3e" — 2¢* +2¢ * 4+2x+3

seklinde elde edilir. Bu denklemi DDM yardimiyla ¢6zebilmek i¢in 6ncelikle denklemin
her iki tarafina DDM uygulayalim. Ornek 3.1'de oldugu gibi ddniisiimiin lineerligine

gore

@T{y”—3y'+2y}:@T{4x—|—12e‘x} =

D {y"} 3D, {y'} +2D; {y} = 4D, {x} +12D; {e—x}

elde edilir. Buna gore,
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D {y(x)} =Y (),

Dp{y' (x)} = (k+1)Y (k+1),
Dp{y" (x)} = (k+1)(k+2)Y (k+2),
D, {x} =6k 1)

\

oldugundan diferensiyel denklemin DDM yardimiyla doniisiimii,

12(~1)

(k1) (k2)Y (5 +2) = 3(k +1)Y (k1) 42 (k) = 4 (k = 1)+ —

seklinde elde edilir. Bu esitlik tekrar diizenlendiginde

Y(k+z):k%2y(k+1)_my(k)+

12(=1)"
k!

46(k—1)+ , k=0,1,2,..

(k+1)(k+2)

reklirans denklemi elde edilir. Baslangic kosullarina diferensiyel

uygulandiginda,
Y(0)=6, Y(l)=—1

degerleri bulunur. Bu degerler (3.2) denkleminde kullanildiginda

1 k=1
6(k—1):{ g
0 k=1
oldugu dikkate alinarak,
k=0 = Y(2):§Y(1)—§Y(O)+—46(0—1)+10—2'] = Y(2)=
k=1 = Y(3):§y(2)—%Y(1)+—45(1—1)—11—2'] = Y(3)=
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k=2 = Y(4):%Y(3)—%Y( )+é45(2—1)+12_2!] = Y(4)__§_Z
(=3 = 1()=2ra-Zre)e )2 o v -2

degerleri bulunur. Boylece baslangic de§er probleminin ¢oziimii ters diferensiyel
dontistim ile

y(x) = D { (k) = S (k)
k=0
y(x) = 6—x—§x2 —l—sx3 —2x4 —ﬁx5 —
2 6 24 120

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim ayni zamanda

2 4
3 X 5

) =3l e T
20 31 41 5!

ey (29 (2 ()

2114+2x+ 4|+
30 4 s
2 3 4 5
fl—x+ - T2k 43
20 31 41 sl

seklinde ifade edilir. Bu ¢oziim
y(x)=3e" — 2¢* +2¢ * 4+2x+3

fonksiyonunun x =0 civarinda Taylor serisi agilimidir. Sonug olarak verilen baglangic

deger probleminin DDM yardimiyla ¢6ziimii ile kapali ¢6ziim birbirine esittir.

Ornek 3.3 Asagida verilen diferensiyel denklemi DDM ile ¢ozelim [4].
y'=2y—y"+1; y(0)=0.

Verilen diferensiyel denklem Riccati denklemi olup bu denklemin bilinen ¢dziim

teknikleri yardimiyla kapali ¢6ziimii,
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y(x)zl—kﬁtanh

1, [V2-1
ﬁx+§10g[\/§+1”

seklindedir. DDM yardimyla elde edilen ¢6ziim Ornek 3.1 ve Ornek 3.2'de de
goriildigi gibi seri seklinde oldugundan ¢oziimleri karsilastirabilmek agisindan kapali

¢oziim x = 0 civarinda Taylor serisine acildiginda

4 7T s T &

EXIE

x4

y(x):x—I—xz—i—lx}—l ——X
3 3 15 45 315

ifadesi elde edilir. Denklemin her iki tarafinin diferensiyel doniisiimii alindiginda
D, {y’} =D, {2y—y2 —l—l} = Dy {y’} =20, {y}- D, {y2}+@T {1}
elde edilir. Buna gore

Dp{y(x)} =7 (k),

@T{y'(x)}:(k—l—l)Y(k—l—l),

D, {y*} =D, {y.y}zéY(r)Y(k—r)
D, {1} =D, {1x°} = 5 (k)

oldugundan diferensiyel denklemin DDM yardimiyla doniisiimii,

(k41 ¥ (k+1) = 2Y (k)= 37 (1) ¥ (k =)+ 6 (k)

r=0
seklinde elde edilir. Esitlik tekrar diizenlendiginda
k

2V (k)= Y (r)Y (k—r)+6(k)]  k=0,12... (3.3)

r=0

Y(k+1):;

(k+1)

rekiirans denklemi elde edilir. Baslangi¢c kosulunun diferensiyel doniisiimii yardimiyla

Y(0)=0 degeri elde edilip bu deger (3.3) denkleminde kullamldiginda
1 k=0
§(k)= {

0 £=0
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olmak tizere

k=0 = Y(1 ZY Y(k—r)+6(0)=2Y(0)—Y(0)Y(0)+5(0)

k=1 :>Y(2):% ZY Y(1—r)+6(1— 1)}

2Y (1) [ (0)¥ (1)+¥(1)¥ (0)] +6(1—1)]

k=3 = Y(4):% ZY Y(3—r)+6(3-1)

2Y(3)-[Y (0)Y(3)+Y(1)Y(2)+Y(2)Y(3)+

Y (3)7(0)]+6(3-1)]

k=4 = Y(5)= ZY Y(4—r)+6(4-1)
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degerleri bulunur. Boylece ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

()= 0 {r (k)= 27 )

2, s 14 7 s
X)=X+X +=-X —=X ——Xx —--
y() 37 73 15

elde edilir. DDM ile elde edilen ¢6ziim kapali ¢éziimiin x =0 civarinda Taylor seri

acilimi ile karsilastirildiginda ¢oziimlerin esit oldugu aciktir.

Ornek 3.4 Asagida y, =1 ozel ¢bziimii ile verilen non-lineer diferensiyel denklemi
DDM ile ¢6zelim [23].

yi=xt+(1-2x)y+x—1; y(0)=2.

Verilen diferensiyel denklem degisken katsayili non-lineer bir denklemdir. Bilinen bir

¢Ozlim teknigi olarak y =14z doniisimi ile elde edilecek Bernoulli denkleminin

tekrar z = uv doniisiimii ile ¢oziilmesi sonucunda elde edilen kapali ¢oziim,

y(x):l—l—

1—x

seklinde elde edilir. Her iki tarafin diferensiyel doniisiimii alindiginda

@T{y'}:@T {xy2~|—(l—2x)y—|—x—l} =

Dy {y'} =Dy {0 }+ Dp {¥} —2D; {xy} + D, {x} - D, {1}
elde edilir. Buna gbre,

Dp{y(x)} =7 (k),

Dy (x)} = (k+1)Y (k+1),

@T{x}:(s(k—l):{(l) i:
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\

1 k=0
0 £=0

O, {1} =alt) |

oldugundan denklemin DDM yardimiyla doniistimii,

k

(0¥ (k41) =35 6 (1) (1) (k= r—1)+ 7 (k) =258 (r—1)¥ (k —r)+

5(k—1)—5(k)

esitligi elde edilir.
ve

ifadeleri goz Oniine alinarak esitlik tekrar diizenlendiginde,

Y(k+1):kLH[U(k)JrY(k)—zV(k)+5(k—1)—5(k)] k=0,12... (3.4)

rekiirans denklemi elde edilir. Baslangic kosulunun diferensiyel doniisiimii ile elde

edilen Y (0)=2 degeri (3.4) denkleminde kullanildiginda
k=0 = Y(1)=U(0)+Y(0)—2V(0)+6(0—1)—6(0)

burada
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0
V(0)=> 6(r—-1)Y(k—r)=5(0-1)Y(0)=0
r=0
oldugundan bu degerler yerine konuldugunda
Y(1)=1
bulunur.
k=1 = Y(Z):%[U(l)JrY(l)—2V(1)+6(1—1)—6(1)]

burada

U(l):rizotz;é(r—l)Y(t)Y(l—r—t)

=6(0—1)[Y(0)Y (1)+ Y (1)Y(0)]+6(1-1)¥ (0)¥ (0)

—4,
V(l):rizoé(r—l)Y(l—r)

=6(0—-1)Y(1)+6(1-1)Y(0)
=2
oldugundan degerler yerine konuldugunda

Y(2)=1

k=2 = Y(3):%[U(2)+Y(2)—2V(2)+6(2—1)—6(2)]

burada
U(2):iozg_;é(r—l)Y(t)Y(Z—r—t)
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=6(0-1)Y(2)+6(1-1)Y(1)+6(2—1)Y(0)
=1
oldugundan degerler yerine konuldugunda
Y(3)=1
bulunur. Bu sekilde devam edildiginde,
Y(0)=2ve Y(k)=1(k>1)

oldugu goriiliir. Ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

()= 0 {r (k)= 27 ()

y(x):2+x+x2+x3+---:1+2x
k=0

k

fonksiyonunun x =0 civarinda Taylor serisi

ifadesi elde edilir. Bilindigi gibi " !
acilimi,

k

00
X

1 R
l-x =

seklindedir. Dolayisiyla denklemin DDM yardimiyla ¢6ziilmesi sonucu

elde edilir. Goriildiigii gibi DDM nin uygulanmasi ile elde edilen ¢6ziim kapali ¢oziime

esitttir.
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Ornek 3.5 Asagida verilen sinir deger probleminin ¢6ziimiinii DDM ile verelim.

Verilen sinir deger probleminin kapali ¢6ziimii

by
y(x)_e(e—l)[ *

seklindedir. Bunun igin her iki tarafin diferensiyel doniisiimii alindiginda
Op{y"=3y"+2y} =D, {0} = DO {y"} 3D, {y'}+2D, {} =D, {0}
elde edilir. Buna gbre,

Dp{y(x)} =Y (k) .

Dp{y' (x)} = (k+1)Y (k+1),

A\

Dp{y" (x)} = (k+1)(k+2)Y (k+2)

oldugundan denklemin DDM yardimuyla déniigiimii,

(k+1)(k+2)Y (k+2)=3[(k+1)Y (k+1)]+2Y (k)=0

seklinde elde edilir. Esitlik tekrar diizenlendiginde

3

Y(k+2):k—+2Y(k+l)— Y(k), k=0,1,2,.. (3.5)

(k+1)(k+2)

rekiirans denklemi elde edilir. [k adimda Y (0) ve Y (1) degerleri gereklidir. Baslangig
kosulunun diferensiyel doniisiimii yardimiyla Y (0)=0 elde edilir fakat Y (1) degeri
icin y'(O) kosuluna ihtiya¢ vardir. Problemde bu kosul verilmedigi i¢in Y (l)za

olarak diistinelim. Bu degerler (3.5) denkleminde kullanildiginda

k=0 = Y(Z):%Y(l)—gY(O) = Y(2):32i;
k=1 = Y(3):§Y(2)—%Y(l) = Y(3):73—O!‘
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k=2 = Y(A)=2¥()-2r(2) =
k=3 = Y(S)=IrA)-Y()
k=4 = V(O=2¥(5)-=1(4) =
k=5 = Y()=31(6)-27(5) =
k=6 = Y(E)=3Y(7)-=¥(6) =
k=1 = YO)=SYE)-SY() =

Bu sekilde devam edildiginde ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

()= 0 {r (k)= 27 ()

y(x):ax+3—ax2 +7—Ofx3 +

2! 3 4!

elde edilir. Buradaki o« degeri ise problemde verilen y(1)=1

kullanilmasiyla elde edilir.

I1k 4 terim igin:

1= +3_Oé+7_0z 15_04

IR TIAETIRY

Ik Sterim igin:

1= +3_Oé+7_04+15_04 3&

ST T T s

Ik 6 terim igin:

1= +3_04+7_04+1504 3104+6304
ST T T s e

5!

43

6!

7!

15_Oéx4 &xs 63c x6 +1270é x7 +2550& x8+---

8!

kosulunun

= «a=0.2330

= «a=02197

= a=02156



Ik 7 terim igin:

3¢ 7T 15a 3la 63a 127«
+—+

ettt s e T Toas 0
Ik 8 terim igin:
Ik 9 terim igin:
1:a+3_a+7_04+1504 3la+63a+127a+2550¢+511a & a—02141]

20 31 4! 5! 6! 7! 8! 9!

a digerleri tekrarlamaya basladigindan aradigimiz deger av = 0.2141 bulunur. Bu deger

bulunan ¢éziimde yerine yazildiginda

1 1 12
x+%x2 +lx3 +—5'x4 +%x5 +§ ¢ —7x7 +

. 255
3! 4! 6! 7! 8!

y(x)=0.2141 x +]

ifadesi elde edilir. Bu ifade ayn1 zamanda

2 3 4

Tfxt o 2
SRECYREETIIVY

45> 8x° 16x*
14+ 2x+— 4=+ 4
21 31 4!

+

y(x)=0.2141

seklinde de yazilabilir. Buradan

y(x)=02141[—€" +¢>

oldugu goriiliir. =0.2141 oldugu goz 6niine alinirsa DDM yardimiyla elde

1
e(e—1)

edilen ¢6ziim diger orneklerde oldugu gibi kapali ¢oziime esittir.

Ornek 3.6 Asagida verilen sinir deger problemini DDM ile ¢ozelim.
y'=2y'+2y=e"sinx ; y(l1)= gcosl—l—esinl , ¥(2)=¢’sin2.

Verilen sinir deger problemi belirsiz katsayilar yontemiyle ¢oziildiigiinde elde edilen

kapali ¢6ziim
x : 1
y(x)=e cosx+s1nx—§xcosx

seklindedir. Isleme yine her iki tarafin diferensiyel doniisiimiinii alarak baslayalim.
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@T{y”—2y’+2y}:@T{e"sinx} =

Dp {y"} =20, {'} + 2D, {y} = D, {e* sinx}
Bilindigi gibi,

Dr{y(x)p =Y (),

Dp{y' (x)} = (k+1)Y (k+1),

D, {3 (x)} = (k+1)(k+2)¥ (k+2)

u(x)=e*, v(x)=sinx =

@T{u(x)}:@T{ex}:U(k)Z— ;

D, {v(x)} = D, {sinx} = V(k):%sin

3
2

olmak iizere
k
D, {ex sinx} =D, {u (x)v(x)} = ZU(F)V(IC —r)
r=0
oldugundan denklemin DDM yardimiyla doniistimii,

(k1) (k427 (k+2)—2(k+1)¥ (k-+1)4+27 (€)= S U (47 (k—7)

seklinde olur. Esitlik diizenlendiginde

1

Y(k+2):k—izY(kJrl)——(kJrl)(kJrz)Y(k)+—(k+l)<k+2)éU(r)V(k—r)

rekiirans denklemi elde edilir. [lk adimda Y (0) ve Y (1) degerleri gereklidir fakat ¥ (0)
igin y(0) ve Y(I) i¢in »'(0) kosulu gerekli olup problemde bu kosullar

verilmediginden

Y(0)=a ve Y(1)=4
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kabul edilip bu degerler rekiirans denkleminde kullanildiginda

k=0 = Y(2)= Y(l)—Y(O)+%iU(r)V(k—r)

SSU()Y (e-r) = 0¥ (0)=0

olmak tizere

Y(2)=Y(1)-Y(0) =  Y(2)=p-«
k=1 = Y(3):%Y(2)——Y(1)+é]ZU(r)V(k—r)

YE) =37 (2) -3 )+ ~ Y@)=-latigrl

iU(r)V(k—r):U(O)V(2)+U(1)V(1)+U(2)V(o):1

olmak tizere

V(3)=37 (9157 O = V()=
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(=4 = Y(6):%Y(S)—%Y(4)+%§U(r)V(k—r)

iU(r)V(k—r):U(0)V(4)+U(1)V(3)+U(2)V(2)+U(3)V(l)+U(4)V(0):0

olmak tizere

Y(6):%Y(5)—%Y(4) N (6):$ _$5+91_0
k=5 = r(7)=2r(e % ()+4—12i0U(r)V(k—r)
iU(r)V(k—r):U(O)V(S)+U(1)V(4)+U(2)V(3)+

UGBV (2)+U @)V (1)+U(5)V(0)

!

T30
olmak iizere

2 1 1 1 1 1
rO)=310) 5170 5g > =350 50 e
1 1 1 &

k=6 = Y(S):ZY(7)—2—8Y(6)+%§U(r)V(k—r)

90
olmak tiizere
Y(8)=Ly(7)-Ly(6)-—— ) L
4 28 5040 2520 1260
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630
olmak iizere
2 1 1 1 1
Y(9)==Y(8)——Y(7)——— Y(9)= —
©) 9 Q 36 7) 45360 ~ ) 22680" 5670
k=8 = Y(lo):ly(9)—iy(8)+iiU(r)V(k—r)
5 45 90

iU(r)V(k—r):U(O)V(S)+U(1)V(7)+U(2)V(6)+U(3)V(5)+U(4)V(4)+

UBS)V(3)+U(6)V (2)+U(7)V(1)+U (8)V (0)

=0
olmak tizere
1 1 1 1 1
Y(10)==Y(9)——Y Y(10)=— —
(10) 5 ) 45 Q > 1(0) 113400 " 113400~ 56700
k=9 = Y(ll):iy(lo)—iym)+LiU(r)V(k—r)
11 55 110 =

iU(r)V(k—r):U(0)V(9)+U(1)V(8)+U(2)V(7)+U(3)V(6)+U(4)V(5)+

US)V(4)+U(6)V (3)+U(7)V (2)+U(8)V (1)+U(9)V (0)

1

22680

olmak tizere
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2 1 1
Y(11)=—Y(10)——Y(9)+ ———
( ) 11 ( ) 55 ()+2494800

1 1 1

- + +
623700 " 1247400 " 2494300

Y(11)=

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

y<x>=@;l{y<k>}=§y<k>xk

2 1 1 1 1 1
X)=a+0x+(B—a)’ +|—Za+-B+—|¥ +|-—a+—|x" +|-= +—] >+
»() fr+(8-a) ;0T3P 6] 6]x 307 T
1 1 1] ¢ 1 1 1 7 1 1 8
—a——0+—|x + o— — X Hl—=——a——=|x +
90 90ﬁ 90] [315 630ﬁ 1260] [2520 1260]x

! 8- ! ]x9+[— ! o+ 1 B— ! ]xl°+
22680 5670 113400 113400 56700

NS NN Sy, YU
623700 1247400 2494800

elde edilir. Buradaki o ve [ degerleri problemde verilen y(1) ve y(2) kosullarinin

kullanilmasiyla su sekilde bulunur:

Ik 5 terim igin:

——a+=-B+—|+

y(l):gcosl+esin1:a+ﬁ+(ﬁ—@)+ 3 3 6

211]

[ 1 1] [ 1 1]
——a+—|+|——=F+—=
6 6 30 15

y(2)=e’sin2=a+28+2°(8—a)+2’ —%a—i—%ﬁ—i—%]—l—
2* —la+l]+25 [_L5+L]
6 6 300 15

Denklem sistemi ¢oziildiigiinde

a=0.9795 ve 3 =1.4948
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bulunur.
Ik 9 terim igin:

1 1

y(l):gcosl+esin1:a+ﬁ+(ﬁ—a)+ ——a+—-0+—|+ ——a+—]+

3 3 6 6 6

2 1 1]

Loy (111
Bt —a—— B —|+
30” 15] [906¥ 5" 90]

1 1 1 1 1
oa———0— + o— +
315 630 1260] [2520 1260]

1 5 1
22680 5670

a)=e*sin2=a 42642 (9 +2 [ Sk g gl 2!

1 1 1 1 1
2| ——=B+—|+2°| —a——B+—|+
307 15 90 90

27[ ! a— ! 8- ! ]+28[L0¢—L]+
315 630 1260 2520 1260

1 5 1 ]

22680 5670

Denklem sistemi ¢oziildiigiinde

a=1.0016 ve B=1.5006

bulunur.
Ik 10 terim igin:

1 1
——a+—|+

y(l):gcosl+esin1:a+ﬁ+(ﬁ—@)+ 6 6

2 1 1
——a+=0 —I——]—I—
3 3 6

Loy (111
Bt —a—— B —|+
[ 30” 15] [906¥ 5" 90]

1 1 1 1 1
o———03- + o— +
[315 630 1260] [2520 1260]
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1 1 1 1 1
B— +|— a+ B—
22680 5670 113400 113400 56700

2 1 1
——Oz+—ﬁ—l——]—|—24
3 3

y(2)=é’sin2=a+23+2*(B—a)+2’ -

1 1
——a+—|+
6 6]

1 1 1 1 1
?-n—ﬁ+—q+fL—a-—ﬂ+——+
307 15 90 90" 90

2 ! a— ! 8- ! ]+28[LQ—L]+
315 630 1260 2520 1260

2! B— 1]+2”L— L ! B— ! ]
22680 5670 113400 113400 56700

Denklem sistemi ¢oziildiigiinde

a=0.9998 ve (=1.4999

bulunur.

Ik 11 terim igin de benzer islemlerin yapilmasi sonucu
a=0.9998 ve (=1.4999

bulunur. Goriildiigi gibi degerler tekrarlamaya basladigindan aranilan o ve 3 degerleri

a1 ve 3221.5 olur. Bu degerler bulunan y(x) ¢dziimiinde yerine yazildiginda

(x)—l—l—éx—l—lx2 —I—Lx5 +Lx
Y 27727 Te0" 180

6_|_...

elde edilir. Problemin kapali ¢6ziimii x =0 civarinda Taylor serisine acildiginda

X2 3 x4 xS x2 x4 x6 3 x5 X7
y(x) =1+t =ttt [l e b T -
2131 41 5] 21 41 6l 3150 7
27 21 41 6!

elde edilir. Esitlik tekrar diizenlendiginde

(x)—l—l—éx—l—lx2 —I—Lx5 +Lx
Y 27727 Te0" 180

6_|_...
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elde edilir. Goriildiigii gibi verilen problemin belirsiz katsayilar yontemi ile elde edilen
kapali ¢oziimiiniin Taylor serisine agilimi ile DDM yardimiyla elde edilen ¢oziimii
birbirine esittir.

Ornek 3.7 Osilator denklemler tek kararli limit ¢evrimi ile beraber tek kararsiz sabit
noktaya sahip dinamik sistemler i¢cin 6nemli bir matematik modeli saglar. Bu gibi
olaylarin 6rnekleri tiim doga, miihendislik bilimi ve ¢ogu fizik problemlerinde ortaya
cikar. Bu denklemlerin cesitli halleri, titresim genligi kontrolii, senkronizasyon
dinamikleri ve katki rezonanslar1 gibi alanlarda incelenmektedir. [21] de "homotopi
pertiirbasyon doniisiim metodu" kullanilarak c¢oziilen asagidaki non-lineer osilator

diferensiyel denklemini DDM yardimiyla ¢6zelim.

2 2
%—u—l—uz—l—[%] —1=0; u(O):2 , u'(O)zO.

Verilen non-lineer osilator diferensiyel denkleminin kapali ¢6ziimii,
u(t) =14 cost
seklindedir. Denklemin her iki tarafinin diferensiyel doniisiimii alindiginda

2

D «M—u—i—uz—i—[%]z—l =D {0} =
" a? dt T

@T«‘;—Z‘}—@T {u}+ D, {u2}+®r{[%]2}—@r 1=, {0}

elde edilir. Buna gore,

Dy {uy =U (),

Dy {i}:(k+1)(k+2)U(k+2),

d2

@T{[@ﬂ:i(rﬂ)(k—r+1)U(r+1)U(k—r+1)

dt r=0

\
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D, {1} =(k)

oldugundan denklemin DDM yardimiyla doniistimii,
k
(k+1)(k+2)U(k+2)-U(k)+> U (r)U (k—r)+

i(r+1)(k—r+1)U(r+1)U(k—r+1)_5(k):0

seklinde elde edilir. ifade tekrar diizenlendiginde

U(k+2)zm Uk 2

i(r+1)(k—r+1)U(r+1)U(k—r+1)+5(k)

r=0

rekirans denklemi elde edilir.

W ()= 3 (r+1)(k =+ 1)U (r 1)U (k= +1)

r=0

olarak alindiginda diizenlenmis rekiirans denklemi

U(k+2):m[U(k)—V(k)—W(k)Jré(k)] (3.6)

seklinde elde edilir. Baslangic kosullarma DDM nin uygulanmasi ile elde edilen

U(0)=2 ve U(1)=0 degerleri rekiirans denkleminde yerine kondugunda

k=0 = U(z):%[U(O)—V(O)—W(O)M(o)]

elde edilir. Burada
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0)= S (1) (k= r U (r 4+ 1)U (k—r +1) = U (1)U (1) =0,

r=0

Islemler yapilip k& =0 igin rekiirans denkleminde yerine yazildiginda

bulunur. Benzer sekilde devam edildiginde,

k=1 = U(3):%{u(l)_v(l)_w(l)w(l)]

)= (F 4 )2 AU (410U (2= ) =20 (U (2)+ U (2)U (1)] = 0

r=0

oldugundan bu degerler £ =1 i¢in bulunan rekiirans denkleminde yerine yazildiginda

U(3)=0

=> (r+1)3=r)U(r+1)U(3—r),

=3U(1)U(3)+4U (2)U(2)+3U(3)U(1)=1

oldugundan bu degerler £ =2 i¢in bulunan rekiirans denkleminde yerine yazildiginda

bulunur.
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3

Zr—l—l (r+l)U(4—r)

= U ()U(4)+ 60 (2)U (3)+6U (3)U (2) +-4U (4) 1) =0

oldugundan bu degerler £ =3 i¢in bulunan rekiirans denkleminde yerine yazildiginda

U(5)=0
bulunur.

1

k=4 = U(6)= ”

SglU @)=V (4) = (4)+6(4)

burada

Il
d
=
d
S
+
<
kS
©
+
d
S
d
S
+
d
©
<
:_/
d
D
d
=
Il
|

4)zg(rﬂ)(s_r)u(rﬂ)zf(s_r)

=5U (U (5)+8U (2)U(4)+9U (3)U(3)+8U (4)U(2)+5U (5)U (1) = —%

oldugundan bu degerler £ =4 i¢in bulunan rekiirans denkleminde yerine yazildiginda

U(6):—é

bulunur. Bu sekilde devam edildiginde ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

u(t)=Dr' {U(k)} = ZU
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1 1 1 1
u(t)=2——>+—t"'——1"4--. et L e i coss
2! 4! 6! 2! 4! 6!

cost fonksiyonunun x=0 civarinda
Taylor serisi agilim1

elde edilir. Goriildigli gibi osilator diferensiyel denkleminin de DDM ile ¢6ziilmesi

sonucu elde edilen sonug kapali ¢oziime esittir.

Ornek 3.8 [21] de "homotopi pertiirbasyon doniisiim metodu" yardimiyla ¢oziilen

asagidaki Van der Pol's osilator denklemini DDM ile ¢ozelim.

2
du D i g cost—cos’t ; u(0)=0,u'(0)=1.
dt’  dt dt

Verilen problemin kapali ¢6ziimii
u(t)=sint

seklindedir. Problemi DDM yardimiyla ¢ozebilmek i¢in Oncelikle her iki tarafin

diferensiyel doniisiimii alindiginda

d’u | du 2 du 3
{F—i_d +u+u dt}—@T{2cost—cos t} =

@T{%}w) {Z“}+@T{u}+® { ‘Z} 2D, {cost}—D; {cos’ 1}

elde edilir. Bilindigi gibi,

Dy {uy =U (),

Dy {%}:(k+l)(k+2)U(k+2),

=2 5 o )=, {%}:V(k):(kﬂ)U(kH)
olmak iizere
D, {uz %}:@T {uzv}:@r {u~u~v}zg:ZU(r)U(t)V(k—r—t) ,



olmak iizere
k
@T{cos3t}:@T{y-y-y} SN x(r Y(k—r—t)

oldugundan denklemin DDM yardimiyla doniistimii,

T
=~

(k+1)(k+2)U (k+2)+(k+1)U (k+1)+U (k) +i U(r)U()V (k—r—t)

r=0t

Il
o

seklindedir
W(k):g:ZU(r)U(t)V(k—r—t)
Z(k)zé:ZY(r)Y(t)Y(k—r—t)

ifadeleri goz Oniine alinarak esitlik tekrar diizenlendiginde

U(k+2):m —(k+1)U(k+1)_U(k)_W(k)+%cos[%"]_z(kﬂ 3.7)

rekiirans denklemi elde edilir. Problemde verilen baslangic kosullarmin diferensiyel

doniisimii sonucu U(0)=0 ve U(1)=1 degerleri (3.7) rekiirans denkleminde

kullanildiginda
k=0 = U(Z):%[—U(l)—U(O) w(0)+2—2(0)]
burada
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Wo):iiu V (k= r—1)= U (0)U (0)7 (0)=U(0)U (0)U (1

=0
00
)=>>"Y(r)Y ()Y (k—r—t)=Y(0)Y(0)Y(0)=1
r=0 1=0
oldugundan bu degerler yerine konuldugunda
U(2)=0
bulunur.
k=1 = U(3):é[—ZU(z)—U(l)—W(l)+0—Z(l)]
burada

oldugundan bu degerler yerine konuldugunda

o044

bulunur.

k=2 = UM)=—-0()-UQ)-w(2)-1-2(2)
burada
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2 2—r

W)= S U (AU (2-r)

—U0)[u(0)r (2)+U ) (1)+U(2)7 (0)]+
Um[u o)y (1)+U (1)¥(0)]+U(2)u (0)¥(0)
=U(0)[3U(0)U (3)+2U (1)U (2)+U (2)U (1)]+

U2u(0)U (2)+U MU (1)]+U(2)U(0)U(1)

oldugundan bu degerler yerine konuldugunda

U4)=0

buunur

k=3 = U= [AU@)-UG)-w(3)+0-2(3)
burada

(3= 33U (7 (3-r—)
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—U(0)[4U (0)U (4)+3U (WU (3)+2U (2)U (2)+U (3)U (1)] +

U)[3U(0)U(3)+2U (1)U (2)+U (2)U (1)]+

bulunur. Bu sekilde devam edildiginde ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

u(t)=D; {U(k)} = ZU
_ 15 15 14 .
u(t)—t—it +§t —%t +--- =sint

sint fonksiyonunun x=0 civarinda
Taylor serisi agilimi

ifadesi elde edilir. Verilen problemin kapali ¢6ziimii ile DDM yardimiyla bulunan

cOzlimiin esitligi acik bir sekilde goriilmektedir.

Ornek 3.9 Asagida verilen integral denklemin ¢oziimiinii DDM ile verelim.
u(x): 2e" —l—x—l—f(t—x)u(t)dt , 0<x<I1.

Verilen integral denklemin bilinen yollarla ¢oziilmesiyle elde edilen kapali ¢oziimii

u(x)zex
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seklindedir. Isleme yine her iki tarafin diferensiyel doniisiimiinii almakla baslayalim. Bu

durumda

@T{u(x)}:@T 2ex—1—x+](t—x)u(t)dt} =

D, {u (x)} =2D; {ex}— D {1} =D, {x}+D; {]tu (t)dt} — D, {x]u (t)dt}

ifadesi elde edilir. Buna gore Boliim 2'den bilindigi gibi,

@{u } Uk
@T{ex}:%,
Dy {1} =8(k),

ve
D, {x [ule)ar = o -nLE=)
! Py k—1
oldugundan denklemin DDM yardimiyla doniistimii,
k—1 1 k-1 1
U (k) =2~ 5(k)—6(k—1)+ " 8(1-1) (" Sal) B < PR Gl B
k! 1=0 1=0 k=1

seklindedir ve ayn1 zamanda bu ifade rekiirans denklemidir. Verilen problemde x =0

alindiginda u(0)=1 olacagindan déniisiimden dolay
U(0)=1

olacaktir. Dolayisiyla U(0)=1 kosulunun da kullamlmasiyla k=1,2,... degerleri

strastyla rekiirans denkleminde konuldugunda
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k=1 = U(l):%-O-Hié(z—l)U(" / 1)_i5(,_)U(’;—_ll—l)
= U(l)=1

ot e w2
= U(z)zézzl!

k=3 = U(3):3£_0_0+i6(1_1)U(3 ! 1)_i6(l_l)u(33—_zl—1)
= U(3):%:%

b=t = u@=2 00 ey s A
= U(4):%:%

e U e
= U(s)zﬁzg

k=6 = U(6):6£_0_0+i6(1_1)U(6 I 1)_26(1_)11(66—_1[—1)
= U(6):%:é

k=7 = U(7):72_0_0+i6(1_1)U(7 I 1)_i6(l_l)u(77—_zl—1)

11

= Y0 5T

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde ters diferensiyel doniisiimiin yardimiyla
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u(x)= D;" {U(k)}:kioU(k)xk

2 x3 x4 x5 xé x7
DT TR TR TR

=
20731 41 5 6 T

=1
u(x)=1+x+ o

ifadesi elde edilir. Bu ¢oziim e* fonksiyonunun x =0 civarindaki Taylor serisi
aciimidir. Dolayisiyla diger problemlerde oldugu gibi DDM ile bulunan ¢6ziim verilen

denklemin kapal1 ¢oziimiine esittir.

Ornek 3.10 Asagida verilen integro-diferensiyel denklemini DDM yardimiyla ¢6zelim
[10].

X

y<iv)(x):x(1—|—ex)—|—3ex—l—y(x)—fy(f)dt ;

y(O) =1, y'(O) =1, y(l) =1+e, y'(l) =2e.
Verilen integro-diferensiyel denklemin kapali ¢oziimii
y(x)=14xe"

seklindedir. DDM ile ¢oziim i¢in isleme tiim problemlerde yaptigimiz gibi her iki

tarafin doniistimiinii alarak baslayalim. Dolayisiyla

@T{y(z’v)(x)}:@T x(1+e +3e +y(x fy } =

D, {yw) (x)} =D, {x}+ D, {xex } +3D; {ex } + D {y(x)}—Dr {]y(t)dt}

esitligi elde edilir. Burada
Dy {y(x)} =¥ (k)

D {3 (x)} = (k1) +2) (k+3) (k +4)Y (k +4),

@T{x}zé(k—l),
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\

D, u"y@)dr} Sl

oldugundan DDM yardimiyla denklemin doniistimii,

(12 3}k (+4)= 1)+ D80

%+Y(k)—y(kk_1)

ile ifade edilir. Esitlik tekrar diizenlendiginde

1

k+4)!

rekiirans denklemi elde edilir. y(0)=1 ve »'(0)=1 kosullarinin ddniisimii ile

Y(k+4):( (16 (k=1)+k+3+kY (k)= (k=1)1Y (k—1)] , k>1

Y(0)=1 ve Y(1)=1 degerleri elde edilir fakat »”(0) ve y"(0) kosullar1 problemde

verilmediginden sinir deger problemi Orneginde oldugu gibi Y (2):a ve YV (3):b

kabul edilerek isleme devam edilir. Problemde x =0 alindiginda y<”) (0) =4 olacaktir

ve doniisiim yardimiyla

d'y(x)
dx*

1

Y(4):4—!

1 (iv) 1
= — 0 e
ar 0=y

x=

degeri de bulunur. Simdi bu degerleri kullanarak & =1,2,... degerleri sirasiyla rekiirans

denkleminde yerine kondugunda

1 a
Y(6)]=—+4+—
() 180+360

B 1 _a n b
T840 2520 840

k=3 = Y(7)

64



k=4 = Y(8) b

T 40320 6720
1
k=5 = Y(9)=——
40320
1 a
k=6 = Y(10)= +
453600 1814400

elde edilir. Ters diferensiyel doniisiim yardimiyla

()= 0 {1 (k)= 27 )

4 5
y(x):1+x+ax2+bx3+x—+x—+li+i x6—|—l L __a + b ]x7+
6 24 |180 360 840 2520 840
l 11 b ]x8+- x’ _+l L a |
40320 6720 40320 [453600 1814400

¢oziimii elde edilir. Ik 10 terim igin y(l) ve y'(l) kosullar1 kullanilarak elde edilecek

denklem sistemi ¢oziildiiglinde

a=0.9999 ve b=10.5000

degerleri elde edilir. Terim sayisi arttikga a =~ 1 ve b =~ 0.5 olacag agiktir. Dolayisiyla
3 4 S A B [

) =ldxd+ 4 T 2
20 31 4 st 6l 71 81 ol

ifadesi elde edilir. Bilindigi gibi bu ifade 1+ xe* fonksiyonunun x=0 -civarinda

Taylor serisi agilimidir.
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BOLUM 4

IKI BOYUTLU DIiFERENSIYEL DONUSUM METODU

Bu boliimde iki boyutlu DDM incelenecektir. Daha ¢ok kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan iki boyutlu DDM ye ait birka¢ teorem ve bu

teoremlerin ispat1 verilecektir.

Tamm 4.1 iki bilesenli f (x, y) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyonu

F (k,h) olmak iizere f (x,y) nin iki boyutlu diferensiyel doniigiimii

6k+h

1
ox*oy" 4

D, {f (x,y)} = F(k,h) (x.7)

X=Xy,
Y=Xo

ile ifade edilir.
Tamm 4.2 F (k,h) ddniisiim fonksiyonunun ters diferensiyel déniisiim fonksiyonu

D7 {F(h)) = £ (x.9) =SS F ko) (r—,) (v 3o @2)

00
k=0 h=0

bi¢ciminde tanimlanir. Tanim 4.1'de belirtilen F (k,h) dontlisim fonksiyonu (4.2)

esitliginde yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir:

B X X 6k+h i 5
f<x’y)_§§k'h' 6xkayhf(x’y)x_xo,(x xO) (y yO)
Y=o

(4.1) ve (4.2) esitlikleri kullanilarak temel matematiksel operasyonlar yardimiyla iki

boyutlu diferensiyel doniisiim i¢in asagidaki teoremler ispat edilebilir.
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Teorem 4.1 Iki boyutlu diferensiyel doniisiim lineerdir.

Ispat: o, (3 sabitler olmak iizere doniisiimiin tanimi geregi

1 6k+h
@ N + s s A 4 + °
T{af(x y)+0Bg(x y)} kil 9xy” (af(x y)+0g(x y)) _—
Y=Xo
1 gFth 1 okth
= avay ) e oy P8
Y=o Y=Xo
1 [ gkth 1 k+h
~omladayr ) o P oy g(xy) .
Y=Xo Y=Yo
elde edilir. (4.1) esitliginden
1 6k+h
D )W =Flkh)=—|—— f(x,
r{f (v y)} = F (k) klh! 6xk(?yhf(x /) x=1,
Y=Xo
ve
1 6k+h
D ) =Gk,h)=—|——¢g(x,
r{g(x.y)}=G(k.h) k\h!|9x*oy" g(x.7) x=1.
Y=Xo

olmak tizere

Dr{af (x.y)+Bg (x,y)} = aDp{f (x.9)} + Dy {g(x,)} = aF (k.h) + 5G k. h)

elde edilir.

Teorem 4.2 Bir f (x, y) fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevinin diferensiyel

doniisimii
of (x,
D, {%} = (k+1)F (k+1,h)

ile verilir.
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Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi

o |V ey)| 1| 97" 10f (%)
r ox k!h!| dxk oy Ox  li=x,,
Y=Xo
1 6k+l+h
k| oxk gy /() x=%,
Y=Xo
1 ak+l+h
=(k+1 ,
( )(k+1)!h! 8xk+l(?yhf<x ?) x=%,
Y=Xo,
F(k+1,h)

=(k+1)F(k+1h)
elde edilir.

Teorem 4.3 Bir f (x, y) fonksiyonunun y degiskenine gore tiirevinin diferensiyel

doniisimi

@T{afg;y)}:(thl)F(k,thl)

ile ifade edilir.

Ispat: Teorem 4.2'de oldugu gibi yine doniisiimiin tanim1 geregi

D of ey)| _ 1| 9" 10 (xy)
r Oy k'h! 8xk8yh Oy -
Y=Xo
1 6k+h+l
= flxy
k'h!|ox* oy ( )x_xo,
Y=Xo
1 ak-‘rh-H
=(h+1 ,
( )k!(h+1)! 8xk8yh+lf<x 2 x=1,
Y=o
F(k,h+1)

=(h+1)F (k,h+1)

esitligi elde edilir.
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Teorem 4.4 Bir f (x, y) fonksiyonunun x degiskenine gore ikinci mertebeden tlirevinin

diferensiyel dontistimii

Dy {%}:(k—i—l)(k—i—z)[?(k—i—z,h):

ile verilir.

Ispat: Diferensiyel doniisiimiin tanimi kullanilirsa

D Ff(xy)| 1| o
1 ox? k\h!| Ox*oy"

0’ f (x,)
Ox?

X=Xg,
Y=Xo

1 6k+2+h

“ o oy

(x.)

X=Xg,
Y=Xo

6k+2+h

(k+2) 1
axk-l-Zayh f

Tk (k+2)

(x.)

X=Xg,
Y=Xo

F(k+2,h)

!
:<k+2)'F(k+2,h)
k!

=(k+1)(k+2)F(k+2,h)
elde edilir.

Teorem 4.5 Bir f (x, y) fonksiyonunun y degiskenine gore ikinci mertebeden tiirevinin

diferensiyel dontistimii

2
y

2
D, {—6 J;(x’y)}: (h+1)(h+2)F (kh+2) -
ile ifade edilir.

Ispat: Teorem 4.4'te oldugu gibi doniisiimiin tanimi kullanilirsa

@T{82f<x’y)}: 1
oy* k!'h!

8k+h

ox oy

0°f (x,y)
y*

X=Xg,
Y=Xo
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1 6k+h+2 ( )
= S(xy
k'h!|ox*koy"+? =%,
Y=
B <h+2)' 1 ak+h+2
Rl kN (h2)! axF oyt flx) —
Y=
F(k,h+2)
|
2 )
h!

=(h+1)(h+2)F (k,h+2)
elde edilir.
Dolayisiyla genellestirme yapmak gerekirse teoremlerden gorildiigi gibi,

1. reN olmak iizere f (x, y) fonksiyonunun x degiskenine goére r. mertebeden

tiirevinin diferensiyel dontistimii

(k+r).
k!

Dy {%}:(k+1)(k+2)--~(k—i—r)F(k+r,h):

F (k +r, h)
1le ifade edilir.

2. s€N olmak iizere f (x, y) fonksiyonunun y degiskenine goére s. mertebeden

tiirevinin diferensiyel dontistimii

—

h+s)!
h!

@T{M}:(h+1)(h+2)--~(h+s)F(k,h+s): F(k,h+s)

oy’
ile ifade edilir.

Teorem 4.6 Bir f (x, y) fonksiyonunun x ve y degiskenlerine gére karma tlirevinin

diferensiyel dontistimii

Dy {%}:(kjtl)(thl)F(kJrl,thl)

ile verilir.
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Ispat: Doniisiimiin tanimi kullanildiginda

D O’ f(x.y) 1| oM O’ f(x,)
"I oxay | kA oxk oyt | oxdy =%,
Y=Xo
1 6k+1+h+1
T k| o igy /() -
y=yo
(k+1)! (A1) 1 A ()
= X,y
kU Rt (kD) (A1) oxf oy s
-0
F(k+1,h+1)

(k:!l)!<h+'l)!F(k+l,h+l)
=(k+1)(h+1)F(k+1,h+1)

elde edilir.

Teorem 4.7 r,s € N olmak lizere

6r+s ,

D, {%} =(k+1)(k+2)-(k+r)(h+1)(h+2)--(h+s)F(k+r,h+s)
X oy

esitligi saglanir.

Ispat: Diferensiyel doniisiimiin tanimi geregi

ar-‘rs‘f (x’ y)
ox" oy’

o 8’+Sf(x,y) B 1 8k+h
"1 ox oy k\h!| ox* oy

X=Xy,
Y=Jo

1 6k+r+h+s

T k| ax oy /()

X=X,
Y=o
(k) (hts) 1 1| oftrthts
TR W e S
Y=Xo,
F<k+r,h+s)
| |
:<k+r)'(h+s)'F(k—|—r,h—|—s)

k! h!
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=(k+1)(k+2)--(k+r)(h+1)(h+2)---(h+s)F (k+r,h+s)

elde edilir.

Teorem 4.8 Iki bilesenli iki fonksiyonun carpiminin diferensiyel doniisiimii

D {1 (x.9)2(x.0)} = 30 F(k—rh—5)G{r.s)

ile ifade edilir.

Ispat: Boliim 2'den iki fonksiyonunun garpimmin k. mertebeden tiirevinin

d" _d f(x) k\d“"' f(x)dg(x) (k)d"f(x)d’g(x)
ﬁ[f(x)g(x)]— dx* g(x)+ 1) dx*! dx * 2] dx*? dx’ L
k dk_"f(x) d"g(x) k df(x) dk_]g(x) dkg(x)
n] ax* " dx" e k—1] dx  dx*’ —l—f(x) dx*
oldugu bilinmektedir. Bu ifadeden yararlanilarak
1 6k+h
Dy {f(x,y)g(x,y)}zm W[f(x,y)g(x,y)] .
Y=Xo
10" 0*
:m W ﬁf(x,y)g(x,y) _—
Y=Xo
B 1 8h k 6kf k ak—lfag k ak—ZfaZg
Tkl gy 0] ox* g+[1]axk—l o 2o rae T
k 8k_nf ang k af ak—lg akg
n] oxkm ox" - +[k—l]a ox*! +f O™ vz,
Y=Jo
1 i\ h 6k+hf i\ h 6k+h_1f 8g
= — —g+ —
k'h!|(0)10]oxFay™ = " 10)(1)axkay" ' ay
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K\ h 6k+h_2f azg i\ h ak—l—i—hf ag
a2 a2 Tt k—a h 9.
0J{2)ox"0y" = Oy 1)10)ox™ " oy" Ox

K\ h 6k_l+h_1f 82g i\ h ak—l—i—h—Zf aZg
1111 6xk—layh—l 6)(6)/ [1][2]8xk—layh—2 8)(?8_)/2

i\ h 8k—r+h—5f 8r+sg
Il s axk—rayh—s 8xrays

X=X,
Y=Xo

5l

r
r=0s

h] 6k—r+h—Sf 6r+sg

1
 k!h! s ) OxF T oy Ox" Oy s,

Y=Xo

_ 1 i h k! Al 6k—r+h—5f ar-‘rsg

kK h 1 k! 1 6k—r+h—s 6r+s
-y L2_g

— = (k—r)lr! (h—s)!s!| Ox* 70y" ™ OxX"Oy" |v=n,.

y=Xo

oo kh! (k—r)!r! (h—s)!s! 6xk_’6yh_s Ox"Oy* |r=x,,

y=Xo

6k—r+h—5f 6r+sg
6xk—r6yh—s axrays

B k__h 1 1
—Zz(k_r)!(h—S)!’”!S!

X=Xy,
y=Xo

_ii 1 ak—r-ﬁ-h—Sf . 1 6r+sg
1m0z (k=)A= s){ O O™ famr, 1151 OX"Oy" Jrmx,,
Y=Xo, Y=Yo

F(k—r,h—s) G(;f,s)

:iiF(k—r,h—s)G(r,s)

bulunur.
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Teorem 4.9 Bir f(x,y) fonksiyonu ile bir g(x,y) fonksiyonunun x degiskenine gore

tiirevinin carpiminin diferensiyel dontisiimii

r=0 s=

@T{f(x, } fjfj —r+1)F(r,h—s)G(k—r+1,s)

ile ifade edilir.

og(x,y)
X

Ispat: u(x,y)= olsun. Bu durumda u(x,y) fonksiyonunun diferensiyel

dontistimii Teorem 4.2'ye gore

X

@T{u(x,y)}:@T{6géx’y)}:U(k,h):(k+1)G(k+1,h)

seklindedir. Dolaysiyla doniisiimii aranan fonksiyon f (x, y)u(x,y) olacaktrr. iki
fonksiyonunun garpiminin diferensiyel doniisiimii geregi

Dy {f (v, )u(x.y)) = ioi)F(r,h—s)U(k—r,s)

elde edilir.

Ulk—r,s)=(k—r+1)G(k—r+1,s)

olacagindan bu ifade son esitlikte yerine yazildiginda

} ii r—|—1 rh s)G(k—r+1,s)

r=0 s=

D, {ﬂx,

elde edilir.

Teorem 4.10 Bir f(x,y) fonksiyonu ile bir g(x,y) fonksiyonunun x degiskenine

gore ikinci mertebeden tiirevinin ¢carpiminin diferensiyel doniisiimii

r=0 s=0

(DT{f(xy62 } ii k—r+1)(k—r+2)F(r,h—s)G(k—r+2,s)

ile verilir.
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’g(x,y)

Ispat: Teorem 4.9'da oldugu gibi u(x,y)= 2

3 fonksiyonunun diferensiyel
X

doniigiimii
Dy {u(x,y)} =D, {%} =U(k,h)=(k+1)(k+2)G(k+2,h)

olacaktir. Dolayistyla doniisiimii aranan fonksiyon f(x,y)u(x,y) seklindedir. Iki
fonksiyonun ¢arpiminin diferensiyel doniistimiiniin

k_
D, { (53 )ul )} = 3 F (rah—5)U (k1.

r=0 s=0

oldugu bilinmektedir.
U(k—r,s) = (k—r+l)(k—r+2)G(k—r+2,s)
olacagindan bu ifade son esitlikte yerine yazildiginda

D, {f(x,y)%}:ii(k—r—|—1)(k—r+2)F(r,h—s)G(k—r+2,S)

r=0 s=0
elde edilir.

Teorem 4.11 Bir f(x,y) fonksiyonunun xdegiskenine gére tiirevi ile bir g(x,y)

fonksiyonunun x degiskenine gore tlirevinin ¢arpiminin diferensiyel doniisiimii

D, {6f(x,y) 6g(x,y)

k_h
o - }:V_OZo(r+1)(k—r+1)F(r—i—1,h—S)G(k—r+l,S)

N

ile ifade edilir.

PEr) oy, y) = 282)

ispat: e
spat: u(x,y) o, o

olmak tiizere bu iki fonksiyonun

diferensiyel doniistimii Teorem 4.2'ye gore

Dy {u(x,y)} =Dy {@}:U(k,h):(kJrl)F(kJrl,h)

X

\
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D {v(x,y)} =D, {%} V(k,h)=(k+1)G(k+1h)

seklindedir. Dolayisiyla doniisiimii istenen fonksiyon u(x,y)v(x,) olacaktir. Yine iki
fonksiyonun ¢arpimmin diferensiyel doniistimii kullanilirsa

k h

D, {u(x,y)v(x,y)}:ZZU(r,h—S)V(k—r,s)

r=0 s=0

elde edilir. Burada
U(r,h—s)=(r+1)F(r+1Lh—s)
Ve
Vik—r,s)=(k—r+1)G(k—r+1,s)

seklindedir. Dolayisiyla

@T{Gf(x,y) 6g(x’y)}:ii(r—l—l)(k—r—l—l)F(r—l—l,h—s)G(k—r—l—l,s)

Ox Ox r=0 5=0
elde edilir.

Teorem 4.12 Bir f(x,y) fonksiyonunun y degiskenine gore tiirevi ile bir g(x,y)

fonksiyonunun y degiskenine gore tiirevinin ¢arpiminin diferensiyel doniistimii

@T{afg;y)ag”} ifjsﬂ (h=s+1)F(r,h—s+1)G(k—r,5+1)

r=0 s=
ile verilir.

Ispat: Teorem 4.11'in ispati goz Oniine ahndiginda Teorem 4.12 igin

“(x’y)zm ve v(x,y)zm

olmak tizere bu fonksiyonlarmn diferensiyel
Ay dy

doniisiimii Teorem 4.3 geregi

@T{u(x,y)}:@ {%);y)} U(k,h)=(h+1)F (k,h+1)

\
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D {v(x,y)} =D, {%’;y)} V(k,h)=(h+1)G(k,h+1)

seklindedir. Doniisiimii istenen fonksiyon bu durumda u(x,y)v(x,y) olur ve bu
fonksiyonun diferensiyel doniisiimii bilindigi gibi

k. h
D, {u(x,y)v(x,y)} = ZZU(r,h—S)V(k—r,s)

r=0 s=0

ile ifade edilir. Burada
U(r,h—s)=(h—s+1)F(r,h—s+1)
Ve

Vik—r,s)=(s+1)G(k—r,s+1)

oldugundan ifadeler son esitlikte yerine yazildiginda

k_ h
@T{Gfgxy)(?gxy} ZZ s+1 —s+1) (rh S—l—l)G(k—r,s—H)
y r=0 s=0

elde edilir.

Teorem 4.13 Bir f(x,y) fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi ile bir g(x,y)

fonksiyonunun y degiskenine gore tiirevinin ¢arpiminin diferensiyel doniistimii

@T{(?f((?iJ’)(?g xy} ii —r—l—l _S_|_1)F(k—r—i—1,s)G(r,h—S—H)

r=0 s=

ile verilir.

_— L o O (x,y)
Ispat: Teorem 4.11 ve Teorem 4.12'nin ispat1 g6z Oniline alinarak u(x, y) i
X
_ 9g(x,y) . . . . e e
ve v(x,y)= 5 olmak iizere bu fonksiyonlarm diferensiyel doniisiimii Teorem
y
4.3 geregi

X

Dy {u(x,y)} =D, {6fgx’y)}:U(k,h): (k+1)F (k+1,h)
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9g (x,y)

3 }:V(k,h):(thl)G(k,thl)

D; {v(x,y)} = D; {

seklindedir. Doniisiimii istenen fonksiyon bu durumda u(x,y)v(x,y) olur ve bu
fonksiyonun diferensiyel doniisiimii bilindigi gibi
k. h

D, {u (x,y)v(x,y)} = ZZU(I( —r,s)V(r,h—s)

r=0 s=0
ile ifade edilir. Burada
U(k—r,s) = (k—r—H)F(k—r—H,s)
ve

V(r,h—s):(h—s—l—l)G(r,h—s—H)

oldugundan ifadeler son esitlikte yerine yazildiginda

@T{afg’;y) 6g((;;y)}:éé(k—r+1)(h—s—i—l)F(k—r—l—l,s)G(r,h—s+1)

elde edilir.

Teorem 4.14 Ustel fonksiyonun diferensiyel doniisiimii a,b,c € R olmak iizere

f(X,y) — eax-‘rby-‘rc ise

ile ifade edilir.
Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi

6k+h

ox*oy"

o
kA

ax+by+c

Dy {e k= F (k. h)

X=X,
Y=Xo

olmak iizere k=0,1,2,... ve h=0,1,2,.. degerleri i¢in F(k,h) degerleri

hesaplandiginda
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k=0, h=0 icin,

0 20
F(0,0): 1 eax-‘rby-i-c o :(l_b_ c
0'0! =0 0! 0!
k=0, h=1 igin,
0
F(O,I)ZLQ ax+by+c _ 1 [ ax—+by—+c o :a_é c
01!y x=0, O!! y—o 0!
y=0
k=1, h=0 igin,
0
F(I,O):L Q[eax-i-by-i-c :L[ ax—+by+c 0 :ﬁb_ c
110! Ox x=0, 110! y—o 110!
y=0
k=1, h=1 igin,
2
F(I,I)ZL 0 [ ax+by+c] :L[abeax-i—by-i—c o :ﬁéec
11! 0x0y x=o, 1! =0 1
y=0
k=2, h=0 igin,
2 2 70
F(2, ):Lg_ ax+by+c] — 1 [aZeax-i—by-i-c o :a_b_ c
210! 9x? o, 210! o 210!
y=0
k=2, h=1 igin,
3 2
F(2,1):L 0 ax+by+c] :_[a2beax+by+c o :a_é c
211 9x*dy 211! = 211

x=0,
y=0

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

D {f (5,3 = D fer e} = Pt ) = L 0

oldugu goriiliir.
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Teorem 4.15 Kuvvet fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii m,n € N olmak {izere

1 k=mh=n

0 diger durumlar

@T{x’”yn}zé(k—m,h—n)zé(k—m)é(h—n):{

ile verilir.

k+h
Ispat: Oncelikle —— X" ifadesi incelensin. Burada 9 durum s6z konusudur:
0x" 0Oy x=0,
y=0
k< m}
1. durum:
h<n
8k+h 6h 8k
ox oy * x=0, a W ﬁx x=0,
y=0 y=0
6h n m—k
_ 6_yh[y (m(m—=1)---(m—k+1)x"* .
y=0
= (m(m—l) (m—k+1)x" k)(n(n—l) (n—h—l—l)y”_h) 20,
y=0
=0
m_n | __ 1 6k+h m_.n . 0 —
Dr {x } A 6xk(?yh x=0, kR 0
y=0
k< m}
2. durum =
h=n
8k+h 6h 8k
ox oy x=0, a W ﬁx x=0,
y=0 y=0
. 6}’[ " _1( —k+1) m—k}
[t (ke Y
y=0
[ (mlm 1) m = 1)Y= 1))
y=0

80



fe+h
k'h!|0x"dy w0, Kk!h!
y=0
k<m}
3. durum
h>n
8k+h 6h 8k
8xk3yhx x=0, Wﬁx x=0,
y=0 y=0
6h n m—k
6—yh[y (m(m—l)m(m—k—l—l)x )} .
=0
(m(m—l) (m—k—l—l)x"’_k)(n(n—l) (n—n—l—l)O)x:O’:O
y=0
m_n | __ 1 6k+h m_.n . 0 —
D, {x"y"} Knlladay " 7 | “om
y=0
k=m
4. durum: }
h<n
8k+h 6h 8k
ox oy x=0, Wﬁ x=0,
y=0 y=0
o _
W[y”(m<m_1)...(m—m—l—l)xm m)} »
=0
— (m(m—l) (m—m—l—l)x"’_”’)(n(n—l) (n—h—l—l)y”_h)xzo,
y=0
—mt0=0
m_n | __ 1 6k+h m_.n . 0 —
Dy {"y"} amladay " Lk
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8k+h o 3h 3k .
ox oy o, |Oy"|ox" x=0,
y=0 y=0
o
- W[yn (m(m=1)-+-(m—m+1)x"")| .
y=0

x=0,
y=0
=m!n!
o mIn!| Ox" Oy —o0 m!n!
h=n y=0
=m
6. durum: }
h>n
O |90
8xkayh x=0, 8yh (?xk x=0,
y=0 y=0
6h
= W[y (m(m—l)--~(m—m—|—1)x )} .
y=0

x=0, =0
y=0
1 6k+h 0
@ mon| _ _ - m._.n :_:0
P} Khtlaodoy " 7 | kAl
y=0
k>m}
7. durum:
h<n
G B
ox oy x=0, a oyt | ox* x=0,
y=0 y=0
6h
=|—|y"(m(m—1)---(m—m+1)0
6yh [y ( ( ) ( ) )} x:g’
y=
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1 6k+h 0
@ xm n :_—xm n :_:0
= acay Y e KW
y=0
8. ve 9. durum i¢in k£ > m kosulundan dolay1
6k+h
xm n :0
ox oy 4
oldugundan
1 6k+h 0
@ xm n :_—xm n :_:0
= oc oy’ T e kIR
y=0

elde edilir. Buradan

1 k=mh=n

Dy {x"y" } =8 (k—m,h—n)=6(k —m)6 (h—n)= {0 diger durumlar
oldugu agik bir sekilde gorilir.
Teorem 4.16 a,b,c € R olmak iizere f(x,y)=sin(ax+by+c) ise
. v . (m
D, {sin(ax + by + )} = F(k.h) = Fﬁsm[g(k 1) +c]
esitligi saglanr.
Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi
k+h

ox*ay"

1

Dy {sin(ax+by+c)}=F (k,h)= n

[sin (ax + by + c)]

X=Xg,
Y=Xo

oldugu bilinmektedir. k=0,1,2,... ve h=0,12,... degerleri i¢in F(k,h) degerleri
hesaplandiginda

k=0, h=0 i¢in,

1 . ) a b . (7
F(0,0) :m[sm(ax—l—by—l—c)] =sine=-— - sin [E(O—FO)—FC]
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k=0, h=1 igin,

1
- W[b cos(ax+by + c)] =0
y=0

119
F(0,1)= omilay [s1n(ax—|—by+c)]

0
b
—bcosc——a —sin 0+1
o!1! [2( + )+ )

k=1, h=0 igin,

1 0 1
F(1,0)= Toils [sm(ax—l—by—l—c)] - 1'O'[acos(ax—l—by—l—c),Cg
ab’
—acosc—l—!asm[2(1+0)+ )
k=1, h=1 igin,
F(l,l):L i [sin(ax—l—by—i—c)] L [ absin (ax+by +c)
11| 9y o, 1! =%
y=0
:—absinc:ﬁésin z(l—i—l)—i—c
11! 2
k=2, h=0 igin,
F(2,0)= 1\ — [sin (ax+ by + )] [ a”sin(ax+by +c)|,
2101| x2 o 210! 0
y=0
B a* b’
= s1nc_2—!as1n[2(2—|—0)+ ]
k=2, h=1 igin,
F(2,1):L 3 [sin (ax+ by +c)| :L[—azbcos(ax—l—by—i-c)
2111|650y o 2111 =
y=0
2
:—azbcosc_——s1n[2(2—|—l)—|— ]
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elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

k ph

D, {sin(ax + by +¢)} = F (k)= %%sin[%(k+h)+c]

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.17 a,b,c € R olmak iizere f (x,y)= cos(ax+by+c) ise

Dy {cos(ax+by+c)}=F(k,h)= i—il;l—h!cos [%(k +h)+ c]
esitligi saglanir.
Ispat: Doniisiimiin tanimi geregi
1 k+h
D, {cos(ax +by + c)} =F(k,h)= T W[cos (ax+by+ c)] .
Y=Y

oldugu bilinmektedir. k=0,1,2,... ve h=0,12,... degerleri i¢in F(k,h) degerleri
hesaplandiginda

k=0, h=0 igin,

1 a’ b’ s
F(0,0)= 0!()'[cos(ax—I—by—l—c)]x :cosc:—.acos[E(O—kO)—kc]

\< Il
oo
e}

k=0, h=1 igin,

0
F(0,1)= o 8y[cos(ax—kby—kc)] . 0'1[ bs1n(ax+by+c)]x -0
y=0
. a’ b T
:—bsmc:——cos[—(0+1)+c]
0! 2
k=1, h=0 igin,
F(1,0)= 4 [cos(ax—l—by—i—c)] :L[—asin(ax—i-by—l—c) =0,
10t ox =0 110! =0’
y:

0

:—asmc—ﬁb—cos —(140)+c¢
1! 0! 2
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k=1, h=1 igin,

1| 0? 1
F(l,l):ﬁ oxy [cos (ax + by +c)| o :m[—abcos(ax—l—by—i-c) =0
y=0
——abcosc—ﬁécos[ (1+1)+c )
N 2
k=2, h=0 igin,
F(2,0)= 1\ — [cos(ax+by +c)] ! [ a’ cos(ax+by +c)|,
2101| 92 20, ~ 210! s
y=0
a’ b°
=—a cosc—z—!acos[z(2—|—0)+ ]
k=2, h=1 igin,
F(2,1):L 3 [cos(ax—l—by—i—c)] :L[azbsin(ax—i-by—l—c)
2111 Ox?8y w0, 21! -
y=0

2

b
= a’bsin —a——cos[ 24+1)+c
¢ 211! 2( )

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde
a* b
D, {cos(ax+by+c)} = F(k,h)=——cos [—(k +h) +c]

ifadesi elde edilir.
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BOLUM 5

IKI BOYUTLU DIiFERENSIYEL DONUSUM METODU
UYGULAMALARI

Bu boliimde, DDM'nin kismi tiirevli diferensiyel denklemlere uygulanisi incelenecektir.
Ornek olarak 1s1 ve dalga denklemi ele almacak ve bulunan sonuglar denklemlerin

kapali ¢oziimleri ile karsilastirilacaktir.
Ornek 5.1 Asagidaki verilen 1s1 denklemini DDM ile ¢ozelim [23].

L= U , O<x<l,0<¢
u(x,0)=cosx , 0<x<I.
Verilen 1s1 denkleminin kapali ¢6ziimii

u(x,t)=e"'cosx

seklindedir. Bolim 3'te yaptigimiz gibi isleme her iki tarafin diferensiyel dontistimiinii

alarak baslayalim. Bu durumda

Dy {u} =Dy {ue }

esitligi elde edilir. Béliim 4'te verilen teoremler geregi
Dy {u, } = (h+1)U (k,h+1)

Ve

Dy {uy t=(k+1)(k+2)U (k+2,h)

oldugundan denklemin DDM yardimiyla déniisiimii,

(h+ 1)U (k,h+1) = (k+1)(k+2)U (k+2,h)
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seklinde elde edilir. Esitlik tekrar diizenlendiginde

(k+1)(k+2)

(h+1)

Ul(k,h+1)= U(k+2,h)

(5.1)

rekiirans denklemi elde edilir. Problemde verilen baglangic sartinin doniisiimi

alindiginda

Dy {u(x,0)} =U (k,0)

1 k
= U(k,0)=—cos|—|=
@T{cosx}:%cos[ﬂ—zk] (k.0 k! [2]

(-1
k!

0 k tek ise

k ¢ift ise

elde edilir. U(k,0) degeri (5.1) rekiirans denkleminde kullamlarak

k=0,1,2,... ve h=0,12,... i¢in U(k,h) degerleri hesaplandiginda

h=0 iken
k=0 = U(0,1):£U(2,0):£icos[z—”]:—Qi——il
1 1 (2! 2 12 o
k=1 = U(l,l):iU(lO):?—'cos[%]:0
k=2 = U(2,1):EU(4,0)—ﬁicos4—ﬂ _34t 11
1 1 |4! 2 1 4 201!
k=3 = U(3,1):£U(5,0):$%cos%7T =0
k=4 = U(4,1):ﬂU(6,0):ﬂicos[6—7T _ 61 11
1 1 |6! 2 16 41
k=5 = U(5,1)—6;17U(7,0):$%cos[%ﬂzo
k=6 = U(6,1):7_'8U(8,0):7_'8_cos 8_”]:7_8l:il
18! 2 1 8 6!l
k=7 = U(7,1):¥U(9,0):¥$cos 97”):0
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9-10 1 11

k=28 = U<8’1):TU<10’0):T_COS > 1 10'— Q111

9-10 9-10[ 1 (107
10!

1-2 1211 11
k=0 = U(0,2):7U(2,1):72—!1—!:&2—!

k=1 = U(1,2):§U(3,1):0

k=2 = U(z,z):ﬁU(m):—ﬁll:_il
2 2 4111 2121

k=3 = U(3,2):%U(5,1):0

k=4 = U(4,2):ﬂU(6,1):ﬂll:li
2 2 611 412!

k=5 = U(5,2):%U(7,1):0

k=6 = U(6,2):7—'8U(8,1):—7—'Sll:_li
2 2 8111 612!

h=2 iken

k=0 = U(0,3):£U(2,2):—£ii:—il
3 3 2121 013!

k=1 = U(l,3):?U(3,2):0

k=2 = U(2,3):ﬁu(4,2):ﬁil:il
3 3 4121 213!

k=3 = U(3,3):%U(5,2): 0

5611 11

k=4 = U(43)=—U(6,2)=—"——
3 36121 413
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elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

(-1 (-1)’

U(k,h): TR k ¢ift ise
0 k tek ise

degerleri elde edilir. Dolayisiyla ters diferensiyel doniistimiin yardimiyla

(xt 1{Ukh}:iiU(khxkth

k=0 h=0

k=0,2,4,... h=0

”(x’t):ii(_kl!) (_hll) ke — i ( .2 k [OO - ]

¢Ozimii elde edilir. Bilindigi gibi cosx ve e’ fonksiyonlarmin x =0 civarinda Taylor

serisi agilimlar1

\(

N\A\

u(x,t):ii(_kl!) (_hll) e = i —e 'cosx

00
k
k=0,2,4,... ! h=0 h'

seklindedir. Goriildiigii gibi verilen problemin DDM ile ¢oziilmesiyle elde edilen sonug

kapali ¢6ziim ile cakisir.
Ornek 5.2 Asagida verilen dalga denklemini DDM yardimiyla ¢6zelim.

O0<x<l, 0<¢t

it — Uy >
0<x<I1.

2

Verilen dalga denkleminin kapali ¢6ziimii
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u(x,t) = sin(mx)cos(mt)

seklindedir. Problemin DDM ile ¢6ziimiine her problemde oldugu gibi denklemin her

iki tarafinmn diferensiyel doniisiimiinii alarak baslayalim. Buna gore,
Dy {u } =D {uc}

ifadesi elde edilir. Yine Boliim 4'ten bilindigi gibi

D {u, }=(h+1)(h+2)U(k,h+2)

Ve

Dy {uy t=(k+1)(k+2)U (k+2,h)

oldugundan denklemin DDM yardimiyla déniisiimii,
(h+1)(h+2)U (k,h+2)=(k+1)(k+2)U (k+2,h)

seklindedir. Esitlik diizenlendiginde

U(k,h—l—z):WU(kJrlh) (5.2)

(h+1)(h+2)

rekiirans denklemi elde edilir. Problemde verilen baslangic sartlarina diferensiyel

dontistim uygulandiginda ise

Dy {u(x,0)} =U(k,0) s

Wk] = U(k,O):Fsin

=1 k! ’

—_ B k
Wk] (1)4 k tek ise
2

k
Dy {sin(mx)} = ~_sin >

k!

0 k cift ise
Dy {u, (x,0)} =U (k,1)=0

elde edilir. U(k,0) ve U(k,1) degerleri (5.2) rekiirans denkleminde kullanilarak

srrastyla £ =0,1,2,... ve h=0,1,2,... i¢in U (k,h) degerleri hesaplandiginda

h=0 iken
1.2 1.2|7% . (2
k=0 = U(0,2)=—=U(2,0)=—=|Z=sin| =||=0
1.2 12021 (2
2. 2. 3 2. 3 3 142
k=1 = U(l,2):—3U(3,0):—37T—sin3—7T __23m _ m T
1.2 12317 (2 1230 121 121
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k=2 = U(22)=
k=3 = U(32)=
k=4 = U(42)=
k=5 = U(52)=
k=6 = U(6,2)=
k=7 = U(7,2)=

h=1 iken baslangi¢ sartindan dolay1 U (,1)

k=0 = U(03)=

k=1 = U(L3)=
k=2 = U(23)=
k=3 = U(3,3)

k=4 = U(43)

h=2 iken

k=0 = U(0,4)=

3 4U(4 0)= 34
1.2

4.5

5-6
1.2U(6 0)=

6-7
1.2U(7 0)=

7-8
1.2U(8 0)=

8:9
1.2U(9 0)=

12
~2U(21
2.3 ( )

2.3
U@
SxU G

3.4
~U(4,1
23 (1)

4.5

22U
2.3 ( ’)

5.6
22U (6,1
S5U(6])

1.2

3.4U(2 2)

EU(s,o):—

4

7 . (4r

—sin|—||=0
1.2 41 2]
4.5 ”—Ssin Sr)l 457 o o
1.2 5! 2 ) 1.2 50 3121 3121
5-6|7° . (67
——|—sin|—||=0
1.216 2
672 n(Tm)| 67 A
1.2] 71 20 1271 51210 5121
7-8|7% . (8w
—|—sm|—||=0
1.2] 8! 2
8.9/ (om)| 897" _ &0 '
1.219 2] 1291 7121 7121

0

0

0

0

0

0

=0 oldugu g6z Oniine alinarak
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) 2 5 5 1+4
k=1 :>U(1,4):%U(3,2)—237T =T

T3.43121 1141 1141

k=2 = U(2,4):§'—2U(4,2):0

4. 4. 7 7 3+4
k=3 = UB4)=2y(52)=-—22 T _ T
3-4 3-45120 3141 314!

k=4 = U(4,4):§'—ZU(6,2): 0

. . 9 9 5+4
k=5 = UGs4)=Tyro)=T _ T _T
34 347121 5141 5141

k=0 = U(o,s):%U(zﬁ):o

2-3

k=1 = U(l,5)z4—5U(3,3) 0

k=2 = U(Z,S):%U(4,3):O

degerleri elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

U(k h): X A m k tek ya da / cift ise

0 k cift ya da & tek ise

oldugu goriiliir. Dolayisiyla ters diferensiyel doniisiimiiniin yardimiyla

u(ot) = D U (K1)} =S5 U (k. h) oo

u(x,t)= iz (_]1{)!2 (—h1!)2 b g [ i(—;)'z (Wx)k][hi

k=0 h=0
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¢coziimii elde edilir. Bilindigi gibi sin(mc)

Taylor serisine agilimlar1

sin(rs) = fi‘ (_;)!z ()
cos(mr)= 3 (‘hl')z (mt)’

h=0,2,4,...

seklindedir. Buradan

[SIEY

k-1
o0 —1 2 —1
u(x’t):ZZ( k)' ( h') 7Tk+hxkth —
k=0 h=0 : :

ve cos(mt) fonksiyonlarmm x =0 civarinda

= sin (mx)cos ()

bulunur. DDM ile elde edilen ¢6ziimiin

gosterelim.
N ENE)
)=
(1) ;(ZkJrl)'( ) §<2h>.
=|7mTXx— 7T3x3] —lﬂ'zl‘z]
! 2!
_ 1 5 2 3.3 1
—7TX—2—!7T Xt ; X +ﬁ

kapali ¢oziime yaklasimmi grafiksel olarak
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_ I 353 5.5 I 5o 1 44
—[TDC 3!71')6 + ' 1 2'7Tt +4!7rt
:7Tx——7r3xt2—|—i7rsxt4— 7T3x3—|—L 3 3t2—L7r7x3t4+
4! 3! 312! 314!
1
155 1 o 7T9x5t4,
5! 5121 514!
3 (—1)k 24 || (—l)h 2h
Uy (x,t) = —(wx) (m)
;(2k+1)! ; (2h)!
1 1 1 1
=|rx——mx° +—7T5x5 —— ' x |[1=—7%? +—7T4t4 —— 7%
3! ! 7! 2! 4! 4!
ERURTPUN DR SIS SRS IR
=T7X X 4'7Tx 6'7Tx 3'7Tx 3!2!71')6
L7T7x3t4 +— ! x3 +— ! — oy —L7T7x5t2 +— Xt —
314! 316! 5! 5121 5141

L N —iﬂ7x7 —|—L7T9x7t2 _Lﬂ_llx7t4 —|—L7T]3x7t6
516! 7! 7121 7141 716!

olmak tlizere x ve ¢ nin (— 1,1) araliginda alinmasi sonucu elde edilen grafikler asagida

gosterilmistir.

Sekil 5.1 u, (x,t) nin grafigi
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Sekil 5.3 u; (x,¢)nin grafigi

Sekil 5.4 Ornek 5.2'nin kapali ¢dziimiiniin grafigi
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, DDM tek boyutlu ve iki boyutlu olarak incelenmistir. Metot ile ilgili
teoremler verilmis, bu teoremlerin ayrintili ispatlar1 yapilmis ve problemler iizerinde

metodun kullanimi gosterilmistir.

Tek boyutlu diferensiyel doniisiimiin uygulanis1 lineer ve non-lineer adi tiirevli
diferensiyel denklemler ile Orneklendirilmistir. Ornekler iginde baslangic deger
problemleri, sinir deger problemleri, osilatéor denklemler, integral ve integro-
diferensiyel denklemlere yer verilmistir. Literatiirde Riccati denklemi olarak bilinen adi
tiirevli diferensiyel denklemin analitik ¢6zlimiiniin bulunabilmesi i¢in 6zel bir ¢oziimiin
bilinmesi gerektigi ifade edilmektedir. Bu teknik ile bu tip denklemlerin 6zel
cOzlimlerine ihtiya¢c duyulmaksizin analitik ya da analitide cok yakin c¢oziimlerine
ulasilmaktadir. Ozellikle ¢dziilmesi karmasik ve sorun yaratan non-lineer denklemlerin
¢Oziimiinde oldukca kullanisli ve dogru sonuglar elde edilen bir metot oldugu analitik

cOziimlerle yapilan karsilagtirmalar sonucu gosterilmistir.

Iki boyutlu DDM, kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢dziimleri igin gelistirilmistir.
Metodun uygulanisi i¢in 1s1 ve dalga denklemi ele alinmistir. Tek boyutluda oldugu gibi

sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir.
Tek ve iki boyutlu DDM nin 6zellik tablolar1 Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2'de verilmistir.

Sonug olarak, metodun n-degiskenli lineer ve non-lineer diferensiyel denklemlere ve

cesitli diferensiyel denklemlere uygulanabilecegi kanaatine varilmistir.
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Cizelge 6.1 Tek degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniistimleri

Orijinal fonksiyon

Doniistiiriilmiis fonksiyon

af(x):l:ﬁg(x) aF(k):I:ﬁG(k)
df (x) (k+1)F (k+1)
dx
d"f(x) (k+m)!F(k+m)
dx" k!
f(®)g(x) SF(r)Glk—r)
f(x)g(x)h(x) ik_rF(r)G(t)H(k—r—t)
S () £y (x) £ (%) fomy (%) £, (%) ko hl& Fl(kl)Fz(kz_kl)Fs(ks_kz)
knzl;Ok,;O‘“kz—Okl—O "F:H (kn 1 kn 2)F:1(k_kn—1)
f(x)d‘g;ix) i(k—rJrl)F(r)G(k—rH)
d];ix) dgdix) é(r+l)(k—r+l)F(r+1)G(k—r+l)
a N (Ina)t
k!
pe A
i
sinh()\x) )\—k k tek ise
k!
0 Fkiftise
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Cizelge 6.1 Tek degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniistimleri (devam)

Orijinal fonksiyon

Doniistiiriilmiis fonksiyon

cosh (Ax) 0 ktekise
Af .
21 k cift ise
. k
s1n(ax+b) Fsm[ k—l—b]
k
cos(ax+b) —cos[zk—l—b]
2
m 1 =
x 6(k—m):{ k=m
0 k=m
c c6(k)
[ sty G-l
Xo k
. | ke
[ al)e, —5"G (k)G (k—k 1) ,k>1
o k=0
k-1 k,
[ a(t)e (1)gs (1) ar —ZZGI )G, (ky — k) Gy (k—ky —1) Lk >1
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Cizelge 6.2 Iki degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniisiimleri

Orijinal fonksiyon Doniistiiriilmiis fonksiyon
af(x,y)+08g(x,») oF (k,h)+ BG (k,h)
8f(x,y) (k+1)F(k—|—l,h)
Ox
of (x,y) (h+1)F(k,h+1)
dy
(92f(x,y) <k+2)!F(k—|—2,h)
Ox* k!
0’ f (x.y) B2t e s 2)
9y> h! ’
1 (xy) ) )
ox” k!
0'f (x.y) B9)! o)
oy’ h!
O’f (x,y) (k+1)(h+1)F (k+1,h+1)
Ox0y
9 f (x,) (k4+1)(k+2)--(k+r)(h+1)(h+2)
ox" oy’ c(h+s)F(k+r,h+s)
f(x,y)g(x,y) iiF(k—r,h—s)G(r,s)
r=0 s=0
iiF(r,h—s)G(k—r,s)
r=0 s=0
iiF(k—r,s)G(r,h—s)
r=0 s=0




Cizelge 6.2 Iki degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel doniisiimleri (devam)

Orijinal fonksiyon

Doniistiiriilmiis fonksiyon

f(x’y)gg(a);y) ioio —I’—I—l r h—s)G(k—r—H,s)
f(%)ﬁ% Zk:zh:(k—l”—i-l)(k—r—i-Z)F(r,h—s)G(k—r+2,s)

~
Il
o
]
I
o

of (x,y) og (x,y)

h

k
o o VZ_;SZ_; r+1 —r+1)F(r+1,h—s)G(k—r—i—l,s)
of (x,y) 8g(x,y) L
S (s+1)(h=s+1)F(r,h—s+1)G(k—r,s+1)
ay a.y r=0 s=0

of (x,y) 9g(x,y)

(k—r+1)(h—s+1)

Ox dy ;gF k—r+1, S)G(”»h—s"'l)
eax+by+c ak bh c
B
x"y ’
sin(aerby—I-C) ﬁ_hsm[z(k—kh)—l—c]
k! 2
cos(ax+by+c) a* b’
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