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OzET

SAYISAL YARIGRUPLAR

Esra AYDIN

Matematik Anabilim Dali
Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Kiirsat Hakan ORAL

Bu calismada, sayisal yarigruplarla ilgili bugline kadar yapilmis ¢alismalari derleyerek,
bunlar arasindaki sonuglarin karsilastirilarak elde edilebilecek yeni bulgulari ifade etme
amaclanmistir.

Tezin |. Bolimunde sayisal yarigruplarin literatlir 6zetiyle birlikte tezi hazirlamaktaki
amac ortaya konularak hipotez belirtilmistir.

Tezin II. bélimiinde, Euclid Bolgesi, EBOB-EKOK ve Diyafont denklemler gibi sayisal
yarigruplara temel olacagini distindiglimuiz konularla ilgili 6n bilgiler verilmistir.

Tezin Ill. bolimde, sayisal yarigruplarin; minimal UGrete¢ kiimesi, Frobenius sayisi,
kathligi, bosluklar kiimesi ve Pseudo-Frobenius sayilari gibi temel tanimlarindan s6z
edilmistir.

Tezin IV. boliminde, Apery kimeleri ve bu kimelere ait 6zellikler belirtilmis ve
Teorem 4.3 U saglayan bir kimenin hangi sart altinda Apery kiimesi olabilecegi ortaya
konularak ispati yapiimistir.

Tezin V. boliminde, simetrik, pseudo-simetrik ve hemen hemen simetrik sayisal
yarigruplar tanitilarak bunlar arasindaki gecisler érneklendirilmistir.

Tezin VI. boliminde, temel bosluklar kiimesinden s6z edilmis ve temel bosluklar
verilmis olan sayisal yarigrubun belirlenmesi ve sayisal yarigrubun bir eleman

viii



eklendiginde veya ¢ikarildiginda halen bir sayisal yarigrup olusturabilmesi igin sartlar
belirtilmistir.

Son bolimde ise sayisal yarigruplarin ideallerinden bahsedilmis ve ideal cesitleri
aciklanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal yarigrup, simetrik, pseudo-simetrik, apery kiimesi, temel
bosluklar, idealler
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ABSTRACT

NUMERICAL SEMIGROUPS

Esra AYDIN
Department of Mathematics
MSc. Thesis

Advisor: Assist. Prof. Dr. Kiirsat Hakan ORAL

In this study, by compiling the studies related with numerical semigroups so far, aimed
to explain the new proof which will be gained by comparing the results between this
studies.

In the first section of the thesis, with the literature summary of numerical semigroups
the hypothesis has been stated by producing the purpose in the preparation of the
thesis.

In the Il. section of the thesis, it is given information like that in Euclid, GCD-LCM and
Diophant equations which is thought provided on the basic issues for the numerical
semigroups.

In the Ill. section of the thesis, it is mentioned the basic definition of numerical
semigroups like that the minimal generating set, the Frobenius number, multiplicity,
the set of gaps and the Pseudo-Frobenius numbers.

In the IV. section of the thesis, the Apery sets and the properties of the Apery sets are
stated and the set providing the Theorem 4.3 under which conditions it may be an
Apery set has been explained and proved.



In the V. section of the thesis, symmetric, pseudo-symmetric and almost symmetric
numerical semigroups are introduced and the transitions between them are
exemplified.

In the VI. section of the thesis, it is mentioned about the set of fundamental gaps and
the determination of the numerical semigroup that has given fundamental gaps and is
specified the conditions for being a numerical semigroups if an element is added or
removed.

In the last section, it is mentioned the ideals of numerical semigroups and the types of
the ideals are explained.

Keywords: Numerical semigroup, symmetric, pseudo-symmetric, apery set,
fundamental gaps, ideals
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sayisal yarigruplar, cebirde son vyillarda tekrar 6nem kazanmis ve Ozellikle cebirsel
geometri ve bilgisayar gibi alanlarda uygulama alani bulmus bir konudur. En sade
tanimiyla sayisal yarigrup; sifiri kapsayan ve negatif olmayan tamsayilarin, timleyeni
sonlu olan toplamsal kapali bir alt kimesidir. Sayisal yarigruplar degismeli monoidlerdir

ve bu sebeple sayisal monoidler olarak da adlandirilirlar.

Sayisal vyarigruplar ilk olarak 19. Yiizyilda Ferdinand Frobenius ve James Joseph
Sylvester tarafindan ele alinmistir. Tarihte “Frobenius coin-exchange problem” ve ayni
zamanda “Frobenius’un lineer diyafont denklemi” olarak da adlandirilan bu durum ilk
olarak, “ortak bir bolene sahip olmayan bozuk paralari kullanarak elde edilmeyen en
buyik miktar para nedir?” sorusuyla ifade edilmistir [1]. Yani temel olarak, “a ve b
negatif olmayan tamsayilar, p ve ( sayilari 1 den buylk, aralarinda asal sayilar olmak
Uzere; ap+bq lineer kombinasyonu olarak ifade edilemeyen en biyik F(S) sayisi
nedir?” sorusu Frobenius problemi olarak bilinir. p ve q gibi iki adet sayi icin bu
problemin ¢6zimi; F(S)=pq—p—q olarak belirlidir [2]. Bu sekilde iki sayi igin
[0,F(S)] araligindaki sayillardan p ve ( sayilarinin lineer kombinasyonu olarak

F(S)+1

yazilabilen ve yazilamayan sayilarin esit sayida ve tam olarak adet oldugu [2]

de belirtiimis ve bununla ile ilgili teoremin ispati, 1884 yilinda “Educational Times” da

yine Sylvester tarafindan yapiimistir [3].



Sayisal vyarigruplarin olusmasinda temel olarak Diyafont denklemleri vardir.
"ax+by =c" bigimindeki denklem sistemleri Diyafont denklemi olarak adlandirilr.
Sayisal yarigruplarin Diyafont denklemlerinden farki ise, bu denklemlerin negatif
olmayan cozimlerinin dikkate alinmasidir. Dolayisiyla bu denklemden genellemeye
varacak olursak, a;,a,,...,a, aralarinda asal pozitif tamsayllar olmak (zere,
n=ax +aX,+..+a,X (X =>0,i=12,..,k) denkleminin negatif olmayan ¢éziimleri ile
olusturulan n dogal sayilarinin kiimesi herhangi bir sayisal yarigrubun elemanlarini
belirtir. Dolayisiyla, bu sayilarin lineer kombinasyonu olarak yazilabilen sayilarinin
sonsuz tane oldugu ve yazilamayan dogal sayilarin ise sadece [0,F(S)] araliginda

oldugu tespit edilmistir. Bu konu Ulzerinde ilgilenilen diger bir soru ise, bir sayisal

yarigrubun minimal Gretec¢ kiimesinin ne olacagi ve bunlari belirleme sorusudur.

Bu konu Uzerinde yapilan calismalar, sayisal yarigruplara ait yeni tanimlarin da ortaya
¢tkmasini saglamistir. Sonradan tanimlanmis olan; Apery kiimeleri ve bu kiimelere ait
ozellikler, simetrik, pseudo-simetrik ve hemen hemen simetrik sayisal yarigrup cesitleri,
temel bosluklardan yola ¢ikarak sayisal yarigruba yeni bir eleman eklendiginde ya da
sayisal yarigruptan bir eleman cikarildiginda elde edilen yeni kiimelerin sayisal yarigrup
sartlarini saglama kosullarinin nelere bagl oldugu gibi konular 6zellikle bu konu

Uzerinde genis bir uygulama alani bulmustur.

Sayisal yarigruplar Gzerindeki ¢alismalar sadece burada s6z edilenlerle sinirh degildir.
Sayisal vyarigruplarla ilgili calismalar bircok alanda devam etmektedir. Fakat bu

calismada yukarida belirtilen konular disindaki ayrintilara deginilmeyecektir.

1.2 Tezin Amaci

Sayisal yarigruplarla ilgili yapilan calismalarda 6zellikle ele alinmis ve calismamizin IV.
boliminde anlatilan Apery kiimelerinin, 6zellikle Teorem 4.3 te belirlenen sartini
tasiyan ve Apery kiimesi ile ayni eleman sayisina sahip olan herhangi bir kiimenin,

Apery kiimesi olma sarti Sonug 4.1 de ortaya konularak ispati yapilmistir.



1.3 Hipotez

S sayisal yarigrubunun herhangi bir A alt kimesi igin, bu kiimeye ait tim
elemanlarinin sayisal yarigruba ait iki elemanin toplami seklinde ifade edilen tiim farkl
ikililerin bilesenleri bu kiimeye eklendiginde, elde edilen kiime ile ayni eleman sayisina
sahip olan Apery kiimesini belirtebilmesinin, kiimeye ait olan herhangi iki elemanin bu
kiimenin kardinalitesinin modunda ayni denklik sinifinda olmamasi gerektigi sonucuna

bagl oldugu ifade edilerek bu ifadenin gosterilmesi amaglanmistir.



BOLUM 2

TEMEL BIiLGILER

2.1 Onbilgiler

Bu bolimde calismamiza temel olan cebirsel yapilar, 6klid bdlgesi ve diyafont
denklemler gibi temel kavramlardan s6z ederek, bu kavramlarin temel o6zellikleri

hakkinda bilgiler verecegiz.

N={0,1,2,...} olarak tanimlanan kiimeye dogal sayilar kiimesi denir. Bir cebirsel yapi,
bir veya daha fazla kiime ile birlikte bir sekilde kiime elemanlarini birlestirebilen bir
veya daha fazla islemden olusur. Belli bir cebirsel yapi icin dnemli olan, cogu 6zelliginin
icerdigi islemlerden tahmin edilebilmesidir. Bunun anlami ortak Ozelliklere sahip
cebirsel yapilarin siniflara ayrilabilecegidir. Verilen bir cebirsel yapinin hangi yapi
ailesine ait oldugunu bulabilmek, bu ailenin tim elemanlarinin hangi karakteristik

Ozelliklere sahip oldugu sonucuna varabilmemize imkan verir.

Tanim 2.1 S bos olmayan bir kiime ve *', S Uzerinde taniml bir ikili islem olsun.

(S,*) yapisi; S Uzerinde *' islemi ile birlesme 6zelligine sahip ise yarigrup adini alir.

Tanim 2.2 Birlesme o6zelligi ile etkisiz eleman o0zelligine sahip cebirsel yapilara ise
monoid denir. Bu nedenle; monoidler etkisiz eleman 6zelligine sahip yarigruplardir.

Ornek 2.1 Z —{0} kiimesi ¢arpma islemine gore bir yarigruptur. 1 elemani ayni
zamanda c¢arpmaya gore etkisiz eleman oldugundan Z—{0} kiimesi ayni zamanda

carpma islemine gore bir monoiddir.



Tanm 2.3 a,bomeZ ve m=0 olmak Uzere, m|a—b ise yani a ve b, m ile

bolindiginde ayni kalani veriyorsa, a ve b ye m moduline gore denktir denir. Bu

baginti a=b(m) veya a=b(modm) bigiminde ifade edilir ve a denktir b modiilo m

seklinde okunur. Buna gore tamsayilarin herhangi bir m modiliine gore kalan siniflari

tam m tanedir ve bu siniflarin birer temsilcisi {0,1, 2,..., m—1} dir.

Ornek 2.2 8=5(mod3) ve {0,1,2} bu modiile gére kalan siniflarinin temsilcileridir.
Tanim 2.4 R#J bir kiime, '+' ve '¢' R (zerinde iki islem olsun.

. (R,+) degismeli grup (yani 0 kiimede, her elemanin tersi var ve islem degismeli)
* (Re)yarigrup,

o Va,b,c eR igin, a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc

kosullari saglaniyorsa, (R,+,e) sirali Gglistine halka denir ve genelde R ile gosterilir.

Bu tanima gore (Z,+,®) siral Gglisi bir halkadir.

Tanim 2.5 R bir halka a€ R—{0;} olsun. 3be R—{0.} icin ab=0 oluyorsa a ya R

nin bir sol sifir boleni, b ye R nin bir sag sifir boleni denir. Hem sag hem sol sifir bélen
elemana R halkasinin sifir béleni denir. Bu tanima goére Z halkasi sifir bélensiz bir

halkadir.

Tanim 2.6 R, degismeli ve birimli bir halka, 1, #0 olsun. R nin sifirdan farkli sifir

boleni yoksa R ye tamlik bolgesi denir. Dolayisiyla, Z bir tamlik bolgesidir.

Tanim 2.7 R, degismeli bir halka ¢:R—{0,} — N olmak tizere

o a,beR, ab=#0ve a=0 ise ¢(a) <op(ab)

o a,beR, b=0ise 3q,reR igin a=bqg+r ise r=0 veya r =0 igin @(r) < ¢(b)

oluyorsa, R ye Oklid halkasi denir. Tamlik bélgesi olan Oklid halkasina ise Oklid bélgesi

denir. ¢ ye ise Oklid fonksiyonu denir.

Ornek 2.3 7 tamsayilar halkasi tamlik bélgesi oldugundan, ¢(x) x| dénisimi ile

Oklid bolgesidir.



Tanim 2.8 T bir tamlik bélgesi ve a,,a,,...,a, (n>1) tamlik bélgesinin hepsi birden

sifir olmayan elemanlari olmak Ulizere, asagidaki kosullari gercekleyen bir

d €T elemanina a;,a,,...,a, elemanlarinin en biyik ortak bodleni (ebob) denir ve
d=(a,a,,..,a,) ile gosterilir.

. dla;i=12,..,n
. ceT igin, c|a;i=12,..,nise c|d

Tanim 2.9 T bir tamlik bélgesi ve a,,a,,...,a, (n>1) tamlik bolgesinin hepsi birden

sifir olmayan elemanlari olmak U(izere, asagidaki kosullari gergekleyen bir

keTelemanina a,a,,...,a, elemanlarinin en kigiuk ortak kati (ekok) denir ve

n

k=[a,a,,...,a,] ile gosterilir.

° alk;i=12,...,n

. ceT icin, a |Cc;i=12,...,n ise, k|C
Tanim 2.10 R bir halka, | # ve | = R olsun.

) vm,nel icin, m—nel
e RI=Dra:reRaecl}cl

e IR=ar:acelreRicl

sartlari saglaniyorsa | ya R nin ideali denir.

Tanim 2.11 R bir halka ve aeR olsun. Eger | ={a} tek bir elemanla Uretiliyorsa,

< | > ile Uretilen ideale esas ideal denir. | ={a},< | >=<{a}>=<a> ile gosterilir.

Tanim 2.12 Her ideali esas ideal olan halkaya esas ideal halkasi denir.Z tamsayilar
halkasi bir esas ideal halkasidir. Tamlik bolgesi olan esas ideal halkasina esas ideal
bolgesi denir.

Teorem 2.1 T bir esas ideal bolgesi ve a,beT her ikisi birden sifir olmayan herhangi

iki eleman olsun. Bir d €T i¢cin d =(a,b) dir ve d =ax+by olacak bigimde x,yeT



elemanlari vardir. Yani, bir esas ideal bélgesinde her ikisi birden sifir olmayan herhangi
iki elemanin ebobu vardir ve ebob bu elemanlarin bir lineer kombinasyonu biciminde

yazilabilir.

Ornek 2.4 (6,11) =1<1=2.6-1.11 olarak ifade edilebilir.

Tanim 2.13 a,b e Z,b =0 verilmis olsun. Oyle ki; a=qgb+r, O<r S\b‘ olacak bicimde
tek turla belirli g ve r sayllar vardir. Bu teoremdeki ¢ sayisina a nin bye

boliminden elde edilen bolim ve r sayisina da a nin b ile bélinmesinden elde

edilen kalan denir.

Teorem 2.2 a,b,q ve reZ\{0} olsun. (a,b) ile a ve b sayilarinin ebobunu
gostermek Uzere, a=bq+r ise (a,b)=(b,a—qb)=(b,r) dir. Bu ek teoremle bdlme
algoritmasi birlestirilirse iki sayinin EBOB unu bulmak icin Oklid Algoritmasi elde edilir.
Tanim 2.14 a >b>1 olsun. Bélme algoritmasi ile

a=bq,+r,0<r <b;(a,b)=(b,r) Eger 1r,=0 ise bdlme algoritmasi ile
b=qr+r,0<r,<r;(br)=(,r,) Eger 1,0 ise bdlme algoritmasi ile
n=0q,h,+6,0<r<r,;(r,1)=(r,1) elde edilir. Her adimda elde edilen kalan
kugtileceginden sonsuz adimda devam etmeyecektir. r, =0 igin r,, =0 olacaktir. Oyle
ki; r_,=q,r, +0;(r_,,r) olacaktir. O zaman (a,b)=(b,r)=(r,r,)=...=(r_,,r)=r,
dir. Yani; a ve b nin ebobu Oklid algoritmasindan elde edilen sifirdan farkli son
kalandir.

Tanim 2.15 a X, +a,X, +...+a,x, =b, a,a,,...,a,,b €Z olarak verilen denklemlere n-

Bilinmeyenli Lineer Diyafont Denklemleri denir.n>1 ve a,a,,...,a, degerleri sifirdan

farkh kabul edilir.
Teorem 2.3 a,X +&,X,+...+a X, =b denklemi ancak ve ancak (a,a,,..,a,)|b
durumu varsa ¢ozimlidur.

Ornek 2.5 3x—6y+15z2=7 denklemi icin (3,6,15)=3 ve 37 oldugundan

3X—6Yy+15z =7 denkleminin tamsayilar kimesinde ¢6zimu yoktur.



Ornek 2.6 105x+56y =42 denklemi icin (10556)=7 ve 7|42 oldugundan
105x +56y =42 denkleminin tamsayilar kiimesinde ¢éziimi vardir. Oklid algoritmasi

uygulandiginda;

105 =56.1+ 49 (2.1)
56 =49.1+7 (2.2)
49=7.7+0 (2.3)

(2.1), (2.2) ve (2.3) denklemlerinden;

7=2.56-1.105 (2.4)

elde edilir. (2.4) denklemini 6 ile genisletirsek,

42 =12.56-6.105 (2.5)

elde edilir. (2.5) denkleminden 105x+56y =42 denkleminin tamsayi ¢6zimiiniin

(%, y¥) =(12,-6) oldugu goralir.



BOLUM 3

SAYISAL YARIGRUPLAR

3.1 Sayisal Yarigrup

Tanim 3.1 Bir S sayisal yarigrubu; negatif olmayan tamsayilarin toplamsal kapali bir alt

kiimesi, 0 elemanini kapsayan ve N\ S kimesi sonlu olan bir kimedir. Yani;
N={1,2,3,...} u{0} ve S c N olmak lzere;

e (€S,

e S toplamaislemine gore kapali, (a,beS ise a+beS)

e N\S sonlu,
sartlarini saglayan S kimesine sayisal yarigrup denir [4].

Ornek 3.1 S ={0,4,7,8,11,12,14,15,16,18,19,20,.... kiimesi bir sayisal yarigruptur.
0eS ve S toplama islemine gore kapal ve N\S={123,5,6,9,10,13,17} kimesi

sonludur.

Tanim 3.2 Bir S sayisal yarigrubunun tim seS elemanlar, bir A={s,s,,...,S,}

kiimesinin elemanlarinin;

s=ks, +k,s, +...+ks,(k; >0,i=12,...,1) (3.1)
seklinde lineer toplami olarak yazilabiliyorsa, A kiimesine S sayisal yarigrubunun
ureteg kiimesi denir. A={s,S,,...,S,} (5,>0,1€{L,2,..., p}) kimesi igerisinde, hicbir
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eleman diger elemanlarin bir lineer toplami seklinde ifade edilemiyorsa, yani A
kiimesinin higbir 6zalt kiimesi S sayisal yarigrubunu lretmiyorsa, o zaman A kiimesi

S nin minimal Ureteg¢ kiimesi olarak adlandirilir. Eger A:{Sl,sz,...,sp} bir S sayisal
yarigrubunun minimal Ureteg kiimesi ise,
S=<5,S,,..,S, >=1{ks +k;s, +...+k s, 1k eN,s; € AL<i < p} seklinde yazilir [5].

Ornek 3.2 S =<5,9,13,18,39 >=<5,9,13,18 >=<5,9,13,39 >=<5,9,13 >. Dolayisiyla S

sayisal yarigrubu; buna benzer bircok lrete¢ kiimesiyle Uretilebilir. Fakat bu kimeler

arasinda minimal olani A={5,9,13} kimesidir. Dolayisiyla bu kiimeye S sayisal

yarigrubunun minimal Urete¢ kiimesi denir. S nin elde edilebildigi ve A kiimesinin
Ozalt kiimesi olan baska bir Urete¢ kiime yoktur. Yani; S nin minimal Urete¢ kiimesi

tektir.
Teorem 3.1 U+ AcN ve A:{sl,sz,...,sp} kiimesi icin,
<A>={ks +..+k s [k;,...k € N}olarak tanimlanmak izere, <A > nin bir sayisal

yarigrup olmasi igin gerek ve yeter sart ebob{s,,s,,..., s,} =1 olmasidir [6].

ispat: (=): < A> bir sayisal yarigrup ve ebob{s,,s,,...,S,} =d olsun. Eger; Se<A>
ise d|s sarti saglanir. <A> sayisal yarigrup oldugundan ve N\<A> sonlu
olacagindan, yeterince blyik pozitif bir X tamsayisi igin; d | X ve d |Xx+1 olur. Ardigik

iki tamsayiyi ortak olarak bélen sayr 1 olacagindan d =1 olmasi gerektigi sonucuna

varilir.

(<) : Tersine, ebob(A) =1 olsun. <A > kiimesinin tanimindan 0e<A > ve X,ye€S
icin X+Yye<A> oldugu kolayca gorilir. N\< A> nin sonlu oldugunu gosterelim.

ebob(A) =1 oldugundan, s,,...,s, € A olmak Uzere;
2§ +.+z,5, =1 (3.2)

(3.2) esitligini saglayan z,,..,z, € Zsayllan vardir.z;eZ (i=1,...,p) saylarindan

negatif olanlari esitligin karsi tarafina génderdigimizde;
zs, +..+z.8 =1-2z;8, —..=2;8; ({i, b, Jyyoo J =1L P}) (3.3)
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esitligini elde ederiz. Yeterince bliylk olan §=-2,S; —-..—L;S; e<A> icin, (3.3)
esitligi yardimiyla,

S+l=1zs, +..+27 S, e<A>
1 1 k Tk

(3.4)
elemani elde edilebilir. Eger;
n>s’-1=(s-1)(s+1)=(s-1)s+(s-1)
eN e<A>
e<A> (35)

ise 0 zaman Ne< A> saglanir. N sayisini S sayisi ile kalanli olarak bolelim. Elde edilen

bolim g ve kalan I olmak tizere; n sayisi,

n=gs+r(0<r<s) (3.6)

seklinde ifade edilebilir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri yardimiyla;

gs+r=n>(s-1s+(s-1) (3.7)

ifadesinden q=>S—1>r sonucuna varilir. (3.6) esitligini;

n=(rs+r)+(q-r)s
der (3.8)

seklinde yazarak;

n=r(s+)+(gq-r)se<A> (3.9)

elde edilir. Yani; yeterince bliylk olan se< A> elemanindan sonraki tim elemanlar
< A > kimesinin elemani olur ki; buradan da N\< A > nin sonlu oldugu gosterilmis
olur. N\< A > sonlu oldugundan, < A > bir sayisal yarigrup olur.

Ornek 3.3 A={4,7,9} alalim. ebob{4,7,9} =1 oldugundan, < A> bir sayisal yarigrup
olur. S =<4,7,9>={0,4,7,8,9,11, >} Burada "—" anlam; isaretin énundeki sayidan

buyik olan her tamsayi S ye ait demektir. Ayrica; N\S ={1,2,3,5,6,10} dir.
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Ornek 3.4 S =<7,9,11,>={0,7,9,11,14,16,18, 20, 21,22, 23,25, 27, —} ise;
ebob{7,9,11} =1 ve N\S ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,13,15,17,19, 24, 26} dir.

Ornek 3.5 S =< 6,11,15>=1{0,6,11,12,15,17,18, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 32, -}
ise; ebob{6,11,15} =1 N\S ={1,2,3,4,5,7,8,9,10,13,14,16,19, 20, 25,31} dir.

Tanm 3.3 A={s,S,,...,S,} kimesi S sayisal yarigrubunun minimal Urete¢ kiimesi
olmak lizere; A kimesinin elemanlari kullanilarak yazilamayan en biyik tamsayiya S
sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi denir. Yani S ye ait olmayan en buylk pozitif
tamsayidir ve F(S) ile gosterilir. F(S)=max{xeZ|xgS} veya F(S)=max(N\S)
olarak ifade edilir [4].

Ornek 3.6 Ornek 3.5 deki S=<6,11,15> sayisal yarigrubu igin Frobenius sayisi;
F(S) = max(N\S) =31 dir.

Sonu¢3.1 S=<F(S)+1,—>> sayisal vyarigrubunun minimal Urete¢ kimesi;
{F(S)+LF(S)+2,...,2F(S) +1} seklindedir [6].
ispat: A={F(S)+1F(S)+2,...,2F(S) +1} kiimesinin S sayisal yarigrubunu Urettigini

gosterelim. Bunun icin; Yae S sayisinin A kiimesinin elemanlarinin lineer toplami

oldugunu gostermeliyiz.

acS=a=F(S)+k (3k e N\{0}) (3.10)

seklinde yazilabilir. Eger; 1<k <F(S)+1 ise (3.10) esitliginden dolayr a€ A olur.
Cunkd; A kimesinin her elemani F(S)+k (1<k <F(S)+1) seklindedir. Kabul edelim
ki; k>F(S)+2 seklinde olsun. O zaman k=F(S)+t (te{2,3,...,F(S)+2}) seklinde

yazilabilir.

a=F(S)+k=a=F(S)+F(S)+t (te{2,3,....F(S)+2}) (3.11)

(3.11) esitligi;

a=(F(S)+1)+(F(S)+t-1) (3.12)
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seklinde dizenlenebilir. (3.12) bagintisinda; (F(S)+1)e A oldugu aciktir. (3.12)

bagintisinin (F(S)+t—1) kismi igin;

2<t<F(S)+2 (3.13)

(3.13) esitliginde esitsizligin her bir boliminde —1 ekledigimizde,

1<t-1<F(S)+1 (3.14)

elde edilir. (3.14) esitsizliginde her bir kisma F(S) eklendiginde,

F(S)+1<F(S)+t—-1<2F(S)+1 (3.15)

(3.15) esitsizliginden dolay;; ae< A> elde edilir. Sonugta; A kiimesinin Urete¢ kiime
oldugu sonucuna ulasilir. A kiimesinin minimal treteg kiime oldugunu gostermek igin;
A nin herhangi bir elemaninin, diger elemanlarinin lineer toplami seklinde olmadigini
géstermeliyiz. Kabul edelim ki, minimal irete¢ kiimesi olmasin. Oyleyse, farkli
kK,t,me{l, 2,...,.F(S)+1 sayilari igin; I(F(S)+k)e A ve (F(S)+t),(F(S)+m)eA

vardir ve 3a,b eN igin;

F(S)+k=a(F(S)+t)+b(F(S)+m) (3.16)

seklinde ifade edilebilir. (3.16) esitligini dizenledigimizde;

F(S)+k=(a+b)F(S)+at+bm (3.17)

elde edilir. (3.17) esitliginden;

(@+b-)F(S)+at+bm-k =0 (3.18)

esitligine ulasilr. (3.18) esitliginde a=0 ve b =0 igin;

~-F(S)-k=0=F(S)=—k (3.19)

(3.19) celiskisi elde edilir. a=0 ve b=1 veyaa =1 ve b =0 icin; (3.18) esitliginden;

m-k=0=>m=Kk (3.20)
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t-k=0=k=t (3.21)

(3.20) ve (3.21) celiskileri elde edilir. Clinki; m=k =t olarak segilmisti. a>1 ve b>1
icin;

k=(a+b-1)F(S)+at+bm
H_/

1 >1 >1

(3.22)

elde edilir. (3.22) bagintis;; k < F(S)+1 ifadesi ile celisir. Oyleyse; A minimal lreteg
kiimedir. Bu kiimenin eleman sayisi;

_2FE)+1-(FG)+D) F(S)+1
- (3.23)

#<A>

olarak bulunur.

Sonu¢ 3.2 S bir sayisal yarigrup olsun. S=<2,a> ise S={0,2,4,6,..,.a—1—>}

bigciminde olusur. F(S)=a-2 dir.

Ispat: {2,a} ureteg kiime oldugundan, ebob{2,a}=1 oldugundan a=2k +1 seklinde

bir tek sayl olmalidir. S sayisal yarigrubu bu kiime ile;
S ={0,2,4,6,...,2k,2k +1,2(k +1),—>}={0,2,4,6,...,a-1, >} seklinde Uretilir.
a-1 a —

a+l

Frobenius sayisiise, 2k —1=(2k+1)-2=a-2 dir.
a

Ornek 3.7 S =<2,13>=1{0,2,4,6,8,10,12,13,>} , F(S)=13-2=11 dir.

Tanim 3.4 S bir sayisal yarigrup olmak tzere; S nin 0 dan farkh en kiigik pozitif

elemanina S nin katliigi denir ve m(S) ile gosterilir. m(S) =min{s e S |s =0} olarak

tanimlanir [8].

Ozellik 3.1 S sayisal yarigrubunun katlhihg,, m(S) ayni zamanda minimal (reteg

kiimesinin en kiglk elemanidir [9].

Ornek 3.8 S =<4,7,9> sayisal yarigrubu icin m(S) =4 olur.
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Tanim 3.5 A={n0,n1,...,np} S sayisal yarigrubunun minimal Urete¢ kiimesi olsun.

N, =m(S), S nin katlihg olmak tzere, e(S)=p+1 olarak tanimli elemana S nin
gébmme boyutu adi verilir. Diger bir deyisle; S sayisal yarigrubunun minimal Ureteg
kiimesinin eleman sayisi S nin gémme boyutunu verir [2].

Ornek 3.9 S =<4,7,9> sayisal yarigrubu icin e(S) =3 tir.

Tanim 3.6 S sayisal yarigrubunda Frobenius sayisindan kiglk olan tamsayilar
kiimesine S nin belirteg kiimesi denir ve N(S) ile gosterilir. N(S)={seS:s<F(S)}
olarak tanimlanir. Frobenius sayisindan kiglk olan sayilarin sayisi da, n(S) ile gosterilir
ve n(S)=#(N(S)) olarak belirlenir. n(S)=#({0,1,...,F(S)}nS) olarak da
tanimlanabilir [10].

Ornek 3.10 S =<5,9,13>={0,5,9,10,13,14,15,18,19, 20,22, —} sayisal yarigrubu igcin
m(S) =5,e(S)=3,F(S) =21, N(S)={0,5,9,10,13,14,15,18,19, 20} ve n(S) =10 dur.
Tanim 3.7 Pozitif tamsayilardan S ye ait olmayan elemanlara S nin bosluklari denir ve
bu elemanlarin olusturdugu kime G(S) ile gosterilir. G(S)={zeN:z¢S} olarak
tanimlanir [11].

Tanim 3.8 S sayisal yarigrubunun bosluklar kiimesinin eleman sayisina S nin cinsi
denir ve g(S) ile gosterilir ve g(S) =#(G(S)) ile belirlenir. g(S) =#(N\S) olarak da

tanimlanabilir. Bazi kaynaklarda S nin tekillik derecesi olarak da isimlendirilir [12].
Teorem 3.2 a ve b tamsayilari ebob{a,b}=1 sartini saglayan tamsayilar olmak Gzere;
1) F<a,b>)=ab—-a-b

F(<a,b>)+1 (a-1)(b-1)
2 - 2

i) g(<a,b>)=

dir [6].

Tanim 3.9 S bir sayisal yarigrup olmak Ulzere, Frobenius sayisi ile farki S ye ait
olmayan S nin disindaki tamsayilara S nin kutup noktalari denir ve bu elemanlarin

olusturdugu kiime H(S) ile gosterilir. Yani; H(S)={zeZ|z¢S,F(S)—z ¢S} dir [5].
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Ozellik3.2 S bir sayisal vyarigrup olmak (izere, zeH(S) ise zeZ' ve

H(S) =G(S)=N\S olur [5].

ispat: ze H(S) olsun. zeZ ise z¢S fakat F(S)—z €S oldugu aciktir. Bu sebeple,

zeZ" olmahdir. Ayrica, zeZ" ve z¢S oldugundan H(S) = G(S)=N\S dir.

Sonug 3.3 Bir sayisal yarigrupta bosluklar kiimesinin toplamlari Frobenius sayisini veren
herhangi iki elemani kutup noktasi olur. Eger Frobenius sayisi ¢ift ise, Frobenius

sayisinin yarisi olan sayi kutup noktasidir.
ispat: z¢S ve zeG(S), F(S)-z¢S ve (F(S)—2) e G(S) oldugundan,

z+(F(S)—-2)=F(S) (3.24)

(3.24) esitliginden, S nin kutup noktalarinin, S nin bosluklar kimesinin farkl
elemanlarinin toplamiyla olustugu sonucu elde edilir. Eger S sayisal yarigrubunun

Frobenius sayisi gift ise; ?gs oldugundan ve ayni zamanda F(S)——F(ZS) ¢S

oldugundan F(ZS) e H(S) = G(S) bulunur.

Tanim 3.10 S ye ait olmayan tamsayilardan, S nin 0 dan farkli her elemaniyla
toplami S kiimesine ait olanlarina Pseudo-Frobenius sayisi denir ve bu kurala uyan

sayilarin olusturdugu kiimeye Pseudo-Frobenius sayilar kiimesi denir ve PF(S) ile

gosterilir. Yani, PF(S)={XeZ:x¢S,x+seS,VseS—{0}} [8], [13].
Onerme 3.1 S bir sayisal yarigrup olsun.

(1)Herhangi bir S sayisal yarigrubu icin F(S) € PF(S)

(2) PFE(S) nin ikinci en blyuk elemani, H(S) nin en bilyulk elemanidir [14].

ispat: (1) PF(S)={zeZ:z¢S,z+s€S,VseS—{0}} olarak  tanimlanmisti.
F(S) € Z\S oldugundan ve Frobenius sayisi S ye ait olmayan en biyik eleman
oldugundan, VseS\{0} ile toplami S nin elemanidir yani; (F(S)+s)eS olur.
Dolayisiyla; F(S)ePF(S).
(2) h(S) ile H(S) kimesinin en blylik elemanini belirtelim. VseS—{0}igin
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h(S)+s>h(S) olacagindan h(S)+s¢H(S) olacaktir. (h(S)+s)eS olursa ispat
biter. Clinkl; h(S) nin sayisal yarigruptaki her elemanla toplami kimede oldugundan,
Pseudo-Frobenius saylr sarti  saglanmir.  (h(S)+s)¢S  oldugunu varsayalim.
F(S)—(h(S)+s)eS sarti saglanir.  Gunki; F(S)—(h(S)+s)¢S  olursa,
(h(S) +s) e H(S) sarti saglanir ki bu da h(S) nin en biylk eleman olmasiyla gelisir.

Boylece;

F(S)—h(S)-s=t(3teS) (3.25)

elde edilir. (3.25) esitligini kullanarak;

F(S)—h(S)=s+teS (3.26)

elde edilir. Bu durum; h(S)eH(S) olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla; (h(S)+s)eS
h(S) e PF(S) sonucuna varilir. Simdi h(S) elemaninin PF(S) kimesinin ikinci en
buyuk elemani oldugunu gosterelim. zePF(S) ve z>h(S) oldugunu varsayalim.
F(S)—z ifadesini digtinelim. z>h(S) oldugundan z & H(S) oldugunu biliyoruz.
(h(S),H(S) kimesinin en blyiik elemani olarak segilmisti.) Dolayisiyla; F(S)—z€S.
Gunkt; (F(S)—2z)¢S olursa, ze H(S) ve z>h(S) oldugundan h(S) nin maksimal

olmasiyla celisir. Boylece;

F(S)=z+s(3seS) (3.27)

saglanir. Eger se€S\{0} ise (3.27) esitliginden z+seS ve dolayisiyla F(S)eS
celiskisi elde edilir. Eger s=0 ise, F(S) =2z elde edilir; buradan da PF(S) kimesinin

hicbir elemaninin h(S) ve F(S) arasinda olamayacagi sonucuna varilir.

Tanim 3.11 Pseudo-Frobenius sayilar kiimesinin eleman sayisina S nin tipi denir ve

type(S) ile gosterilir. Yani, #(PF(S)) =type(S) [8].
Ornek 3.11 S =<8,11,12,15>={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28,30, —}
e S nin minimal Urete¢ kimesi: {8,11,12,15},e(S) =4

e m(S)=8
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e F(S)=29
e G(S)=11,2,34,5,6,7,910,1314,17,18,21, 25,29} , g(S) =16
e H(S)={zeZ|z¢S F(S)-2¢S}=1{4,25

o N(S)={0,8,1112,15,16,19,20, 22, 23,24, 26,27, 28}, n(S) =14

PF(S) ={4, 25,29} ve type(S) =3 dur.

Ornek 3.12 S =<3,10>=1{0,3,6,9,10,12,13,15,16,18 —}
e S nin minimal Ureteg¢ kiimesi: {3,10},e(S) =2

e m(S)=3

e F(S)=17

e G(S)=11,2,4,57,81114,17}, g(S)=9

e H(S)=9Y

e N(S)={0,36,9,10,12,13,15,16}, n(S) =9

PF(S)={17} ve type(S) =1 dir.

Ornek 3.13 S =<4,9,14 >={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18, 20, >}
e S nin minimal Ureteg kiimesi: {4,9,14}, e(S)=3

e m(S)=4

e F(S)=19

e G(S)=1{1,2,35,6,7,10,11,15,19}, g(S)=10

e H(S)=9Y

o N(S)={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18}, n(S) =10

e PF(S)={19} ve type(S) =1 dir.
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Ornek 3.14

S =<5,13,21>=1{0,5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33,34, 35, 36, 38, —>}
e S nin minimal Urete¢ kimesi: {5,13,21}, e(S)=3

e m(S)=5

e F(S)=37

e G(S5)={1,2,34,6,7,891112,14,16,17,19,22,24,27,29,32,37}, g(S)=20
e H(S)={8,29}

e N(S)={0,5,10,13,15,18, 20, 21,23, 25, 26, 28,30, 31, 33,34, 35,36}, n(S) =18

o PF(S)={29,37} ve type(S) =2 dir.
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BOLUM 4

APERY KUMELERI

4.1 Sayisal Yarigrubun Apery Kiimesi

Tanim 4.1 S bir sayisal yarigrup ve meS\{0} olsun. Ap(S,m)={seS:s—mgS}

seklinde tanimlanan kiimeye m nin Apery kiimesi denir. m nin Apery kiimesi modm

ye gore farkh kongrient siniflarin kiimesidir. Eger m=m(S) olursa, Ap(S,m)
kimesine kisaca S nin  Apery kiumesi denir ve Ap(S) ile gosterilir.
Ap(S)={seS:s—m(S) &S} olarak tanimlanir. i€{0,1,2,..,m-1 olmak zere,
Ap(S) nin modm(S) ye gore i ye denk olan elemanlari (i) ile gosterilir. Apery
kiimesinin elemanlarinin; S nin mod m(S) ye gére i ye denk en kiigiik elemanlarindan

olustugu tanimdan anlagiimaktadir. Ap(S) nin en biiylk elemani @' ile gosterilir [15].

Sonug¢ 4.1 S bir sayisal yarigrup ve m sayisal yarigrubun sifirdan farkli bir elemani
olmak Gzere; Apery kimeleri icin asagida Dbelirtilen ifadeler saglanir.
i) #(Ap(S,m))=m

i) F(S)=max(Ap(S,m))—m. Ozel olarak, @'=F(S)+m(S) dir [16].

ispat: i) Apery kiimesinin tanimi;; modm vye gére farkli denk siniflar oldugundan;

Apery kiimesinin eleman sayisinin m oldugu sonucuna varilir.

i) S ye ait olmayan en buylk eleman F(S) oldugundan, (F(S)+m)eS dir.

Dolayisiyla;

(F(S)+m)—m)=F(S) &S (4.1)
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saglanir. Yani; (F(S)+m) e Ap(S,m) dir. x = max(Ap(S,m)) olsun.

(x—-m)gS =x—-m<F(S)
= X<F(S)+m

= X= F(S)+m (42)

elde edilir.

Ornek 4.1

S =<6,14,17>={0,6,12,14,17,18, 20, 23, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 38,40, >}
sayisal yarigrubu igin, S nin minimal Urete¢ kimesi: {6,14,17}, m(S)=6, F(S)=39,
n(S)=20, G(S)={12,3,4,5,7,8,9,10,11,13,15,16,19, 21, 22, 25,27,33,39}, H(S) =,
PF(S) ={39}, type(S) =1 olarak bulunur.

Simdi meS\{0} elemani segelim. m=14 olsun.
Ap(S,14)={0,6,12,17,18,23,24,29,30,35,36,41,47,53} olarak bulunur. Ornegin;
se Ap(S,14) igin (s—14) ¢ Solmalidir. 23-14=9¢ S oldugundan 23 € Ap(S,14).

0 = w(0)(mod14) 23 = w(9)(mod14) 36 = w(8)(Mod14)
6 = w(6)(mod14) 24 = »(10)(mod14) 41 = w(13)(mod14)
12 = w(12)(mod14) 29 = w(1)(mod14) 47 = o(5)(Mod14)
17 = »(3)(mod14) 30 = o(2)(mod14) 53 = w(L1)(mod14)
18 = w(4)(mod14) 35=o(7)(mod14)

#(Ap(S,14)) =14, F(S)=max(Ap(S,14))-14=39, ®'=53 bulunur. Simdi

meS\{0} elemani olarak m=m(S)=6 segelim.
Ap(S,6) = Ap(S) ={0,14,17, 28, 31,45}

0= w(0)(mod 6) 28 = »(4)(mod 6)

14 = ®(2)(mod 6) 31=w(1)(mod 6)

17 = o(5)(mod 6) 45 = ®(3)(mod 6)

#(Ap(S)) =6 F(S) =max(Ap(S))-6=39 w'=45

F(S)+m(S) = ' =39+6 =45 elde edilir.
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Teorem4.1 S bir sayisal yarigrup olsun. Her z tamsayisi, bazi i,{eZ ile,
z=aw(i)+(m(S) formunda tek tirll olarak yazilabilir. Ayrica; z€ S ise (>0 olmahdir
(5], [14].

Ispat: z negatif olmayan bir tamsayl olsun. O zaman; bir i tamsayisi igin,

z=i(modm(S)). Bu durumda;
z=o(i)+(m(S) (4.3)
(4.3) esitligini saglayacak sekilde en az bir (eZ bulunur. @(i); S nin modm(S) ye

gore i ye denk en kigik elemani oldugundan, biliyoruz ki; z€ S ise z> (i) olmahdir

ve ayrica (4.3) de z=aw(i)+(m(S) ifadesi bazi (>0 sayilari igin saglanir. Zz<0 oldugu

durumlarda

| Z|= w(i) +(m(S) (4.4)
ifadesi;

z=—w(i)—Im(S) = o(m(S) —1) —Im(S) = @(M(S) —1) + (-1)m(S) (-1 €Z) (4.5)

sartl altinda saglanir.
Teorem 4.2 S bir sayisal yarigrup olmak uzere,

o)+ o(])=o(i+ j)+(m(S) (4.6)

olacak sekilde (4.6) esitligini saglayan (>0 tamsayisi vardir [5], [14].
ispat: w(i) =i(modm(S)) ve w(j)= j(modm(S)) oldugundan,

@) +a(j) =i+ j(modm(S)) (4.7)

elde edilir. Ayrica; w(i)+@(j)eS ve S toplamsal kapal bir kiime oldugundan, bir

onceki teoremin sonucundan, o(i) >i oldugundan;

o)+ o(])=o(i+ j)+(m(S) (4.8)

sartini saglayan pozitif ¢ € Z sayisi bulunabilir.
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Teorem4.3 S bir sayisal yarigrup olsun. Eger z,z,€S ve z +1z,€Ap(S) ise
2,2, € Ap(S) dir [5], [14].

ispat: z,,z,€S ve z,+2,€ Ap(S) olsun. z ¢ Ap(S) oldugunu varsayalim. Oyleyse;
z,—m(S) € S olmaldir. Bu durumda; z, =s+m(S) olacak sekilde en az bir s€S

vardir. S nin her elemani (4.3) esitliginden dolay;; s=w(i)+km(S) olarak k>0

tamsayisina bagli olarak tek tirli olarak yazilabilir. Boylece,

z, =o()+(m(S) ve z,=w(j)+(,m(S) ({,>0,(,>0) esitlikleri saglanir. Buradan

da,

z,+2,=0()+o(])+(,+(,)m(S) (4.9)

ve (4.6) esitliginden dolayi,

z,+2,=o(i+ j)+km(S)+((, +£,)m(S) (4.10)

olacak sekilde, (4.10) esitligini saglayan k >0 vardir. Boylece

z+2,=o(i+ )+ K+, +0,)mS) K+, +(, >0) (4.11)

elde edilir. Bu durumda; z,+2z,—m(S) €S ifadesinden z, +2z, ¢ Ap(S) celiskisi elde
edilir.

Not edelim ki, bu teoremin tersi her zaman dogru degildir [14].

Ornek 4.2 S =<7,12,13>= {0,7,12,13,14,19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28,31, -} sayisal

yarigrubu igin, Ap(S)=1{0,12,13,24,25,36,37},13,25 Ap(S) ayrica 13,25 S oldugu
aciktir. Fakat 13+25=38 ¢ Ap(S)

Sonug 4.1 Ac Solsun. A kimesi; z, +2, € A iken z, € A ve z, € A sartini saglayan
bir kiime olsun. #(A)=#(Ap(S,n)) olmak uzere,
A=Ap(S,n)<3IneS,Va,be A igin nfa—bdir.

ispat: (=): Ap(S,n) kimesi modn vye gére kalan siniflarinin en kiiglik

elemanlarindan olustugundan, n | a—b saglanir.
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(&): Va,be A igin nfa—b olsun. A= Ap(S,n) oldugunu kabul edelim. ae A igin
a=i(modn) olsun. Fakat a # w(i) olsun. aeS ve a=i(modn) oldugundan a > (i)

olmalidir. Clinki (i) S de i ye denk en kiigiik elemandir. Bu nedenle,

a=o(i)+kn (4.12)
seklinde (4.12) esitligini saglayan bir k >0 tamsayisi vardir. a € A yani (@(i)+kn) € A,
w(i)eS, neS=kneS ve A kimesinin tanimindan dolayi1 w(i) € A, kne A elde

edilir. Bu sebeple #(A)>n celiskisi elde edilir. Yani, a=a@(i) olmalidir. Boylece,

A= Ap(S,n) elde edilir.

Teorem 4.4 S bir sayisal yarigrup olsun. @(i)—aw(])=w(i—j)+m(S) (3(<0) [5],

[14].

ispat: w(i— j)+(j) sayisini hesaplayalim. (4.6) dan dolays;

o(i—j)+o(])=o(— ]+ ])+km(S) = w(i) +km(S) (3k >0 igin) (4.13)
dir. Boylece (4.13) den,

(i - J) = o(i) —o(j) +km(S) (4.14)
elde edilir. (4.14) esitligi dizenlendiginde;

o(i— j)—km(S) = o(i) — () (4.15)
elde edilir.(4.15) esitliginde ( =—K igin;

a(i—j)+Im(S) = (i) — () (4.16)

sonucu elde edilir.

4.2 Sayisal Yarigruplarda Siralama Bagintisi

Tanim 4.2 S bir sayisal yarigrup olmak Ulzere, S sayisal yarigrubu Uzerindeki <

bagintisini, X,y €S igin, X<, y< y—XxeS olarak tanimlayalim. Bu baginti bir kismi
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siralama bagintisidir. Ayrica; S\{0} kimesinin <, kismi siralama bagintisina goére

minimal elemanlari; S nin minimal Girete¢ kiimesinin elemanlaridir [5].

Ornek 4.3 S=<3,7,11>= {0,3,6,7,9,—>} sayisal yarigrubu igin <, bagintisini
inceleyerek minimal elemanlari tespit edelim.

3<,6,3% 7,35,9,3<,10,3 % 11,3<.12,...

74.97<.10,7£,11,7 £,12,7<,13,7<,14,7 £,15,7<,16, ...

112 12,11 £,13,11<,14,11 £, 15,11 £, 16,11<,17,11<, 18,11 £, 19,11<, 20,...

Bu karsilastirmalarin sonuglari bir araya getirildiginde asagidaki gibi bir siralama elde

edilir.
12 16 20
(A A
9 13 17
(A A
6 10 14
T/ e
3 7 11
Dolayisiyla sayisal yarigruplar icin tanimh < bagintisina gore

S=<3,7,11>={0,3,6,7,9,—} sayisal yarigrubunun minimaller kimesi {3,7,11} dir. Bu

kiime ayni zamanda S sayisal yarigrubunun minimal Greteg kiimesidir.

Not 4.1 Ap(S,n) kimesinin <; siralama bagintisina gére maksimal elemanlar kiimesi

max. (Ap(S,n)) ile gosterilecektir.

Onerme4.1 S  bir sayisal vyarigrup ve 0#neS  olsun. Bu durumda

PF(S)={w—neZ:wemax_ Ap(S,n)} dir [6].

ispat: x € PF(S) olsun. Bu durumda; x¢S ve Xx+neS, yani x+ne Ap(S,n)dir.

we Ap(S,n), x+n <, w sartini saglayan bir eleman olsun. Oyleyse;
W—(X+n)=w—n—-xeS (4.17)

25



sarti saglanir. (4.17) den;

W—N=X+S$ (4.18)

sartini saglayan en az bir se€S vardir. we Ap(S,n)=>w-ngS ve XxePF(S)
oldugundan, bu durum ancak s=0 olmasi ile saglanir. Boylece, w=X+n nin

maksimal oldugu sonucuna varilir. Simdi de, w elemani Ap(S,n) kiimesinin <

bagintisina gére maksimal elemanlarindan olsun. Oyleyse; w—ngS. Eger,

w—n+s¢gS(3seS,s=0) icin saglaniyorsa, w+5s e Ap(S,n) olur ki; bu durum w nin

maksimal olmasiyla ¢elisir. Bu durumda $=0 olmaldir. Dolayisiyla;

W—Nn+S=W-n+0=w-n sonucu elde edilir. Yani; (wW—n+s)eS olur. Bu sebeple;

(w—n) e PF(S) elde edilir.

Sonug 4.2 S sayisal yarigrubun tipi, Ap(S,n) nin maksimallerinin kardinalitesidir. Yani;
type(S) =#(max._ (Ap(S,n))) dir [6].

Ornek 4.4

S =<5,13,21>={0,5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 38, >} sayisal
yarigrubu i¢in F(S)=37 ve PF(S)={29,37} oldugu aciktir. Onermeyi, her iki tarafli
da saglatacak olursak; n=5 igin Ap(S,5)={0,13,21,34,42} olarak bulunur.g =29
Pseudo-Frobenius sayisidir. Oyleyse g+n=29+5=34 sayisi Ap(S,5) de <

bagintisina gére maksimal oldugunu gosterelim.

0<,13,0<,21,0<,34,0<, 42
13 %, 21,13<, 34,13 %, 42

21<,34,21< 42,34 £ 42,42<_42

Bu karsilastirmalarin sonuglari ile asagidaki siralama elde edilir.

34 42
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Dolayisiyla 34 ve 42 nin <, bagintisina gére Apery kiimesinde maksimal oldugu

gorulir. Maksimallerin kardinalitesi S sayisal yarigrubunun tipini belirttiginden,

buradan da maksimal elemanlar iki tane oldugundan type(S)=2 dir. ifade tersine
incelenecek olursa; Ap(S,5) kiimesinde 34 ve 42 maksimal elemanlardir. Dolayisiyla;
34-5=29 ve 42-5=37 elemanlari G(S) ye aittir ve XS igin VseS\{0}ile
toplami yani (X+S) €S oluyorsa, x e PF(S) olacaktir. Bu sebeple 29 ve 37 Pseudo-
Frobenius sayilandir.
n=13 igin, Ap(S,13)=1{0,5,10,15,20,21,25,30,35,40,42,45,50} olarak bulunur.
g =29 Pseudo-Frobenius sayisidir. Oyleyse,g+n=29+13=42 sayisinin Ap(S,13)
kiimesinde < bagintisina gore maksimal oldugunu gosterelim.
0<5,5<,10,10<,1515<, 20,20 <4 25,25 <, 30,30 <, 35,35 < 40,40 < 45,

45<, 50,0 <, 21,21 <, 42 Bu siralama sonuglarindan asagidaki ifade elde edilir.

50
T
45
T
40
T
35
T
30
T
25
T
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50 ve 42 sayilarinin < bagintisina gére Apery kiimesinde maksimal oldugu gorulir.

Ayrica; 50-13=37 ve 42-13=29 sayilarini Pseudo-Frobenius sayilari oldugu da

belirlenmistir. Maksimallerin sayisi da sayisal yarigrubun tipini verdiginden, type(S) =2

dir.
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BOLUM 5

SAYISAL YARIGRUP CESITLERI

5.1 Simetrik Sayisal Yarigruplar

Tanim 5.1 Tim zeZ igin; (zeS< F(S)—z¢S) ve (z¢gS < F(S)—z€S) sartini

saglayan S sayisal yari gruplara simetrik sayisal yarigruplar denir [14], [17].

Ornek 5.1 S =<3,11,17 >={0,3,6,9,11,12,14,15,17,18,20,—} sayisal yarigrubu igin;
G(S)={12,4,5,7,8,10,13,16,19} olarak bulunur. Yz G(S) (z¢S) icin F(S)—z€S
sarti saglanir. G(S) kiimesi disinda S ye ait olmayan elemanlar negatif tamsayilara ait
elemanlar oldugundan F(S)—zeS sarti saglanir. Bu nedenle, S sayisal yarigrubu bir

simetrik sayisal yarigruptur.

Onerme 5.1 S sayisal yarigrubu simetriktir ancak ve ancak H(S) =@ [14].

ispat: (=): S simetrik ise zgS<>F(S)-zeS veya zeS<F(S)-z¢S$S
sartlarindan herhangi biri saglanir. H(S)={zeZ:z¢S,F(S)—z¢S}#< olsun.

Oyleyse; z¢S icin F(S)—z¢S sarti saglanir. Bu durum S nin simetrik sayisal

yarigrup olmasiyla celisir. Yani H(S) =& dir.

(<): H(S)=9 oldugundanVz e Z\S < F(S)—zeS z¢S sayllan igin simetriklik

sarti saglanir. Ze S oldugundaise F(S)—z €S olsun. Oyleyse;

(F(S)-2)+z =F(S) (5.1)
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olur ki; (5.1) ifadesi geliskidir. S simetrik sayisal yarigruptur.

Sonug 5.1 S bir sayisal yarigrup olsun. S simetriktir ancak ve ancak PF(S)={F(S)}
yani type(S) =#(PF(S)) =1 dir [8], [14], [18].

ispat: Onerme 3.1 1) den dolayi F(S) € PF(S) oldugunu biliyoruz. PF(S) nin F(S)
elemanindan baska elemani olmadigini géstermemiz gerekir. Baska bir eleman daha
varsa, o da PF(S) kiimesinin ikinci en biyik elemanidir. Onerme 3.1 2) den dolay!
PF(S) kumesinin ikinci en buyik elemani H(S) kiimesinin en blyik elemani
olacagindan H(S) # O olur ki; bu da S sayisal yarigrubunun simetrik olmasiyla gelisir.
Tersine; PF(S)={F(S)} ise PF(S) kumesinin ikinci en biyik elemani H(S)
kiimesinin en buylk elemani olacagindan H(S)= olur ve buradan da S sayisal

yarigrubunun simetrik oldugu sonucuna varilir.
Onerme 5.2 S bir sayisal yarigrup olsun. Bu durumda;

n(s) < @ (5.2)

dir [14].

Ispat: 1. Durum: F(S), tek sayi olsun. {0,1,..., F(S)} kiimesinin bir ayrisimi olarak;

{0,F(S)},{L F(S) —1},...,{F(82) _1, F(82)+1} kiimelerini alalim. Ayrisim —F(82)+1 adet
alt kimenin birlesimidir. Eger n(S)>F(ST)Jrl ise, guvercin yuvasi ilkesine gore;

kiimelerden en az bir tanesi Sile ortak iki elemana sahiptir. Yani; S,,S, €S ise S
toplamsal kapal oldugundan s, +S, €S olur ki; ayrigimdaki her kiimenin elemanlari

toplami F(S) elemanini verdiginden buradan da F(S)eS ¢eliskisi elde edilir.

2. Durum: F(S), cift sayi olsun. {0,1,..., F(S)} kUmesinin bir ayrisimi olarak;

(0.F(S)}. (L F(S)—l},...,{F(SZ)_Z, F(SZ)”},{

F(S)

} kiimelerini ele alahm. Ayrigim;

F(S)+2

adet kiimenin birlesimidir. Eger n(S) > ise, ayrisimin her alt kiimesi

F(S)+1
2
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S ile ortak bir elemana sahip olur. s':? igin?+?: F(S)eS celiskisi

elde edilir. Kimelerden biri S ile ortak iki elemana sahip olsaydi, ve bu elemanlar
S;,S, €S olarak alindiginda S toplamsal kapali oldugundan s, +S, €S elde edilir ve
bdylece F(S) €S c¢eliskisi elde edilir.

Onerme 5.3

S sayisal yari grubu simetriktir ancak ve ancak F(S), tek sayi ve

F(S)+1

> (5.3)

n(s) =

dir [14].

ispat: (=>): S sayisal yarigrubu simetrik olsun. F(S) nin cift sayi oldugunu kabul

edelim. Eger; F(ZS) e S ise S sayisal yarigrubu simetrik oldugundan,

F(S)

celiskisi elde edilir. Aksi durumda > ¢ S oldugunda ise S simetrik sayisal yarigrup

oldugundan,

ise Onerme 5.2 den dolayi, {0,1,..., F(S)}

celiskisi elde edilir. Eger n(S) < F(82)+1

kiimesinin ayrnisimindaki alt kimelerden birinin S ile ortak higcbir elemani yoktur, bu

durumda, ayrisimdaki kiimelerdeki elemanlarin toplamlari F(S) yi verdiginden ve S

simetrik sayisal yarigrup oldugundan toplananlardan birinin S nin elemani olmasi

gerekirdi. Bu da celiskidir.
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FOIFL oigun. Byleyse; {0.1...F(S)} kiimesinin

(<): F(S), tek sayi ve n(S)=
ayrisimini disiindigiimizde, hepsinin S ile ortak bir elemani vardir. Yani;

zeS<F(S)-z¢S (5.6)

Eger z<0 ise tanimdan, z¢ S ve F(S)—z &S olur.

Z>F(S):>Z€S (57)

ve F(S)—z<0 oldugundan F(S)—z ¢S sarti saglanir. Boylece sayisal yarigrubun
simetrik oldugu sonucuna varilir.

Ornek 5.2 S =<5,6,7 >={0,5,6,7,10, >} sayisal yarigrubu icin; F(S)=9, n(S)=4, ve
m(S)=5. Fakat, 8¢S igin, F(S)—8=9-8=1¢ Soldugundan S simetrik sayisal
yarigrup degildir. Kutup noktalari kimesini olusturarak S sayisal yarigrubunun
simetriklik durumunu incelersek; H(S)={1,8} elemanlarindan olusur. H(S)=J

oldugundan simetrik degildir.

Ornek 5.3 S =<6,8,11>=1{0,6,8,11,12,14,16,17,18,19, 20, 22, -} sayisal yarigrubu icin;
F(S)=21, n(S)=11 ve m(S)=6. Ayrica; Vz¢S i¢in, F(S)—zeS sarti saglanir.
Z\S ={...,-2,-11,2,3,4,5,7,9,10,13,15, 21}
21-21=0€S,21-15=6€S5,21-13=8€S5,21-10=11€S5,21-9=12€S
21-7=14€S5,21-5=16€S5,21-4=17€S5,21-3=18€S,21-2=19€S
21-1=20€S,21-(-1)=22,... ve bundan sonraki tim sayilar S de oldugundan tiim

Z\S kimesi sarti gercekler. Dolayisiyla; S sayisal vyarigrubu simetriktir.

Ayrica; H(S) =9 oldugundan S sayisal yarigrubu simetrik sayisal yarigruptur.

Sonug 5.2 p,q birbirinden farkl asal sayilar olmak lizere; S =< p,q > sayisal yarigrubu

igin, bosluklar kiimesi; G(S) ={F(S)— x| x € S} seklindedir.
ispat: €(S) =2 ise S sayisal yarigrubu simetrik sayisal yarigruptur. Ayrica, Teorem 3.2

< S =< p,q > simetrik sayisal yarigrup oldugu [20]

denve g<p,qQ >:F(<+q>)+1
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ve [21] de belirtilmektedir. Dolayisiyla, S =< p,q> sayisal yarigrubunun simetrik

oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple;

x €G(S) = (F(S)—x) €S (5.8)

F(S)+1

sarti saglanir. S simetrik sayisal yarigrup oldugundan n(S) = ve F(S); tek

sayidir. N(S)=({0,1...,F(S)}nS) oldugundan, Frobenius sayisina kadar olan
sayllarin yarisi S vye, diger yarisi da G(S) ye aittir. Bu durumda; bosluklar kiimesi,
toplamlart F(S) yi veren iki elemandan, S ye ait olmayanlari ile olusturulur. Yani;

G(S) ={F(S) — x| x € S} seklinde olusturulur.

F(S)+1

#GES)=9(8)=n(S)=—

(5.9)

(5.10)

(5.9) ve (5.10) esitlikleri elde edilir.

Teorem 5.1 Eger, S=<n,,n, > simetrik sayisal yarigrup ise; S nin Ap(S,n,) ve
Ap(S,n) Apery kiimeleri; Ap(S,ny) ={(n,—n:re{L2,...,n,}},
Ap(S,n) ={(n,—r)n,:re{l,2,...,n}} seklindedir [19].

Ispat:

xe Ap(S,n,) =>x—-n, ¢S,XeS (5.11)

X#n, olmahdir. (5.11) esitliginde X=n, olursa; x—n,=0¢S c¢eliskisi elde edilir.
x=kn,(k=0,1,...,n, 1) oldugunu géstermeliyiz. ilk olarak, n, € Ap(S,n,) oldugunu
gosterelim. n, & Ap(S,n,) oldugunu kabul edelim. Ap(S,n,) kiimesinin tanimindan,

(n,—n,) €S olur. Oyleyse; p,qeN igin,

mn —N, =0qn, + pn, (5.12)
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nl-p)=n(q+)eN (5.13)

olur. Bu durumda; (5.13) esitligi p=1 ve p=0 degerleri icin saglanir. Aksi halde

n(1—p)eN olur. p=0 olsun.

n=n,(q+H=n,[n (5.14)

olur ki; (5.14) ifadesi; {n,,n} kimesinin minimal Urete¢ kiime olmasiyla gelisir.

p =1 olsun.

o =NqeN (5.15)

celiskisi elde edilir. Boylece; k=1 igin, n, € Ap(S,n,) bulunur. 0<k<n,-1 igin

kn, € Ap(S,n,) oldugunu gostermeliyiz. X = kn, olsun. Ap(S,n,) =S oldugundan,

X=an,+bn (ae{l2..,be{0,12.}) (5.16)

seklindedir. x=an, olsun. Ap(S,n,); modn, a gore kalan siniflarindan olusacagindan

Ap(S,n,) kiimesi igin sadece,

X =an, =0(modn,) (5.17)

(5.17) sonucu elde edilir. Oysa ki; #(Ap(S,n,))=n, olmaldir. Dolayisiyla; (5.16)
esitliginde a>1 olmalidir. Aksi halde (5.16) ifadesinde a=0 igin x=bn, olur ki,

bastaki kabulimizle gelisir. x e Ap(S,n,) ve X—n, ¢S olmalidir. Yani;

(an0+bnl_n0)gs :}(a—l)no-anl S (518)

olur. a>1 oldugundan a—1>0 olacagindan, (5.18) esitliginden,
X—n, =(@a-1)n,+bn,
| ——
e % (5.19)
celiskisi elde edilir. Sonug olarak; x=kn, seklinde olmahdir. Simdi 0<k<n,-1
oldugunu gosterelim. S iki Gretecli sayisal yarigrup oldugundan;
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F(S) =Ny —Ny — Ny

(5.20)
ve S simetrik sayisal yarigrup oldugundan tanim geregi;
2eZ\S=F(S)-z€S (5.21)
z2eS=F(S)-z¢S (5.22)
olmahdir. x=kn, € Ap(S,n,),
X—n,=kn,—n, x-n,&S=F(S)-(x-n,)eS (5.23)
olmalidir. (5.20) esitligini, (5.23) de yerine yazarsak;
=Ny, —Ny—n, —(kn, —ng) €S
=N, — oy —n,—kn + gy €S
= (n,—1-k)n, €S
| —
eN
n-1-k>=0=k=<n,-1 (5.24)

elde edilir. Diger yandan; r=212..,n, igin, (#Ap(S,n,))=n, oldugundan,

Ap(S,ny) ={(n, —Dn, (N, —2)n,...,(N, —n )N} ={(n, —r)n.:re{L,2,...,n,} } elde edilir.

Ayniispat Ap(S,n;) kiimesi igin de tekrarlanabilir.

Teorem 5.2 S, =<n,,n,> ve S,=<kn,,n> (k>1 ve keN) olacak sekilde iki

simetrik sayisal yarigrup ise S, = S, ve Ap(S,,n,) < Ap(S,,kn,) dir [19].
Ispat: n,,n, €S, oldugundan kn,,n, €S, ve béylece S, =S, dir. Eger;

xe Ap(S;,ny) = (X—ny) €S, X €S, (5.25)

ve S,cS; oldugundan (x—=n,)eS,. Ayrica; (x—kn,)eS, ve dolayisiyla

(x—kn,) ¢S, olur. Neden?
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X—kn, =(x—n,)—(k-1)n,

(5.26)
seklinde ifade edelim. (x—kn,) € S, oldugunu varsayalim.
(x—ny)—(k=Dn,=s (3s€9)) (5.27)
(x—ny)=s +(k-1)n,
s, —
<, (5.28)

Yani; (Xx—n,) €S, celiskisi elde edilir. Dolayisiyla; (x—kn,)¢S, ve buradan da

(x—kn,) ¢ S, elde edilir.

xe Ap(S;,n,)) = x=(n,—rn (r=12,..,n,) (5.29)

Teoremb5.1den

Ve n;; S, nin Ureteci oldugundan ve X; n, in kati oldugundan X €S, elde edilir.

Ornek 5.4 S, =<2,5>={0,2,4,->} ve §S,=<4,5>={0,4,5,8,9,10,12,—} sayisal
yarigruplari igin;
Ap(S,,2)={5(2-r):re{l,2}} ={0,5}

Ap(S,,5) ={2(5-r):r e{l,2,3,4,5}} ={0,2,4,6,8}

Ap(S,,4) ={5(4—-r):re{l,2,3,4}} ={0,5,10,15}

Ap(S,,5)={4(5-r):re{l,2,3,4,5}} ={0,4,8,12,16}

S, c S, ve Ap(S,,2) < Ap(S,,4) oldugu gordlar.

Sonu¢ 5.3 S, =<n,,n > ve S,=<kn,n > seklinde iki simetrik sayisal yarigrup ise,

Ap(S,,n,) = —Ap(iz, n) dir.

ispat: Teorem 5.1 den dolayi  Ap(S,n)={(n,-rn,:refl,...n}} ve
Ap(S,,n) ={(n,—rkn,:refl..,n}} seklinde tanimh oldugunu biliyoruz. Yani,

Vae Ap(S,,n) icin a=kb sartini saglayan b e Ap(S,,n,) oldugu agiktir.
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Teorem 5.3

Eger S =<ny,n > ile Uretilen simetrik sayisal yari grup olmak {zere; Frobenius sayisi,

F(S) ve n(S)=#({0,1,2,...,F(S)} nS) igin;

n(s) = ARG 1)) —1]2[#(Ap(s, n)—1]

dir [19].

F(S)+1

ispat: S simetrik oldugundan n(S) = olur. Ayrica;

F(S) = maX(Ap(S’ no)) —Ny= (no _1)n1 =Ny =NyN, =Ny =N,

(5.31) esitligini n(S) ifadesinde yazarsak;

F(S)
F(S)+1 (ngn,—ny—n)+1
2

n(S)= >

n(S) — (nO _1)2(n1 _1)

(5.33) esitliginden;

n(s) = FAPG.1)) —1]2[#(Ap(s, n)—1]

elde edilir.

Ornek 5.5 S, =<2,5> ve S, =<4,5> olmak iizere; (5.32) den dolays;

n(sl)zwzz

n(sz):&f—l)zﬁ

olarak bulunur. Diger taraftan;
n(s,) =#({0,1,2,3} n{0,2,4,5,..}) =2
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n(s,) =#({0,1,2,...,11}n{0,4,5,8,9,10,12,...}) =6
oldugundan ifade saglanir.

5.2 Pseudo-Simetrik Sayisal Yarigruplar

Tanim 5.2 S sayisal yarigrup ve F(S) Frobenius sayisi olsun. F(S), cift sayi olmak
Uzere, VX ¢S igin F(S)—xeS sartini saglayan sayisal yarigruplara Pseudo-Simetrik

sayisal yarigruplar denir [10].

Not edelim ki; simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigruplar arasinda bir gecis yoktur.
Cunki, simetrik sayisal yarigruplari Frobenius sayisi tek sayidir. Fakat pseudo-simetrik

sayisal yarigruplarin Frobenius sayisi ¢ift sayidir.
Onerme 5.4 S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup ise type(S) =2 dir [6].

ispat: S, Pseudo-Simetrik bir sayisal yarigrup olsun. #(PF(S))=2 oldugunu

gostermemiz yeterlidir. Her S sayisal yarigrubu icin F(S) € PF(S) dir. x:? icin
o ; . F(S) .. . o
X € PF(S) oldugunu gosterelim. X:T icin VseS\{0} igcin (x+Ss)eS oldugunu
gosterirsek ?GPF(S) olur. Kabul edelim ki; (F(25)+s)¢8 olsun. S Pseudo-
Simetrik sayisal yarigrup oldugundan,
F(S)—(F(28)+S)€S
F(S)
———-5)eS
(-9
?—SZS'3¥:S+S' (3s'eS) (5.35)
eS

€S

38



celiskisi elde edilir. Dolayisiyla, (F(ZS)

+5)eS olmasi gerektigi sonucuna varilir.

F(S)

type(S) =#(PF(S)) =2 oldugunu gostermek igin PF(S) kiimesinde F(S) ve

elemanlarindan baska bir eleman olmadigini géstermemiz gerekir. Kabul edelim ki;

x#F(S) ve x;«t@ icin xe PF(S) olsun. S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup

oldugundan, (F(S)—x)eS olmalidir. xePF(S) oldugundan X elemaninin S nin

sifirdan farkli her elemaniyla toplami sayisal yarigrubun elemani olmalidir. S nin

sifirdan farkl elemani olarak, (F(S)—X) elemanini alalim. Tanim gere§i;

X+(F(S)—x)=F(S)

eS &S
%/—/

€S (536)

celiskisi elde edilir. Sonug olarak PF(S) kiimesinin F(S) ve elemanlarindan

F(S)
2
baska bir elemani olmadigi sonucuna varilir. Yani; type(S) =2 dir.

Ornek 5.6 S =<5,8,19 >={0,5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21,23, -} sayisal yarigrubu icin;

G(S)=1{1,2,3,4,6,7,9,11,12,14,17,22} F(S 3 ve @:nes sartlari

saglanmaktadir. Bu sayisal yarigrubun Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olabilmesi icin
VX e S tamsayisi icin F(S)—xeS sartini sagladigini gosterelim.
22-22=0€S5,22-17=5€S5,22-14=8€S5,22-12=10€S5,22-9=13€S
22-7=1522-6=16,22-4=18,22-3=19,22-2=20,22-1=21€S

F(S)

Dolayisiyla; X = — =11 disindaki tiim sayilar igcin F(S)—xeS sarti saglandigindan

bu sayisal yarigrup ayni zamanda bir Pseudo-Simetrik sayisal yarigruptur. Ayrica,

PF(S) ={11,22} oldugundan bu sayisal yarigrup igin type(S) =2 dir.
Not 5.1 Tipi 2 olan sayisal yarigruplar Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olmayabilir.

Ornek 5.7
S =<5,13,21>={0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, >}
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sayisal yarigrubu PF(S)={29,37} oldugundan tipi 2 olan bir sayisal yarigruptur.
Ancak, F(S)=37 oldugundan, S sayisal yarigrubu Pseudo-Simetrik bir sayisal
yarigrup degildir.

Ornek 5.8 S =<7,9,11,>=1{0,7,9,11,14,16,18, 20, 21, 22, 23, 25,27, —} sayisal yarigrubu
icin; PF(S)=1{24,26} ve type(S)=2 olmasina ragmen, S, Pseudo-Simetrik sayisal
yarigrup degildir. Clnki; 2¢S olmasina ragmen, F(S)—-2=26-2=24€S olmasi
gerekirdi. Fakat 24 ¢ S. Dolayisiyla; type(S)=2 olan her sayisal yarigrup Pseudo-
Simetrik sayisal yarigrup olmayabilir.

Sonug 5.4 S sayisal yarigrubunun Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olmasi igin gerek ve

yeter sart #(H(S)) =1 olmasidir.

ispat: (=): S Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup oldugundan, F(S), cift sayl ve

_F®
2

XeZ\S icin, F(S)—x¢S$S sartt  sadece X icin  saglanir.

F(S)

H(S)={zeZ|z¢S,F(S)—z ¢S} olarak tanimlanmisti. X:T , kutup noktalari

F(S)

kiimesinin sartini sagladigindan; X=Te H(S) olur. Kutup noktalari kiimesinin

X:? elemanindan baska bir elemani daha oldugunu kabul edelim.

?;ﬁZeH(S) olsun. z¢S,F(S)—z¢S olacaktir. Bu durum S sayisal

yarigrubunun Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olmasiyla celisir.

(<): #(H(S))=1 olsun. Kabul edelim ki; S Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup
olmasin. xeH(S)cG(S)=>xeZ\S ve F(S)—xgS$S sarti saglanir. a=F(S)—x

sayisini duslinelim. a¢ S ve

F(S)—a=F(S)—(F(S)-x)=x¢$S (5.37)

elde edilir. (5.37) esitliginden dolay;; a=F(S)—xe H(S) olur. Budurum #(H(S))=1
sartiyla gelisir. #(H(S)) =1 ise; xe€Z\S icin F(S)—xgS sartini saglayan tek sayi

olmalidir. Bu durum; Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup sartidir.
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5.3 Hemen Hemen Simetrik Sayisal Yarigruplar

Tanim 5.3 S bir sayisal yarigrup olmak tzere, PF(S)=H(S)U{F(S)} sartini saglayan

sayisal yarigruplara hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar denir [14].

Ornek 5.9 S =<7,12,13>=1{0,7,12,13,14,19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28,31, >} sayisal
yarigrubu  igin F(S)=30, PF(S) ={29,30}, H(S)={18,1522,29} ve
PF(S)=H(S)U{F(S)} sarti saglanmadigindan S hemen hemen simetrik sayisal

yarigrup degildir.

Ornek 5.10 S =<8,11,12,15>={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28,30, —}
sayisal yarigrubu igin, F(S)=29, PF(S)={4,25,29}, H(S)={4,25} ve
PF(S)=H(S)U{F(S)} sarti saglandigindan S hemen hemen simetrik sayisal

yarigruptur.

Onerme 5.5 S simetrik sayisal yarigrup ise ayni zamanda hemen hemen simetrik
sayisal yarigruptur [22].

ispat: S simetrik sayisal yarigrup ise énceki teoremlerden dolayr H(S) =< oldugunu
biliyoruz. Bu sebeple; PF(S)={F(S)} oldugunu gostermeliyiz. Yani; S simetrik
sayisal yarigrubunun Frobenius sayisindan baska Pseudo-Frobenius sayisi olmadigini
gostermeliyiz. Kabul edelim ki; F(S)#XxePF(S) olsun. xeG(S) ve S simetrik
sayisal yarigrup oldugundan F(S)—xeS olmalidir. xe PF(S) ise S nin sifirdan farkl

her elemaniyla toplami S sayisal yarigrubunun elemani olmalidir. Oyleyse; S nin

sifirdan farkl elemani olarak F(S)—x elemanini segelim.

x+(F(S)-X)=x+F(S)-x=FE(S)eS (5.38)

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla; S simetrik sayisal yarigrubunun Frobenius sayisindan
baska Pseudo-Frobenius sayisi olmadigindan hemen hemen simetrik sayisal yarigrup

sarti gosterilmis olur.

Ornek 5.11
S =<6,14,17>={0,6,12,14,17,18,20,23,24,26,28,29,30,31,32,34,35,36,37,38,40, >}
sayisal yarigrubu icin G(S)={12,3,4,5,7,8,9,10,11,13,15,16,19, 21, 22, 25, 27, 33,39},
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PF(S)={39}, S simetrik sayisal yarigrup oldugundan H(S)=9 ve F(S)={39}
oldugundan PF(S)=H(S) U{F(S)} sarti saglanir. Yani, S, hemen hemen simetrik
sayisal yarigruptur.

Onerme 5.6 S Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup ise ayni zamanda hemen hemen

simetrik sayisal yarigruptur [22].

F(S)

ispat: S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup ise F(S), cift sayi ve PF(S) = — F(S)}

F
oldugunu o6nceki tanim ve teoremlerden biliyoruz. Dolayisiyla; H(S):{%}

oldugundan; PF(S)=H(S) U{F(S)} sarti saglandigindan S sayisal yarigrubu ayni
zamanda hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Ornek 5.12 S =<3,7,11>={0,3,6,7,9,—} sayisal yarigrubu icin G(S)={12,4,5,8},
PF(S)={4,8, F(S)=8 dir. S Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup oldugundan
xeG(S) igin F(S)—x¢gS sarti sadece x=4 igin saglandigindan dolay1 H(S)={4}
tar. Yani; PF(S)=H(S) U{F(S)} sarti saglanir. Yani, S, hemen hemen simetrik

sayisal yarigruptur.

Onerme 5.7 S bir sayisal yari grup olmak lizere;

29(S) > F(S) +type(S) (5.39)
esitsizligi saglanir. Genel olarak; S sayisal yarigrubu hemen hemen simetrik sayisal
yarigrup ise (5.39) bagintisinda esitlik saglanir [22].

Sonug 5.5 S hemen hemen simetrik sayisal yarigrup ise; type(S)=29(S)—F(S)
esitligi saglanir. Ozel olarak, S simetrik sayisal yarigrup ise type(S)=1 ve S Pseudo-

Simetrik sayisal yarigrup ise type(S) =2 dir [22].
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BOLUM 6

TEMEL FARKLAR

6.1 Sayisal Yarigrubun Temel Farklari

Tanim 6.1 S bir sayisal yarigrup olmak lzere; G(S)=N\S kiimesi S nin bosluklar
olarak adlandiriimisti. Eger xeG(S) icin yeNuU{0} y|x (y boler x) sartini
saglayan bir tamsayi ise; y elemani da G(S) kiimesine aittir. Bu sebeple; S sayisal
yarigrubu; G(S), S nin bosluklari olmak Gzere kx ¢ G(S)(k >2) sartini saglayan X
elemanlarindan olusur. Yani S nin bosluklari kiimesinde '|'(b6lme) islemine gore

maksimal olan elemanlari bilmemiz yeterlidir. Dolayisiyla; bu sarti saglayan elemanlara

S nin temel farklari (bosluklari) denir [23].

Ornek 6.1

S =<5,13,21>={0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, >}
sayisal yarigrubu icin, G(S)=4{L2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19, 22, 24,27,29,32,37}
dir. Buna gore S nin temel farklari (bosluklari) kimesi; {14,17,19, 22,24,27,29,32,37}

olarak bulunur.

6.2 Temel Farklardan Sayisal Yarigrubun Elde Edilmesi

Tanim 6.2 S bir sayisal yarigrup ve X,X,,...,X, bu sayisal yarigrubun temel farklari

olsun. @ (x,...X.)={XeN:x|x,ie{l.. r}} olarak tanimlayahm. & (x,...,X.)
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kiimesinin S sayisal yarigrubunun bosluklar kiimesini gosterdigi agiktir. Bu durumda;

S=N\ @ (x,...x.) dir [23], [24].

Sonu¢ 6.1 ~ (9,,9,) ="~ (9,) v 7~ (9,) ifadesi saglanir.

ispat: xe 2 (g,,9,) olsun. Bu durumda,

X|0, veya X| g, < xe @(0,) veya xe 9(9,) < xe 2(9,)v 2(9,)

Sonu¢ 6.2 ~ (9,,9,,...9,)= ~ (9,)v..u ~ (9,)

Onerme 6.1 S bir sayisal yarigrup ve X ; G(S) kiimesinin bir alt kiimesi olmak tzere;

asagidaki kosullar denktir.
1) X ; S sayisal yarigrubunun bosluklarini belirler.
2)Her aeN igin; eger aeG(S) ve {2a,3a} S ise ae X tir [6].

ispat: 1)=2): Eger; X, S nin bosluklarini belirliyorsa, Tanim 6.2 den,
S=N\Z (X)) ve sonug olarak G(S)=2( X ) olur. Eger acG(S) ise; a|Xx sartini
saglayan en az bir X e X vardir ve bir k e N sayisi igin, ka =X tir. Ayrica; {2a,3a} = S

kabuliimizden dolayi, VI >1 tamsayisiicin la €S oldugundan, k=1 ve a=xe X tir.

2)=1): S=N\2 (X ) oldugunu gosterirsek, temel bosluklarin tanimindan , X
kiimesinin S nin bosluklarini belirledigi gosterilmis olur. Hipotezimizden dolayi;
X < G(S) oldugundan, @ ( X )< G(S) dir. Boylece, S c N\Z( X ) oldugu sonucuna
varilir. Eger a; S sayisal yarigrubuna ait olmayan negatif olmayan bir tamsayi ise,
aeG(S) dir. k=max{neN|naeG(S)} olsun. G(S) sonlu, 0¢G(S) oldugundan,
k € N\{0} dir. Buradan, kaeG(S) ve {2ka,3ka} — S olacagindan, hipotezden dolayi;

kae X ve sonugolarak ae </ ( X ) olur. Buradan S=N\ 7/ ( X ) oldugu sonucu elde

edilir.
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6.3 Sayisal Yarigrubun Temel Farklar Kiimesi

Tanim 6.3 Bir S sayisal yarigrubunun temel farklari kiimesi bir 6nceki teoreme gore

FG(S) ={xeG(S):{2x,3x} = S} olarak tanimlanir ve FG(S) ile

gosterilir. Eger X,y € FG(S) ve x#y ise, ozaman x [y dir [23].

Ornek 6.2 X ={5,8,12,13} olmak lizere, & (X) kimesini ve S sayisal yarigrubunu
olusturalim. = (X) kumesi, tanimi geregi, X kiimesine ait olan elemanlardan ve
onlarin bélenlerinden olusmaktadir. @ (X)=2 (5,8,12,13)=1{1,2,3,4,5,6,8,12,13}
seklindedir. Clinkd; 1]5,218,3|12,4|8,6|12 oldugundan S nin farklari kimesine dahil
edilirler. Simdi de S sayisal yarigrubunu olusturalim. & (X) kimesi S nin bosluklari
kiimesi oldugundan negatif olmayan tamsayilar kiimesiyle @ (X) kumesinin farkini
aldigimizda S sayisal yarigrubunu elde ederiz. Yani; S={0,7,9,10,11,14,—} elde

edilir. Bu kiimede negatif olmayan tamsayilar kiimesinin, 0 elemanini kapsayan,

toplamsal kapal bir alt kiimesi oldugundan bir sayisal yarigruptur.

Ornek 6.3 FG(S)={7,10,13,16} olan S sayisal vyarigrubunu belirleyelim.
2 (7,10,13,16) ={1,2,4,5,7,8,10,13,16} ve buradan da sayisal yarigrubu olusturursak,
S=N\2(7,10,13,16) ={0,3,6,9,11,12,14,15,17,—} olur.

Sonug 6.3 F(S) =max(FG(S)) dir.

ispat: F(S) eG(S) ve {2F(S),3F(S)}<S sartlari saglandigindan F(S) € FG(S) elde
edilir. FG(S) cG(S) ve F(S)=maxG(S) oldugundan F(S)=max(FG(S)) oldugu

asikardir.

Simdi de bir S sayisal yarigrubu igin, S nin herhangi bir s elemani igin, S\{s}
kiimesinin yine bir sayisal yarigrup olabilmesi icin saglamasi gereken sarttan soz
edelim. S\{s} kimesi, a,beS\{0} olmak lizere s=a+Db sartini saglayan bir sayisal

yarigruptur. Diger bir deyisle, S elemani, S nin minimal Urete¢ kimesinin bir elemani

ise S\{s} bir sayisal yarigruptur. Ayrica, S elemanini S den ¢ikarirsak, o zaman S

elemani, S\{s} nin temel farklari kiimesinin elemani olacaktir ve sonugta S sayisal
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yarigrubunun, X|S sartini saglayan X temel farklari artik, S\{s} nin temel farklan

olmaktan cikar [23], [25].

Onerme 6.2 S bir sayisal yarigrup ves e S olsun. S\{s} bir sayisal yarigruptur ancak
ve ancak $,S nin minimal Grete¢ kiimesinin bir elemanidir. Ustelik, S\{s} bir sayisal

yarigrup ise; FG(S\{s})=(FG(S)uU{s})\{x e FG(S):x|s! dir[23].

ispat: (=): S sayisal yarigrubu, {S,,S,,...,S,} kiimesi ile Uretilen bir sayisal yarigrup

olsun. Kabul edelim ki; s #S,(i €{1,2,...,n}) olsun. Oyleyse;

s=ks +. kS, (Ko, €(NU{O})) (6.1)

seklinde ifade edilebilir. s,,S,,...,S, €S \{s} oldugu i¢in ve S\{s} bir sayisal yarigrup
oldugundan toplamsal kapali olmasi gerektiginden S(i€{12,...,n}) sayilarinin tim

katlarini icerir. Dolayisiyla; (6.1) esitliginden se S\ {s} sonucu elde edilir. Bu durum,

s¢ S\ {s} olmasiyla gelisir.

(<): s, S nin minimal Ureteci olsun. Kabul edelim ki; S\{s} kiimesi sayisal yarigrup
olmasin. Oyleyse; s#0 oldugundan 0eS\{s} ve N\S sonlu oldugundan,
N\ (S\{s}) kiumesinin de sonlu oldugu agiktir. O zaman S\{s} kimesinin sayisal
yarigrup olmamasi icin, Ja,be(S\{s}) icin a+bg&(S\{s}) sarti gerceklenmelidir.
a,be(S\{s}) ise a,b e S saglanir. Ciinkd, (S\{s})<S .0 zaman,

a=ks +..+ks+..+k s,

(6.2)
b=ts +..+t5+...+t.S, (6.3)
olacak sekilde, (6.2) ve (6.3) esitliklerini saglayan

(k...

1

K,...K,.t,...t,....t, € (NU{0})) sayilari vardir. S, S nin minimal Ureteci olarak

kabul ettigimizden dolayi, S nin tiim katlari S de ve dolayisiyla S\{s} de bulunur.

Yani; ks,tse S ve ks,ts € S\{s} olur. Dolayisiyla (6.2) ve (6.3) kullanilarak;

at+b=(k +t)s,+...+(k+t)s+...+(k,+t,)s, €S —{s}
%,_/

eS,5—{s} eS,S—{s} eS,S—{s}
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elde edilir. (6.4) esitligi a+b ¢ (S\{s}) kabulimizle gelisir.

Ornek 6.4 S =<5,7,11>={0,5,7,10,11,12,14,—} {5,7,11} minimal Urete¢ kiimesidir.
s=12 elemanini S den g¢ikarirsak, S'=S\{12} sayisal vyarigrup olur mu?
S'=S\{12}={0,5,7,10,11,14,15,16,—} kiUmesinin sayisal vyarigrup 0zelliklerini
saglayip saglamadigini kontrol edelim. 5S'7eS' ve S' sayisal yarigrup ise
toplamsal kapali olmasi gerektiginden 5+7=12€S' olmalidir. Fakat 12¢S'
oldugundan, S'=S\{12} sayisal yarigrup degildir. S' olarak S'=S\{7} kimesini
alalhm. S'=S\{7}={0,5,10,11,12,14,—} kimesinin sayisal yarigrup olup olmadigini
inceleyelim. Vs,,s, € S' igin s, +5S, € S' oldugundan toplamsal kapalilik saglanir. 0 € S

oldugundan S' sayisal yarigruptur.

Ornek 6.5 S =<5,8,19 >={0,5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21,23, —} sayisal yarigrubu icin
G(S)={1,2,3,4,6,7,9,11,12,14,17,22} , FG(S) ={22,17,14,12,9}  olarak bulunur.
s=8 elemanini segelim ve S\{8}kimesini olusturalim ve sayisal yarigrup olup

olmadigini inceleyelim.

S\{8},={0,5,10,13,15,16,18,19,20,21,23,—} kimesi sayisal vyarigrup mudur?
Oncelikle 0€S ve N\S sonludur. Simdi kiimenin toplamsal kapal olup olmadigini
inceleyelim. S\{8} kiimesinden herhangi iki eleman segip, toplamlarinin bu kiimede

olup olmadigini inceleyelim.

5+5=10,10+10=20,13+13=26,...
5+10=15,5+13=18,5+15=20,5+16=21,5+18 =23, ...

10+13=23,...

13+15=28,...

Belirtilen toplamlardan sonraki tim toplamlarin sonuglari kiimeye ait oldugundan,
S\{8} bir sayisal vyarigruptur. S\{8 bir sayisal vyarigrup oldugundan
FG(S\{s})=(FG(S) u{sH)\{xe FG(S): x|s} ifadesini saglatalim.
FG(S\{8})={22,17,14,12,9,8}, FG(S) w{8} ={22,17,14,12,9,8}

{xe FG(S): x|s} = oldugundan ifade saglanmis olur.
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Simdi verilen bir S sayisal yarigrubuna yeni bir eleman eklendiginde, yeni olusan

kiimenin hangi sartlar altinda bir sayisal yarigrup olacagini belirleyelim. y e G(S)
olmak tzere; Swu{y} kiumesi tim k>1 tamsaylan igin kyeS ve tim
se S\{0} elemanlari i¢in y+seS sartlari saglandiginda, bir sayisal yarigruptur.
Burada belirtilen ilk sart, y elemaninin S nin temel farklari kimesinin elemani olmasi
gerektigi, yani y € FG(S) olmasidir. Belirtilen ikinci sart ise, 6nceden bilindigi Gzere; y
sayisinin, Pseudo-Frobenius sayisi olma sartidir. Oyleyse; Sw{y! kiimesinin sayisal
yarigrup olabilmesi igin, y nin o6ncelikle Pseudo-Frobenius sayilarindan segilmesi
gerekir [23].

Onerme 6.3 S bir sayisal yarigrup ve yeG(S) olsun. Oyleyse; Sw{y} bir sayisal
yarigruptur ancak ve ancak y elemani FG(S) kimesinin <, bagintisina gore
maksimal elemanlarindan segilmistir. Diger taraftan; eger S{y} kimesi bir sayisal

yarigrup  ve PP, 5 Yy sayisini  bélen asallar ise, o zaman

FG(SLIYD =(FBE\ YN UL 2 ¢ & (FB(E)\iy)) dir [23].

ispat: (=>): Oncelikle S\U{y} kiimesinin bir sayisal yarigrup oldugunu varsayalim.
Yukarida da belirtildigi Gzere, ye FG(S) olur. Ayrica Sw{y} bir sayisal yarigrup
oldugundan, her se S\{0} igin y+s¢& FG(S) olacaktir. Aksi takdirde; y+s¢S olur.
Boylece celiski elde edilir ki; y elemani FG(S) kiimesinin <; bagintisina gore

maksimal elemanlarindandir.

(<):Tersine; 'y elemani FG(S) kimesinin <, bagintisina goére maksimal
elemanlarindan oldugunu varsayalim. y € FG(S) oldugundan, k >1 tamsayilari igin,
Ky € S olacaktir. Eger herhangi bir s S\{0} i¢in y+s¢&S ise o zaman bir x e FG(S)

icin y+5s| X sarti saglanir. Buradan da; 3k € N igin,

k(y+s)=x (6.5)
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saglanir. ky e S (k >1icin) ve kseS oldugu asikar oldugundan, buradan da S bir

sayisal yarigrup olup toplamsal kapali olmasi gerektiginden, (6.5) esitliginden

k(y+s) e S(k >1) sonucuna ulasilir. Bu sonug bizi,

y+S=X (6.6)

anlamina gelen k =1 zorunluluguna gotirir ki; bu ise y elemaninin FG(S) kiimesinin
<, bagintisina gére maksimal elemanlarindan oldugu varsayimimiz ile gelisir. Buna
gore, SU{y} kiumesinin de sayisal yarigrup oldugu kanitlanmis olur. N\ (Su{y})
sonlu ve 0eSu{y} oldugundan, Suiy} bir  sayisal  yarnigruptur.
Son olarak; eger S\w{y} bir sayisal yarigrup ise, o zaman Yy elemanini FG(S uU{y})

kiimesinden cikartmaliyiz, fakat onun has bolenlerini gikartmak zorunda degiliz, bu

durum ise, {l:l ¢ @ (FG(S)\{y})} kimesini katarak elde edilir.
P P,

Ornek 6.6 S =<5,7,11>= {0,5,7,10,11,12,14 —} sayisal yarigrubu icin,
G(S)=1{1,2,3,4,6,8,9,13}, FG(S)={13,9,8,6} yeG(S) olarak y=2 alalim.
S'=Su{2} olsun. S§'={0,2,5,7,10,11,12,14,—} kimesi icin 2e€S' fakat,
2+2=4¢S" oldugundan, toplamsal kapalilik 6zelligi saglanmamaktadir. Bu yizden
S' sayisal vyarigrup degildir. Fakat yeFG(S) olarak; y=9 alalim.
S'=Su{9}={0,5,7,9,10,11,12,14,—} kimesi i¢in, 0€S' , ve N \ S' sonlu ve
vs,,s,€S" igin, s +S,€S"' yani toplamsal kapalilik saglandigindan S' sayisal
yarigruptur. Burada Yy=9 sayisinin Pseudo-Frobenius sayisi olduguna dikkat

edilmelidir.
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BOLUM 7

iDEALLER

7.1 Sayisal Yarigrubun ideali

Tanim 7.1 S bir sayisal yarigrup ve | < S olmak tzere, | +S < | ise, | alt kimesine,
S nin ideali denir. Eger, AcS igin, | = A+Soluyorsa, |, S nin A alt kiimesi ile

uretilen ideali adini alir. | eger tek elemanla Uretiliyorsa, temel idealdir. Yani, X, €S

icin, 1 ={X,} +S ={X, +S:5 €S} seklinde ifade edilir. | =[X,] olarak gosterilir [26].

Sonug 7.1 Bu tanima gére 0= X, €S igin | =[X,] ideali bir sayisal yarigrup degildir.
Cunki sayisal yarigrubun tanimindan dolayi Oel =[x,] olmalidir. Fakat 0= X,
oldugundan, VseS igin 0= X, +S olur. Yani 0¢ | =[x,] ve | =[X,] kiimesinin sayisal
yarigrup olmadigi elde edilir.

Tanim 7.2 S bir sayisal yarigrup olsun. G(1)=S\1={xeS:xgIl} kimesi | nin

bosluklari olarak adlandirilir [4].

Tanim 7.3 S bir sayisal yarigrup olsun. m(l)=min{iel :i =0} sayisi | nin en kiglik

elemani olarak tanimlanir [14].

Ornek 7.1 S=<4,7,9>= {0,4,7,8,9,11, —} sayisal yarigrubu igin temel ideal 6rnekleri

olusturalim.

| =[4]=4+S =1{4,8,11,12,13,15,>}, m(1) =4, F(1) =14
J=[7]=7+S=1{7,1114,1516,18, >}, m(J) =7, F(J) =17
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K=[9]=9+S={9,1316,17,18,20,—},m(K) =9, F(K) =19
I+J+K =[20]=20+S ={20,24,27,28,29,31, —}

1VJ ={4,7,8,11,>} 2I+J+K

G(1)={0,7,9,14}

G(J)={0,4,8,9,12,13 17}

G(K)={0,4,7,811,12,14,15,19}

Tanm 7.4 | ve J, S nin idealleri olmak [Uzere; ideal toplami
I +J={i+j:iel,jed}, ideallerin birlesimi TUJ={x:xelvxel} ve ideallerin

kesisimi InJ ={x:xel AxeJ} olarak tanimlanir [4], [26].

Onerme 7.1 S bir sayisal yarigrup vel,J iki ideali olsun.1+J, 1UJ ve I NJ birer

idealdir.

ispat: 1 UJ nin ideal olmasi icin; (1LJ)cS ve (1WJ)+Sc(lwd) oldugunu
gostermeliyiz.

lcS ve JcS oldugundan 10WJc<S dir. 1e(lul) olmak Uzere;
ie(lud)=ielviel=(i+s)elv(i+s)eJ(VseS)
=({+s)e(lud)=NUI)+S < (1UI) olur. (1 UJI) nin bir ideal oldugu goraldr.
(ImJ) nin ideal olmasi icin; (INJ)cS ve (INJ)+S<(1nJ) oldugunu
gostermeliyiz.

ie(InJ) olsun. ie(Ind)=ielAniel=ielcSAielcS dir. Dolayisiyla;
(InNJd)cS sarti saglanir. ie(InJd) olmak Uzere;
ie(Ind)=ielaAiel=(+s)elA(i+s)ed
=({+s)e(InI)=UNI)+Sc(InJ) olur. (InJ) nin ideal oldugu gorildr.
(I+J) nin ideal olmasi igin; (I+J)cS ve (I1+J)+Sc(l+J) oldugunu
gostermeliyiz.

i+je(l+J) olsun. iel ve jeJ dir. IS ve J<S oldugundan iel S ve

jeldcS oldugundan (i+]))eS olur. Yani; 1+JcS olur.
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i+je(l+d)=ielAnjeld (i+j)+s=1+ (j+s) 1+ dolayisiyla

el i
eJ (Jtemelideal )

(I+3)+Sc1+J olur.

7.2 Relative ideal

Tanim 7.5 S sayisal yari grup ve |, Z nin bir alt kimesi olsun. 1 +Sc | ve baz
seS icin 1 +s< S oluyorsa | ya S nin relative ideali denir. S sayisal yarigrubu
tarafindan kapsanan relative ideallere S nin integral ideali adi verilir. Z\| nin en

buyuk elemani, | nin Frobenius sayisi olarak adlandirilir ve F(1) ile gosterilir [26].

Tanm761 ve J S sayisal yarigrubunun relative idealleri olmak Uzere;
l+J={i+j:iel,jeld} ve | -J={zeZ:z+J <} olarak tanimlanir. Eger ze€Z
ise, Zz+S={z+s:5se€S} z eleman ile Uretilen temel relative idealdir. Bir idealin
| =(b,b,,...,b,) ile dretilmesi, |=(b,b,,..,b)=0O+S)u,+S)u..ub,+S)

anlamina gelir [14], [26].

Ornek 7.2 S =<8,10,11,13> sayisal yarigrubu icin, 1=(2,4) ve J=(15) ideallerini
olusturalim.

S =<8,10,11,13>=10,8,10,11,13,16,18,19,20,21,22,23,24,26,—>}
I=2+S)u(4+S)={2,4,10,12,13,14,15,17,18,20,—} F(1)=19,m(l) =2
J=@Q+S)u(+S)={15911—} ,F(J)=10,m(J) =1

Tanm 7.7 | -J={zeZ:z+J < |} olarak tanimlanan kiimeye J nin | daki duali

denir. Eger, J =S ise, kisaca; | nin duali denir [14], [26].

Ornek 7.3 Ornek 7.2 igin; 1+J={3,5,7,9,11,13,>} 1-J={9,12,13,16,17,19, >}
S—-1={6,9,14,16,17,18,19, 20, 22, 24, —} seklinde olusturulur.

7.3 Kanonikal ideal

Tanim 7.8 Bir S sayisal yarigrubunun 6zel bir relative ideali olan kanonikal ideali; Q2

semboll ile gosterilir ve Q={F(S)—x:xe(Z\S)} seklinde tanimlanir. Boylece;
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Q,z=F(S)—x seklinde sayisal yarigrubun bosluklarina gore simetrik olan z

tamsayilarini kapsiyorsa, z tamsayisi X e gore simetrik olarak adlandirilir [26].

Ornek 7.4 S =<4,7,13>={0,4,7,8,11,12,—} sayisal yarigrubu icin F(S)=10 ve
Z\S ={10,9,6,5,3,2,1,—1,-2,...} olarak bulunur. Kanonikal ideal tanimi ile;
Q={F(S)—x:xeZ-S}={0,1,4,5,7,8,9,11, -} olarak elde edilir.

Teorem 7.1 S bir sayisal yarigrup olmak lGzere; asagidaki ifadeler saglanir.

(i) ScQcN

(i) S nin her | relative idealiigin, Q—1 ={F(S)—x:xe(Z\1)}

(iii) Eger | ve J, S nin | < J sartini saglayan relative idealleri ise, o zaman
Card(J\I)=Card((QQ-1)\(©2-1J)) [26].

ispat: (i) Eger seS ise o zaman, Xx=F(S)-seSsaglanir. Bu yizden,

s=F(S)=(F(S)-s)=F(S)-xeQ olacagindan ScQ
| N —

Eger, z€Z,2<0 ise, o zaman F(S)—z>F(S), bu yizden (F(S)—2)eS ve z¢Q
elde edilir. Yani; QcN
(i) ispat i¢in, S sayisal vyarigrubunun her | relative ideali igin,
Xel=(F(S)-x)gQ—1 veya x¢l = (F(S)—x)eQ—1 oldugunu goéstermeliyiz.
xel olsun. Eger, (F(S)—x)eQ—1 ise o zaman, F(S)—x+1cQ. Ozel olarak;
F(S)—x+x=F(S)eQ olur ki bu durum celiskidir. x|l olsun. Eger,
(F(S)—x)gQ—1 ise o zaman, (F(S)—x+i)gQ olacak sekilde Jiel vardr.
Buradan, (F(S)—x+1i) elemaninin S nin bir elemanina gore simetrik oldugu

sonucuna varilir. Ozel olarak, F(S)—(F(S)—x+i)=x—ieS ve bdylece, xei+S |

celiskisi elde edilir.
(ili) z€Z olsun. (ii) den, zeJ\| ancak ve ancak (F(S)—2) e ((Q-1)\(©22-J)), bu

sebepten iki kiime arasinda bire-bir esleme vardir ve ayni kardinaliteye sahiptirler.
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, bir sayisal yarigrubun; temelde Urete¢ kiimesini katsayl kabul eden
diyafont denklemin pozitif ¢oziimlerinden elde edildigi, gostermis oldugu ozellikler ile
cesitlere ayrildigi ortaya konularak, her sayisal yarigrubun sifirdan farkh elemaniyla
olusturulan Apery kimeleri ve bunlara ait ozelliklerden s6z edilmistir. Ayrica, Apery
kiimesiyle ayni kardinaliteye sahip olan bir kiimenin Apery kimesi olma sarti
belirtilmistir. Literatlirde verilmis olan kutup noktalari kiimesi bosluklar kiimesine bagh
olarak ifade edilerek, simetrik sayisal yarigrubun kutup noktalari kiimesine bagh
gecisinden vyararlanarak benzer bir ifade pseudo-simetrik sayisal yarigruplar icin
yapiimistir. iki Uretegli sayisal yarigruplar icin, simetriklik tanimindan faydalanarak,
aslinda bosluklar kiimesini olustururken S ye ait elemanlarin Frobenius sayisiyla farki

alinarak olusturulduguna dikkat ¢ekilmistir.

Yukarida s6z edilen durumlar; sayisal yarigruplarla ileride yapilacak olan calismalara da
temel olusturarak bizi bu konuya dair yeni sonuglara géturebilir. Bu durum ileride yeni

boyutlariyla ele alinacaktir.
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