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BOLUM 1

1.1 Literatiir Ozeti

Tek Turli Carpanlara Ayrilabilen (TAC) bolge konusu cebirde ¢ok oOnemli bir rol
oynamaktadir. TAC bolge, Tam sayilar kiimesinin en 6nemli teoremlerinden biri olan
Aritmetigin Temel Teoremine denk diser, yani bir genellemesidir. Tek TurlG Carpanlara
Ayrilabilen boélgeleri ilk calisanlardan biri “Unique Factorization”[1] isimli makalesiyle
Fransiz matematikci Pierre Samuel dir. Pierre Samuel Euclid Bolgeleri [2] lzerine, TAC
bolge ve TAC bdlge lizerinde insa edilen kuvvet serileri Gzerine[3] ¢ok dnemli calismalar

yapmistir.

Daha sonra Samuel’in 6grencileri TAC bolge lzerine, sifir bolenli yapilarda carpanlamanin
degismeli halkalara ve modillere genisletilmesi Uzerine cahsmislardir. Galovich [4]
sifirdan ve birimden farkli bir elemanin indirgenemez olma sartlarini inceleyerek Tek tirla
Carpanlarina Ayrilabilen Halkalari(TCAH) tanimlamistir. Bouvier[5] de indirgenemezlik,
ilgililik ve TCAH lari tanimladi. Bu iki bilim adami birbirine denk yollardan ayni sonuca
vardiklari icin bu halkalar her iki bilim adaminin adiyla Bouvier-Galovich TCA halkalar(BG-
TCA) olarak adlandirilmistir. Fletcher[6] TAC bolge kavramini degismeli halkalara farkh bir

yoldan genisletmistir.

Hem Bouvier-Galovich TCAH hem de Fletcher in TCA halka tanimlarini iceren daha yeni
bir yolla Agargiin, Anderson ve Leon[7] zayif TAC bdlge tanimini elde ettiler. TAC bdlge ile
ilgili cahismalar bunlarla sinirli olmayip daha pek ¢ok bilim adami tarafindan degisik
calismalar yapilmistir. Yapilan bu calismalar incelendiginde, bir halka ile boélim halkasi

arasinda TAC bolge olma 6zelliginin tasinamadigl gbzlemlenmistir.



1.2 Tezin Amaci

Bu c¢alismanin amaci bolim halkalarindaki asallik, indirgenemezlik ve c¢arpanlara
ayrilabilme ozellikleri Gzerine farkh tanimlar getirmektir. Bunu yapabilmek igin bir
homomorfizma yardimiyla alinan bir elemanin ters gériintileri kullanilmistir. Once I-
bolinebilme tanimlanip 6zellikleri incelenecektir. Ayrica I-indirgenemezlik ve [-asallik

kavramlari tanimlanacak ve ozellikleri incelenecektir.
1.3 Hipotez

R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. 8: R — R/I bir halka homomorfizmasi olmak lzere
bir b € R/I nin 1ré bicimindeki ters goruntilerini ele alalim. Bu ters goruntiler
(r,k) =1 ve 8|k olmak izere iki kismdan olusmaktadir. Eger b € R/I nin ters
géruntiisiiniin aralarinda asal parcasi olan # R/I da indirgenemez ise b € R/I I-
indirgenemezdir. Benzer bicimde [-asallik kavrami tanimlanacaktir. Bu anlatilanlar,
halkalar, matrisler ve TAC bolge ile ilgili temel kavramlar hatirlatilip 2 X 2 boyutlu matris

halkalarinda merkezlestiricilerin tanimi yapildiktan sonra son bolimde incelenecektir.



BOLUM 2

TEMEL BiLGILER

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak bazi temel kavramlar verilecektir. ispati olmayanlar

icin Callialp (2009)[8] ve Karakas (2010)[9] isimli kaynaklara bakilabilir.

2.1Halka Yapisi

Tanim 2.1 R # @ kiimesi Uzerinde tanimli iki ikili islem + ve - olsun. Asagidaki
aksiyomlari tagiyan (R, +,*) cebirsel yapisina bir halka denir [8].

(1) (R,+) bir degismeli gruptur,

(2) -isleminin R de birlesme 06zelligi vardir,

(3) -isleminin + islemi Gzerine sagdan ve soldan dagilma ozellikleri vardir,

yani hera,b,c € Ricin,a(b + c) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc.

Halkanin + islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir elemani denir ve Oy ile gosterilir.
Halkanin - islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger etkisiz elemani varsa boyle bir
halkaya birimli halka denir, bu etkisiz elemana da halkanin birim elemani denir ve 1y ile
gosterilir. Halka ikinci isleme gore degisme Ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka

denir.

Not 2.2 Gruplarda oldugu gibi, iki eleman icin tanimli + ve - islemleri, sonlu sayida eleman
icin de tlimevarimla tanimlanabilir. Bu durumda genel birlesme ve genel dagilma

ozellikleri de saglanir.

S35 ()1

i=1 i=k+1

<iai> ibj =i(.n a;by).

i=1



Tanim 2.3 Bir halkada sifirin her elemanla ¢arpimi sifirdir. Fakat sifirdan farkl iki elemanin
carpimi da sifir olabilir.Rhalkasinda a € R elemaniiginab = Og(veya ba = 0p) olacak
sekilde 30p # b € R bulunabilirse a ya, halkanin sifir béleni, boyle bir b yoksa sifir béleni
degildir denir [8].

Tanim 2.4 Sifir elemanindan baska sifir béleni olmayan halkaya tam halka denir. Birimli,

degismeli ve sifir bélensiz(sifirdan farkh) halkaya da bir tamlik bdlgesi denir [9].
Ornek 2.5 27 degismeli ama birimsiz bir halkadir.

Ornek 2.6 M, (R), R halkas tzerindeki n X n lik matrisler kiimesi matris toplami ve

matris carpim islemleriyle birimli ama degismeli olmayan bir halkadir.

Ornek 2.7 Ztam sayilar kiimesi birimli, degismeli bir halka ve sifir bélensizdir. Yani bir

tamlik bolgesidir.

Tanim 2.8 R birimli ve degismeli bir halka ve R — {0z} = R, ikinci islem - ya gére bir grup
ise R ye bir cisim denir. Bir cisimde sifirdan fakli her elemanin garpimsal tersi var ve tektir.
Ayrica her sonlu elemana sahip tamlik bélgesinin bir cisim oldugunu belirtmekte fayda

vardir [8].

Ornek 2.9 Q, R, C bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gére bir cisimdirler. Fakat Z bir

cisim degildir.
Ornek 2.10 p asal iken Zp, p elemanl tamlik bélgesi oldugundan bir cisimdir.

Tanim 2.11 R bir tamlik bolgesi olsun. m1p = 0p olacak sekilde bir m > 0 tam sayisi
varsa boyle m lerin en kigtgline R nin karakteristigi denir. Eger bu 6zellikte higbir m > 0

bulunamiyorsa halkanin karakteristigi sifir denir [8].

Tanim 2.12 R halkasinda - a ya a nin ters isaretlisi, eger ikinci isleme gore tersi varsa a™?

carpimsal tersine de tersi denir [8].
2.2 Alt Halka ve idealler

Tanim 2.13 R bir halka ve @ # S c R olsun. R deki islemlere gore S alt kiimesi kendi

basina bir halka ise S ye R halkasinin bir alt halkasi denir. Alt halkayl karakterize



edersek, R bir halka ve @ # S € R oldugunda S nin, R nin bir alt halkasi olmasi igin

gerek ve yeter sart hera,b € Sicin, a—b € S ve ab € S olmasidir [9].
Teorem 2.14 Bir halkanin bir takim alt halkalarinin arakesiti de bir alt halkadir [9].

Tanim 2.15 A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A yi kapsayan butin alt
halkalarinin arakesitine A nin Urettigi alt halka denir ve < A > ile gosterilir. A nin
elemanlarina da < A > alt halkasinin iiretegleri denir. < A > nin tanimindan , < A > nin
A yi kapsayan en kigik alt halka oldugu, yani A € H ve H, R nin bir alt halkas! ise
< A >c H oldugu gorilir. A = @ ise < A > sifir halkadir [8].

Ornek 2.16 Z, R nin bir alt halkasidir.
Ornek 2.17 Q, R nin bir alt halkasidir

Tanim 2.18 R bir halkave @ # I c R olsun.

i)Wa,b € licina—b €1 ve

ii)Va € I ve Vr € Riginra € I(veya ar € I)

ise I ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir. Hem sol hem de sag bir ideale iki tarafli
ideal veya kisaca ideal denir. idealin tanimindan her idealin bir alt halka oldugu

anlasilir [8].

Tanim 2.19 {0z} ve R, her R halkasinin birer idealidirler. Bunlara R nin agikar idealleri

denir. Halkanin asikar ideallerinden farkli ideallerine de 6z idealleri denir [8].
Teorem 2.20 Bir halkanin bir takim ideallerinin arakesiti de bir idealdir [9].

Tanim 2.21 A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin, A yi kapsayan biitlin ideallerinin
arakesitine A nin iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Eger A = {a} tek elemanh bir

kiime ise A nin Urettigi ideale temel ideal denir ve kisaca (a) ile gosterilir [8].

Not 2.22 Eger A = @ ise (A) sifir ideali olur. (4) nin tanimindan, (4) nin A yi kapsayan

en kiguk ideal oldugu, yani A c I ve I, R nin bir idealiise (4) < I oldugu agiktir.

Tanim 2.23 Her ideali temel ideal olan bir tamlik bolgesine bir temel ideal bélgesi

denir(TiB) [9].



Tanim 2.24 | ve] bir R halkasinin iki ideali olsun.
I+]={a+b:a€l,be]}

kiimesine I veJ ideallerinin toplami denir. Ayrica bu kiime de bir idealdir [8].

1

Ornek2.25Q da A4 = {E} nin Urettigi alt halka,

fao+2+% 4. +ZreNgezi=12.1} dr

Ornek 2.26 Z de 3 iin Urettigi alt halka 3Z dir. Z de 3 in Urettigi ideal de 3Z dir.
Ornek 2.27 R birimli ve degismeli bir halkave a € R ise,
(a) = aR = {aR:r € R} dir.

2.3 Boliim Halkalari

Tanim 2.28 R bir halka ve I R nin bir ideali olsun. Her a, b € R igin,
a=b(modl) &a—-be€l
ile bir baginti tanimlayalim. R halkasinin bir I idealine gére tanimlanan = bagintisi, R de
bir denklik bagintisidir. v € R nin denklik sinifi da
r=r+I={r+aa€cl} dir.
Butin denklik siniflari kiimesi R /I ile gosterilir. R halkasinin bir I idealine gore
tanimlanan denklik siniflari arasinda;
(a+DdBb+DH=((@+b)+I ve (a+DOMB+I)=(ab+])
ile tanimlanan @ ve © islemlerine gére R /I bir halkadir. Bu halkaya R nin I idealine gére

boliim halkasi denir [8].
Ornek 2.29 Z nin{m) idealine gore béliim halkasi Z,, dir.

2.4 Halka Homomorfizmalari

Tanim 2.30 R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger Ya, b € R igin;
i) fla+b) = f(a) + f(b) ve

i) f(ab) = f(a)f (b)

oluyorsa f ye, R den S ye bir halka homomorfizmasi denir [8].

Teorem 2.31 R ve S iki halkave f:R — S bir homomorfizma ise,

i) f(Og) = 05 ve

ii) Va € R igin,f(—a) = —f(a) dir.



Teorem 2.32 R ve S iki halka ve f: R — S 6rten bir homomorfizma olsun. Bu durumda
i) U, R nin bir alt halkasi ise f(U), S nin bir alt halkasidir.

ii) R degismeliise S de degismelidir.
iii) R birimliise S de birimlive f(1z) = 15 dir.

Tanim 2.33 R ve S iki halka f:R — S homomorfizmasi 1-1 ve orten ise f ye bir

izomorfizma, R ile S ye de izomorf halkalar denir ve R = S ile gosterilir [8].

Tanim 2.34 R ve S iki halka f:R — S bir homomorfizma ise f nin gekirdegi
Cek f ={a € R:f(a) = 05} = f~1(05) ile tanimlanir [8].

Tanim 2.35 R ve S iki halka ve Ya €R igin f(a) =05 ile tanimh f:R — S bir

homomorfizmadir. Buhomomorfizmaya sifir homomorfizma denir [9].

Ornek 236 Vn€Z icin f(n)=n ile tanmh f:Z — Z, fonksiyonu bir érten

homomorfizmadir.

Ornek 2.37 R degismeli halka ve R nin karakteristigi 2 ise, bu durumda, 0: R — R,

a(x) = x?, R den R ye bir halka homomorfizmasidir.

Ornek 2.38 R bir halka ve I onun bir ideali ise,
6:R— R/I1,0(x)=x+A
dontsimi R den R/I ya bir 6rten halka homomorfizmasidir. 8 ya R den R/I ya dogal

homomorfizma denir.

Onerme 2.39 R ve S birer halkave 0:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu
durumda ¥W: M,,(R) - M, (S), ‘P([aij]) = [B(aij )] ile bir halka homomorfizmasi
olur[14].

ispat: A,B € M, (R) olmak lizere,
W(A + B) = W(A) + ¥(B) , W(AB) = ¥(4) ¥(B)

oldugunu gosterelim. 8 nin bir halka homomorfizmasi oldugunu biliyoruz. Buna goére
Va;, b; € Rvei € {1,..,n}icin,
6(a; +b;)) =0(a;)+6(b;)) ve 0O(ab;) = 6(a;)0(b;) dir.A,B € M,(R) olmak

Uzere,



aj;; 0 Qo bi1 - by
A= : : ve B=| ¢ | olsun.
an1 - App bnl bnn

ayy + b1 0 ayn + by
Y(A+B)=V¥ : E :
ap1 + bnl o Apy Tt bnn

(9((111 '+ b11) 0(ain .+ b1n)>

e(anl + bnl) e(ann + bnn)

(9(a11) + 6(b11) 6(ai,) + e(bln))
0@ + 0 O@nm) + Obm)

=W¥(A) +¥(B)
Ayni sekilde matris carpimi yapildiginda W(AB) = W(A)W(B) elde edilir.

Onerme 2.40 R bir halka ve [ birideali olsun. 8;: R = R/I bir halka homomorfizmasidr.
Bu durumda W;:M,(R) —» M,(R/I) bir halka homomorfizmasi olur. B, = ¥;(B) ile
gosterilir [10].

2.5 Tek Tirli Asal Carpanlara Ayrilabilen Bolge

Tanim 2.41 R bir halka ve x € R olsun.( x # 0y ve x birimden farkli)

a. x in aritmetik birimlerden ve x ile ilgili elemanlardan baska hicbir béleni yoksa x
elemanina R nin bir indirgenemez elemani,

b.a,b € Ricin, x | ab oldugunda x | a veya x | b ise x elemanina asal eleman denir.
Bir R tamlik bolgesi asagidaki 6zellikleri saghyorsa R ye bir tek tiirlii ¢arpanlara
ayrilabilen bélge denir(TAC) [8].

i) R deki sifir ve birimsel elemanlardan farkl her eleman R nin indirgenemez
elemanlarinin bir ¢garpimi olarak yazilabilir.

it) (i) deki yazilig, garpanlarin sirasi ve teklik distiniilmeksizin tek turlGdur.
Teorem 2.42 TAC bolgede asal ve indirgenemez elemanlar aynidir [9].
Ornek 2.43 Z bir TAC bolgedir.

Teorem 2.44 R bir TiB ise TAC bélgedir [8].



ispat Once TAC tanimindaki (i) 6zelligini sagladigini gosterelim. 0 # x € R ve x & Uy
olsun. Olmayana ergi metodunu kullanarak x in indirgenemez elemanlarin bir ¢arpimi
olarak yazilamadigini kabul edelim. Bu durumda x in kendisi de indirgenemez olamaz ve
X = ayb, olacak sekilde aritmetik birim olmayan 3a;, b; € R bulunabilir. x asallarin bir
carpimi olmamasi kabuliinden dolayl ,a; ve b; den en az biri de bu 6zelliktedir. Kabul
edelim ki a; bu 6zellikte olsun. a; | x oldugundan,(x) < (a;) olur. b; € Uy oldugundan
(x) # (ay) dir. Yukaridaki isleme x yerine a; alinarak devam edilirse, (ay) = (x) c
(ap) € (ay) c...
seklinde, her biri bir sonrakinin iginde ve esitligin saglanmadigi bir idealler zinciri elde
edilir. I = U;>o(a;) nin de bir ideal oldugu gosterilebilir. Fakat R bir TiB oldugundan,
I = (a) olacak sekilde 3a € R bulunabilir. a € I olacagindan, 3k = 0 igin ,a € (a;)
dolayisi ile (a) € (ay) bulunur. Diger taraftan (a;) I = (a) oldugundan, I = (a) =
(ar) & (ay41) celiskisi elde edilir. Bu durumda baslangigta kabul ettigimiz gibi bir x
elemani yoktur. Yani VO # x € R, x & Uy elemani birtakim indirgenemez elemanlarin
carpimidir.

Simdi  yazilisgin  tekligini, yani TAC tanimindaki (i) Ozelligini saglayalim.

T; ve A

’ ler indirgenemez elemanlar olmak Uzere

X =My ...Tg = A4 A, ... A, olsun.m; lerin indirgenemez eleman olduklari g6z 6niinde
tutularak,

T | Ay Ay = 3i=12,..., 1 A, = m = A

olur. Sirayi ve ilgililigi goz o6nine almadigimizdan, m; = A; kabul edebiliriz. Tamlik
bolgesinde kisaltma yapilabileceginden, yukaridaki esitlikten mile A; kisaltilarak
Ty .. Ty = Ay .. Ay bulunur.
Ty | Ay ... A; oldugundan, yukaridaki duslince ile T, = Ayalinabilir ve bu sekilde devam
edilirse tum ; lerin, sira ve ilgililik digintlmeksizin 4; lerden biri oldugu anlasilir.it; ve 4;

lerin rolleri simetrik oldugundan r = s olacagi da aciktir.

Tanim 2.45 R bir tamlik bolgesi olmak tzere a, b € R olsun. Eger b = ac olacak sekilde
bir ¢ € R varsa, a elemani b yi béler veya a elemani b nin bir ¢arpanidir denir(a | b)[9].
R bir tamhk bolgesi ve a, b € R olsun.

i)c | a vec | bolacak bigimde bir c € R varsa, c ye a ile b nin bir ortak boleni denir.

ii) ¢, aile b nin herhangi bir ortak béleni olsun. Eger a ile b nin her e ortak béleni igin



e | cise c ye, aile b nin bir en biiyiik ortak béleni(ebob) denir [8].
Tanim 2.46 Ebob leri aritmetik birimler(birimsel elemanlar) olan elemanlara aralarinda

asal denir ve (a, b) = 1 ile gosterilir [9].

Teorem 2.47 R bir TIB olsun. R nin her ikisi de sifir olmayan her iki elemaninin bir en

buyk ortak boleni vardir [8].

Teorem 2.48 R bir TiB, a ve b ikisi de sifir olmayan iki eleman olsunlar. a ve b nin
ebob leri, x,y € R olmak iizere, xa + yb seklindedir. Ozel olarak, (a,b) = 1 ise

1 = xa + yb olacak sekilde 3x, y € R bulunabilir [8].
2.6 Matrislerin Merkezlestiricileri

Bir R halkasinin bir s elemaninin merkezlestiricisi Mery (s) ile gosterilir. Degismeli bir R
halksi Gzerindeki nxn matris halkasi M,,(R) , degismeli olmayan halkaya bir 6rnektir. B €
M, (R) olmak lzere Mer y (g)(B) Marais[10] e gére giinimiize kadar karakterize

edilememistir. Sadece bazi 6zel durumlarda verilmistir.

Tanim 2.49 R bir halka, x bir bilinmeyen ve ag, a4, ..., a; lar R nin elemanlari olmak

Uzere,

ag +ax + -+ akxk
seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim polinomlarin

kiimesi R[x] ile gosterilir [8].

Tanim 2.50 p(x) = ay + a;x + - + a;x* ve q(x) = by + byx + --- + by x* , R[x] de iki

polinom olsunlar.

p(x)=qx) &Vvi=0, a =

yani, polinomlarin esitligi karsilikli katsayilarin esit olmasi ile mimkundar [8].

Tanim 2.51 R nin her bir elemani da bir polinom olarak digtintlebilir. Bu polinomlara

sabit polinomlar denir. Butln katsayilari sifir olan polinoma sifir polinom denir. [8]

Tanim 2.52 R bir halka ve p(x) = ay+a;x + -+ a,x" € R[x] vea, #0ise a, ye
polinomun bas katsayisi ve n ye de polinomun derecesi denir. p(x) polinomunun

derecesi der(p(x)) ile gosterilir [8].
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Tanim 2.53 R bir halkave p(x) = ay + a1x + -+ a, x™, q(x) = bg + byx + -+
b,x™ € R[x] olsun. Vi > 0 igin, ¢c; = a; + b; olmak lUzere, p ve q polinomlarinin
toplami,

p(x) +q(x) =cy + c1x + -+ + c.xt, t = max{m,n}

ile tanimlanir [8].

Tanim 2.54 Yukaridaki gibi p(x) ve q(x) polinomlarinin ¢arpimi ¥i = 0 igin,
¢; = ajbg + a;_1by + -+ + agb; olmak lzere,
p(x)q(x) = cog + c1x + -+ crxp,

ile tanimlanir. Burada k = m + n dir [8].

Tanim 2.55 p(x) = ay + a1 x + -+ a,x™ € R[x] ve r € R olsun.
p(r) =ay+ayr + -+ a,r" € R ye p polinomunun r deki degeri denir. Eger r € R igin,

p(r) = 0 ise r ye p polinomunun bir kékii denir [8].

Teorem 2.56 R bir halka olsun. Asagidakiler saglanir:
(i) R[x] de bir halkadir.

(ii) R birimliise R[x] de birimli,

(iii) R degismeli ise R[x] de degismeli,

(iv) R tamlik bolgesi ise R[x] de tamlik bélgesidir.

(v) R bir cisimise R[x] bir temel ideal bolgesidir.

(vi) R bir tamlik bolgesive Vf, g € R[x] igin,
der((fg)) = der(f) + der(g)

dir.

(vii) R degismeli bir halka ve f, g € R[x] olsun. g(x) # 0 ve g(x) polinomunun bas
katsayisi terslenebilsin.Bu durumda,

fO) =q)g(x) +rk) ve der(r) < der(g)

olacak sekilde tek tirla olarak belirli 3 g, r € R[x] polinomlari bulunabilir.

Tanim 2.57 Bir R halkas! (izerinde tanimlanan n X n tipindeki (karesel) tim matrisler
kiimesi M,, (R) ile gosterilir. Karesel bir matriste esas kdsegen disindaki elemanlarin timu

sifir ise; boyle bir matrise diagonal (késegen) matris denir. Diagonal matriste esas
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kosegen Uzerindeki elemanlar birbirine esitse, buna skaler matris denir.a #0 ve a €ER

a 0 O
olmak Uzere, 0 a 0] bir skaler matristir.
0 0 a

Tanim 2.58 A, n X n tipinde bir matris olsun. Eger A — Al matrisinin determinantini
acarsak, A degisken olmak lzere n. dereceden bir polinom elde ederiz. Bu polinoma
( P(A) =det(A — Al)) karakteristik polinom, det(A — AI) = 0 denklemine ise A nin

karakteristik denklemi denir [11].

Ornek 2.59 A = LlL g matrisini ele alalim.

2

det(A—/ll)=|1;/1 .2

| olur. Karakteristik polinom, P(1)=1> — 41 —5

olarak bulunur.

Tanim 2.60 Bir A € M,,(R) matrisi ve g(x) = ag + ayx + -+ a,x™ € R[x] polinomunu
alahm. Eger g(A) = agl + a;A + -+ a, A" = 0 yani g(A) sifir matrisi oluyorsa, A
matrisi g(x) i saglar denir. A nin saglamis oldugu polinomlar iginde en kuigiik dereceli

polinoma A nin minimal polinomu denir ve my,(x) ile gosterilir [12].

Onerme 2.61 Bir A matrisinin karakteristik polinomu ile minimal polinomu ayni kéklere

sahiptir fakat koklerin kathliklari farkh olabilir.

0 1 0
Ornek 262 A=(0 0 0] matrisinin minimal polinomunu bulalim. Once A nin
0 0 O
-1 1 0
karakteristik polinomunu bulalm. det(A—A) =0 =1 0 |=-2% dir. Minimal
0 0 -1

polinom, karakteristik polinom ile ayni kékli ve m(A) = 0 olacak sekilde en kiiguk
dereceli polinom olur. Diger taraftan 4> =0 ve A # 0 oldugundan A nin  minimal

polinomu my (x) = x? dir.

R[x], R halkasi Gzerinde x degiskenine bagh polinom halkasi olmak tzere
{f(B): f(x) € R[x]} € Mery, (r) (B) (1)
oldugu kolayca gorilir. Ayrica

{f(B):f(x) € R[x]} = Mery, r)(Mery, () (B))
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oldugu bilinmektedir [13].

Asagidaki teorem (1) kapsama 6zelliginin saglanmasi igin gerekli ve yeterli sartlari ifade
etmektedir.

Teorem 2.63 B, F cismi lizerinde bir n X n matris olsun.

Mery, (7 (B)= {f(B): f(x) € F[x]} olmasi igin gerek ve yeter sart B nin karakteristik

polinomu ile minimum polinomunun esit olmasidir [ 12].

Mer vy (ry(B) ye gegmeden énce bazi tanimlari ve teoremleri verelim.
Tanim 2.64 R bir halka olmak tizere, M = {x € R: Vy € R,xy = yx } kimesine halkanin
merkezi denir. a € R olmak tizere, Mer(a) = {x € R: ax = xa } ye a nin

merkezlestiricisi denir [8].

Onerme 2.65 R bir halka ve a € R olmak lizere,
(i) M ={x €R: Vy € R,xy = yx } biridealdir.
(i) Mer(a) = {x € R: ax = xa } bir idealdir.

(iii) M = Nger Mer(a) dir. [8]

Tanim 2.66 R degismeli bir halka ve K bos olmayan bir alt kimesi olsun.
Ky ={a € R: Vx € K, ax = 0} kumesine K nin sifirlayicisi denir ve sfr(K) ile gosterilir.

x € R iken {x} in sifirlayicisi sfr(x) ile gosterilir [9].

Onerme 2.67 R degismeli bir halka olsun I. ve J, R ninidealleri olmak lzere,

(i) sfr(1) bir idealdir.

(i) sfr(I +]) =sfr(I) nsfr(J) dir[9].

Halkalardaki merkezlestirici problemi Matris halkalarina tasindiginda ¢ok daha buyulk bir
problem halini almaktadir. Matrisler fizikte, matematigin cesitli dallarinda ve iktisatta

cesitli denklemlerin ¢oziimiinde ¢ok kullanish oldugundan matrislerin merkezlestiricileri

bu alanlarda 6nemli katkilar saglamaktadir.
Teorem 2.68 B bir F cismi lizerinde 2X2 boyutlu bir matris ise,

M, (F) , B skaler bir matris ise

Metiy, (r) (B)= {{f(B): f(x) € F[x]}, B skaler bir matris degilse

dir [10].
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ispat: Oncelikle B nin skaler bir matris olmasi durumunu ele alalim. B = [g 2] olsun.

[; Z] € M, (F)) alalim.

[; ﬂ[g 2 [ZZ ah] [ag ah] [g 2”

oldugundan [; ﬂ € Mery, ) (B) elde edilir.

Simdi ikinci duruma bakalm. B € M, (F) olsun. g(x) B nin karakteristik polinomu olsun.
Karakteristik polinomun monik olmasindan dolayr ve Cayley-Hamilton Teoremi[15]
uyarinca q(B) =0 olur. Bu durumda B nin minimum polinomu m(x) olmak uzere
der(q(x)) = der(m(x)) oldugunu gbstermemiz yeterli olacaktir.
B, 2 X 2 boyutlu bir matris oldugundan der(q(x)) = 2 dir. B skaler olmayan bir matris
oldugundan Vt € F igin B # tI ve buradan Vs,t € F igin sB + tlI #+ 0 olur. Boylece

der(m(x)) > 2 olur. Sonucta der(q(x)) = der(m(x)) bulunur.

Teorem 2.69 R degismeli bir halka ve Bz[; {l] € M, (R) olsun. Asagidaki ifadeler

denktir:

(i) A = [‘Zf Z] € Mery, &) (B)

(i) (a—d)f =b(e—h), bg =cf, c(e—h)=(a—d)g
(iii) A"+ vE ile B degismeli

(iv) A"+ vE ile B + wE degismeli

(v) A ile B' degismelidir [10].

Burada A = [a —d b]

e B = [e —h f] olarak alinacaktir.
c 0 g 0

ispat: (i)=(ii) A € Mery,r)(B) oldugundan AB = BA dir. Yani,

a b f] a b
c [ ] [ h[c d dir. Buradan da,

ae + bg = ae + fc, (1)
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af + bh = be + fd, (2)
ce +dg = ag + ch, (3)
cf +dh = gb + dh, (4)
esitlikleri elde edilir.

Bu esitlikler yardimiyla, bg = fc,(a —d)f = b(e —h) ve c(e — h) = (a — d)g elde

edilir.
(ii)=(iii): Simdi4" + VE ile B nin degismeli oldugunu gosterelim. Yani
(A" + vE)B = B(A' + vE) oldugunu gbstermeye calisiyoruz.

a—d+v b

AtoE=|*TCTT D

] veBz[e f] olmak lizere
g h

ve

(A,+vE)B_[ae—de+ve+bg af—df+vf+bh]

ce +vg cf +bh

ae—de+ev+cf eb+fv

ag—dg+vg +he gb+hv esitliklerinde karsilikli elemanlarin esit

B(A"+ vE) = [
oldugu gorildr.

(iii)= (iv): A" + vE ile B degismeli olsun.

A"+ vE ile A degismeli, ayni sekilde B ile de B’ + wE degismelidir. Degismeliligin
gecisme 6zelliginden A" + vE ile B' + wE degismelidir.

(iv)= (v): A" + vE ile B' + wE degismeli olsun.

(A" +vE)(B + wE) = (B' + wE )(A' + vE) oldugundan,

A'B"+ A'WE + vEB' + vEWE = B'A" + B'vE + wEA' + wEVE dir. Burada esitligin her
iki yaninda gerekli kisaltmalar yapildiktan sonra A'B’ = B'A’ elde edilir. Yani A’ ile B
degismelidir.

(v)= (i): A ile B" degismeli olsun. Bu durumda A’B’ = B'A’ dir. Yani,

R B O [
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(a—d)(e—h)+bg (a-— d)f] _ [(e —h)@a-d)+cf (e— h)b]
c(e —h) c N gla—d) bg

Matrislerin esitliginden (a —d)(e —h) + bg = (e —h)(a —d) + ¢f = bg = cf
(a—d)f =(e—h)b = af + bh = be +df ((2) numaral esitlik)
cle—h)=g(a—d)=ce+dg =ag+ch ((3)numaraliesitlik) elde edilir.

Bu durumda A’ile B" degismeliise A ve B matrisleri de degismeli ve A € Mery, z)(B)

dir.
e f . .
Teorem 2.70 B=[g h] € M,(R) ve R bir TAC bdlge olsun. Bu durumda,

M,(R),e=h,f=0ve g=0ise
Mer(B) = {mlw{e—h

f
g 0}+VE V,We R},e—h ,f#0veyag=0

esitligi ile bulunur. Buradam™! ,m = Ebob(e — h, f, g) olmak {izere m nin tersini ifade

etmektedir[10].

ispat: e — h, f,g den en az birinin 0 dan farkli oldugunu ve A’ ve B’ niin bir dnceki
teoremde belirtildigi gibi oldugunu kabul edelim. Teorem 2.6.21 (ii) deki denklem
sistemlerini kullanarak (e —h) # 0 oldugunu kabul edebiliriz. Boylece (ii) kullanilarak
e—hl|l(a—d)f vee—h]|(a—d)golmasi e—h|m(a— d)sonucunu dogurur. Bu
durumda w € R olmak tizere m(a — d) = w(e — h) bulunur. (ii) denklem sistemi tekrar
kullanilarak (a—d)f =b(e—h)vec(e—h)=(a—d)g esitliklerinden
mb = wf ve mc = wg elde edilir. Béylece mA' = wB' elde edilir ve bir 6nceki teorem
yardimiyla ispat tamamlanir.

0 _ 8 3 _[2 0 _[2 3 . .
Ornek 2.71 R = Z ve B= 6 2] , C= [O 2] ve D= [O 2] olsun. Bir 6nceki teorem

yardimiyla,

2w+v w

MerMZ(Z)(B)={ 2w v ] 'U,W E Z}

Mery,z)(D) = { [8 3;” ] ‘U,W E Z} elde edilir. Ayrnica a,b,c,d € Zigin
¢ deverwo©=[¢ gl o=l 2l '
2a

[ Zb]_ 2a 2b
2c 2d 2c 2d
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a bl _Ja b
2 [c d] B [c d] 2
olurkibu Mery,z)(C) = M(R) demektir.

Teorem 2.72 S, R halkasinin bir alt halkasi ve s € S alalim. Bu durumda

Mers(s) = S N Merg(s) dir[10].
ispat: t € Mers(s) ©t €SS Rvets =st &t €SN Merg(s) dir.

Teorem 2.73 R degismeli bir halka ve B = [bij] € M, (R) olsun. Bu durumda

Ag=| () srr@o | ( A Bkl-) 0 (sfr(Bi = by)

k,k#j k ki
oldugunda,

W (Mer(B))+[A;; 1S Mer(B) elde edilir [10].

Ispat:

W(Mer(B))+[A;; 1< Mer(B) (5)
oldugu aciktir. Oyleyse simdi

[4;;] € Mer(B) (6)
oldugunu gostermeliyiz. [a;; J€[A;;] olsun. Bu noktadan hareketle B[aij] - [aij]é
ifadesinden alinan r. satir ve n. slitun elemani asagida belirtilen ifadedir:

br1a1t+---+br,r—1ar—l,t+brr Ayt +br,r+1ar+1,t+"'+brn ane —

(drlBlt"'arZBZt"'---"'ar,t—lBt—l,t"'artBtt+ar,t+13t+1,t+---+arn bne) (7)

;. € sfr(b,;) oldugundanr # [ olacak sekilde her [ icin ve a,q € sfr(eq) oldugundan
q # t olacak gekilde her g icin [4;;] nin tanimi geregince (7) asagidaki sonuca esittir:

Err Are — Gyt Btt = Gy (Brr - Btt) (8)

a,; € sfr(b,, — b, ) oldugundan [4;;] nin tanimi geregince (8) esitligi 0 a esittir. Boylece

[aij]B — B[aij] den alinan . satir, n.siitun elemani 0 dir. Bu (6) kapsama bagintisini

ispatlar.
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BOLUM 3

I-TERSLENEBILIRLIK ve I-MATRISLER

Bu bolimde aksi belirtilmedikce R yi bir TAC bolge olarak kabul edecegiz. I, R de sifirdan
farkh bir ideal ve k = Ebob(I) # 0 olarak alinacaktir.

Teorem 3.1 R bir TAC bolge olsun. Eger (b, k) # 1 ise bir b=0(b) € R/I elemani bir sifir

bélendir[10].

ispat Ebob(b, k) # 1 olsun. p4, ..., p,,, birbirinden farkli asallar ve ny,n,, ..., n,, = 1 olmak
ni,n2

uzere k =p; 'p, ..py™ olsun. Ebob(b, k) # 1 oldugundan i € {1, ..., m} olacak sekilde
Ap; igin p; | b dir. Diger taraftan 3x € R vardir dyle ki kx € I fakat

i—1 mni_q1_n; m
(pr! pit] Dy Tl ™ )x € 1 dir.
Buradan
i—1,,0i—1_ 7, ma — 3 i—1,,i—1 1 m
bpyt D P P e x = b () DT P o )X
=bkxel

oldugundan a = (p]* ...pJ" ' pl ' plE! . pm)x alinirsa @ # 0 oldugu halde

b;d; = 0, bulunur. Yani b; bir sifir bélendir.

Teorem 3.2 R bir TiB olsun. k € R olmak tzere bir b € R/(k) elemaninin terslenebilir
olmasi icin gerek ve yeter sart Ebob(b, k) = 1 olmasidir [10].

ispat R bir TiB ve Ebob(b, k) = 1 oldugundan u, v € R olmak lizere ub + vk = 1 dir.
I = (k) alindiginda,

ﬁkbk = ﬁkbk + ﬁkkk = ik elde edilir.

M_:\_J
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Tersine olarak by, R/(k) da terslenebilir ise bir en az bir @, € R/(k) icin b1, = 1,
veya baska bir ifadeyle bazi v € R icin bu = 1 + vk elde edilir. Simdi d =Ebob(b, k)
olsun. Bu durumda d | bu ve d | vk olur ki bu da d |1 demektir.Yani d birimsel

elemandir. Neticede Ebob(b, k) = 1 olur.

Tanim 3.3 Bir b € R/I elemaninin bir I-ters goriintisi; Ebob(r,k) =1 (5=0 veya §|k)
olmak tzere r§ seklindedir. Eger b=0 ise §:=0 olarak tanimlanir. r ve & sirasiyla, rd ters
gorintlisunun aralarinda asal pargasi ve bélen pargasi olarak adlandirilir. Eger +, b niin

en az bir ters gorintilsi ré icin R/I da terslenebilir ise b elemanina I-terslenebilir

denir [10].

Not 3.4 Tanim 3.3 e ilave olacak bicimde eger bir b € R/I I-terslenebilir ise 0 zaman bir
¢ € R/I vardir ki: éb carpimi k nin boleni olacak sekilde bir § ters goriintisiine sahiptir.

Bu durumun tersi genellikle dogru degildir. Asagida aksi bir 6rnek gésterilmektedir [10].

Ornek 3.5 R = Z[x] ve I=(5x?) olsun. B,z 3x%alindiginda B, [-terslenebilir degildir fakat
2,b,;=6,(6x* — 5x%)=x2%,  olur. Buradan da Ebob(l) = 5x2 = k oldugundan x?2 | k

oldugu gorulir.

Teorem 3.6 Bir b; € R/I nin bir ters goruntisinin bélen kismi 8 olsun. & b;=8; olacak

sekilde bir & € R/I olmasi igin gerek ve yeter sart b5~1;, nin tersi & olmak iizere R/I

’da terslenebilir olmasidir [10].

ispat b; € R/I I-terslenebilir olsun.Bu durumda,d(rd) = b icin 7 terslenebilirdir.Yani,
ré+I1=b+1

r+D@E+D=b+1

S+I1=0"1t+DbB+D

elde edilirkiburada r 1 +1=0@"1) = ¢ dir.

Tersine olarak, ¢;b;=6; ve ¢ terslenebilir olsun. ¢ nin tersi & 'olmak tizere her iki
tarafi ters elemanla isleme sokalim. Bu durumda b = ¢;718, olmak izere istenen elde

edilir.
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Teorem 3.7 Bir 13, € R/I elemaninin I-terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart
¢,b, = &; olacak bigimde terslenebilir bir &, € R/I elemaninin mevcut olmasidir. Burada

0, 131 elemaninin I -ters gorunttsiunin bélen kismidir [10].

ispat b, , I-terslenebilir ise Tanim 3.3 den &b, = &; olacak bicimde & € R/I elemani
vardir. Tersine olarak, ¢;b; = §; olacak bigimde terslenebilir bir ¢; € R/I elemaninin
mevcut oldugunu kabul edelim. ¢ terslenebilir oldugundan b; = ¢716; elde edilir. ¢ € R
¢! niin ters gériintlisii olsun. ¢ sifir bélen olmadigindan Ebob(c’,k)=1 dir . ¢'§ , b,

elemaninin bir I-ters goriintlsi oldugundan istenen sonug elde edilir.
Teorem 3.8 R /I halkasindaki her eleman bir I-ters goriintiiye sahiptir [10].

ispat be R/I olsun . k birim eleman ise sonug agiktir. k nin sifirdan ve birimden farkl
oldugunu kabul edelim. R TAG bélge oldugundan k=p;"! ...p;"* olacak bigimde

(my, ...ms = 1) py, ..., ps asallar mevcuttur. 1 -0, 0 niin bir ters goriintiisii oldugundan
b niin sifir olmadigini kabul edelim. b, b niin ters gorlintusl olsun. Yine R TAC bolge
oldugundan b,

1op1 91 ... ps?s bigiminde ifade edilebilir(p; t 1y, i=1,...,s ve q4, ..., g5 = 0). Bu nedenle
Ebob(ry,k)=1 ve

b = fyp 71 ...p.9s elde edilir.

Her p;: 'niin Ebob(r;, k)=1 ve t; < m; iken r;p;ti ters griintiisiine sahip oldugunu kabul

edelim. Oyleyse

b=7 (rp]) - (%pl) = A . B@ . D=6 ...py')

elde edilir ki burada r = ry7y ... 75 “dir. Ebob(r;, k) = 1 (i=0,1,...,s) oldugundan Ebob(r,k)=1

olur.Yine t; < m; oldugundan (i=1,...,s)

§:=pi".psts | p™p™ =k

olmasi r.8 nin b niin bir I-ters goriintiisii oldugunu gosterir. Simdi her p;9¢’niin (r;, k=1
ve t; < m; icin1;p;"i seklinde bir ters gériintiiye sahip oldugunu gésterelim.

Eger q; < m, ise t; = q; < m; ve Ebob(r;, k) = 1igin p;%i = 1p;?i olur ki bu r; = 1 olmasi
demektir.

Simdi m; < g; durumunu ele alalim. p;™*1 } k oldugundan p; t a  olacak bicimde bir

a = a'k € I elemani vardir. Bundan sonra

20



—
—

p;9i =p9 + a'k
ve
pli+ak=pli+ap™ ..pm =p M Fap! DT D)
oldugundan
mi_1,,Mi41

— diTm 'omy m
n=p;' ‘tap; -P_{ Piy1 DPs’

olmak Uzere p; 'r; = r;p;"" ifadesi p;7i'nlin bir ters gdriintusuddr.

mi—1 Mit+1

pil o) " (qi >my) ve pit apt plTp T g

oldugundan p; t r; elde edilir.Ayricatim [ € {1, ...,i —1,i + 1, ..., s} igin

prtp! T vep lapt L pl o S

olmasi p; + r; demektir. Boylece 1; ve k aralarinda asal ve t; = m; < m; elde edilir.

Simdi R /I halkasindaki elemanlar icin I-terslenebilirlik Gzerinde duralim.
Teorem 3.9 Eger R bir TiB ise R /I halkasindaki her eleman I-terslenebilirdir [10].

ispat b, € R/I olsun. Bu durumda k = Ebob (I) icin (r,k) = 1ve § | k olacak sekilde
131 niin 78 seklinde bir ters gériintiisii vardir. R bir TIB oldugundan a € R olmak {izere
I = (a) alabiliriz. Bu durumda Ebob (I) = a olur ve boylece & | a elde edilir.. Buradan
(r,a) =1 ve bunun sonucunda u, v € R igin
l=ru+av
1+I=(ru+av)+1 (avel)
1+I=ru+1
=r+Du+I)

0(1) =6(r)b(w)
bulunur. Yani # birimseldir.
Ornek 3.10 (a) R = Z ve I = (12) olsun. 12=22. 3 oldugundan Teorem 3.8 in kanitinda
yer alan islem basamaklari uygulanirsa

9, =0(2°.32) = 6,;(1.(3% + 12)) = 6,(3(7)) = (7.3))

Ebob(7,12)=1ve 3 | 12 ’dir. 7; Z;, 'de terslenebildiginden 9, I-terslenebilirdir.
(b) Simdi R =Z[x] ve I sifirdan farkli bir ideal ve 2*x* € I ve k = Ebob(I) = 23x3 olsun.
24x5; + 8x*; + 4x2,=0,(24x° + 8x* + 4x2) = 6,((6x3 + 2x2 + 1)2%x?),

Ebob(6x3 + 2x2 + 1, 23x3)=1 ve 22x2 | 23x3 olur.

6x3, + 2x2; +1; = 6,((3x + 1)2x2 + 1) ifadesinden,
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0;((3x + 1)2x* + 1)

=6;(Bx+1)2x2+1)6; (1 — (Bx +1)2x% + (3x + 1)22%2x* — (3x + 1)323x%)
=0,(1+ (3x +1)2x% — (3x + 1)2x% — (3x + 1)?2%x* + (3x + 1)%22%x* +

(3x +1)323x% — (3x + 1)323x% — (3x + 1)*2*x®)

=0;(1 — (3x + 1)*x*2%xh)

elde edilir. 2%x* € I oldugundan (3x + 1)*x*2%x* € I olur. Budurumda 6x3; + 2x2; +

1, R/I halkasinda terslenebilir oldugundan 24x5, + 8x*; + 4x2, I-terslenebilirdir.

Ornek 3.5 den R nin bir TAC bélge olmasi halinde Teorem 3.9 un genellikle
saglanmadigini soyleyebiliriz. Bu durum I nin bir temel ideal olmasi halinde de aynidir.
Teorem 3.12, Teorem 3.15, Teorem 3.16 ve Teorem 3.20 bize R/I halkasinda bir elemanin
TiB olmayip TAC bdlge olmasi halinde hangi sartlar altinda I-terslenebilir olamayacagi
hakkinda yardimci olacaktir. Bir be R/I elemaninin I-terslenebilir olmadigini gostermek
icin b nin her r§ I-ters goruntlsl icin # nin R/I da terslenemedigini gbstermemiz
gerekmektedir. Bununla birlikte eger b temel eleman ise (Tanim 3.14 ), Teorem 3.15 de b
nun en azindan birrd I-ters goriintlsu icin 7 nin R/I halkasinda terslenemedigini
gdstermenin yeterli olacagini kanitlayacagiz. ilk olarak R /I halkasinda bir elemanin I-ters

goéruntilerinin bdlen kisimlari arasinda iliski kurup bu iliskiyi karakterize edelim [10].

Teorem 3.11 R bir TAC bolge olmak tizere 0 # b € R/1 olsun. Bu sartlar altinda § nin b
nun bir I-ters gorintistnin bdlen kismi olmasi icin gerek ve yeter sart Ebob(b, k) = 6

olmasidir. Yani b niin I- ters gériintilerinin bélen kisimlari ilgilidir [10].

ispat r6 , b nin bir I-ters gorintiisi olsun. O halde b =r§ + sk olur. Ebob(r,k)=1
oldugundan Ebob(b, k) =Ebob(ré + sk, k) =Ebob(5,k) = 6 dir.

Tersine b ve k nin en buyuk ortak bdlenleri ilgili olsun. R/I da her elemanin en az bir I -
ters goriintliye sahip oldugunu Teorem 3.8 den biliyoruz. Oyleyse keyfi bir t birimi icin b

nin bazi I-ters gorintllerinin bolen kisimlarinin t6 oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanmis olur. 7t~1t§ = 76 = b oldugundan Ebob(rt ™, k) = 1 ve t& | k elde edilir.

Boylece kanit tamamlanmis olur.

Sonug 3.12 0 # b € R/I olsun. Eger Ebob(b, k) = 1 iken b niin I-terslenebilir olmasi

icin gerek ve yeter sart b niin R/I halkasinda terslenebilir olmasidir [10].
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Sonug¢ 3.13 k birim eleman ise Teorem 3.12 den her 0 # b € R/I elemaninin I-

terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart b nin R/I halkasinda terslenebilir

olmasidir [10].

Tanim 3.14 R bir TAG bdlge olsun. k = p;"! ...p.* € R birimden farkl, py,...,D;
birbirinden farkli asallar, my,...,m; =1 ve b € R/I olsun. Eger § =Ebob(b,k)=p{* ...pJ*
ise b, R/I nin bir temel elemani olarak tanimlanir. Eger 6 1k temel eleman ise

§ =pit..pd q; = 1vei=1,..sicin b, g-temel eleman olarak adlandirilir [10].

Teorem 3.15 R bir TAC bolge olmak lzere k birimden farkli ve 0%be R/I bir temel
eleman olsun. Bu durumda vya b nin her r§ I-ters goriintiisi icin #, R/I da

terslenebilirdir ya da hicbir # R/I da terslenebilir degildir [10].

ispat Teorem 3.8’e gore b niin R de Ebob(r, k) = 1 olacak bigimde bir 76 ters goriinttisu

bulunmaktadir. Buna gore tim ré ters gorintileri asagidaki bicimdedir:

mi,_my

T8+ cp; py t . pg (9)
(cpi"'py? .15 €1)

Teorem 3.11 e gore b niin tiim I-ters goruntilerinin bolen kisimlari ué(u birim eleman)
biciminde oldugundan (9) ifadesinin devami olarak b niin aralarinda asal kisimlari su
sekildedir:

ulr + cumlp" TN Lp T (10)

( cpitpy? ...ps € I ve u birimsel eleman)

Simdi 7 nin R /I da terslenebilir oldugunu ve tersinin ¥ oldugunu kabul edelim. Yani

mp my

yr=1+dp;''p,?..p5°
elde edilir.(dpy"'py'? ...p;"* € I) Eger b niin bir I-ters gériinttstiniin aralarinda asal
kisminin 8 donlisimi altindaki goriintisiniin terslenebilir oldugunu gosterebilirsek kanit

tamamlanmis olur.

ms—(qs

< ifadesi b niin bir I-ters gorlintlisiinlin aralarinda asal

— — mq—
ulr+cutlpMt T Lp

kismi olsun. Ayrica /€ N igin

m;

L L

2L > max{ i€ {1, ...,s}} >0 (11)

olsun. Yazimi kolaylastirmak amaciyla
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mi1—qi1,,M2-q2 ms—qs

v=dp/'..pl +cy ve w=p; Dy Dy
olsun. O halde

(w4 cu™ T L p T yu(l — ow) (14 ow)? ) (1 + Gw)2) (1 + ow)?)
1+ w)?' .1+ (w)? )
=(1+dp"'py 2 ps” +eyp Ty T Lpg )
1= ww)(1+ @w)?)(1+ @w)?) .. (1 + w)? )
=(1+vw)(1 —vw) (1+ (w)?) .. (1 + (ww)2 ")
=1 - (ww)?

elde edilir.Simdil < i < s olsun. m; > q; oldugundan (11) ifadesinin devaminda

2t (m; — q) > %(mi —q) =m
elde edilir ve boylece

2l _ my_my mg
W =ap; Py ° .. Ps

mip,mj

bazia € R igin elde edilir. dpy 'py % ...ps * € I ve cp;"'py'? ...ps* € I oldugundan
w2 €1 ve (ww)?' € I elde edilir. Bu nedenle

0= ulr+cup"t " Lpl ) yu(l —vw)(1 + (vw)zl)

(1+ (vw)zz) (14 w)? )

=0 (1 — (ww)?' )=i

Boylece, 6 (yu(l —ow)(1+ @w)?)(1+ @w)?) .. (1+ ) ))

ifadesinin 6 dénisimu altinda b niin keyfi secilmis bir I-ters gérintustunin aralarinda asal

kisminin tersi oldugunu géstermis olduk.

Sonug 3.16 p € R asal olmak tizere eger I = (p") ise (n > 0) o zaman her 0#beR/I
elemani temel elemandir. Bu nedenle Teorem 3.15 R/I halkasindaki tim elemanlara

uygulanabilir. Ayrica 0 # b niin tum ters goriuntilerinin bir I-ters gorintu oldugunu
belirtmeye yarar. Simdi Teorem 3.15 in g; = m; olmasi durumunda bazi i ler igin

genellikle saglanmadigini gosterecegiz [10].

Ornek 3.17 R =Z[x] vek = 2x (2 ve x Z[x] 'de asaldir) ve I = (2x) olsun. 0 # £ €

Z|x]/(2x) elemanini ele alalim. Bu durumda 1.x ve 3.x X niin, aralarinda asal kisimlari
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sirastyla 1 ve 3 olmak Uzere, (2x)-ters goriintiileri olmasina ragmen 1 Z[x]/(2x)'de

terslenebilir ama 3 terslenemez.

Teorem 3.18 k birimden farkli ve §, b niin bir I-ters gorlintlsiinin boélen kismi olmak
tizere 0 # b € R/I temel eleman olsun. Bu durumda ¢ b, = §; olacak bigimde bir

¢, € R/I olmasi icin gerek ve yeter sart b niin I -terslenebilir olmasidir [10].

ispat 8, b nin bir I-ters goriintisi olsun. éb; = §; olacak bicimde bir & € R/I
bulundugunu kabul edelim. Teorem 3.6 dan cr =cb8 1 =1+y6 'k esitligi yk €1
olacak sekilde bazi y € R igin elde edilir. pq,...,ps asallar ve qq,...,q; =1 igin k =
pit..pd oldugunu  kabul edelim. b, temel ideal oldugundan k&' , w=
pit ...ps* seklindedir.(vy, ..., vy = 1)

Simdi 2! > max{qy, ..., qs} olacak sekilde lEN olsun.O halde
(1+y671k)(1 —y5~1k)(1+ 671K . (1 + (k)2 ) =1- (5~ 1k)?

olmasi asagidaki esitligi saglar.

er(1—ys (1 + (87 0)?) . (14 82 ) =1- (5~ 1k)?

(k\(6"1K)2). yk €I oldugundan (y8~1k)? € Ielde edilir. Boylece 7 nin R/I da
terslenebilir oldugu gosterilmis ve bunun sonucunda/b\, nin R/I da I-terslenebilir oldugu

sonucunu elde etmis olduk. Tersi Teorem 3.4 den elde edilir.

Not 3.19 k birimden farkli olmak tizere 0 # b € R/I temel eleman olsun. Teorem 3.7 ve
Teorem 3.18 kullanilarak b;é; = &§; olacak bigcimde R/I’da bir ¢ elemaninin var olup

olmadigini anlamak icin yalnizca R/I da terslenebilir elemanlari diisinmeliyiz [10].

Teorem 3.20 k € R birimden ve sifirdan farkl olsun. Eger b € R/I b +1 seklinde bir ters

goriintliye sahipse ( b’ g-temel ideal ve b’k € I) b R/I da terslenebilirdir [10].

Not 3.21 Teorem 3.20 nin tersi genelde dogru degildir. Mesela 3 = (2 + 1) Zsde 5 4 2

olmasina ragmen terslenebilirdir.

Ornek 3.22 R = F[x,y] ve I = (y°) olsun. x5, F[x,y]/(y®) de terslenemediginden

Teorem 3.16 dan I-terslenebilir olamaz. Ayrica Ebob( x°,y°) = 1 oldugundan Teorem

3.12 geregince 3/531 nin yine I-terslenebilir olmadigi gosterilir.
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Tanim 3.23 Bir [ef f]:ll € My(R/I) matrisi eger (&, — hy, f;) = (£;) veya

gr
(é; — hy;, g;) = (&) veya (f,g;) =) (t|k)sartlarindan birini tasiyorsa bu matris

Marais[16] e gére I-matris olarak adlandirilir [16].

Teorem 3.24 4;,b; € R/I olsun. Eger t | k olacak sekilde (d;, b;) = (£, ise
t = Ebob(a.b, k) elde edilir [16].

Tanim 3.25 Bir matris asagidaki sartlari  tasiyorsa bir I-matris olur.
(i) é,—fl,,f, ve g; elemanlarindan ilk dnce birini segelim. Sectigimiz elemani @; ile
gosterelim. ¢;a; = 6, olacak sekilde bir & € R/I mevcuttur. Burada &, & nin bir I-ters
goruntlisi rd olmak Uzere bolen kismini olusturmaktadir. Bir elemani boyle sectikten
sonra kalan iki eleman a; ve E, olarak adlandirilip benzer bir yol takip edilebilir.
(ii)as) ve B<5) elemanlarinin ilk dnce birini segelim. Sectigimiz bu elemani [?(5) ile

gosterirsek 3(5)3(5) = £5 (t | 8)olacak bicimde bir &<5) € R /(&) mevcuttur [10].

Not 3.26 & nin birim eleman olmasi halinde Teorem 3.25(i) saglaniyorsa 3.25 (ii) daima

saglanir.

Teorem 3.27 4;,b; € R/I olsun. Kabul edelim ki @,’niin bir I-ters gorintisinin bolen
kismi & olmak Uzere &d; = §; sartini saglayan bir & bulunsun. Bu durumda t | k igin
(a;,b;) = (t;) olmasi icin gerek ve yeter sart d<5)5<5) = {5 olacak bicimde bir &(5>'n|n

bulunmasidir [10].

ispat Kabul edelim ki § @,’niin bir I-ters goriintiistinin bdlen kismi olmak tzere éd; = §;
sartini saglayan bir ¢ € R/I bulunsun. Teorem 3.24 kullanilarak kabul edelim ki
t =Ebob(§, b, k) =Ebob(8,b) icin (@;,b;) = (6;,b;) = (£;) olsun. O halde t\8\k
oldugundan ad+pb=t+1 bazia,B €ER icin elde edilir. Boylece
ad+pBb=t+ydbaziy €er)ve fb=t+ (y —a)d elde edilir.

Tersi aciktir.

>

Teorem 3.28 Eger é, — hy, f; veya §, R/I da terslenebilir ise [ {All € My(R/I) matrisi

g
bir I-matristir [10].
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ispat Kabul edelim ki ¢, € {&; — h;, f;, §,} R/I halkasinda terslenebilir olsun. O zaman
Teorem 3.12 den ¢; I-terslenebilirdir ve ¢; bolen kismi 1 olmak Uzere ¢ - 1 bigiminde bir I-
ters gorintislne sahiptir. Boylece Teorem 3.4, Teorem 3.24 ve Teorem 3.26 yardimiyla

istenen sonug elde edilir.
Asagidaki teorem Teorem 3.4, Teorem 3.9 ve Teorem 3.25 in direkt bir sonucudur.

Teorem 3.29 R bir TiB ise M, (R/I) halkasindaki her matris bir I-matrisdir. [10]

Simdi Teorem 3.29 un TAC bélgede genellikle saglanmadigini 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.30 R = Z[x] ve I, R de sifirdan farkli bir ideal olsun. 2*x* € I ve k = 23x3
olsun.

(a) da I-matrise bir ornek ve (b) de I-matris olmayan bir matris 6rnek gosterilecektir.
7x2; 24x5; + 8x*, + 4x?;
4%, 0,

~

(@) B, =

lEMZ(R/I) olsun. Ornek 3.10 (b) de

24x5, + 8x*, + 4x2, ifadesinin I-terslenebilir oldugunu ve bélen kisminin 5 = 2%x?
oldugunu gérmiistiik. 7/3?2«;) = —1x?%5) oldugundan 7/3?2(5) (8)-terslenebilirdir. Boylece
Teorem 3.4 ve Teorem 3.25 kullanilarak B, bir I -matristir sonucuna varilir.

§1 24x51+8/x\41+4/x\21

(b)é,zlA

- € My(R/1
[T, 0, l 2(R/D)

olsun. ilk olarak (3;, 24x3, + 8x*, + 4x2,) ve (14x,, 24x5, + 8x*, + 4x2,) ideallerini ele
alahm. Ornek 3.10 (b) de 274?51 +8/x\4, +4/3?2, ifadesinin I-terslenebilir oldugunu ve
bélen kisminin & = 22x? oldugunu gérmistik . 35y ve T4x(5y = 7525 elemanlarinin
her ikisi de temel eleman oldugundan Teorem 3.15 den 3(5) ve 174\x<5> elemanlarinin her
ikisi de (6)-terslenebilir olamaz. Bu nedenle E, matrisinin bir I-matris olmasi igin

gerek ve yeter sart (3;, 14x;) = R/I olmasidir. Bu durumda B bir |- matris olamaz.
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BOLUM 4

BiR /-MATRIiSIN MERKEZLESTIRICISi

Bu bolumin amaci M,(R/I) halkasinda bir I-matrisin merkezlestiricisinin somut bir
tanimini elde etmektir. Bunun igin R vyi bir TAC bolge, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
k = Ebob(I)alacagiz. Ayrica TiB olmayip TAC bélge olan ve M,(R/I) halkasinda Teorem
2.73 de deginilen ters kapsamanin saglanmadigl bir matrisin I-matris olamayacagini

ornekle gosterecegiz.

Bu boélimde son olarak R nin bir TAC bolge olup R/I halkasinin bir tamlik bolgesi
olmamasi halinde n = 3 bigimindeki her matris igin Teorem 2.73 de gosterilen esitligi
saglamayan bir matrisin M,, (R) de bulundugunu bir 6rnekle gésterecegiz. [17]

Teorem 4.1 R bir TAC bolge ve I, R de sifirdan farkl bir ideal olsun. B, = [‘i’ fll

M, (R/I) bir I-matris olsun. Bu durumda[18] yardimiyla

Mer(B) = ‘P(Mer(B))+- ~ 0 . sfr(g)An sfr(e B D
sfr(g) nsfr(é—=h)  sfr(f)nsfr(g)

—wverye] SSTHINSFT@ s nsfree- E)l 13)
_sfr(f) Nnsfr(é — fl) 0

sfr(f) nsfr(g)  sfr(g§) nsfr(é—h) (14)

=W (Mer(B))+ A Rt R R
sfr(fynsfr(é—h)  sfr(f) nsfr(g)

olur [16].
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ispat Teorem 2.69 (ii) denklem sisteminde simetri 6zelligini kullanmak Teorem 3.24

yardimiyla t =Ebob(f, g, k) olacak bigcimde (f, §) = (f) esitligini elde etmek icin yeterli

olur. AB = BA olacak sekilde A = [? 2] € M,(R/I) oldugunu kabul edelim. Yani
AB = BA + 1 olacak bigimde A€ My(R) dir. ce—h)=(a—-d)g+1 ve tlgk
oldugundan t|c(e—h) elde edilir. m=Ebob(e —h,f,g,k) olsun. Bu durumda
Ebob(e — h,t) = m olur ve bu da t | cm sonucunu dogurur. Benzer bigimde (a — d)f =
b(e —h) +1 durumu t|bm neticesini saglar.(f,§) = (f) oldugundan £ =af + fgj
olacak bicimde @&, € R vardir. Yani t = af + Bg + I olur. Simdi w = af + Bc olacak
bicimde w € R olsun, o halde t | wm dir. vt = wm olacak bicimde v € R alalim. Teorem
2.69 (i) yardimiyla fA ' =bB +1 ve gA =cB +1 kullanilarak wB = tA +1 elde

edili. B’ ifadesini mB~ olarak yazallm. O zaman vtB" =wmB =wB =tA +1

elde edilir.

K= [i ]};l matrisiA — vB" niin M, (R/I) halkasindaki gorintlsi ve L = vB" olsun.
g
Bu durumda Teorem 2.70 den L € Mer(B) tK =0 ve A =L +K elde edilir.

Burada R B’ ile degismeli olup bu nedenle B ile de degismelidir. Boylece (E’ - ﬁ’)f =
fle—h), fg=4gf veg(é—h)= (e —h)g eldeedilir. Fakat (¢’ — k') =0
ve t | f oldugundan (g’ - E’)f = 0 olur. Benzer bigimde (g’ - E’)g =0, flg=
0, f’(é —h) =0, gf=0 ve (g’]\'(é — k) = 0 elde edilir. Bdylece

S N sfr(@)  sfr(g) nsfree - fz)l
sfr(f)nsfr(é—h)  sfr(f) nsfr(g)

olur. A = A"+ dE olmasi nedeniyle (14) esitligindeki S kapsamasi saglanir.

Kc

Tersi Teorem 2.73 den elde edilir.

~ 7 > A5 e} )

Ornek 4.2 Ornek 3.30 (a) daki B; = Z’f’ 24x%) + 8Ax 1+ Ax Il € M,(R/I) matrisini
14‘.7(1 01

I = (5.23x3,2%x*) idealiyle birlikte ele alalim. Teorem 4.1 (13) esitligini Mer(B) vyi

bulmak icin kullanalim. Teorem 2.70 kullanilarak,

hi +7h, (24x* +8x3 + 4x)h
Mer(B) ={[ i ( h1 ) 2]: hihy € Z[x]} (15)
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elde edilir. Ayrica

sfr(7x) n sfr(14x) = (5.23x2, 2%x3)

sfr(14x) N sfr(24x® + 8x* + 4x2)=(5.22x2, 23x3)
sfr(7x) 0 sfr(24x5 + 8x* + 4x2)=(5.23x2, 2%x3)

olur. Boylece (15) ve Teorem 4.1 (12) kullanilarak

4 3
Mer(B) = ¥ ({[hl +7h, (24x*+8x3 + 4x)h2]: bk, € Z[x]}>
14h, hy :

(5.23x2,2%4x3)

0 .
+ O elde edilir.
l(5.23x2,24x3) (5.22x2,23x3)

Not 4.3 Yukaridaki 6rnekte

W(Mer(g))gl sfr(f) n sfr(g) Sfr(ﬁ)nsfr(é—ﬁ)l

sfrif)nsfre—h)y  sfr(f) nsfr(g)
ve

[ S 0sFr@)  sfr(@)nsfre—h
sfr(f)nsfré—=h)  sfr(f)nsfr(g)
olduguna dikkat edilmelidir. [10]

¢ ©(Mer(B))

Teorem 3.29 a gére R bir TIB olmak tizere Teorem 4.1 R/I bélim halkasi Gizerindeki
tim 2 X 2 bicimindeki matrislere uygulanabilir. Diger bir ifadeyle TiB iizerine kurulan
bolim halkalari Gzerindeki tim 2 X 2 bigimindeki matrisler Teorem 2.73 deki esitligi
saglar. Fakat bu durum R bir TAC bolge olmak lzere R/I bélim halkasindaki 2 X 2

bicimindeki matrisler icin gecerli degildir. Asagidaki 6rnek bunu gosterecektir. [10]

Ornek 4.4 B = [x y

= +
=) 2

] € My(F[x,y]/{x?) olsun.Teorem 2.6.22(ii) den

_ hy yh; .
Mer(B)—{[xh2 h, — yhz] thy, h; € Flx, y]} (16)
elde edilir.(13) esitliginin sag tarafinin ikinci kismi sfr(9) = 0 oldugundan

olur.

[Sfr(f/) Nsfr(@) sfr@n Sfr(ﬁ)]z[ﬁ
sfr(¥) nsfr(y) 0 0

) O)
—_

Ayrica (13) esitliginin sag tarafi
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fll f’flz NN 2 }
o~ ~ |:h{,h, € Flx, X
{L?hz A, —)7hzl 1, M [x, ¥]1/(x*)

~

ifadesine esittir.Bu ifade [g %C] matrisini kapsamamaktadir. Halbuki dogrudan kontrol

edildiginde [ ] € Mer(B) oldugu goriilmektedir.

[
) =)

Asagidaki ornekte R bir TAC bolge vel bir ideal ve R/I halkasi sifir bélenleriyle
birlikte ele alinacaktir. n > 3 bigimindeki her matris i¢in bir B € M,,(R) matrisinin

bulundugu fakat bu matrisin Teorem 2.73 deki esitligi saglamadig gosterilecektir.

Ornek 4.5 R bir TAC bélge, I R de bir ideal ve R/I halkasi sifir bélenli bir halka olsun. Bu

nedenle dd' € Ricind,d’ # 0 olmak Gizere dd’ = 0 oldugunu kabul edelim.

0 d 1
SimdiB=10 0 1] € M3(R) olsun. d # 0 oldugundan d # 0 olduguna dikkat
0 0 O

edelim. B matrisinin karakteristik polinomu ile minimum polinomu birbirine esit

oldugundan Teorem 2.60 ve Teorem 2.72 yardimiyla

00 d 0 d 1 100
Mery,my(B)= {alo 0 0|+b|0 0 1|+c|0 1 O0|:abc €R{NM;(R)
000 00 0 00 1

olarak elde edilir ve W(Mer(B)) tizerindeki her (2,1) elemani 0 olur. Ayrica Teorem 2.73

deki gosterim kullanilarak

0 0 R/I
[4;] =10 0 sfrd)
00 0

elde edilir. Boylece W(Mer(B)) + [Ai]- icindeki her matrisin (2,1) elemani 0 olur. Fakat

direkt carpim gostermektedir ki

~

€ Mer(B)

QL) oy o

~

o &) )
o o O

olur ve Teorem 2.73 deki esitlik bu durumda saglanmaz. Simdi yine R bir TAC bolge, I R

de bir ideal ve R/I sifir bolenli bir halka olsun. Asagidaki matrisi gbz 6nine alalim.
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( 0 d 1 '|
p—| 00O € M.(R).
0 0 0 '
o |0

Bu durumda,

WA ]

Mer (B) | R/I
Mer (B') C - : .
( ) Rf"'i' |H,-"J_’ ] ve
elde edilir.
[ d 0 0
-‘_i . EF' ﬁ ﬁ G
o 0 0 d
— —
| L L

ﬁ ﬁ R,."rf
c| 00 Sff[fj:' R/
- 00 0
I R/I R/

€ Mer(B),

oldugundan agikca A ¢ W(Mer(B")) + [Al-j] dir. Yani Teorem 2.73 deki kapsama

saglanmaz.
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BOLUM 5

I-ASAL ELEMANLAR

Bu bolimde R bir halka dendiginde TAC bdlge kastedilecektir. I, R nin bir ideali olsun.
6:R —» R/I bir halka homomorfizmasi olmak Ulzere bir @ € R/I elemaninin ters

gorintusu (r, k) = 1 ve § | k olmak tizere r§ biciminde alinacaktir.

Tanim 5.1 R bir halka ve 0:R — R/I o6rten bir homomorfizma olsun. a,b € R/I
elemanlarinin sirasiyla aralarinda asal kisimlar 7,1, ve bolen kisimlari &,, 6, olsun. @, b
nin a = 1,0, ve b = 13,6, olacak sekilde ters gorintileri vardir. Eger 7, | 7, ise @, b ni

I- béler denirve a |, b ile gosterilir.
Ornek 5.2 Z tamsayilar halkasi ve 8:Z[x] —» Z[x]/{(100x) orten bir homomorfizma

olsun. @ = T4x ve b = 84x olsun. @ = 7.2x ve b = 21.4x olarak yazildiginda 7, = 7 ve

7, = 21 olur ki bu durumda 7 | 21 oldugundan 14x |, 21x olur.

Ornek 5.3 Z tamsayilar halkasi ve 6:Z[x] — Z [x]/{100x) 6rten bir homomorfizma

olsun. d = 14x ve b = 6x olsun. @ = 14x in ters gorlntileri

— —

Aa=T14x=7 2x

4 =114x =57 -2x
4=214x=107-2x =7 2x
4 =314x =157-2x =57 - 2x

ve bu sekilde aralarinda asal kisim 7 ve 57 olacak sekilde periyodik sekilde tekrar eden bir

yapi olusur. Ayni sekilde b = 6x in ters goriintuleri

b=6x=3 2x
b =106x =53 2x
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b =306x = 153 -2x = 53 - 2x
olmak tizere aralarinda asal kisim 3 ve 53 olacak sekilde periyodik sekilde tekrar eden bir

durum ortaya cikar. d@ nin bitilin ters goriintileri alindiginda b niin hicbir ters

goruintisiint bélemez. Yani 7, t 7, oldugundan a t;, b elde edilir.

Teorem 5.4 R bir halka(TAC) ve I R nin bir ideali olmak tGzere 8: R — R/I bir halka
homomorfizmasi olsun. &, b € R/Ive il € R/I I-birimsel eleman olmak lzere,
)al; b e (fy) S (f)

i)l € R/I I-birimsel elemanise her @ € R/l igin 1l |; @ olur.

iii) L € R/I I-birimsel eleman ise (#;,) = R/I olur.

ispat i)=:4 |; bise @ = 7,6, ve b = #, 8, olacak bicimde 1,8, ve 1,8, ters goruntuleri
mevcuttur. I-b6lmenin tanimindan 7, | 73, ve (f},) € (#;) elde edilir.

&: () € () oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7, = 7,¢ olacak sekilde ¢ € R/I
vardir.

Bu durumda 7, | 7}, ve boylece @ |; b elde edilir.

ii) @ € R/I I-birimsel eleman ise @i = 7,8, olacak sekilde 7, € R/I birimsel elemani
vardir. Budurumda her @ € R/I igin 7, | @ ve boylece 1i |; d elde edilir.

iii) @ € R/I I-birimsel eleman ise @ = 7,8, olacak sekilde 7, € R/I birimsel elemani

vardir. Yani 7,771 = 1 olur. Budurumda (%,) = (1) = R/I olur.

Tanim 5.5 R bir halka ve 6:R - R/I o6rten bir homomorfizma olsun. 4, be R/I
elemanlarinin sirasiyla aralarinda asal kisimlar 7, r;, ve bélen kisimlari 6,, 8, olsun. @ ve
b nin a=1+,8,ve b =#,6, olacak sekilde ters goriinttleri vardir. Eger a |, bve b |; a

ise @ ve b I-ilgilidir denir ve @ ~;b ile gosterilir.

Teorem 5.6 4,b € R/I ve @i € R/I I-birimsel eleman olmak tzere,
i) a~b & (7)) = (7,)
i) @~;b bir denklik bagintisidir.
ispat i) 4~;b oa |;bveb|, a
e (fy) S (fa) ve(fy) S (Fy)
& (fo) = (fp)
elde edilir.
ii)Herd € R/l icin @ |; @ oldugundan d@~;a elde edilir.(Yansima Ozelligi)
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d~;bise d@l; bveb |, aoldugundan b~,a elde edilir.(Simetri Ozelligi)

d~b ve b~ ise #, | , ve T}, | . oldugundan 7, | 7. elde edilir.

Benzer sekilde 7. | 7}, vety, | 7, oldugundan 7. | 7, elde edilir. Boylece 7, | 7, ve 7, | 7,
dand|; ¢veé |; a elde edilir ki bu @~;¢ olmasi demektir.(Gegisme Ozelligi) Béyle denklik

bagintisi olma sartlarini gosterdik.

Tanim 5.7 R bir halka ve 6:R — R/I o6rten bir homomorfizma olsun. Bir d@ € R/I
elemani sifirdan ve birimsel elemanlardan farkli olmak Uzere eger #,, R/I halkasinda

indirgenemez ise @ ne I-indirgenemez denir.

Ornek 5.8 Z tamsayilar halkasi ve 8:Z[x] — Z[x]/(12x) bir halka homomorfizmasi
olmak tizere T0x € Z [x]/(12x) alalim. 10x = 5.2x olarak yazildigindar = 5 ve § = 2x
olur. Bu durumda (5,12x) =1 ve § = 2x | 12x dir. 5, Z[x]/(12x) de indirgenemez

oldugundan 10x I-indirgenemezdir.

Sonug 5.9 R bir TiB ise R/I da her eleman I-terslenebilir oldugundan R/I bélim

halkasinda I-indirgenemez eleman yoktur.

Tanim 5.10 R bir halka ve I R nin bir ideali olmak tzere 6:R — R/I bir halka
homomorfizmasi olsun. Bir @ € R/I elemani sifirdan ve birimsel elemanlardan farkli

olmak tzere 7, , R/I halkasinda asal ise @ ne I-asal denir.

Sonug¢ 5.11 R bir halka ve I R nin bir ideali olmak lzere 6:R — R/I bir halka
homomorfizmasi olsun. & € R/I bir I-asal eleman olmak tizere @ |; bé iken @ |; b veya

a |; ¢ olacak sekilde b,é € R/I vardir.
ispat 4,b,¢ € R/I alalm. a=+%,6,,b =1,6, ve ¢ =5, olsun. @€ R/I bir I-asal
olmak tzere @ |; b¢ oldugunda I-bdlmenin tanimi geregi 7, | #,7. elde edilir. 7, , R/I

halkasinda asal oldugundan 7, | #,7, iken 7, | ¥}, veya?, | . yani@ |; b veya a |; ¢ dir.

Ornek 5.12 Z tamsayilar halkasi ve 6:Z[x] - Z[x]/{50x) bir halka homomorfizmasi
olmak tizere T4x € Z[x]/(50x) olsun. T4x = 7 - 2x olarak alinabilir. 7, Z [x]/(50x) de

asal oldugundan  T4x I-asaldir.
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SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismamizda boélim halkalarinda asallik, indirgenemezlik ve ¢arpanlara ayrilabilme
ozelliklerine farkh bir bakis acisiyla yaklastik. ilerleyen calismalarda bir bolim halkasinin I-
indirgenemezlerin garpimi olarak tek tlrli olarak yazilabilme durumuna bakilabilir. Ayrica
I-matrisler terslenebilme 6zelligi yerine I-indirgenemezlik 6zelligi Gizerinden tanimlanip bu

durumdaki merkezlestiricilerine bakilabilir.
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