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Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tezde Yaglom, [6] tarafindan verilen Galilean geometrinin temel bilgileri agik ve
anlasilir bir sekilde anlatildi. Sonra bu geometride bir parametreli diizlemsel Galilean
Hareket konusu incelendi, [7]. Daha sonra ise birbirleri Gzerinde hareket eden (g
Galilean dizlem gbz online alinarak bu hareketlerin mutlak, relatif ve siriklenme
hizlar elde edildi. Ayrica bir parametreli dizlemsel Galilean hareketler icin kanonik
izafe sistemi tanimlandi. Buna ek olarak bu izafe sistemi yardimi ile elde edilen yoriinge
egrilerinin egrilikleri arasindaki iliskiyi veren Euler-Savary Formili hesaplandi.
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In this thesis, the fundemantal information of the Galilean geometry was defined by
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addition, Euler-Savary formula, which gives the relationship between the curvature of
trajectory curves, was evaluated with the help of this relative system.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

H. R. Miiller, [1], 1956 yiinda E* Oklid diizleminde bir parametreli diizlemsel
hareketi ve bu hareket esnasinda elde edilen hareketli koordinat sistemi tanitti ve
Euler Savary Formiilini verdi. 1991 ve 1992 yillarinda A. A. Ergin, [2] ve [3], E’
Oklid diizlemi yerine L* Lorentz diizlemini alarak bir parametreli diizlemsel Lorentz
hareketi tanimladi ve bu hareket esnasindaki hareketli koordinat sistemini inceledi.
2003 yihinda T. lkawa, [4], tarafindan Minkowski geometrisinde Euler Savary
FormulG verildi. Ayrica |. Aytun, [5], bir parametreli Lorentz hareketi igin Euler-

Savary Formli ve Lorentz anlaminda geometrik yorumunu inceledi.

Son yillarda Galilean geometri Gzerinde birgok ¢alismalar yapilmis olup en énemlisi
1979 yilinda I. M. Yaglom tarafindan yayinlanan Galilean geometriyi tanitan ve bu
¢alismamizin temel bilgilerini olusturan “A simple non-Euclidean Geometry and its
Physical Basis” adl [6] eseridir. Ayrica, S. Yiice, [7], Galilean geometride bir
parametreli dizlemsel Galilean hareketi ve bu hareket ile ilgili temel kavramlari

olusturmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin ilk bolimi temel kavramlar olarak Galilean geometrisi calisan herkesin
yararlanabilmesi ve Tiirkce literatiire Galilean geometrinin tim temel bilgilerini

kazandirilmasi amaciyla hazirlanmistir. Bu ylizden bu calismada Galilean



geometrisinin temel kavramlari anlasilir sekilde anlatiimaya ¢alisiimistir. Daha sonra
Galilean dizlemde kinematik ¢alismalara temel teskil eden S. Yiice [7] tarafindan
verilen bir parametreli diizlemsel Galilean hareket incelenmistir. Ayrica orijinal
bollimlerde ise Galilean geometride birbirine gére hareket eden diizlemlere gore bir

noktanin hareketi incelenmis ve Euler Savary Formuli hesaplanmistir.

1.3 Hipotez

Bu tezde, A. Ergin [3] ve I. Aytun [5] nun calismalarina analog olarak E* Oklid
dizlemi yerine (I’ lorentz diizlemi [3]) G* Galilean diizlemi alarak Miller [1]
tarafindan verilen Hareketli Koordinat Sistemi incelenmis ve Euler Savary Formili

hesaplanmistir.



BOLUM 2

GALILEAN GEOMETRI

Bu bolimde Yaglom, [6], tarafindan verilen Galilean geometrinin temel bilgileri

anlatilacaktir.

2.1 Galilean Gorecelik Prensibinin Geometrisi

2.1.1 Galilean Gorecelik Prensibi

“Dis gozlemci tarafindan hareket ettigi sdylenen bir gemi Gzerindeki bir kimse,
geminin hareketsiz oldugunu soyleyebilir”. Clinkl “sabit hizla giden bir gézlemci ile
sabit duran gozlemci ayni fiziksel yasalari kullanilir’. Yani karada sabit duran
gozlemci ile sabit hizla giden gemideki gdzlemci ayni fiziksel yasalara tabidir. Bu
ylzden sabit hizli hareket altinda tiim mekaniksel 6zelliklerin biylkltkleri ve yonleri

konurur. iste bu prensibe Galileo Galilean’in gérecelik prensibi denir, [6].

2.1.2 Dizlem-Paralel hareket

Bir @ objesinin noktalarinin diizleme paralel olacak sekilde hareket etmesine

diizlem-paralel hareket denir, [6].



2.1.3 Dogrusal (Rectilinear) hareket

Diizlem-paralel hareketin 6zel durumu olan dogrusal (Rectilinear) hareket @
objesisinin noktalarinin o ile belirlenmis yonde, bir dogru boyunca hareket

etmesine dogrusal hareket denir, [6].

2.1.4 Diizlem-Paralel Galilean Hareket ve Galilean Doniisiimleri

A
Y
/,’l
.
.
L’
’
\Y ,/,
A ﬁ
i
‘ o
7
0

Sekil 2. 1 Duzlem Paralel hareket

{x,»} ve {x',y'} iki referans catisi ve xOx' = a olsun, (Sekil 2.1). Bu durumda bu iki
referans catisi arasinda, {x,y} referans catismin O orijin noktasinin {x',)'}

referans catisina gore koordinatlari (a,b) olmak lizere

{x'=xcosa + ysina+a

y'=—xsina+ ycosa+b

iliskisi vardir. Eger {x,y} referans ¢atisinin O orijin noktasi / dogrusu boyunca v

sabit hizi ile hareket ederse x'al:ﬁ’ olmak Uzere {x',y'} referans gatisina gore

a(t) ve b(t) koordinatlari ¢ zamaninda

a(t):a+v(cos,3)t
b(t)=b+v(sinB)t

olur. Béylece bir 4 noktasinin (x’,)") ve (x,y) koordinatlari arasindaki baginti



{x'=xcosa+ysina+v(cosﬂ)t+a

y'=—xsina+ycosa+v(sinﬂ)+b

ve t'=t+d oldugundan (6rnegin, ¢ hicri takvim iken ' miladi takvim)

x'= xcosa + ysina + v(cosﬂ)t+a
y'=—xsina+ycosa+ v(sin B)t +b
t'= t +d

elde edilir, [6].

xcosa + ysina+ v(cosf)t +a

x'=
y'= —xsina + ycosa+ v(sinf)r +b
t'= t +d

doénisimiine diizlem-paralel hareketler igcin Galilean Déniisiimleri veya (¢ boyutlu
Galilean déniisiimleri denir. Dizlem-paralel hareketler icin Galilean déntistimleri

X, = xcosa+ysina

Y, =—xsina +ycosa

t, = t
dénme dénlisiimii ve xOy dizleminin her noktasini v:(vcosﬁ,vsinﬁ,O) vektori
yoninde vz uzakhga tasiyan

x,=x + (vecosp)t,

Y=+ (VSinﬂ)tl

t,= A

Shear déniisimii ve (a,b,d) vektdri ile belirli

!

x= x, +a
yi= y, +b
t'= t, +d

oteleme dontsiminden olusur, [6].



2.1.5 Dogrusal (Rectilinear) Galilean Hareket ve Galilean Doniisiimleri

b v
P P— ®
o H_J
o 0 A

Sekil 2. 2 Dogrusal (rectilinear) Hareket

{x} ve {x'} iki referans catisi ve {x} koordinat sisteminin O orijini v sabit hizi ile
{x'} koordinat sistemine gére hareket etsin, (Sekil 2.2). Yani , ¢ aninda O
noktasinin {x'} referans catisina gére b(¢) koordinati b(t)=b+vt ile verilsin.

Burada ¢ zamani gdsterir ve b, 1=0 aninda O orijin noktasinin {x} koordinatidir.
A noktasinin x ve x' koordinatlari arasindaki iliski x'=x+b(¢) oldugundan

x'=x+b+vt elde edilir. Ayrica t' =t +a olacagindan

x'=x+vt+b
t'= t+a

bulunur. Eger ¢, zaman parametresi yerine x, x konum parametresi yerine

y alinirsa

X'=x +a 2.1)
y'=vw+y+b '

donltsimi elde edilir. Bu donisime dogrusal (rectilinear) hareketler icin Galilean
dénlisiimleri denir, [6].

Tanim 2.1 Dogrusal hareketler icin Galilean dontsiimleri altinda degismeyenlerin

teorisine Galileo’nun Gérecelik Prensibinin Geometrisi veya iki boyutlu Galilean

Geometri denir ve G” ile gosterilir. Biz kisaca Galilean geometri diyecegiz, [6].

Dogrusal hareketler icin Galilean donlisimleri

X =X X =x+vt
(veya ) (2.1a)
Y =vx+y 1=t



donltsimi ( o dogrusunda hareket eden {yl} koordinat sisteminin O, orijinin v

sabit hizli diizglin hareketini tarif eder) ve

X'=x+a x'=x+b
, (veya q | ) (2.1b)
yV=y+b t'=t+a

doéntisimiinden (O, in O' noktasina bir 6telemesini tarif eder) olusur. (2.1b) nin
geometrik anlami bir 6teleme iken (2.1a) donlsimu y —ekseni yoninde v katsayih
bir shear (kaykilma) belirtir, (Sekil 2.39). Bdylece iki boyutlu Oklid Geometri ve iki
boyutlu Galilean Geometri arasindaki temel fark, Oklidyen geometri hareketleri
donme ve 6teleme donlsimlerinden olusurken Galilean geometri hareketlerinin

oteleme ve shear donlisimlerinden olusmasidir, [6].

v

Sekil 2. 3 Shear Hareketi

Teorem 2.1

(2.1) Galilean Dénisumleri

a)Dogrulari dogrular lzerine

b)Paralel dogrulari paralel dogrular Gzerine



Y

c)Dogrudas ABve CD dogru pargalarini W:% ozelligine sahip A'B’ ve
C'D' dogrudas dogru parcalari Gzerine

d) F cismini ayni alanli F' cismi tGzerine donustardar, [6].

Yani dogrular, paralel dogrular, dogrudas dogru pargalarinin oranlari ve cisimlerin

alanlari sadece Oklid geometride degil ayrica Galilean geometride de énemlidir.

Ayrica herhangi bir (2.1) donlisimi y —eksenine paralel her dogruyu y —eksenine

paralel bir diger dogru icine alir. Béylece Oklid geometride “ y—eksenine paralel

”

dogrular terimi geometrik 6neme sahip degil iken Galilean geometride

“y—eksenine paralel dogrular ” butln diger dogrulardan farkli 5neme sahiptir, [6].

Tanim 2.2 Oy —eksenine paralel olan dogrulara 6zel dogru (special line) denir, [6].

Tanim 2.3 Oy —eksenine paralel olmayan dogrulara siradan dogru (ordinary line)
denir, [6].

Not 2.1 Ox —eksenine paralel dogrular siradan dogrulardan ayrilmaz, [6].
2.2 Galilean Geometride Afin uzay
G? iki boyutlu Galilean geometrisi;

l. Her bir 4 G* noktasi ve aeR* vektori icin AB =a olacak sekilde bir tek

B € G* noktasi vardir.
Il. Herhangi ic 4, B,C € G* noktasi icin AB+BC = AC dir.

Ozelliklerini sagladigindan bir afin uzaydir, [6].

2.3 Galilean Geometride i¢ islem

Galilean geometride x,y € G* olmak iizere

+:G*xG* > G’
(x,y)—>x+y

ic islemi;
[.Degisme, yani her x,yeG2 icin x+ty=y+x
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II. Birlesme, yani her x,y,ze G’ igin (x+y)+z=x+(y+z)

II.Etkisiz eleman, yani her xeG* vektéri icin x+0=x olacak sekilde bir

0 G’ vektori

IV.Ters eleman, yani her xeG® vektori icin x+x =0 olacak sekilde bir

x € G* vektori
ozelliklerini sagladigindan G* iki boyutlu Galilean geometrisi “+” (toplama)
islemine gore bir Abel grubudur, [6].
2.4 Galilean Geometride Dis islem
Galilean geometride (G2,+) bir abel grup (]R,+,.) bir cisim oldugundan her

x=(x,x,)e G’ ve her aeR icin

0:RxG* - G*

( a,x) —>a0OX
dis islemi;
i. Her x vektori icin 1 © x =x olacak sekilde 1e R
ii. Her x vektori ve a,b € R sayisiigin a@(b@x)z(ab)Qx
iii. Her xeG” vektdril icin ve her a,b € R sayisiigin (a+b)OXx=aOx+bOX
iv. Her x,yeG’ ve aeR sayisiicin aO(x+y)=aOx+a0Qy

ozelliklerini sagladigindan G* iki boyutlu Galilean geometri R iizerinde bir vektor

uzayidir.
Ayrica {gl :(1,0),g2 =(0,1)} vektor sistemi lineer bagimsiz ve germe aksiyomunu

sagladigindan G* vektdr uzayinin bir bazidir. Dolayisiyla boy G* =2 dir, [6].



2.5 Galilean Geometride i¢ carpim

Tanim 2.4 iki boyutlu Galilean geometride x =(x,,,),y =(x,,¥,) € G* olmak Uzere

Galilean i¢ carpimi < R >G seklinde gosterilir ve

(%), =xx,
olarak tanimlanir, [6].
Galilean Geometride i¢ carpimin ozellikleri
i. Simetri ozelligi
Her x,y € G vektorii icin <x,y> = <y,x>
dir.
ii. Bilineerlik 6zelligi
Her x,y € G* vektériive a e R skaler sayisi icin
(ax,y). =(ax)x, =a(xx,)=a(x,y),
ve her x,y,z vektoru igin
<x+y,z> = <x,z>+<y,z> ve < X,y +z> = <x,y>+<x,z>
dir.
iii. Yari pozitif tanimhihk 6zelligi

Her x=(x,,y,)€G” icin (x,x)_=x elde edilir. Eger (x,x)_ =0 ise x, =0 olup

x = 0 olabilir.

Her xe G’ vektéri igin <X,0>G =0 olacak sekilde biitiin 0 € G* vektérlerinin kiimesi

bir Oklid dogrudur, [6].

Ornek 2.1 g =(1,0),g,=(0,1) icin (g,g,), =1.1=1 ve (g,.g,),=0.0=0
bulunur.

Tanim 2.5 G* Galilean geometride g, vektoriine paralel olan vektorlere é6zel vektér
denir, [6].
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2.6 Galilean Geometride Ozel i¢ Carpim

Tanim 2.6 iki boyutlu Galilean geometride x=(0,y),y=(0,y,)eG’ &zel
vektorlerinin Galilean 6zel i¢ garpimi < , >§ ile gosterilir ve
(), =,

olarak tanimlanir, [6].

2.7 Diizlemin Ortonormal Baz Vektorleri

Tanim 2.7 G’ Galilean geometride {gl =(1,0).g, :(O,l)} vektorlerine ortonormal

baz vektérleri denir
2.8 Galilean Geometride Metrik Ozellikler

2.8.1 Galilean Geometride Norm

Tanim 2.8 Galilean dizlemin her a=(x,y)eG” vektorinin normu |[a] ile

gosterilir ve

[alls = {asa); =[x

seklinde tanimlanir. |[a] . =1 ise a vektériine birim vektor denir, [6].

2.8.2 Galilean Geometride Ozel Norm

Tanim 2.9 Galilean geometride a=(0,y,)eG" 6zel vektorlerinin normu |ja], ile

gosterilir ve

[all, =(a.2), =]

seklinde tanimlanir, [6].

2.8.3 Galilean Geometride Diklik

Tanim 2.10 Galilean geometride a,b € G* vektorleri icin

11



<a’b>G =0

olmasi (a,a) _ #0 icin b=(0,,) oldugunda saglanir. Bu durumda b vektoriine a

vektorinin diki denir ve b L a ile gosterilir, [6].

2.8.4 Galilean Geometride iki Nokta Arasindaki Uzaklik
Oklid geometride biliyoruz ki A4(x,,y,) ve B(x,,y,) noktalar arasindaki uzaklik d ,,
ile gosterilir ve d,, =|AB|=,/(AB,AB), AB=0B-0A =(x,—x,y,-,) olmak

uzere

d 4 2\/(x2—x1)2+(y2—y1)2 (2.2)

formld ile tanimlanir. Eger bu noktalar arasindaki uzaklik sifir ise, bu iki noktaya

cakisik denir. Ayrica ..y =kx+s ve [ ...y =kx+s, denklemli iki / ve [ dogrulari

arasindaki agl

k —k

—_ 2.3
kk, +1 (2:3)

tano, =

formili ile tanimlanir ve k, =k ise [ ve [ paraleldir, ve bu durumda bu iki dogru

arasindaki aci sifira esittir. Bu durumda iki dogru arasindaki uzakhk

|Sl_s|

k*+1

d (2.4)

[/

ile tanimlanir. (2.4) formla eger (2.3) acisi sifir ise tanimhdir ve iki dogru ancak ve

ancak d uzakhgi sifir ve 0 acisi sifir oldugunda kesisir, [6].
Simdi Galilean geometriye geri dénelim.

Tanim 2.11 A(x,,y,) ve B(x,,,)e G’ noktalari arasindaki uzaklik d , ile gésterilir

ve
d;p= ||AB||G = <AB’AB>G

seklinde tanimlanir. AB =0B-0A =(x, —x,,, — ), ) olmak iizere isaretli uzaklik

12



d;y=%—X (2.5)

uzakhgina esittir, yani 4B dogru pargasinin x—ekseni Uzerindeki PE dik

izdlsimUnin isaretli uzunluguna esittir, (Sekil 2.4), [6].

A
Yy
B(xzayz)
A(xly‘l
s
———. .
0 P A x

Sekil 2. 4 Galilean Geometride iki nokta arasindaki uzakhk

Not 2.2 (2.5) formilini tanimlayabilmemiz i¢in Galilean doénisiimler altinda
degismemesi gerekir. Gergekten, (2.1) hareketi altinda 4 noktasinin x, koordinati

X

[6].

X, +a ya dénlstugu icin 4 ve B in apsisleri farki bu hareket altinda degismez,

2.8.5 iki Nokta Arasindaki Ozel Uzaklik

Tanim 2.12 Eger A ve B noktalari arasindaki uzaklik sifir ise, yani x, = x, ise, 4 ve

B ayni 6zel dogru lzerindedir, (Sekil 2.5). Boyle noktalar icin isaretli 6zel uzaklik
AB=0B-0A =(0,y, —y,) olmak iizere

8.5 =+ (AB,AB) =y,-y, (2.6)

ile tanimlanir. ( Burada y, > y, dir), [6].
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B(xzayz)

A(xlayl)

v

Sekil 2. 5 Ozel uzakhk

Gergekten, eger A(x,,,) ve B(x,,y,) in apsisleri kesisir (x, =x, ) ise bu durumda
(2.1) hareketi bu noktalari x/ =x, =x, +a ve

yi=wvx+y +b

y2' =X, +y,+b
ile 4'(x],y/) ve B(x},y,) noktalarina dénistiriir. Boylece

)’2’ -n= (Vxl T, +b)_(Vx1 N +b)

=V, =N

bulunur. Sonug olarak y, -y, farki Galilean hareket altinda degismez ve Galilean

geometride geometrik bir 6zelliktir. Ayrica x, # x, ise bu durumda

v, =y =, +y, +b)—(vx, + y, +b)
=y, —»+v(x,—x)
V=N
bulunur, [6].

Not 2.3 Galilean geometride iki 4 ve B noktasinin ¢akismasi icin d ,, uzakhginin ve

0, 6zel uzakhginin sifir olmasi gerekir, [6].
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2.8.6 Galilean Geometride Merkezil Cember

Tanim 2.13 Sabit bir O noktasina uzakliklari mutlak degerce sabit ve » olan

M(x,y) noktalarinin kiimesine gcember (circle) denir ve S ile gosterilir. Burada

Q(a,b) noktasina S ¢emberinin merkezi ve negatif olmayan » sayisina ¢emberin
yarigapi denir.

dpy =x—a
oldugu igin

dZQM :r2

dir. Boylece S cemberi

(x—a) =7
veya
x'—2ax+a’—-r’=0
veya p=-a,q=a’—r> olmak lizere
x2+2px+q:0 (2.7)

olarak tanimlanabilir. Ayrica O merkezli » yaricaph S ¢emberi; O dan Oklid
uzakligl » olan iki 6zel dogrudan olusur. (Sekil 2.6), [6].

M (x,y)

v

Sekil 2. 6 Galilean geometride cember (circle)

Eger » =0 ise bu durumda bu iki 6zel dogru c¢akisir. (Sekil 2.7), [6].
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M (x,y)

\ 4

Sekil 2. 7 Galilean geometride sifir yaricapli cember

Not 2.4 S c¢emberi, bir yaricap tanimlarken (yaricap, iki es 6zel dogru arasindaki

Oklid uzakhgin yarisina esit) Q noktasindan gecen 6zel dogrunun noktalari sayisinca

(sonsuz sayida) merkeze sahiptir, [6].

2.8.7 ki Dogru Arasindaki Agi

[ ve [, arasindaki aciyi belirlemek igcin O kesisim noktasinin 1 birim sagina m 6zel
dogrusunu gizelim. Eger m 06zel dogrusu / ve [, dogrularini sirasiyla N ve N,
noktalarinda kesiyor ise

511, = NN, :5]\/]\/l

bulunur, (Sekil 2.8), [6].

Sekil 2. 8 Galilean geometride acl
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Eger [ ve [, in denklemleri, sirastile y =kx+s ve y=kx+s, ve Q=(x,,,) ise m

6zel dogrusunun denklemi x = x, +1 dir. Boylece

N =(x, +Lk(x, +1)+5)
ve

N, =(x, +Lk (x,+1)+s,)
olur. Buradan

511] = 5NN,

:[kl (x0+1)+s1]—[k(xo +1)+s]
:[klx0 +5, —kx0+s]—[k1—k]

ve Q(xo,yo) noktasi [/ ve [ lzerinde oldugundan
5111 =k —k
bulunur, [6].

Tanim 2.14 Bir O =(x,,y,) noktasinda kesisen y =kx+s ve y=kx+s, dogrular
arasindaki agi

Oy =k —k (2.8)
formdali ile tanimlanir, [6].
Eger [, dogrusu Q etrafinda O noktasindan gecen m 6zel dogrusuna yaklasacak
sekilde saatin tersi yonde donduirdlirse, 5,,1 acisi sonsuz blyr ve 5111 = oo olur. (Sekil

2.9), [6].
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Sekil 2. 9 Galilean sonsuz agl

2.8.8 iki Dogru Arasindaki Dik Agi

Tanim 2.15 Galilean geometride 6zel dogrular ile siradan dogrular arasindaki agiya

dik aci denir ve 6zel dogrulara siradan dogrularin dikleri denir, (Sekil 2.10) , [6].

A A
Y y
[ P // !
//
e
(0] ) g 0] g
X X

Sekil 2. 10 Oklid ve Galilean Geometrilerde diklik

2.8.9 Paralel Dogrular Arasindaki Agi

Eger / ve [ dogrulan birbirine paralel ise bu durumda (2.8) denklemi yani / ve /,

dogrulari arasindaki agi sifir bulunur, [6].

2.8.10 Bir Noktadan Bir Dogruya Uzaklik

Tanim 2.16 Bir M noktasindan bir / dogrusuna uzaklik, A/ den gecen 6zel dogru ile

hesaplanir, (Sekil 11 ve 12), [6].
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A :
y m 5
» M
dMl
[
— ' P
%) !
' X
Sekil 2. 11 Galilean geometride en kisa uzaklk
A
y M
[
— P
(0]
X

Sekil 2. 12 Oklid Diizleminde en kisa uzakhk

Gercekten, Oklid geometride bir M(xo,yo) noktasindan bir / dogrusuna uzaklik,

M den [ Gzerindeki M vye en yakin bir P noktasina uzaklk olarak tanimlanir.
Galilean geometride de bu tanimi kullanirsak M ye en yakin [ Gzerindeki P noktasi

M den sifir uzakhktadir, d,,, =0 dir. Bunedenle M den [ ye uzakli§i M den P ye

Ozel uzaklik ile 6lcmeye gotiirir:
dyy = Opp-

Eger / nin denklemi y =kx+s ise bu durumda P nin koordinatlari (x,,kx, +s)dir.

Boylece
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~MP =-6,,, =y, —(kx, +5)
—d\y =y, —hkx,—s (2.9)
elde edilir, [6].

2.8.11 Paralel iki Dogru Arasindaki Uzaklhk

Eger / ve [, dogrusu paralel ise bu durumda / ve /, dogrusu arasindaki d,,l uzakhgi,

bir 6zel dogruya ait / ve [ dogrulan arasindaki yonlendirilmis MM, dogru

pargasinin uzunlugu olarak tanimlayabiliriz. Bu tanim gergekten anlamlidir, ¢iinki

(2.1) hareketi 6zel dogrulari 6zel dogrulara gotirir, [6].
Tanim 2.17 y = kx +s ve y =kx+s, denklemli / ve [, dogrulari arasindaki uzakhk
a’H1 =5 - (2.10)

ile tanimlanir (Sekil 2. 13), [6].

Sekil 2. 13 Galilean geometride paralel iki dogru arasindaki uzaklik

2.8.12 Metrik Ozelliklerin Kinematik Yorumu
l. M (x,y) Noktasinin Kinematik Yorumu

Acikca Galilean geometride bir M(x,y) noktasinin kinematik karsiligi ¢ zamaninda

o-dogrusunda x konumuyla tanimli (#,x) olayidir. Buradan M (x,y) nin
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x—koordinati (¢,x) in ¢ zaman koordinatina ve M (x,y) nin y—koordinati (¢,x)
in x—uzay koordinatina karsilk gelir, [6].
II. iki Nokta Arasindaki d Uzakliginin Kinematik Yorumu

Galilean geometride iki 4 ve B noktasinin arasindaki d —uzakhginin kinematik

karsiligl 4 ve B noktalarina karsilik gelen olaylar arasindaki ¢, —¢, zaman araligidir,
[6].

ll. 5 —Ozel Uzakhigin Kinematik Yorumu
Eger x, —x, aralig sifir ise yani bu olaylar ayni anl (es zamanh) ise, y,—y, ozel
uzakhginin kinematik karsiligi; bu olaylarin o—dogrusu Uzerindeki uzay araligina

(birbirinden uzakliklari farkina) esittir, [6].

Dikkat ediniz ki o —uzay araligi ayni anh olaylar icin gecerlidir. Ayrica iki olay
arasindaki d —uzakhg ve ayni anh olaylar arasindaki o —06zel uzakhgi
karsilastirilamaz. Cinkl d — uzakhginin birimi zaman biriminde (dakika, saat,..) iken

0 —0zel uzakhginin birimi uzunluk birimindedir (metre, kilometre,...), [6].

IV. Dogrunun Kinematik Yorumu
Galilean Duzleinde y =kx+s denklemli bir / dogrusu o—dogrusu boyunca k hizl,

x =kt +s denklemli diizglin hareketi belirtir, [6].

V. iki Dogru Arasindaki Uzakligin Kinematik Yorumu

y=kx+s ve y=kx+s, denklemliiki dogru arasindaki k, —k uzakligi, x =kt +s ve
x=kt+s, dizgin haretketli L ve L, noktalar arasindaki hizlarin farkina karsilik

gelir, [6].
VI. Aginin Kinematik Yorumu

Eger ¢, zamaninda iki nokta o—dogrusunda ayni konumda ise &, acisi f,+1

zamaninda L ve L, arasindaki 6 —uzay araligini gosterir, (Sekil 2.14) , [6].
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0 (&) L(t+1) L(t+1)

Sekil 2. 14 Agi formillinin kinematik yorumu

VII. Ozel — Dogrularin Kinematik Yorumu
Galilean Geometride denklemi x=a olan m—0zel dogrusu ¢t =a zamanindaki ani
tanimlamaya karsilik gelir. Bu, £ =a zamaninda o—dogrusunun biitliin noktalarini
icerdigi icin “sonsuz hizli bir hareket” olarak distnulebilir. Bu ise, bir 6zel dogrunun
egimi ile x— ekseni arasindaki aginin tanjantinin sonsuz olmasi ile bagdasir, [6].

VIII. Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhginin Kinematik Yorumu
Bir M(x,y) noktasindan (olayindan) bir / dogrusuna (yani, o —dogrusunda hareket
eden bir L noktasi) uzakhg, M olayi zamaninda 6l¢tilmis M den L uzaklik olarak

tanimlanir, [6].

IX. iki Paralel Dogru Arasindaki Uzakligin Kinematik Yorumu
Galilean Geometride iki paralel dogru, herhangi referans catisina gore hizlari ayni

olan iki dizglin hareket eden L ve L, noktalarina karsilik gelir. Bu noktalar
x =kt +s ve x=kt+s, denklemlerine gore hareket eder ve relatif hizlari g, sifirdir.
Boyle hareket eden noktalar arasindaki a?”l uzakligini (veya paralel dogrular

arasindaki uzakhgi) konusmak anlamlidir. #=0 zamaninda (veya herhangi sabit

anda) o—dogrusundaki noktalarin koordinatlarinin s, —s farkina esittir, [6].

22



X. Cemberin kinematik yorumu

O merkezli »—yarigapl Galilean Geometrideki bir cember sabit Q(t,x) olayindan
uzakliklari r-zaman araligina esit (1—r,x) ve (¢+r,x) (rkeyfi) olaylarinin kiimesini
gosterir, [6].

Bu kavramlari 6zetlersek:

Geometrik Kavramlar Kinematik Kavramlar
Nokta Olay
Dogru Diizglin hareket
Ozel dogru Zamandaki an
Noktalar arasindaki d — uzakhgi Olaylar arasindaki zaman arahgi

Noktalar arasindaki 6zel 6 —uzaklig Ayni anli olaylar arasindaki uzay

araligi
Paralel dogrular arasindaki Bir digerine gore hareketsiz o
d — uzakhg noktalari arasindaki uzakhk
Noktadan dogruya uzaklik Verilen zamanda sabit 0

noktasindan diizglin hareket altinda
bir noktaya uzaklhk

r yaricapli cember Sabit olaydan 6nce veya sonra birim
r zamani olusturan olaylarin kiimesi

[6].
2.9 Galilean Diizlemde Trigonometri ve Uggen
Galilean geometride en basit poligon ¢ noktasi ve ve Ui¢ siradan dogru ile

olusturulmus AZA?C dir. Oklid geometride oldugu gibi a,b,c Uggenin kenarlarini

de,|=b,

gostermekte kullanilir, yani |dBC|:a, dAB|:c (pozitif) uzakhklaridir.

A,B,C sadece uggenin kenarlari icin degil ayrica acilarin (pozitif) bydklikleri icin
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12}

ca

3,

= A,

=B,

8,|=C kullaninz. Genellikle AB dogru parcasinin |d ,,|

c

uzunlugunu ayni 4B ile gosteririz (Sekil 2.15), [6].

Sekil 2. 15 Galilean Geometride liggen

2.9.1 Bir Uggenin Kenarlari Arasindaki Baginti

Eger AZA?C Uggeninin en genis kenari ¢ ise bu durumda Sekil 2.16 dan goriilecegi
gibi
a+b=c (2.11)

bulunur, [6].
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Sekil 2. 16 Galilean Geometride kenar uzunluklari toplami

Uggenin Kenar Formiiliiniin Kinematik Yorumu

Eger A, B ve C keyfi Ui¢ olay ise birinci ve sonuncu olay arasindaki zaman araligi;

birinci ile ikinci arasindaki zaman araligi ile ikinci ve sonuncu arasindaki zaman

araliginin toplamina esittir, [6].

2.9.2 Uggenin Agi Formiilii

~

ABC uggeninin en genis agisi C olsun. Eger BC,CA ve AB dogru pargalarinin

egimleri sirasiyla k,,k, ve k, ise A=k, —k,,B=k,—k, ve C=k,—k dir. Boylece

A+B=C (2.12)

bulunur, (Sekil 2.17), [6].
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Sekil 2. 17 Galilean Geometride acilar toplami

Uggenin Agi Formiiliiniin Kinematik Yorumu

Ucgenin AC kenarini hareketsiz duruma getiren bir referans catisi seceriz. Diger bir
ifadeyle (2.1) hareketi AC yi x eksenine yatirsin. Bu durumda —B, ¢ hareketi ile
belirlenen bir hareketli referans ¢atisina gore a hareketinin hizi (diger bir ifadeyle,
¢ nin hareketsiz durumdaki referans catisina gére a nin hizi) iken, —4 ve —C
sirasiyla ¢ ve a dogrulari ile Galilean geometride ifade edilen diizgiin hareketlerin
hizlanidir. Boylece a,b ve c¢ dogrulari ile ifade edilen dizgin hizlarin uygun
etiketlenmesi ile (2.12) formilu klasik kuraldaki toplami verir. Bir hareketin mutlak
hizi, yani sabit referans catisina gore hizi, relatif hizi, yani hareket eden catiya gore

hizi ve transport hizi yani hareket eden ¢atinin hizinin toplamidir, (Sekil 2.18).
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Sekil 2. 18 Galilean Geometride Uggende kenarlar toplaminin kinematik yorumu

Ornegin hareket eden bir trenin arkasindan éniine yiiriiyen bir yolcuyu disiinelim.

Araca gore kendi hizi, trendeki hizi ve trenin hizinin toplamidir, [6].

Uggende Agi Formiiliiniin Kinematik Yorumu
Ug diizgiin hareketle belirli i¢ relatif hizin en biiyigii geri kalan ikisinin toplamidir,

[6].

2.9.3 Galilean Trigonometri

S, O merkezli birim cember ve M , x ve y koordinath S Uzerinde bir nokta olsun.

[, OM dogrusunu ve a, J,,agisini gostersin, (Sekil 2.23), [6].
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A A
y y
S
[
M=(x,y)=(1,sin g
(x.y)=(1singa) (x,7)
S0 0 a
0 a - >
-1 P=1 X
X
Sekil 2. 19 Galilean ve Oklid birim ¢cemberler
Boylece
OP 1
cosga=——=-=1 2.18
84 =T (2.18)
singa=£=%=g=a (2.19)
oM 1 1

bulunur. [ dogrusu ile aralarindaki a¢i S olacak sekilde /, dogrusu verilsin. Bu

durumda Sekil 2.24 den goraldi gibi

Sekil 2. 20 Galilean geometride sinls toplam formali
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cosg(a+p)=1
sing(a+ﬁ)=a+ﬂ
=a.l+1.p8

oldugundan

cos g(a+ f) = cosgacosgf

. . . 2.20
smg(a+ﬂ):smgacosgﬁ+cosasmgﬁ ( )
yazilabilir, [6].
2.9.4 Galilean Geometride Siniis Kural
Galilean geometride a¢l tanimidan ( Sekil 2.19)
y A R X
O, g
e
a
Sekil 2. 21 Galilean geometride liggende ylkseklik
h, = BRsin gB
=a.B
veya
h, = AR.sin g4
=b.A
veya
h,=Ba=Ab (2.13)
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elde edilir. Boylece 2:2 bulunur.
A B

Benzer olarak /, ve h, yiiksekliklerini kullanarak LS ve é:i bulunur.
A C B C
Buradan
a_b_c (2.14)
A B C
elde edilir.
Sonug olarak Oklid geometrideki
4 b __¢ (2.14e)
sined sineB sineC
sins kuralinin benzeri olan
4 b ¢ (2.14g)

sin g4 - sin gB - sin gC
elde edilir.

(2.13) bagintisi Galilean geometride herhangi lggenin kenarlari agilarla orantili

oldugunu ifade eder, yani
a=AA4,b=AB,c=AC (2.15)

dir, [6].
2.9.5 Uggende Alan
S s ABC ggeninin alani olmak tzere
1 1 1
SABC :Eaha :Ebhb :EC}ZC (216)

dir, (Sekil 2.20).
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y A
Al
ha
' B ' p'  C
| ¢ | b :
: A : A 1
e N A »
0] ~ ' -~ o
a

Sekil 2. 22 Galilean geometride alan

Clinkiu Galilean hareketini ABC li¢cgenine uygularsak ABC lggenin gorintisi

x—eksenine paralel B'C’ kenarli A4'B'C’ olur. Bu durumda B'C’ kenarinin ve A,

yiksekliginin, Galilean uzunluklari Oklid uzunluklari ile aynidir. Bodylece
’ 1 ! 4 2 12 A/ [ . o . .
S pc :Ea h, bulunur. Burada S, 4'B'C" lggeninin alanidir ve cisimlerin alani

her iki geometride de aynidir. a,h, ve S ;. nicelikleri Galilean hareketler altinda

degismez oldugu icin a’=a,ha'=h

a

ve Sype =38, dir. Fakat bu durumda

1
S s = Eaha bulunur.

Benzer olarak S ;. :%bhb ve S, e :%Chc oldugu gosterilebilir, [6].

2.9.6 Sinus Alan Formiilu

SABC:%Chc ve (2.15) formilinden 4, = Ab oldugunu kullanirsak SABC:%CbA

bulunur. Simetriden
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1 1 1
S, . =—abC =—acB =—bcA 2.17
asc =5 > 5 (2.17)

elde edilir. Béylece Galilean geometrinin trigonometrik ozellikleri kullanilirsa
1 . 1 . 1 .
S s ZEabsmgC:EacsmgB:EbcsmgA (2.17g)
Galiean sinls alan bagintisi
1 . 1 . 1 .
S sc =EabsmeC=—acsmeB=EbcsmeA (2.17¢)

sintis Oklid alan bagintisinin benzeri olarak elde edilir, [6].

2.9.7 ikizkenar Uggen

Oklid geometride eger AZA?C Ucgeninin a ve b kenarlari denk ise, bu durumda

karsihkli4 ve B acilari da denktir. (2.13) formiliinden bu sonuc Galilean

geometride de saglanir. (ispat %:%) Boylece bir lggen ikizkenardir ancak ve

ancak iki esit aclya sahiptir, [6].
2.9.8 ikizkenar Uggende Agiortay

yA

v

Sekil 2. 23 Galilean geometride ikizkenar licgen
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Galilean geometride Sekil 2.21 deki ABC ikizkenar li¢geninin CR yuksekligi AB
kenarini keser (AR=AC=b,BR=BC=5b) ve CR yiiksekligi C acisini kesmez.

Cunkl 6zel dogrunun bir aclyr kesmesi mimkin degildir. Bu Galilean Geometride
aclortaylarin bir noktada kesismesine gerek olmadigini gosterir. 4 ve B aglilarinin
AK ve BL agiortaylar, CR yiksekliginin Q orta noktasinda kesisir. Fakat CR

yuksekligi C acisinin CN aciortayi degildir (Sekil 2.21), [6].
2.9.9 Ucgende Kenarortay

y‘k

Sekil 2. 24 Galilean geometride kenarortay

Oklid geometride oldugu gibi Galilean geometride de bir ABC {icgeninin AD, BE
ve CF kenarortaylari, uzunluklarini 2:1 oraninda kesecek sekilde bir M noktasinda
kesisir. Clinkii Galilean geometride bir liggenin kenarortaylar Oklid kenarortaylarla

aynidir. Buradan kesisim noktasida ayni Oklid nokta olur. Sonug olarak istenilen elde

edilir, (Sekil 2.22), [6].

2.9.10 Eskenar Uggen

Gealilean Geometride eskenar licgen yoktur. Eger Ui¢cgenin iki kenari denk ise bu

durumda Ucglncl kenar iki katidir. Benzer sonuc aclilar icin de saglanir, [6].
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2.10 Galilean Diizlemde Genel Cember Denklemi ve Egriler

Oklid diizleminde cember; “verilen bir QO noktasindan sabit » uzakliktaki noktalarin

kiimesi” olarak tanimlanir. Oklid diizleminde bu tanima denk olarak “verilen bir AB

dogru parcasini sabit yonli « acisindan goéren noktalarin kiimesi” tanimi verilebilir.

Gergekten, Sekil 2.25 deki gibi A(a,,a,) ve B(b,,b,) Oklid diizleminde iki nokta ve

M(x,y), AMB = a olacak sekilde bir nokta olsun. Bu durumda MA ve MB dogru

parcalarinin egimlerinden

[(bz -)/(b, —x)]—[(a2 -y)/(a, —x)]
[(bz -»)/(®, —x)].[(az -»)/(a —x)]+l

elde edilir. Buradan

=tana

(tanoz)(x2 +y2)+[(b2 —a,)-tana (b +a,) |x

+[(b1 —a,)—tana (b, +a2)]y
+ [(bla2 —b,a,)—tana (ab, +a,b, )] =0

bulunur. Bu son denklem ise Oklid diizleminde bir cember denklemidir.

M

>

Sekil 2. 25 Oklid diizleminde cember
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Benzer sekilde, Galilean Dizleminde verilen bir O noktasindan sabit » uzakliktaki

noktalarin kiimesi olarak tanimli Galilean geometrideki S ¢emberi (Sekil 2.26) 6zel

dogru cifti seklinde oldugunu biliyoruz, [6].

e

v

Sekil 2. 26 Galilean diuzlemde ¢cember (circle)

Fakat daha ilging olan verilen siradan bir dogru pargasini sabit yonli « agisindan
goren M noktalarinin Z kiimesidir. Bu Z kimesine Galilean dizleminde genel

cember (cycle) adi verilir, (Sekil 2.27), [6].

’

A(al’aZ) B(bpbz)

»
»

O X

Sekil 2. 27 Galilean dizlemde ¢cember (cycle)
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A(a,,a,) ve B(b,b,) Galilean dizlemde iki nokta ve M (x,y), AMB=a olacak

sekilde bir nokta olsun. M4 ve MB dogru pargalarinin k ve k, egimleri

k:y_aZ
x—a,
ve
-b
k=2
x-b,

ile verilir. Buradan

b _
a=k —k=2"2_ "%
x-b x-a

olur. Sonug¢ olarak, AﬂB:a olacak sekilde bdtiin M(x,y) noktalarinin

koordinatlari

veya
a(x=b)(x—a)—(x—a)(y=b,)+(x=b)(y-a,)=0
denklemlerini saglar. ikinci denklem
(b—a)y=ax’+[(b,—a,)-a(bh -a)|x+aab —ab,+a,b,
veya
y=ax’+2bx+c, (b —a #0) (2.21)

olarak yazilabilir. Bu (2.21) denklemi Oklid geometride bir parabol denklemidir.
Boylece Galilean diizlemin genel cemberleri (cycle) Oklid parabollerdir. Ayrica (2.21)

denklemi
ax’ +2bx+2b,y+c=0 (2.22)
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denklemi ile verilen noktalarin kiimesine uygulanabilir. Clinki (2.22) denklemi (2.21)
denkleminden daha geneldir ve b,#0, a#0 oldugunda (2.21) denklemine
indirgenir. Ayrica b, =0,a # 0,5, —ac >0 oldugunda (2> 0,5 —ac > 0 oldugundan)
bir cember elde edilir. Eger b, =0,a #0,h> —ac=0 veya a=b, =0, b, #0 ise bu
durumda

—2bx+c=0

6zel dogru elde edilir. Eger a =0, b, # 0 ise bu durumda

—2bx+2b,y+c=0
siradan dogrusu elde edilir.
Eger cember (cycle) (2.22) formundaki bir denkleme sahip bir egri ise bu durumda

bu egrinin (¢ noktasi bu gemberi (cycle) belirler, (Sekil 2.28) , [6].

y Y y y
B C
4 C 4 B A
A B+
L C
Ci
0, x 0 x O x O X

Sekil 2. 28 Galilean cemberler (cycle)

2.11 Genel Cember (Cycle) Denkleminin Ozelliklerinin Karakterize Edilmesi

2.11.1 Yaricap

Sabit bir AB dogru pargasina karsilik gelen acilar sabit bir & degerine sahiptir. Yani
Z ¢emberinin (cycle) AB kirisi arasindaki agi ve AB nin ug noktalarindaki Z ye
tegeti @ ya esittir. Gercekten, M noktasi 4 noktasina yaklasir iken (Sekil 2.29)
AM Kkirisi, 4 noktasinda AT tanjantina ve MB kirisi de AB kirigsine egilir. Butun
AM ve MB dogru giftleri  agisini olusturur. Bu sonug ¢cemberin P noktasindaki

PA ve PB tegetlerinin esit oldugunu gosterir, (Sekil 2.29), [6].

37



Sekil 2. 29 Galilean ve Oklid cemberlerde aci

Oklid cemberde yaricap ¢emberin merkezinden noktalarina olan uzaklik olarak
tanimlanir. Bu tanim Galilean diizleme merkezsizlik nedeni ile tasinamaz. Ayrica bu

durum Oklid geometride S ¢emberinin 4B yayinin s uzunlugunun ¢ = ZAQB

radyan merkez agisina orani tanimi icin de gecerlidir. Fakat @ merkez acisi ile

a :% acisini yer degistirerek ikinci tanim yeniden kullanilabilir ve

F=— (2.23a)

elde edilir, [6].

Eger Z cemberinin (cycle) yukaridaki tanimini kullanirsak verilen bir Z cemberi

(cycle) icin herhangi bir AB yayl igin 2 orani sabittir. Fakat ilk dnce Galilean
a

dizlemde bir I" egrisinin bir AB yayinin uzunlugunu tanimlayalim:

Tanim dogal olarak yine Oklid tanima dayanir ve bir " egrisinin bir 4B yayinin

uzunlugu A4 A4,..A B poligonal dogrusunun (poligonal dogruda en uzun baginti

sifira yaklasirken)

AA + A A, +---+A A +AB
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uzunlugunun limitidir. AB yayinda A4 A,---A B poligonal dogrusu Galilean

uzunlugu tanimladigi icin AB kirisinin Galilean uzunluguna esittir (Sekil, 2.30), [6].

Tanim 2.18 Bir egrinin AB yayinin uzunlugu AB kirisinin s=d,, uzunlugu ile

tanimlanir, [6].

Sekil 2. 30 Galilean geometride bir egrinin uzunlugu

Not 2.6 I" egrisi dlizglin ise her noktasinda teget dogrusuna sahiptir ve bu teget
dogrular 6zel dogrular degildir. Clinkli 6zel dogrular, dogru sinifinda degildir. Sekil

2.31 deki egri P noktasinda teget dogrusu 6zel dogru oldugundan diizgiin degildir,
[6].
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Sekil 2. 31 Galilean geometride diizglin olmayan egri

Z cemberinin (cycle) 4(a,a,), B(b,b,) ug noktalari olmak Uzere bir kirisi 4B
olsunve a, AB yayinin altina gizilmis dogru ile belirlenmis agi olsun. Bu durumda

b—a 1 a
—:—’a:
a a b —a,

#0

S _dy _
a a

bulunur. Béylece 2 gercekten sabittir, [6].
o

y=ax’ +2bx+c Galilean cember (cylce) denkleminde a, x* nin katsayisi olmak

uzere

aols _1h-a 1 (2.23b)
20 2 « 2a
dir, [6].

S c¢emberinin yaricapinin aksine Z c¢emberinin (cycle) yaricapi, cemberin (cycle)
yukari ve asagi acik (Sekil 2.32) ¢ember olmasina gore pozitif veya negatif olabilir,

[6].
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7>0 r<0

Sekil 2. 32 Galilean geometride pozitif ve negatif yaricapli cemberler

Trigonometride agilarin isaretinden bahsedilir. Oklid geometride S ¢emberinin r

yarigapl, r=i olarak tanimlanir ise bu durumda S ¢emberi saat yoniinde veya
4

saatin ters yonlinde cizilmesine gore yaricap pozitif ya da negatif olabilir. Galilean
Geometride de Z c¢emberinin (cycle) yaricapinin isareti, x—ekseninin pozitif

yonuiyle belirlenmis (artan zaman degerinin yoni) cember ile belirlenir, [6].

2.11.2 Egrilik

S Oklid ¢emberinin » yarigapi bitiin sinirlar boyunca artar ve S ¢emberi bir /
dogrusuna teget kalir ise bu durumda S ¢emberi / dogrusuna egilir. Ornek olarak
Diinya kiiresel olmasina ragmen yollarin diiz olmasi verilebilir. Diger yandan eger
¢emberin yaricapi azalir ise bu durumda ¢emberin egriligi daha coktur. Bu ylzden

¢cemberin yarigapinin p karsiti olarak egrilikten bahsedilir. (2.23a) denkleminden

1
p =—=—
r
elde edilir, [6].

Benzer olarak Z g¢emberinin (cycle) p:l egriligi
r

p=—=2%=24 (2.24)
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bulunur. Eger r —>oo(p —>O) ise cember bir dogruya yaklasir, (Sekil 2.33), [6].

A/l p

v

Sekil 2. 33 Galilean geometride egrilik tarifi

2.11.3 Cember (Cycle) Kavraminin Kinematik Yorumu
Galilean geometrideki bir " egrisi,

y=f(x) (2.25)

denklemiyle verilsin. x, ¢ zamaninda o dogrusunda P noktasinin konumunu

gostermek lzere
x:f(t) (2.25%)

boyunca P noktasinin hizina karsilik gelir. Z g¢emberine (cycle) karsilik gelen

(2.25’) denklemi

x=at’ +2bt+c (2.21")
formundadir. Boyle denklemler sabit ivmeli hizlari karakterize eder. Gergekten

(2.21’) denkleminin ¢ zamanindaki v hizi
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vy =lim
t—0 Al
. a(t+at)’ +2b(t+At)+c—(azt2 +2bt+c)
llmAt—)O
Al
_ 2atat+a(at) +2bat
= hmu»o
Al
=lim,, ,(2at+aat+2b)
=2at+2b
ve @ ivmesi
. AV
= hmAt~>0
Al
| 2a(r+at) +2b | ~(2a1+2b)
= hmn»o
Al
. 2ant
= hmn»o
Al
=2a

bulunur. Béylece Galilean geometrideki Z cemberi (cycle), o dogrusu Uzerindeki
bir noktanin ivmesi (@ =2asabit) bu Z c¢emberinin egriligine esit bir hareket
belirtir. Ozel olarak pozitif egrilikli cembere (cycle) pozitif sabit ivmeli hareket,

negatif egrilikli cembere (cycle) negatif ivmeli hareket karsilik gelir, [6].
Oklid veya Galilean Geometrideki herhangi bir ' egrisinin p egriligini (r egrilik
yarigapini) tanimlamak mimkindir. Bunu yapmak igin, egrilik kavrami tegete

dayandigi icin ilk 6nce I" egrisinde M noktasi 4 noktasina yaklasir iken AM

sekantinin limit konumu olarak I" egrisinin 4 noktasindaki tegeti tanimlanir, [6].
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Sekil 2. 34 Galilean geometride egrilik

Sezgisel olarak, 6zel bir egri olan [/ dogrusunun egriligi (dogrulugu), yoninin yani
tegetlerinin biitliin noktalarda ayni olmasindan sifirdir ve diger egrilerin egriligi ise
tegetlerinin butin noktalarda ayni olmamasindan dolayr sifir degildir. Egriligin
nimerik olgimi tegetin degisiminin acisal oranidir. Daha agik olarak, eger 4 ve B

I" egrisi Uzerinde AB yayinin uzunlugu s =arcAB ve A ve B noktalarinda AT ve

BT, tegetleri arasindaki agi (/):ATAT’,(AT'HBTI) olan iki nokta ise AB vyayi

uzerinde I' egrisinin p,, ortalama egriligi

9

part = (226)
S

olarak tanimlanir, (Sekil 2.34). Agikga buyik ortalama egrilikli I' egrisinin kisimlari
kiicik ortalama egrilikli kisimlarindan daha egridir. 4 noktasinda I egrisinin egriligi
A noktasindaki tegetin degisiminin orani olarak tanimlanir, yani 4 noktasinda I
egrisinin egriligi, M noktasi I" egrisi boyunca 4 noktasina yaklasir iken AM vyayi
uzerinde p,  ortalama egriliginin limitir. Boylece

p= lim 22,45 = arcAM ve A(0=4TATO',(ATO'

as>0 A9

MT,) (2.26a)

bulunur, [6].
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2.11.4 Egrilik Yarigapi

Tanim 2.19 Bir " egrisinin 4 noktasindaki » egrilik yarigapi
r=— (2.27)

olarak tanimlanir, [6].

Oklidde S cemberi biitiin noktalarda ayni yapiya yani ayni egrilik degerine sahiptir
(Sekil 2.35), [6].

Sekil 2. 35 Oklid Geometride ortalama egrilik

Gergekten; ¢ agisi A?’B ikizkenar tggeninin dis agisi oldugu i¢in ¢ =2/PAB =2«
dir. Bunu kullanarak
s =arcAB
=rZAQB
=r2(£AMB)
=r2a

:}"¢
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bulunur. Boylece r vyarigapli S ¢emberinin ortalama egriligi her AB yayi igin

aynidir, [6].

-~

Sekil 2. 36 Galilean geometride ortalama egrilik

Simdi Galilean geometriye geri donelim. Yukaridaki (2.26) ve (2.26a) denklemleri
yardimiyla A4 noktasinda I" egrisinin 24% yayl Uzerinde p . ortalama egriligi

tanimlanir. Ozel olarak T egrisi, Z cemberi olmak lizere, AB yayinin ortalama
egriligi
4
p()l‘t =
s

seklindedir, (Sekil 2.36). Burada s=arcAB ve ¢ =ZLTAT' = ZTPT, (AT'|| BT,) dir.

Eger (2.12) aci formilu AE?P Ucgeninde uygulanirsa

@=/APB=2/PAB=2a
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bulunur. Béylece p,, =—=-—=2a (a, Z ¢emberinde x* nin katsayisi ) Z

“ IS

2a
S
¢emberinin (cycle) butiin 4B yaylan p,, =2a ayni ortalama egrilige sahiptir. Bu Z

cemberinin (cycle) p egriligi her bir A noktasinda
p=2a (2.27a)

degerine sahip oldugunu gosterir. Boylece Oklid cemberdeki gibi, Z cemberin

(cylce) egrilik yaricapi

= (2.27b)

1_1
L 2a

elde edilir, [6].

2.11.5 Oskiilatér Cember

Oklid ¢cember ve Galilean ¢emberin (cycle) egrilik tanimlar bize T egrisinde
herhangi bir noktada r egrilik yarigapi ve p egrilik kavramina yeni bir yaklasim
verir.

I' egrisinin 4 noktasindan gecen ve I' gibi 4 noktasinda AT =1 tegetine sahip

bitiin Oklid cemberleri gdz éniine alalim. Bu ¢emberlerden , T egrisine en yakin

Oklid S, gemberini segelim. Bu durumda herhangi diger Oklid S ¢emberleri ve T

egrisi Uzerindeki M ve M' noktalari arasindaki MM' uzakhg A noktasinda
yeterince yakindir. Hatta bu noktalar 4 noktasi Uzerinde ayni N noktasina

izduglimi olan noktalardir. Fakat bu MM' uzakhigi I ve S, Uzerinde karsilik gelen
M ve MO' noktalari arasindaki uzakliktan daha biyuktir. Bu yizden S, ¢emberine
A noktasinda I' nin oskiilatér (osculating) ¢emberi denir. p:% egriligine A4
noktasindaki I' egrisinin egriligi denir ve S, ¢emberinin » vyaricapina A
noktasindaki I egrisinin egrilik yaricapi adi verilir, (Sekil 2.37), [6].

Eger I' egrisi AT =a tegetinden daha yakin S cemberi yoksa bu durumda /
dogrusu A4, noktasinda S, oskilatér ¢emberi roli oynar. Bu durumda A4

noktasindaki I" egrisinin p egriligi sifirdir, [6].
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Benzer sekilde, I egrisinin 4 noktasindan gecen ve I' gibi 4 noktasinda AT =/
tegetine sahip butin Galilean ¢emberleri géz o6nine alalim. Bu Galilean

cemberlerden , I' egrisine en yakin Galilean Z;, ¢emberini (cycle) segelim. Bu

durumda herhangi diger Galilean Z ¢emberleri (cycle) ve I' egrisi Gzerindeki M ve
M' noktalari arasindaki MM' uzakligi 4 noktasinda yeterince yakin ve bu noktalar

A noktasi Gizerinde ayni N noktasina izdisiimi olan noktalardir. Fakat bu MM’
uzakhg I' ve Z; Uzerinde karsilik gelen M ve MO' noktalari arasindaki uzakliktan

daha blyuktir. Bu ylzden Z,¢emberine (cycle) 4 noktasinda I' nin oskilatér

cemberi (cycle) denir. p:l (veya p=2a) egriligine 4 noktasindaki I" egrisinin
r

egriligi denir ve Z, ¢emberinin (cycle) r yaricapina 4 noktasindaki I" egrisinin

egrilik yaricapi adi verilir, (Sekil 2.37), [6].

Eger I' egrisi AT =a tegetinden daha yakin Z g¢emberi (cycle) yoksa bu durumda

[ dogrusu A4, noktasinda Z, oskiilatér gemberi (cycle) rolii oynar. Bu durumda A4

noktasindaki I' egrisinin p egriligi sifirdir ( ve r egrilik yarigapi sonsuzdur), [6].

Sekil 2. 37 Oklid Oskilatér cember ve Galilean Oskiilatér cember (cycle)
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2.11.6 Egrilik Yarigapinin Analitik Olarak ifade Edilmesi

y = f(x) egrisinin tegetinin egimi, f(x) fonksiyonunun f'(x) tirevi ile verilir. 4
ve A, komsuluk noktalarinda AT ve AT, tegetler ve ¢ ve ¢, AT ve AT ile x

ekseni arasindaki Galilean agilar olsun. Bu durumda ap=¢, —¢, ZTPT, acisidir.

—

as, AA, yayinin Galilean uzunlugu olsun. Bizim problemimiz p:A}irrL(A(o/As)

hesaplamaktir (Sekil 2.38), [6].

0 X

Sekil 2. 38 Egrilik yaricapinin analitik incelenmesi

4 :(x+Ax,y+Ay) olsun. iki dogru arasindaki Galilean acisi, egimleri farkina esit

oldugundan
ap=f'(x+ax)—f'(x)

ve bir yayin Galilean uzunlugu ug noktalarinin apsisleri farkina esit oldugundan
AS = (x +AX) — X =AX

yazilabilir. Boylece

Ap _ f'(x+ax)—f'(x)

AS AX

bulunur. Buradan
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o= lim S (x+ex)= (%) = 1" (x) (2.28gp)

ax—0 AX

elde edilir. Bu durumda r egrilik yarigapi igin

1
- (2.28g7)
r PR gr
bulunur. Dolayisiyla Oklid geometride
[1+f'(x) }
ve
, P2
1+ 1
rzl:w (2.28e7)
P (%)

denklemlerine analog olarak Galilean Geometride

f'(x+Ax)—f'(x)

pelim—— /"0
ve

1

RVANEE)

esitlikleri elde edilir, [6].

(2.28e p) ve ( 2.28g p) denklemleri yardimiyla x* + y* = > gemberinin egriligi her

1 e
noktada — ve y = ax’ +bx+c gemberinin egriliginin her noktada 2a dir. Ayrica bu
r

formiiller ile sabit p egrilikli egrilerin; Oklid cemberler ve Galilean cemberler (cycle)
oludugu gorulir. Bunu gostermek igin sabit sifir egrilikli ( ve sonsuz egrilik ¢apli)
¢emberlerin (veya Galilean ¢emberler (cycle)) limit durumlarini siradan dogrular

almaliyiz. Bdylece Galilean geometride y = f(x); egriligi p= f"(x)=sabit olan bir

egriise bu durumda ¢, ve c, keyfi sabitler olmak

1
yzsz2+clx+cz
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olan bir cemberdir (cycle). Agik bir genelleme olarak, Oklid ve Galilean Geometride

herhangi bir I' egrisi, egriligi ile, yani

p=p(s) (2.29)

denklemi ile belirlenir. Burada p, I' nin 4 noktasindaki egriligi ve s, I' lzerinde

keyfi fakat sabit Q orijin noktasindan oélgilen T" nin /le yayinin uzunlugudur. Bu

ifadeye dizlem (Uzerindeki temel teorem adi verilir. (2.29) denklemine de T

egrisinin dogal denklemi denir, [6].

2.11.7 Galilean Geometrinde Egrinin Kinematik Yorumu
y(x) denklemi ile tanimli T egrisinin A(x,y) noktasindaki p=y"(x) egrilii

x:f(t) denklemine gore o dogrusu boyunca hareket eden bir noktanin t

2

zamanindaki W=F ivmesi verir. Ayrica 4 noktasindaki I" egrisinin Z oskulator
t

cemberi (cycle) bir noktanin sabit ivmeli hareketini tanimlar. Bu baglamda I”

egrisinin 4 noktasindaki a tegeti; t zamanindaki v hizli diizgiin hareketine karsilik

gelir. Ayrica I' egrisinin tegetinin k=v egimi Galilean hareket altinda degismez

1
degildir. Fakat oskiilatér gemberin » =— egrilik yaricapi ve p =w egriligi Galilean
P

hareket altinda degizmezdir (¢linkli bu w ivmesi bltln Galilean referans gatilari igin

aynidir ve ikinci mekaniksel 6neme sahiptir.), [6].

Newton’un 2. Hareket kanunda m, bir noktanin kiitlesi, ' nokta lizerindeki hareket
ettiren kuvvet olmak lzere f =mw oldugunu gorlriz. Burada p=w egriligi

sadece m sabit ¢arpani ile kuvvetten farklidir. Boylece Galilean Geometrideki egriler
Uzerine temel teoreminden bir dogru Uzerindeki bir noktanin hareketi o nokta

uzerindeki f kuvveti ile belirlenir, [6].

51



BOLUM 3

BiR PARAMETRELI DUZLEMSEL GALILEAN HAREKETLER

Bu bélimde, S. Yiice, [7], tarafindan verilen bir parametreli dizlemsel Galilean

hareketler tanitilacaktir.

3.1 Bir Parametreli Diizlemsel Galilean Hareketler

Tanim 3.1 G ve G', sirasi ile, hareketli ve sabit Galilean dizlemler ve

{058,,8,},{0;8],8,} ise G ve G’ duizlemlerinin koordinat sistemleri olsun.

00 ' =u=ug, +u,g,, u,u, €R
hareketin 6teleme vektori olmak lGzere

X' =x-u (3.1)
doénidsimii ile taniml hareket bir parametreli diizlemsel Galilean hareket diye
adlandirilirve B=G/ G ile gsterilir. Burada x, X' vektérleri X =(x,x,)eG
noktasinin hareketli ve sabit dik koordinat sistemlerine gére konum vetdérleri olmak
Uzere x, X' ve u vektoriive g, ve gl' vektorleri arasindaki ¢ shear dénme agisi ¢

zaman parametresinin surekli diferensiyallenebilir fonksiyonlaridir, (Sekil 3.1), [7].
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Sekil 3.1 B=G/G' hareketi

Eger g, ve g, arasindaki agl (p=(p(t) alinirsa bu durumda

!

{gl =g, +opg, 3.2)
g, = 2,

elde edilir, [7]. Bu denklemi iki yolla gosterebiliriz:
Birinci yol: burada g, vektoériine dik olan vektér y —eksenine paralel vektordir. g,
ve g, birim vektér oldugundan g, =g, dir. g, vektéri g, ve g, vektérlerinin

gerdigi diizlemde oldugundan g, = cos ggg, +sin ggpg, dir. Dolayisiyla

g, =g +og,
g, = ng
bulunur.
. x' =
Ikinci yol:{ , oldugundan
Y =xp+y

T
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yazilabilir. Dolayisiyla (1,0) ve (0,1) noktasi bu son denklemde yazilirsa

MEPHEN;
MEPHEN

ve

noktasi bulunur, (Sekil 3.2). Yani (1,0) noktasinin dénme altindaki resmi (1,¢) ve

(0,1)  vektériniin  dénme  altindaki  resmi  (0,1)
g, = gzl = (130)
°
g = (L(D)
i g, =(0,1)

Sekil 3. 2 Galilean bazlar arasindaki iligki

Boylece
{gl =g, +0g,
g, = ng
bulunur.

do

elde

edilir.

Bu calismada sirf 6telemeden kaginmak igin (o(t) :E;t 0 oldugu kabul edilecektir.

Dizlemin bir X noktasi hem hareketli sistemdeki (xl,xz) koordinatlari hem de

sabit sistemdeki (xl',xz') koordinatlari yardimiyla goéz 6niline alinabilir. Buna gore

her iki sistemdeki X noktasina ait konum vektorleri icin

x=0X=uxg, +x,8,

ve
' VY e !
X =0X=xg, +x,8,

yazilabilir. Boylece
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0'X=0'0+0X=-00"+0X
veya

!

X =x-u=(x—u)g +(x,-u,)g, (3.5)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme bir parametreli diizlemsel Galilean

hareketin vektérel denklemi denir. Buradan

x;g; +x;g'2 :(xl _”1)g1 +(x2 _”z)gz
:(xl _ul)(g; +(Pg;)+(xz _uz)g;
:(xl _“1)g; +[(x1 _“1)§0+(x2 _“2)]glz

oldugundan

!

X =X

X, =(x] —ul)(/hL(x2 —u,)

_ul

(3.6)

elde edilir. Bu ifadeye B =G/ G’ hareketinin Kartezyen denklemi denir.
Son esitlik
xlr =X

!
Xy =Qx X, —uQ—u,

HHe T

1 0 U
seklinde vyazilabilir. Eger A:{ } ve C:{ ! } dersek B=G/G' bir
¢ 1 —u,Q—u,

veya

parametreli diizlemsel Galilean hareket

X' =4AX+C (3.7)
seklinde matris formunda da gosterilebilir. Burada 4 matrisine shear dénme matrisi

denir. Ayrica A matrisinin tersi

oo
=,
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olup A" # A" dir. Dolayisiyla E*> Oklid diizleminde dénme matrisi ortogonal

olmasina ragmen Galilean geometride donme matrisi ortogonal degildir, [7].

3.2 Tiirev Denklemleri

Hareket esnasinda bir X € G noktasinin her iki G ve G’ dizlemine gére hizlarini

arastirmak icin hareketimizin tirev denklemlerini teskil edecegiz. Bunun igin

g =g +og,

g, = 2

denklemlerinin g,',g," vektérlerini sabit kabul ederek ¢ zamanina gére tirev

alinirsa
dg . .
7; = g] = (Dgza
dg, )
—_— = :0
i 2,

bulunur. Benzer sekilde

da - - .
E: :ulg1+(“1¢+”2]gz

elde edilir. Dolayisiyla B =G/ G’ hareketinin tirev denklemleri
g, =98,

g, =0 (3.8)

u=ug, +(“1 Q"H"zjgz
bulunur. Bu denklemlere B =G/ G’ hareketinin tiirev denklemleri denir, [7].

3.3 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

Tanim 3.2 X noktasinin G —dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz
vektoriine, yani X noktasi G duzlemindeki yoriingesini cizerken sahip oldugu

vektorel hiza X noktasinin relatif hizi denir ve V_ ile gosterilir. Bu hiz

X =Xx,8, +x,g, denkleminden g, ve g, sabit tutup tirev alarak
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Vr =X 8 1tX,8,

(3.9)

seklinde bulunur. Eger X noktasi G dizleminde sabit ise V_ relatif hizi sifirdir.

Tanim 3.3 X noktasinin hareket ederken G’ duizlemine gore sahip oldugu hiza X

noktasinin mutlak hizi denir ve V, ile gésterilir.

X' = (xl —ul)g1 +(x2 —uz)g2 denkleminin ¢ ye gére tlrevi alinirsa

v, {xl_u;jgl “(n _ul)g;{g_@jgz ()
elde edilir. Hareketin tirev denklemleri gl = ¢g2 ve gz =0 oldugundan
v, {,gl_aljgl (o -u)og, {x‘fu;j&
bulunur. Bu denklem yeniden diizenlenirse
Vo=t i 0 g,
elde edilir. Burada
V,=ug, +(_u'2_ul . ¢jg2

vektorine X noktasinin sidriiklenme hiz vektéri denir.

(3.10)

(3.11)

Teorem 3.1 B=G/G"; bir parametreli diuzlemsel Galilean hareketi esnasinda

X € G noktasi her iki sisteme gore hareketli ise X € G noktasinin hiz vektorleri

arasinda
V.=V, +V,

bagintisi vardir, [7].

3.4 Shear Donme Polii ve Pol Dogrulari ( Dogru Demeti)

(3.12)

Genel diizlemsel hareketler icin, hareket etmeyen yani {O;g,,g,} ve {0;g],g)}

referans koordinat sistemlerinin her ikisinde de koordinatlari ayni olan bir nokta

vardir. Bu noktaya pol noktasi veya anlik shear dénme pol merkezi denir. Bu
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durumda V,=0 elde edilir. Vf:—d1g1+(—d2—ul¢+xl¢jg2 denklemi

kullanilarak B=G/ G' hareketinin P:(pl,pz) € G pol noktasi; V; =0 oldugundan

—u, =0
! (3.13)
—u,—u, o+ x,0=0

elde edilir. Boylece

0.x, +0.x, =u,

¢x1 +0.x, :u.2+u1 (0
yazilabilir. Buradan

00

0 0
A—{ } ve [4|B]=| . .
¢ 0O » 0u2+u1(0

denilirse bu lineer denklem sisteminin ¢ézimu rankA4 < rank[A|B] =2 oldugundan

u Q+u
X, = 1 Py

2
X, :(pz (t))(/i),/l eR

bulunur. Boylece
U,
P =X =u+—=

»
P, =X, =(p2 (t))(/?,),/l eR

p pol dogrusu elde edilir. Burada V; =0 oldugundan her ¢ icin () =c = sabit

(3.14)

oldugundan
u(t)= (c,u2 (t)) =cg, +u,8,

yazilabilir. (Sekil 3.3), [7].
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A AP

Sekil 3.3 B=G/G' hareketinin pol noktalari

Sonug 3.1 B=G/G' hareketinin herhangi ¢ anindaki her iki diizlemdeki degismez

noktalari G dizleminde y—eksenine paralel dogrular tzerindedir. Yani herhangi ¢

aninda G dizleminde sadece pol dogrusu vardir. Bitin fe/l lar igin bu pol

dogrulari y —eksenine ve birbirine paraleldir ve bir paralel dogru demeti olusturur,
[7].
(3.13) ve (3.14) denklemlerini kullanarak

Vi =-ug, +(_”2_”1 p+x (ojgz

striklenme hizi

\£ :{Og1+(x1_p1)gz}¢ (3.15)
seklinde tekrar diizenlenebilir.
Simdi (3.15) denkleminden asagidaki sonuclari verebiliriz:

Sonu¢ 3.2 B=G/G' bir parametreli dizlemsel hareketi esnasinda
PX = (xl _p1)g1 +(x2 _pz)gz
pol isini ile
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Vf = {Ogl +(x1 _p1)gz}¢
suriklenme hizi Galilean anlaminda diktir. Clinki
(PX,V,).=0.(x,—p,)=0

dir. Yani pol isini hareketin her ¢ aninda siriklenme hizina diktir. B=G/G’
hareketi altinda, X € G noktasinin odaklari, normali P ddénme poliinden gegen

yoringe egrisidir, [7].

Sonug 3.3 B=G/G' hareketi altinda, V, suriklenme hizinin Galilean 6zel normu

[Vl =[P

(o‘ dir. Yani, B=G/ G’ hareketi esnasinda X € G noktalarinin bitin

yoriinge egrileri, normal dogrulari P poliinden gecen egrilerdir. B=G /G’ hareketi
P pol noktasi etrafinda (o acisal hizi ile Galilean anlik shear donmesidir, [7].

Tanim 3.4 B=G/G' bir parametreli dizlemsel Galilean hareketi esnasinda her ¢
aninda pol noktalari oldugundan herhangi bir P noktasi G ve G’ duzlemlerinde

cesitli konumlarda bulunur. P noktasinin konumu G hareketli dizleminde

genellikle bir egridir ve bu egri hareketli pol egrisi diye adlandirilir. (P) ile gosterilir.

Ayrica bu P pol noktasinin konumu sabit G' diizleminde de genellikle bir egridir ve

bu egriye de sabit pol egrisi denir ve (P') ile gosterilir.

3.5 ivmeler ve ivmelerin Terkibi

Bu bdlimde B =G/ G’ bir parametreli diizlemsel hareket esnasinda relatif, mutlak,

suriklenme ve Coriolis ivme vektérlerini tanimlayalim.

B=G/G"; bir parametreli duzlemsel Galilean hareket esnasinda X noktasinin G

diizlemine gére olan ivme vektérine relatif ivme vektorii denir. Bu ivme vektori b,
ile gosterilir ve V_ relatif hizinin ¢ ye gére tirevi alinarak
b, =Vr :)El g1+)g2 g, (3.16)

seklinde bulunur. Burada g, ve g, sabit olarak kabul edilmistir, [7].
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X noktasinin G’ diizlemine gore ivme vektoriine mutlak ivme vektérii denir ve b,

ile gésterilir. O halde V, ={0g, +(x, —pl)g2}¢+ X, g, +x,g, denkleminin 7 ye gére

tlrevi alinarak;

b, =V, :{(xl_pljg2}¢+{(xl _pl)g2}¢+{('xl _pl)gz}§0+x1 g
+xg+X,8+X,8,
elde edilir. Buradan turev denklemleri gl = gbgz ve gz =0 oldugundan

b= x gl+{(xl_pl)(',;_ P (,;He;}gz (3.17)
bulunur. (3.17) ifadesindeki

b, :o.gﬁ{(xl_pl)z,;_ ’ ¢}g2 (3.18)
ve

b, =0.g, +2x 0g, (3.19)

ifadelerine, sirasi ile, B=G/G' bir parametreli diizlemsel Galilean hareketinin

stiriiklenme ivmesi ve Coriolis ivmesi denir, [7].

Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
Teorem 3.2 B=G/G' bir parametreli dizlemsel Galilean hareketi esnasinda bir
noktanin ivme vektord, siriklenme ivme vektori ile Coriolis ivme vektori ve relatif

ivme vektorinin toplamina esittir. Yani
b, =b,+b_ +b, (3.20)
saglanir, [7].

Sonug 3.4 B=G/G' hareketi esnasinda, b, Coriolis ivme vektori ve V, relatif hiz

vektord Galilean anlaminda birbirine diktir. Yani

<Vr,bc>G =<x1g1 +x,8,,08, +2x, (/)g2>=0
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dir, [7].

Simdi bir B hareketinde herhangi bir ¢ aninda siriklenme ivmesi sifir olan

noktalari aragtiralim:

b, =0.g, +{(xl -p)o-p, gp}gz =0 icin elde edilen

(xl_p1)(b_l51¢:0

lineer denklem sistemi

q,(t) (3.21)

q,(t)=(q,(t)) (), ueR

¢Ozlimine sahiptir, [7].

Sonu¢ 3.5 B=G/G' hareketi esnasinda herhangi ¢ anindaki her iki dizlemde

hareket etmeyen sabit noktalari G dizleminde y—eksenine paralel dogrular

Uzerindedir. Yani, herhangi ¢ aninda G dizleminde sadece ivme poli vardir. Biitlin

t el lar igin bu hareketli pol dogrulari y —eksenine ve birbirine paraleldir ve bir

paralel dogru demeti olusturur, [7].
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BOLUM 4

HAREKETLI KOORDINAT SiSTEMI

Tezimizin orijinal kisimlarindan ilki olan bu bdélimde l¢ dizlemin birbirine gore

Galilean hereketleri incelenecektir.

G hareketli duzlemi {0;g,,g,} koordinat sistemi ile G’ sabit dizlemi ise

{0';g1,8;} koordinat sistemi ile verilsin. Bu durumda B =G/ G’ hareketi esnasinda

G duzleminde aldigimiz bir noktanin G’ sabit diizlemine gore izafe ettik. Tersine,

eger G' hareketli, G sabit olsaydi benzer formilleri bulurduk.

Simdi ise G ve G' dizlemlerine gore hareketli bir A dizlemi tGzerinde bir noktanin

hareketini inceleyecegiz. (Sekil 4.1)

i%d

Sekil 4. 1 Biri sabit digeri hareketli Galilean dlizleme gore hareket
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Formillerimizin bir ve iki parametreli hareketlerde gecerli olmasi icin diferansiyel
yazisg tarzini kullanacagiz. Bir noktanin veya vektoriin G dizlemine gore degisimini

"d..." ve G'dlzlemine gére degisiminide "d'..." ile gbsterecegiz.

A duzlemi {B;a,,az}koordinat sistemi ile verilsin. Artik 4 duzleminin G ve G’

diizlemlerine gore hareketilerini daha dnce gordiigimiz G nin G' dizlemine gore
hareketi gibi gosterilebilir. Burada ¢ ve  nin, sirasi ile, A4/G ve A/G' bir
parametreli dizlemsel Galilean hareketlerin shear dénme agisi oldugunu kabul

edelim.

B =G/ G hareketinde tiirev denklemleri

g = ¢g2

g, =0
u :(dl)g1 +(d2_”1 ¢]gz-

Benzer sekilde A/G hareketinin tirev denklemleri OB =b =5ba, +b,a, olmak

uzere

da, =dgpa,
da,=0
db =(db, )a, +(db, +bhdp)a,

ve A/G" hareketinin tirev denklemleri O'B=b’=b/a, + ba, olmak tzere

d'a, =dya,
da,=0
d'b’ =(db))a, +(db, +bidy )a,

bulunur. Kisaligl temin etmek maksadiyla

dp=r1 dy =1
db, = o, , 1db/ =0
db,+bdp=0, |db,+bdy =0,
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ve d'b=d'b’ olsun.
Tanim 4.1 Burada o,,0,7,7' blyukluklerine, bir parametreli harekete ait Pfaff

formlari (lineer diferansiyel form) denir.
Boylece 4 nin G —duzlemine gore hareketinin tirev denklemleri

da, =ra,
da, =0 (4.1)

db=o0a,+0,a,
ve A nin G'—dizlemine gore hareketinin tlirev denklemleri

d'a, =7'a,
d'a,=0 (4.2)

d'b'=oca +0a,

seklinde verilmis olur.
Simdi de A4 dizleminde koordinatlari (xl,xz) olan bir X noktasi ele alalim.
BX = x,a, + x,a, olmak tzere

x=0X=0B+BX=b+xa, +x,a,
ve

x'=0'X=0B+BX=b"+xa, +x,a,
vektorlerini teskil edelim.
(4.1) tarev denklemleri yardimiyla X in G dlzlemine gore degisimi

dx=db+xda, +dxa, +x,da, +dx,a,
veya

dx =(dx, +o0,)a, +(dx, + 0, +7x, )a, (4.3)

yazilabilir. Buradan X noktasinin G dizlemine gore hizi bulunur. Buna da relatif hiz

vektori denir ve

y, &
dt
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ile hesaplanir.

Eger V. =0 veya dx=0 ise X noktasi G de tespit edilmistir. O halde X in G de

sabit olma sartlari

dx,=-o, , dx,=-0,—1X, (4.4)
elde edilir.
Tamamen benzer sekilde X in G’ ye gore degisimi igin

d'x'=d'x=(dx, +0,")a, +(dx, +o,'+7'x,)a, (4.5)

elde edilir. Buradan da X in G’ dizlemine gore degisimi yani X in mutlak hiz

vektori

yazilabilir.

Eger V,=0 veya d'x=0 ise X noktasi G' de sabittir. O halde X in G’

diizleminde sabit olma sartlari igin
dx, =—o,' , dx,=—0,'-7'x, (4.6)

yazilabilir.

X noktasi G de sabit tutuldugunda V; :% siriklenme hizi X in G' duzlemine

gore d,;x degisimine karsilik gelir. Buna gore (4.4) deki sartlar (4.5) de yerine

yazilirsa
d,x= {(0'1 -0, )} a + {(0'2 '—0,)+(r'-7)x, } a, (4.7)
elde edilir.

Boylece (4.3), (4.4) ve (4.7) denklemlerinden d'x =d;x+dx oldugunu goériyoruz.
Yani hizlar kanunu korunmusg olur (V, =V, +V_). Burada G ve G' dizlemleri sabit

kabul edilmistir.

A/ G hareketinde Vva , X noktasinin A/ G hareketine gore hizi yani
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o, +{0, +7x,}a, +dxa, +dx,a,
degisimine esittir. er , X in kendi dlzlemine ( 4 dizlemine) gore hizi
dxa, +dx,a,
degisimine karsilik gelir. Boylece 4/ G hareketine gore i’v, suriklenme hizi
oa,+{o,+7x}a,
degisimidir.
Ayni sekilde A/ G' hareketinde Vva’ , X noktasinin 4/G' hareketine gore hizi yani
o, +{o,+7'x,}a, +dxa, +dx,a,
degisimine, er' , X in kendi dizlemine ( 4 dlzlemine) gore hizi yani
dxa, +dx,a,

degisimine karsilik gelir. Boylece X noktasi 4 dlzleminde sabit iken X in G’

duzlemine gore ifvf’ hizi,
! ! !
o, +{o,+1'x }a,
degisimine esittir.

Ayrica, G/G' hareketi; A/G nin ters hareketi ve 4/G' hareketi ile karakterize

edilir. Boylece G/G' hareketinde d,;x suriiklenme hizi, 4/G’ hareketindeki

stiruklenme hizi ile 4/ G hareketindeki siruklenme hizinin farki olarak elde edilir.

Buna gére, G/ G' hareketinin surtiklenme hizi
dfxz\/]vf"i};
= [0131 +{o, + rxl}az]—[a{al +{o, +r'xl}32]
={(61 '—01)}a1+{(<72 '—<72)+(r'—r)xl}a2
seklinde yeniden yazilabilir. Dolayisiyla G/G’ hareketinin Shear Dénme Pold,

BP = pa, + p,a, olmak uzere siriklenme hizinin sifir olmasiyla bulunur. d,x=0
icin
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{(Gl '—0'1)=0

((72 '—0'2)+(z"—z')x1 =0
yazilabilir. Elde edilen bu lineer denklem sistemi
o,'-o,

T'-7 (4.8)
P, =X, :pz(/l), AeR

b =x=

¢Ozlimune sahiptir.

4.1 Birbirine Gore Hareket Eden Diizlemler igin Shear D6nme Polii

Sisteme A duzleminin girmesiyle 4,G,G' gibi birbirlerine gore hareket eden ve
yine birbirine gore ikiser ikiser bir parametreli hareket meydana getiren Ug dizlem
vardir. Belirli bir ¢ aninda (4,G), (4,G"), (G,G') diizlem iftlerinin her biri

tamamen belirli birer shear donme poliline sahiptir ve ani donme hareketleri bu
donme polleri etrafinda belirli bir agisal hiz ile meydana gelir. Buna gore birbirine

gore hareket eden (i¢ diizlem bir {ic-Uyeli kinematik zinciri teskil eder.
A nin G dizlemine gore 4/ G hareketi (4.1) denklem sistemi ile elde edilir. Burada

d@ =t sonsuz kiigik dénme agisi yani, é acisal hizdir.

X noktasinin 4 ya gére dBX =dxa, +dx,a, degisimine X in 4 dlzlemine gore
(relatif) hiz vektori karsihk gelir. Eger x,, x, sabit ise X noktasi 4 duzleminde
sabittir. (4.3) formiliu ile X in G duzlemine gore degisimi verilmisti. Buna gére X
in 4/ G hareketinde siiriiklenme hizina (o, )a, +(o, +x,7)a, degisimi karsilik gelir.

Fakat hareketin shear donme poli siriklenme hizinin sifir olmasiyla karakterize

edildiginden g shear donme pol dogrusu

g =-22
q-- : r’ (4.9)

%:qz(é:)s SeR

bulunur. Benzer sekilde ¢' shear donme pol dogrusu ( 4/ G' hareketinin)
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g . (4.10)

olur.

2
0
" A P
gz /// II l//
7 l//_¢ III
I A AT,
g

Sekil 4. 2 Duzlemlerin donme acilar

G/G' hareketinin agisal hizi dir (Sekil 4.2) ve p

d(y/—(o) _ dy—do _ -7
dt dt dt

shear dénme pol dogrusu

'
o, —O
— 2 2

pl__ ) ’
p.-. T—’Z'

p2=p2(/1), AeR

(4.11)

denklemi ile verilebilir.

Teorem 4.1 Ug Galilean diizlem ikiser ikiser birbirine gére bir parametreli diizlemsel
Galilean hareket meydana getirirse, her ¢ aninda Ug¢ relatif shear donme pol

dogrusu vardir ve bu dogrularin her biri birbirine paraleldir.

Sonug 4.1 Genel olarak, ikiser ikiser her defasinda birbirine goére diizlemsel hareket
yapan, n dizlemimiz olsa bu taktirde bir #n—1Ulyeli kinematik zincirden
bahsedebiliriz. Bu hareketlerin her biri ¢ (zaman) reel parametresine bagh ise her ¢
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n
degerine karsilik LZJ sayida relatif shear donme pol dogrusu mevcuttur ve bu pol

dogrulari birbirlerine paraleldir.

Teorem 4.2 Uc¢ Galilean diizlem ikiser ikiser birbirlerine gére bir parametreli
diizlemsel Galilean hareket meydana getirirse, bu durumda Ug relatif shear donme

polinin uzakliklari orani agisal hizlarin oranina esittir.

Ispat

oldugundan

(p1_% ')_(‘]1 '_ql) (%_pl)

T (T—T) -7

saglanir. Galilean geometride iki nokta arasindaki uzaklik apsisler farkina esit

oldugundan
loo, :[e' Pl :|Pel; = (r*-7):7: ="

yazilabilir.
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BOLUM 5

GALILEAN HAREKETLER ALTINDA EULER SAVARY FORMULU

Tezimizin ikinci ve son orijinal kismi olan bu bélimde bir parametreli dizlemsel

Galilean hareketleri igin Euler Savary formli elde edilecektir.

5.1 Galilean Hareketler Altinda Kanonik izafe Sistemi

G ve G' Galilean dizlemlerine gore hareketli bir 4 Galilean diizleminin hareketini

yani {0;g,,g,} koordinat sistemi ile {O';g},g}} koordinat sistemine gére hareket

eden {B,al,az} koordinat sisteminin hareketini inceledik. Simdi ise bu bélimde

i) Sistemin B baslangici bir P ani shear dénme poliiyani B =P

i) {B,a,} ekseni pol tegeti ile yani (P),(P') pol egrilerinin ortak tegeti ile

cakisacak sekilde,
Ozel bir {B,al,az} koordinat sistemi lizerinde calisacagiz.
Eger i) sartini goz 6niine alirsak (4.8) denklemden p, =p, =0 ve o, = al', o, = 02'
elde edelir. Boylece
db=dp=o0,a,+0,a,=dp=db’

yazilabilir.  Ayrica ii) sartindan o, =0, =0 bulunur. Boylece dizlemi 4, ile

gosterilen bu eksen sistemi icin (4.1) ve (4.2) denklem sistemleri daha basit hale
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gelir. Kisaligin temini maksadiyla o, =o] =0 alirsak {P,al,az} kanonik izafe

sistemine ait tirev denklemleri

da, =7a, da, =7'a,
da,=0 ,ve{da,=0
dp = oa, dp=oa,

seklinde elde edilir. Burada o, (P) ve (P') pol egrilerinin skaler yay elementidir.

Glnku s:j||V,,||clt veya ds=| dt olup buradan ds:@dt olmak Uzere

Vl'

ds =db = o elde edilir.

Ayrica 7, (P) hareketli pol egrisinin komsu iki tegeti arasindaki kotengez acisi
olmak tizere (P) hareketli pol egrisinin P noktasindaki egriligi 7:c dir. Ayni
sekilde 7, (P') sabit pol egrisinin komsu iki tegeti arasindaki kotengez agisi olmak
Uzere (P') sabit pol egrisinin P noktasindaki egriligi ': o dir. O halde (P) ve

(P') pol egrilerinin egrilik yarigaplari, sirasi ile

(5.1)
ve
r=c (5.2)
T

yazilabilir.
Hareketli G dizlemi dtf zaman araliginda P poli etrafinda sabit G' dizlemine

gore d¢ =7"—71 sonsuz kiiglik ani shear donme agisi ile doner. Boylece hareketli G

dizleminin sabit G’ dizlemine gore agisal hizi

r’—r_@_~_
B as 0T (5:3)

bulunur. Béylece

i:ﬁ:l_l (5.4)
ds ds r' r
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elde edilir. G duzleminin G’ duizlemine nazaran ani shear dénme hareketinin agisal

hizi genellikle @ ile gosterilir. Eger ¢:a) ise w, G diuzleminin G’ dizlemine gére

acisal ivmesidir.
a, teget birim vektdriiniin yéniiniin (P) ve (P') pol egrilerinin pozitif x— ekseni
yonline gore cizilisi ile tesbit edilen yonde verilmis olsun. Yani E >0 olacak sekilde

secilsin. Egrilerin olusum hareketi ile a, in hareketi hep ayni yénde oldugundan r

pozitifdir. Benzer sekilde r' de pozitiftir.

5.2 Euler-Savary Formiilii

Simdi B=G/G' hareketinde hareketli G dizleminin bir X noktasinin sabit G’
dizleminde ¢izdigi yoringe egrisinin egrilik ¢emberinin (cycle) d c¢api Gzerindeki
herhangi bir X' noktasinin durumunu inceleyecegiz. Kanonik izafe sistemde G ve

G' duzlemlerindeki X ve X' noktalarinin koordinatlari, sirasi ile, (xl,xz) ve
(x{,x;) olsun. X ve X' noktalar, her ¢ aninda X noktasina ait anlik yériinge
normali tGizerinde anlik P shear donme poli ile birlikte yer alir. Boylece
PX=xa, +x,a, (5.6)
ve
PX'=xa, +xa, (5.7)
vektorleri P polinden gecen ayni yonli vektorlerdir. Dolayisiyla
X X, =X X (5.8)
veya
XX, —xx, =0 (5.9)
yazilabilir. ii) sartini tekrar gbz 6niine alirsak X noktasinin hareketli G dizleminde

sabit olmasi icin

dx, =—0, dx, =—1X, (5.10)

ve X' noktasinin sabit G' duzleminde sabit olmasi igin
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dx| =—o, dx, =—1'x] (5.11)

1

bulunur. (5.9) denkleminin diferensiyeli alinir ve (5.10) ve (5.11) sartlari géz 6niinde

bulundurulursa
dx, x; + x,dx, —dx/x, — x/dx, =0 (5.12)

veya

o, 43, (~2'x) = (=) 3, ! (~73,) =0
veya

(x,-x))o + 52 (r—7') =0

elde edelir. Eger kutupsal koordinatlara gecerilirise a ve a’, sirasiile P
noktasindan X ve X' noktalari arasindaki uzakliklarive a, PX = PX' polisiniile

pol egrilerinin ortak tegeti arasindaki agiy1 gdstermek lizere

X, =acosga =d, x =d'cosga=a,
] ve . . , (5.13)
X, =asinga =aa x,=a'singa=da
oldugundan son denklemden
(asinga—a'singa)o+ad' (r—7")=0 (5.14)

yazilabilir. (5.14) denklemi ve (5.4) denkleminden

(L’_ljsingaﬁ__i:l_l:ﬁ (5.15)

a a c o r r ds

elde edelir. Burada r ve r' sirasiyla (P) ve (P') pol egrilerinin egrilik

yarigaplaridir.

Tanim 5.1 (5.15) denklemine Galilean diizleminde bir parametreli hareketler igin

Euler-Savary formiilii denir.

Teorem 5.1 G ve G’, sirasi ile, hareketli ve sabit Galilean dizlemler olmak tzere
B=G/G" bir parametreli diizlemsel Galilean hareketi esnasinda G duzlemindeki

bir X noktasi, normal egrilik ekseni Uzerindeki bir noktasi G’ dizlemindeki X'
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olan bir yoriinge cizer. X ve X' arasindaki baginti (5.15) Euler-Savary formili ile

verilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde G° Galilean geometride temel bilgiler detayli bir sekilde incelenmis ve bu
geometride hareket ve hareketli koordinat sistemleri arastirilmistir. Ayrica Oklid ve
Lorentz dizleminde elde edilenlere analog olarak Euler Savary formili

hesaplanmistir.
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