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ONSOZ
Birinci mertebeden diferansiyel operatoriin spektral 6zelliklerinin incelendigi bu tez
calismasinin hazirlanma siirecinde, sabrin1 benden esirgemeyen ve degerli katkilariyla beni
yonlendiren danigsmanim Sayin Prof. Dr. Mehmet Bayramoglu’na ve manevi destegi, anlayist
ve sevgisiyle her zaman yanimda olan esim Erkan Duyar’a tesekkiirii bir borg bilirim.
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OZET

BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL OPERATORUN SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Inangc DUYAR
Matematik Miihendisligi, Yiiksek Lisans Tezi

L’ (a,b), (— w<a<b< oo) Hilbert uzayinda birinci mertebeden diferansiyel operatoriin
spektral 6zellikleri incelenmistir.

d/dx diferansiyel ifadesi ile olusturulan operatoriin siirsizlik, kapalilik, kapanabilirlik gibi
ozellikleri incelenerek kapanist belirlenmistir. Bu kapanisin bir fonksiyona ¢arpim operatorii
ile toplaminin spektrumu incelenmistir.

L (—oo,oo) uzayinda id/dx ifadesi ile olusturulan operatoriin kendine esligi; bagimsiz
degiskene carpim operatérii ile unitar denk oldugu gésterilmis; L*[0,1] uzayinda kendine es
genisletmeleri verilmis ve ayrica L*(0,0) uzaymnda kendine es genisletmelerinin olmadig

gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Spektrum, diferansiyel operator, unitar denklik.
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ABSTRACT

THE SPECTRAL PROPERTIES OF THE FIRST ORDER DIFFERENTIAL
OPERATOR

Inan¢ DUYAR
Mathematical Engineering, M.S. Thesis

The spectral properties of the first order differential operator were studied in
L’ (a,b), (— w<a<b< oo) Hilbert space.

The properties of d/dx differential operator, such as being bounded, closed or closable, were
examined separately and the closure of the operator was determined. The spectrum of the sum
of this closure and a multiplication operator was studied showing that it consisted of the
imaginary axis.

It was proved that the differential operator id/dx was self adjoint and the spectrum of the sum
of this closure and a multiplication operator was consisted of the real axis. It was shown that
different self adjoint operators could be made with that differential operator.

The resolution of the identity for —id/dx operator was shown explaining that the differential
operator and the multiplication operator were unitary equivalent.

Moreover the closure of this operator, its adjoint and its self adjoint extensions were studied
in L’[0,1] and L* (0,0) spaces.

Keywords: Spectrum, differential operator, unitary equivalent.



1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda L’ (a,b) , (—oo <a<b< oo) Hilbert uzayinda id/dt diferansiyel ifadesi
ile olusturulan operatdrlerin spektral 6zellikleri ve bunun yamisira L* =L (— oo,oo) uzayinda
d/dt operatorii ile fonksiyona c¢arpim operatoriiniin toplaminin spektrumu da incelenmistir.
Ayrica I° (— oo,oo) uzayinda —id/dt operatdrii ile bagimsiz degiskene ¢arpim operatdriiniin

unitar denkligi de gosterilmistir.

Bu konu ¢ok sayida kitapta yer almistir ([Schechter, 2002], [Smirnov, 1964], [Akhiezer ve
Glazman, 1987], [Yosida, 1980], [Lyantze ve Storozh, 1983]). Birinci merteben diferansiyel
operatoriin, fonksiyona ¢arpma operatorii ile pertiirbasyonuna dair bir ¢ok makale vardir

([Chernyavskaya ve Shuster, 2006], [Chernyavskaya ve Shuster, 2007]).



2.17 (- 0,00) UZAYINDA BiRINCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL OPERATOR

Tiim gergel dogru {lizerinde karesi integrallenebilir u(t) fonksiyonlarinin Hilbert uzaymi
> =1*(—o0,) ile gosterelim. D(A) ile(—o0,0) da kendisi ve birinci tiirevi siirekli olan ve
L*(—o0,00) uzayina ait fonksiyonlar kiimesini gosterelim. Bu kiimenin L?(—co0,0) bir lineer

manifold olusturdugu agiktir. Tanim kiimesi D(A) olan ve u(t) e D(A) iken;

_ du(®)
Cdt

Au

formiilii ile bir A diferansiyel operatriinii tammlayalim. A, L? uzaymi L*ye doniistiiren
lineer operatordiir. Bu boliimde A diferansiyel operatoriinii inceleyecegiz. Belirtelim ki; u(t)
fonksiyonlar1 kompleks degerlidir ve gézoniine aldigmmiz L? uzay1 da kompleks Hilbert

uzayidir.

2.1 A Operatoriiniin L’ = L*(~o0,0) Uzerinde Simrsizhgimin incelenmesi

o(t)=0 ve |t|<1 araliginin  disinda sifir olan, herhangi bir non — negatif stirekli

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Ornegin, a keyfi bir sabit olmak iizere asagidaki

fonksiyonu ele alalim.

a.exp( ! j , |t|<1

o(t) = t* -1 (2.1)
0 , [t >1

Ayrica,

T o(t)dt =1 (2.2)

—o0

oldugunu farzedelim.

¢, =n.p(nt) , n=1,2... olsun. (2.3)

O halde ¢, e D(A) ve

0, *=n’. T ‘(p(nt)z‘dt =n. T |(p(1:)|2d1: = n.||(p||2 olur. (2.4)



*=n*. ]E ‘(p'(n‘[)‘2 dt=n’. ||A(p||2 olarak yazilir.

—00

|Ao,

Burada Ag#0 olmalidir, aksi takdirde ¢ bir sabit olacaktir ki L* deki tek sabit 0°dir. Bu

|Ae| _
(PH

nedenle; n — o iken

Bu da A operatoriiniin sinirl olmadigini gosterir.

2.2 A Operatoriiniin Kapalihginin incelenmesi

A operatoriiniin  kapali olup olmadigini incelemek i¢in (2.1) ve (2.3) ile gosterilen

fonksiyonlardan yararlanalim.

Ayrica herhangi bir u e L igin;

Ju(x)= T ¢, (x —t).u(t)dt (2.5)

olarak tanimlansin. Bu durumda,

J u| < ||u|| (2.6)

olacagindan J ue L’ dir. Ayrica; herhangi bir u e L igin ;

n— oo iken |u—1J u| -0 elde ederiz. 2.7)

Oncelikle (2.6) ve (2.7)’nin dogru oldugunu farzedelim ve L?de tanimli bir u(t) fonksiyonu

asagidaki sekilde verilsin.

I+t , —-1<t<0
ut=41-t , o0<t<l
0 , It >1



Acikga goriliyor ki; u(t) fonksiyonu (—oo,00) araliginda stireklidir fakat tiirevi stirekli
degildir. Bu nedenle u¢ D(A) olur. Bununla birlikte V n i¢in J ueD(A) dir. (2.5)’te

verilen integral sadece -1’den +1°e uzanir ve u(t) siireklidir. Boylece integral isaretinin altinda

tiiretilebilir ve stirekli bir fonksiyon elde edebiliriz. J u,|t

> 2 i¢in sifirdir; ayni sey tiirevi igin
de gecerlidir. Bu da her n i¢in; J ueD(A) oldugunu gosterir. Ayrica u'(t) stirekli

olmayabilir, fakat yine de L* i¢indedir.

1, -1<t<0
u'(t)y=9-1, 0<t<l
0, It >1

Ayrica;

AT u(x) = j @' (x—t) u(t).d(t)
=[ ¢, (x=0.(+0dt+] ¢, (x=1).(0-1)dt
=[ ¢.(x-1) dt—j' @, (x—t) dt

= j ¢, (x—t)u'(t)dt =T u'

Simdi (2.7) yi dogru kabul edersek; n — oo iken

— 0,[u'-AJ u|| > 0 olmalidir. Bu durumda eger A kapal1 bir operatdr ise; ue D(A)

||u -J,u

olacaktir ki bunun da yanlis oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla A operatorii kapali degildir.

Geriye (2.6) ve (2.7) yi kanitlamak kaliyor.

Cauchy — Schwarz esitsizligini (2.5)’e uygularsak;

I ux)| < T @, (x—t)dt. T ¢, (x—t) . Ju(t)dt elde ederiz.



(2.2) ile;
[ o.(x-tdt=1 2.8)
yazilabilir. Boylece;

Jnu(x)|2dxsj T ¢, (x—t).Ju(t)|” dt.dx

o b

=j j ¢, (x—t).Ju(t)| dx.dt

—00 a

|

(Integrasyon siras1 degistirilebilir; ¢iinkii ¢ift integral mutlak yakinsaktir.)

b ©
N j ¢, (x —t)dx < j ¢, (x—t)dx =1 oldugundan

b 0
[ ol dx < [ o] de=[uff elde edilir.

a

a— -, b—> o secgersek; ||J uf < ||u|| olur.Bu durumda; J ue L’ oldugunu gériiriiz ve (2.6)

kanitlanir.
(2.7)’yi ise, siirekli ue L’ fonksiyonlar1 igin kanitlamanin yeterli oldugunu sdyleyebiliriz.

Bunun sebebi, siirekli fonksiyonlarn L de yogun olmasidir. Ayrica biliyoruz ki Yu e L igin

(2.6) saglanir ve L? de yogun bir u kiimesi i¢in (2.7) kanitlanirsa; o zaman (2.7) Vu e L? i¢in

saglanir (Schechter, 2002).

(2.7)’yi siirekli ue L’ fonksiyonlari icin kanitlarken; & >0 ve R asagidaki kosulu saglayacak

kadar genis segilsin.

€
[ jprauf de < =



u(t), smirh araliklarda diizgiin siirekli oldugu igin,

t|< R ve |s| <0 iken asagidaki kosulu

saglayan bir & >0 vardir.

€

lu(s+t)—u(t)” < Y

Boylece;

K 4

[ Jus+v—uf dt< ~ 5| <3 yazilabilir.
R

d <1 oldugunu farzedelim. O halde;

o0

[ us+o-u@fdi<2. [ (us+of +[u®)])dt

R
o | Y+ 2. Ju(o)dt £
R[S |u(r)| r+ ‘,[ |u( )| < 1

Benzer bir esitsizligi (—o0,—R) araligi i¢in de yazabiliriz.
Esitsizlikleri birlestirirsek;

j Ju(s +t)—u(t) dt <e

—00

: s|<3 (2.9)

elde ederiz.

Simdi (2.5) ile:
1,060~ | 9, ©)ax =) 2.10)
Ayrica (2.8) ile;
J,u(0) - u(x) =_]O 90(5)-[u(x —5) ~u(x)]ds @.11)

bulunur.



Schwartz’1n esitsizligini uygularsak ve x’e gore integral alirsak;
.[ |Jnu — u|2dx < I Q,(s). .[ |u(X -s)— u(x)|2 .dx.ds (2.12)

elde ederiz.

Simdi; (2.1) ve (2.3) ile V |ns| >1 i¢in @, (s) sifira gider. Boylece, (2.12) deki s’ye gore
integrasyon sadece |s| <l araliginda yapilabilir. Eger n >% alirsak; s icin bu aralikta (2.9)
n

saglanacaktir. Bu da;

Ju-— u||2 <e. j @, (s)ds = ¢ esitsizligini verecektir.

—00

— 0 yazilir ve bdylece (2.7)’nin ispat1 tamamlanmig

Yani €>0 icin n - oo iken ||u—Jnu

olur.

2.3 A Operatoriiniin Kapanabilirliginin Incelenmesi

A operatoriiniin L* de kapali ve sinirli olmadigini gosterdik. Simdi de A’nin kapal bir devami
olup olmadigini aragtiralim. Aslinda bu soru A’nin kapanabilir olup olmadigini sormakla
aynidir. Clinkii biliyoruz ki; yalniz ve ancak bir lineer operatdr kapanabilir ise kapali bir

devami vardir (Schechter, 2002).

A’nin kapanabilir oldugunu kanitlamak i¢in; {u,} L*de, u, -0 ve Au, —f kosullarim

saglayan, D(A)’daki fonksiyonlarin bir dizisi iken; f = 0 oldugunu gostermemiz gerekir.

Bunu gormek igin; t| araligimin disinda sifir olan, D(A) daki herhangibir fonksiyon v olsun.

Kismi integral alirsak; V n icin asagidaki esitligi elde edebiliriz.
(Au,,v)=—(u,,v'") (2.13)

v, sonlu bir araligin disinda sifirlandigindan sinir terimleri yoktur.



n — oo i¢in limit alirsak Vv i¢in;
f,v)=0 (2.14)

elde ederiz. Bu da f= 0 oldugu anlamina gelir.

Bu esitligi asagidaki gibi gosterebiliriz:

VR >0 ig¢in, fr su sekilde tanimlanmis olsun.

- <R 2.15
““lo . >R &1

fel’ oldugundan; f, e ’olur. (2.7)’yi kullanarak Ve>0 igin, n’yi yeterince biiyiik

secgersek,

It -1.f

S
< 2.16
2 (2.16)

yazabiliriz.

Ayrica R’yi asagidaki esitsizligi saglayacak kadar genis segebiliriz.

2
£t = [ [f7de<= 2.17)
[t|>R 4
(2.6)’ya gore ise; ||Jnf - JnfR” < ||f - fR||<§ olur.
Boylece;
If =T, fe] <& (2.18)

oldugu goriiliir.
V nve Ricin, J f; fonksiyonu |t| araliginin disinda sifirdir. Ayrica; eger (2.1) ile verilmis

olan ¢ fonksiyonunu kullanirsak; J f, sonsuz kere diferansiyellenebilir.

Ozel olarak, V nve Rigin  J f, eD(A)’dir ve (f,J f,)=0  olur.



Boylece V nigin,
IE]" = (£, £ =3, £) <[] - | - T, fe | elde edilir.

O halde (2.18) ile; | <& yazlabilir.

¢ keyfi olarak secilebildiginden f = 0 alinir ve bdylece ispat tamamlanmis olur. Yani A

operatorii kapanabilir, dolayistyla kapali bir devami vardir.

Bilindigi gibi,

t| araliginin disinda sifirlanan bir ¢(t) fonksiyonunun “kompakt dayanagr”
vardir (Schechter, 2002). Burada Cg ile kompakt dayanakli, sonsuz kere diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin bir sinifi gosterilirse; CJ’un L? de yogun oldugu agiktr.

2.4 A Operatoriiniin Kapanisi
A operatoriiniin kapanisi olan A asagidaki sekilde tanimlanir:
Vu, fel® igin, u, >u ve Au, - f olacak sekilde bir {u,} c D(A) dizisi varsa;

ue D(K) olur ve Au, folarak tamimlanir (Schechter, 2002).

Oncelikle A operatOriiniin resolvent kiimesi olan p(K) "y1 belirleyelim:

Yani V f € L? igin;
(A-A).u=f (2.19)

denkleminin tek bir ueD(K) ¢Oziimiinlin olabilmesi i¢in A ’nin hangi degerlerde olmasi
gerektigini bulalim. ilk olarak u ve fnin (2.19) kosulunu saglayan diizgiin fonksiyonlar

oldugunu varsayalim. Bu durumda A operatorii, A’ya indirgenir ve (2.19) asagidaki sekilde

yazilir.
u'-Au=f (2.20)

—At

Bu diferansiyel denklemin her iki tarafin1 e™ ile ¢arpar ve 0’dan x’e integralini alirsak;
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e . u(x)=u(0) +I e ™ . f(t).dt

esitligini elde ederiz.

A =oa+1f olsun. Genel olarak,

|u(x)| =e™ .

u(0)+j e F(t).dt

yazilabilir. Burada A ’ya bagh birka¢ durumu inceleyecegiz.

2.4.1 o.> 0 l¢cin p(A)’ nin Belirlenmesi

u(0) +T e L f(t).dt=0

olmadikca;

X —> oo iken |u(x)| — oo olur.

2.21)

(2.22)

(2.23)

Bu durumda o >0 icin, u'nun L*’de olabilmesinin tek yolu (2.23) kosulunun saglanmasidir.

Bu kosul saglandiginda,

u(x) = —T 00 f(t)dt

X

olarak yazilabilir ve bu fonksiyon L*dedir.

Burada Cauchy — Schwarz esitsizligini uygularsak;
uo” <[ e 00dt. | e (o dt elde edilir.

o0

I e® 00t = 1 oldugundan,
a

X

(2.24)
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j|u(x)| dx<l j j “00 et dt . dx

-0 X

T j e“ 0 dx [f(t)[ dt (2.25)

-l

Q|H Q|~

O halde o >0 iken; her siirekli fonksiyon feL’ igin, (2.20) denkleminin tek bir siirekli

diferansiyellenebilir u € L* ¢dziimii vardir ve (2.24) ile verilen bu ¢dziim;

1]

Jul < o (2.26)

esitsizligini saglar.
Simdi de fnin, L* de herhangi bir fonksiyon oldugunu diisiinelim. Biliyoruz ki C, daki

fonksiyonlarin, f € L*’ye yakinsayan bir {f,} dizisi vardir (Schechter, 2002).

V f, icin;
(A-A).u, =1, (2.27)

denkleminin u, € D(A) olacak sekilde bir ¢oziimii vardir.

Bununla birlikte (2.26) ile; {u,} dizisinin L* de bir Cauchy dizisi oldugu da gosterilebilir.

£, ~ o

o

m,n — o iken ||un —um|| < -0 (2.28)

L? uzay1 tam oldugundan, u, —u olacak sekilde bir ue L’ fonksiyonu vardir. A tammi ile;

— — f
ueD(A) ve (A-A).u=1f oldugunu biliyoruz. Vn igin ||un|| <
o

fonksiyonlar1 (2.26)’y1 saglar.

Bu da, o>0 oldugu zaman Vf eL’ icin (2.19) denkleminin ¢oziilebildigini gosterir. Aym

durum « < 0 i¢in de gegerlidir.
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2.4.2 a.< 0 Icin p(A)’ min Belirlenmesi

u(0) = j e . f(t)dt (2.29)

olmadikga;

X — —oo iken |u(x)| — oo olur.

Boylece o <0 igin (2.20) diferansiyel denkleminin istenen ¢éziimii;

u(x) = j OV (1) . dt (2.30)

—0

olacaktir. Schwarz’in esitsizliginin basit uygulamalari ile u fonksiyonunun

joj <11 o31)

esitsizligini sagladigini gorebiliriz.

Ayrica limit islemini de yukaridaki gibi uygularsak, (2.19) denkleminin VfelL’ igin

¢oziilebildigini gostermis oluruz.

Bununla birlikte (2.20) diferansiyel denkleminin ¢oziimii siirekli diferansiyellenebilir

oldugundan tektir fakat ayn1 durum (2.19) denklemi i¢in gecerli degildir.

Teklik durumunu incelemek igin; o # 0 ve baz1 f € L* fonksiyonlari igin, (2.19) denkleminin
iki farkli ¢6ziimii oldugunu varsayalim. O halde bu ¢ozlimlerin farki olan u asagidaki

denklemin ¢oziimiidiir.
(A=2).u=0 (2.32)

ue D(K) oldugundan; Au, — Au iken u, — u kosulunu saglayan bir {u,} = D(A) dizisi

vardir. v ise, D(A)’da herhangibir fonksiyon olsun ve (2.13)’ilin gerceklestigini farzedelim.
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Boylece;
Au,v)=—(u,v") elde ederiz.

Buradan V v e D(A) igin,

(u, V'+Av) =0 oldugu gdriiliir.

Re (—X) =—ReA=—-a#0 oldugundan, Vg e C; igin;

VAV = g  kosulunu saglayan bir ve D(A) vardir ve V g e C; i¢in;
(u,g)=0 yazilir.

Bu durumda Cj, L* de yogun oldugundan; u = 0 olur.Yani (2.19) denkleminin tek bir

¢Ozlimii vardir.

Simdide, Vve D(K) icin (2.13)’1 kanitlayalim.

veC, iken (2.13) esitligi saglandigindan; Vv e D(A) i¢in asagidaki kosulu saglayan, bir

{o,} € C, dizisinin varligini gostermek yeterlidir.
k — oo iken ||(pk - v|| -0, ||(p'k —v'|| -0 (2.33)

Bunu kamitlamak igin; y € C; ve w e L igin;

2

00

J

—00

o0

j y(x — yw(t)dt

—00

dx

<[ Jw@lde [ | |\|/(X—t)|dx.|w(t)|2dt=( [ |\|/(t)|dt] wl?

—00 —00

oldugunu belirtelim (Schechter, 2002).
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Ozel olarak y(t) =@, (t) ve w=u—u, alirsak, V n ve V ueL’ igin R — o iken
AJuy >AJu (2.34)

oldugunu goriiriiz.

Ayrica v, D(A)’daki herhangi bir fonksiyon olmak {izere € >0 verilsin ve n, R asagidaki

kosullar1 saglayacak kadar genis segilsin.

€

||V—Jnv <E , ||v'—Jnv'

<5
2

€ €
J. (v —v)||<5 , ||AJn (Vg —v)||<5

Burada J v,eC; ve AJ v=J] Vv' oldugundan, (2.33) kanitlanir. Béylece Vv e D(K) icin

(2.13) “iin dogru oldugu goriiliir.

1.4.3 o= 0 icin p(X) > nin Belirlenmesi

ReA >0 ve ReA <0 yar1 diizlemlerinin p(K) icinde oldugunu gosterdik.
o =0 i¢in (2.22) denklemini inceledigimizde, (2.23) ve (2.29)’un birlikte saglanmasi halinde

wnun L*’de olabilecegini goriiriiz. Bu durumda;

T e f(t)dt=0 (2.35)

—00

olmalidir.

a =0 iken (2.20) denkleminin bir ¢dziimiiniin olabilmesi i¢in (2.35) gerekli bir kosuldur.

Eger baz1 a > 0 igin,

oift
f(t) = T , t>a

olarak secilirse; (2.21) yeniden yazildiginda V x >a igin;
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—ipx _ a —ipt rodt
e P ux) =u(0)+ [ e f(t)dt+ | -

= C+log> elde edilir.
a

Acikca goriiliyor ki; f siirekli bir fonksiyon ve f € L* olsa bile, bu esitlik L* de degildir.

Bununla birlikte; A =if iken V siirekli fonksiyon feL’icin (2.20) denklemini
¢Ozemeyecegimiz gercegi; A nin spektrum G(K) icinde oldugunu gostermeye yetmez.

A€ G(K) oldugunu kanitlamak i¢in;

y(t)eCy,

\y” =1 kosulunu saglayan herhangi bir fonksiyon olarak se¢ilsin. V& > 0 i¢in;
v, (1) =+/e.e™ ay(et) (2.36)
olsun. O halde;

Ay, =iy, +&7 . y'(et),

= =" [ o ae= vl olur.

Fakat;

hw.|* = 8-_T (e dt=|y| =1 olacagindan,

£ 0 segilirse;

hv.|=1 ve (A =iB)y,|— 0 (2.37)

oldugunu goriiriiz.
Bu da A=if’nin p(K) icinde olamayacagin gosterir. O halde, sadece ve sadece ReA =0

iken A € G(K) olur.
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2.5 Bir Carpma Operatoriiniin A- Kompakt Olmasinin Incelenmesi

Tamm-1: X,Y Banach uzayi, A kapali bir operatér ve B: X — Y tanimli lineer bir operator

D(A)

olsun. Eger D(B) > D(A) ve Hxn

X, +||Axn||S C  (C sabit) olacak sekilde secilen

V {xn} < D(A) dizisi i¢in {Bx,}’in yakinsak bir alt dizisi varsa; B operatorii A-kompakttir
(Schechter, 2002).

Tamm-2: B operatorii A kompakt ise;
c.(A)=M o (A+B)

olarak tanimlanan o (A), A operatoriiniin esas spektrumdur ve kompakt bir operatoriin A ’ya

eklenmesi ile spektrumdan ¢ikarilamayan c(A) noktalarindan olusur (Schechter, 2002).

Teorem-1: B operatérii A kompakt ise;

6.(A+B)=0c_(A) olur (Schechter, 2002).

q(t), (—oo,) araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. L? (—o0,00) iizerinde bir Q operatorini su

sekilde tanimlayalim:

Eger que L’ ise; u e L fonksiyonu D(Q)’dadir. Bu durumda; Qu= qu olarak yazilir.

Oncelikle Q’nun A- kompakt olmasini saglayan kosullar1 inceleyelim. Boyle bir durumda

Tanim-2’ye gore;

6,(A+Q)=0,(A) (2.38)
olur. Fakat;
6.(A)=0(A) (2.39)

ve G(X) sanal eksen olarak bilindiginden, Ge(K+Q) spektrumu da sanal eksenden olusur

(Schechter, 2002).
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Tanim-1’e gore Q operatoriiniin A- kompakt olmas1 i¢in, D(Q) o D(K) olmalidir ve

un

<C, (Csabit) (2.40)

+ HAun

kosulunu saglayan bir {u } € D(K) dizisi i¢in,

{Qu_ } 'nin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu da ancak;

lqu| < C, (ju]+ [Au ). ue D) (2.41)

ise dogru olabilir.

Eger (2.41) gergeklesmezse; — oo iken, (2.40)’1 saglayan bir {un}eD(K) dizisi

lqu,

olacaktir ki bu durumda; Q operatorii A- kompakt olamaz.

(2.41)’in daha zayif bir sekli;

lqu] <€, - (ju] + JAu]) ueD(A) (2.42)

olarak yazilir. Bu da Q operatoriiniin A- kompakt olmasi i¢in gerekli bir kosuldur.
(2.42)’nin q fonksiyonu i¢in ne anlama geldigini gorelim:

¢ € C,” fonksiyonu asagidaki sekilde se¢ilsin.

o(t)=0 , —00 < t < 00,
o=>1 , O<t<l.

vV reel degerli a i¢in; y, (t)=¢(t—a) fonksiyonu C,“’dadir ve bdyle bir fonksiyon
kesinlikle D(A) dadir. Bu nedenle; (2.42)’nin saglanmast i¢in;

dt < C, . Q ) olmalidir ki bununla

T law, v +w

a+l
[ )" dt<c, (o] +[ef)=c.C, esitsizligi elde edilir.

a
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Boylece; (2.42) esitsizligi i¢in;

a+l]

J. |q(t)|2dt <M<w, (a reel say1) (2.43)

olmas1 gerektigi gosterilmis olur.

Ayrica, Q’nun A - kompakt olmasi i¢in; (2.43)’e ek olarak asagidaki kosul da saglanmalidir:

a+l

a|— oo iken, q(t) 2dt >0 (2.44)
al J la)

Bunu kanitlamak i¢in; (2.44)’tin dogru olmadigini varsayalim. O halde; |a k| — o iken,

a+l
j lqt)dt>8>0 k=1,2, ... (2.45)

olacak sekilde bir {ay} dizisi vardir. Yukarida tanimlanan ¢(t) fonksiyonu,
vi(t)=o¢(t—a,) k=1,2,... (2.46)
olarak yazilsin. Buradan acik¢a goriiliiyor ki;

[vid +[Avid| = ol + ol = €

Eger Q, A- kompakt olsaydi; {vi} ile gosterilen bir alt dizi olacakti; dyle ki qv, , L*de bir f
fonksiyonuna yakinsayacakti. (2.45) ile;

a,+1

[ favifde> | laofdezs

ay

= T HOKEL bulunur. (2.47)

Diger bir taraftan; herhangi bir sonlu I aralig i¢in; k yeterince biiytik segilirse; v, (t) =0 olur

(Schechter, 2002).



19

Bu da, her siirli I aralig1 i¢in;

I |f (t)|2dt =0 oldugunu gosterir.

1

Bu durum acikga (2.47) ile ¢elisir. Yani (2.44) dogrulanmis olur.

= (2.43) ve (2.44), Q operatoriiniin A -kompakt olmast i¢in gerekli kosullardir.

Simdi de Q’nun K-kompakt olmas1 i¢in (2.43) ve (2.44)’lin yeterli kosullar oldugunu

gosterelim:

Ik olarak (2.43)’den yararlanarak (2.42)’yi kanitlayalim. Agik¢a goriiliiyor ki ,bunu da reel

degerli q, u i¢in yapmak yeterlidir. I, 1 birim uzunlugunda herhangi bir aralik ve x ile x' bu

araliktaki herhangi iki nokta olsun.

ue D(A) igin;

uz(x)—uz(x')zxj %[uz(t)]dt=2 j u'(t).u(t).dt olarak yazilr.

Boylece;

W) -w (<2, [ [w@.uojde< [ ) +u’].de (2.48)
olur.

Ortalama deger teoremi ile, x' agsagidaki sekilde secilebilir.

u’(x') =I u’. dt

1

Bu durumda (2.48) ile ;

w?) <[ [ +20°1de (2.49)

elde edilir.
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Denklemin her iki tarafin1 da q*(x) ile ¢arpip; I araliginda integral alirsak; (2.43) ile;

j q*(x).u(x)dx < j q*(x)dx. j [(u")? +2u’]dt < M.j [(u')? +2u’]dt (2.50)
1 1 1 1

bulunur. Birim uzunluktaki araliklar1 toplayarak;

j (x).u>(x)dx <M j [(u")? +2u?]dt (2.51)

elde edilir ki bu da (2.42)’nin dogru oldugu anlamina gelir.

Simdi de (2.15) ile gosterilen qr fonksiyonunu gézoniine alalim. Buna karsilik gelen operator

de Qg ile gosterilsin. Bu durumda; R < oo i¢in Qg operatdrii A - kompakttir.

Bunu gostermek i¢in; u € D(A), I sinirlt bir aralik ve x,x'e I olmak iizere,
u(x)—u(x') = j u'(t)dt esitligini ele alalim.

Bu durumda;

|u(x) — u(x')|2 < |X - X'| . ;f |u'(t)|2dt < |X - X'| . ||Au||2 olur. (2.52)
Ayrica x', ortalama deger teoremi ile ;

u(x') :J‘ u(t)dt olarak secilirse ve I aralii bir birim uzunlugunda ise;
I

uC) < [ fuco) de <[l (2.53)

olarak yazilir. Burada (2.52) ve (2.53) birlestirildiginde;
] < o]+ Aq] (2.54)

elde edilir.
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Simdi de ue D(K) fonksiyonlariin siirekli oldugunu ve asagidaki esitsizlikleri sagladigini

iddia edelim.
|u(x)| < ||u|| + HKuH , ue D(K) (2.55)

|u(x) — u(x')|2 < |X - X'| HKqu , ue D(K) (2.56)

Aslinda; eger u e D(A) ise; L¥de u, —>u, Au, — Au  olacak sekilde bir {u,} € D(A)

dizisi vardir. (2.54) ile yazilabilen;

u_(x) —um(x)| <|u, —um||-|-||Aun —Aum”

esitsizligi; stirekli fonksiyonlarin {un(x)} dizisinin; herhangi bir sinirli aralikta monoton
yakinsadigini gosterir. Limit u olacagindan; u siirekli fonksiyonlarin monoton limitidir ve

sonu¢ olarak stireklidir.

Ayrica (2.52)ile V n i¢in;

un(x)—un(x')|2 < |X—x'| . ||Aun ?

bulunur ve n — oo i¢in limit alirsak; (2.56)’y1 elde ederiz.

Qr’nin A- kompakt oldugunu gostermek i¢in; bir {u,} € D(K) dizisinin, (2.40)’1 sagladigim
farzedelim. O halde (2.55) ve (2.56) ile;

|un(x)| <C, [u,(x)-u, (x')|2 <C’ .|x - x'| yazilir.

[lk esitsizlik; u,’in monoton sinirl oldugunu; ikinci esitsizlik ise bunlarin es siirekli oldugunu

gosterir. Bu durumda Arzela — Ascoli teoreminden yararlanabiliriz.

Teorem-2 (Arzela — Ascoli): Sonlu bir aralikta monoton sinirl1 es siirekli bir dizi; monoton

yakinsak bir alt diziye sahiptir. [Schechter,2002]

[-R, R] araliginda yine {u,} ile gosterecegimiz bir alt diziyi ele alalim:
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0 R

j |qR|2.u11 —um|2dt= j |q|2 Su, —um|2 dt

B B 2 B 2
Sr‘?‘%un(x)—um(xﬂ I |q| .dt

-R

SZ.(R+1).M.r‘n‘aé(|un(x)—um(x)|2—>0 , (m,n— oo iken).

Buda {quu,} dizisinin L*’de yakinsadigini gosterir. Bu durumda Qg, A- kompakttir.
Simdi de Q’nun A- kompakt oldugunu gésterebiliriz. ilk olarak (2.51) ile;

lqu|| < C; . M.(Ju] +[Au

), ueD(A), (2.57)

esitsizligi yazilabilir. Burada C; sabiti, u yada q’ya bagh degildir ve M, (2.43) kosulunu
saglar. (2.57) ile;

D(Q) > D(A) ve;

||qu|| <C, .M.(”u” + HKu ), ue D(K) (2.58)

yazilabilir. Bunu gdsterelim:

Eger ue D(K) ise; L*de u, —u, Au, —> Au olacak sekilde bir {u, } = D(A) dizisi vardir
ve u, noktasal olarak u’ya yakinsar. (2.57) ile; {qu,} L? de bir Cauchy dizisidir ve bir h e L?
fonksiyonuna yakinsar. Fakat qu,, noktasal olarak qu’ya yakinsar. Bu nedenle; u e D(Q)

oldugunu gostererek h = qu olarak yazilir. (2.57)’yi u,’e uygulayip, limit alinirsa; (2.58) elde

edilir.

A kapal1 oldugu ig¢in; D(K) ’y1, bir grafik normu tanitarak, Banach uzayina dontistiirebiliriz.

(2.58) esitsizligi, Q’nun D(K) ’dan Lz’ye, CsM veya daha kiiclik bir norm ile sinirlt bir

operator oldugunu belirtir. Eger Q yerine Q — Qg yazilirsa;

a+l a+l

[Q-Quf[<Cyosup [ [at)—qp (0 dt<C,. sup [ Ja(v)] dt

|af2R-1 %
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olacak sekilde, Q — Qgr’nin D(K) *dan L*’ye smurli bir operatdr oldugu da goriiliir. Boylece

(2.44) ile, R > ooiken |Q—Q,||— 0 olur.

vV R<o igin Qg’nin D(A)’dan L?ye kompakt bir operatér oldugunu biliyoruz. Bu

durumda Q’nun D(K) dan L*’ye kompakt bir operatdr oldugunu gostermek i¢in asagidaki

teoremi kullanalim.

Teorem-3: X normlu bir vektdr uzayi, Y Banach uzay1 olmak iizere K(X,Y), X’den Y’ye

taniml1 tiim kompakt operatorlerin kiimesi ve de B(X,Y) : X—Y tanimh tiim sinirl, lineer

-0

operatorlerin kiimesi olsun. Eger; L € B(X,Y) operatorii i¢in n — 0 iken, |[L-K,

olacak sekilde bir {Kn} cK(X,Y) dizisi varsa; L € K(X,Y) olur (Schechter, 2002).

Burada L=Q ve K.=Qr olarak segilirse; bu teorem ile ispat tamamlanmis olur.

2.6 A Operatoriiniin Eslenigi
Kkapah bir operator ve D(K) , L? de yogun oldugundan; A nin bir eslenigi vardir ve A e

gosterilir (Schechter, 2002). Burada A y1 belirlemeye caligalim.
Y u,v e D(A) igin;
(Au,v) =—(u,Av) (2.59)

olarak yazilir.

Oncelikle (2.59) esitliginin saglandigini gdsterelim:

ueD(A) ve veC, “i¢gin kismi integrasyonla (2.13) esitligi dogrudur. (2.33) ile; L>de
¢, >V, Ao, > Av  olacak sekilde bir {¢,} = C,” dizisi vardir.

Bu durumda (Au,¢, ) = —(u,Ao, ) olarak yazilir.
Son olarak, eger u,v e D(K) ise, 0 zaman L>de u, —u,

Au, S Au, v, >V, Av, —> Av kosullarin1 saglayan {u,},{v,} < D(A)dizileri de

n

vardir.
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Bu nedenle,
(Aun’ vn) = _(un’ Avn)

olur ve limit ile (2.59) elde edilir.

(2.59)’dan; A nin, — A nn bir uzantist olmasi beklenir. Aslinda;

A =-A (2.60)

oldugu gosterilebilir.

Bunun i¢in; v D(K*) daki herhangi bir fonksiyon ve A # 0 bir reel say1 olsun. Bu durumda;

+ e p(A)’dur.

Ozel olarak; bir w € D(K) vardir ve;

~(A+M)w=(A —R)v (2.61)
olarak yazilir. Eger u e D(A) ise; (2.59) ile;

(A=, v) = (W, (A —2)v) = —(u, (A +1)w) = (A — L), w) elde edilir.

Buradan; V u e D(K) i¢in;

((K —Mu,v—w) =0 bulunur.

AE p(K) oldugundan; R(K—K) goriintii kiimesi L*’nin tamamudir. Bu durumda u e D(K)
i¢in (K— A)u=v—w=0 olur (Schechter, 2002). Buradan v=we D(K) dir ve (2.61) ile;
A'v =—Av bulunur. Boylece (2.60) gosterilmis olur.

(2.60) ile;

(GA) =(-i).(-A)=iA (2.62)
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olur ki bu da, iA operatOriiniin kendine es oldugunu gosterir. Burada G(K) sanal eksen

oldugundan; G(ix) da reel eksenden olusur.

q(t) (2.43) ve (2.44)1 saglayan reel bir fonksiyon olsun. O zaman Q operatdrii A -

kompakttir ve
0,(iA+Q) =0, (iA) = 6(iA) (2.63)

reel eksenden olusur.

Reel olmayan bir A noktasi, eger yalnizca bir 6zdeger ise 0(iK+Q) ’da olabilir. Fakat
(iKu,u) ve (Qu, u) ‘nun her ikisi de reel oldugundan, reel olmayan A noktalar1 (iKJr Q)’nun

0zdegerleri olamaz. (iK kendine es operator ve q reel degerli oldugundan her ikisi de reeldir.)

Boylece eger;

(A+Q-L)u=0 ise;

3, (A +Q-2)u,u) = -3 A.Jul =0 elde ederiz.

Bu da A ’nin reel oldugunu ya da u = 0 oldugunu gosterir. Boylece, iA+ Q operatoriiniin reel

olmayan 6zdegerleri olamaz. Sonug olarak tiim reel olmayan noktalar p (iK + Q) icindedir ve

G(iK + Q) reel eksenden olusur. Ayrica (2.60) ile ; iA+ Q operatoriiniin  kendine es oldugu

da goriilebilir.

Burada belirtmeliyiz ki; L*(—o0,00) uzayinda, iA=id / dt diferansiyel ifadesi ile farkli

kendine es operatorler olusturulabilir.

H'c L*(—o, ) olmak iizere; iA=B operatoriiniin tanim kiimesi;
D(B) = {f e H'(—0,0)0® H'(0,0): ~ f(0) =0} olsun.

Burada H'(a,b) ile kendisi ve birinci genellestirilmis tiirevi L’(a,b) uzaymna ait

fonksiyonlarin Sobelev uzay1 gosterilmistir (Lyantze ve Storozh, 1983).
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Bu durumda B’ operatoriiniin tanim kiimesinin de,
D(B*) = H'(=,0) ® H'(0, )

seklinde oldugu agiktir.

B operatoriiniin her kendine es genisletilmesi B asagidaki sekilde tanimlanir (Lyantze ve
Storozh, 1983).

|ou|+ |0L2| >0 ve |oc1|= |O(.2| olmak tizere;
D(B) = {f e H'(—0,0) ®H'(0,0): @ f(=0) + o> f(+0) = 0}
ve f e D(I§) i¢in,

Bf =if' olur.
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3. L?(—wo,0) UZAYINDA —id/dx ile BAGIMSIZ DEGISKENE CARPIM
OPERATORUNUN UNITAR DENKLIGIi

L’ (—o0,00) uzayinda s bagimsiz degiskenine carpim Q operatoriinii tanimlayalim:

D(Q)={y(s) e L’(—0,®):  sy(s)e L’(-o,0)} ve  y(s)eD(Q) iken;
Q y(s) =s.y(s) .

Bu sekilde tanimlanmis Q operatorii kendine es operatordiir ve —oo < A < oo olmak iizere

Q’nun birim acilimi olan E(A) asagidaki sekildedir:

Cys) S<A
E()y(s) —{ o sen
ve
Q=s.= T ME(L) (3.1)

olarak yazilir (Yosida, 1980).

Bu boliimde L’ (—o0,0) uzayinda Q ¢arpim operatdrii ile kendine es H= —id / dx operatériiniin

unitar denk olduklar1 gosterilecek ve buradan da H=—id/dx operatoriiniin biriminin agilimi1

olan {E'(A)} elde edilecektir.
Bilindigi gibi U: L*(—o0,00) — L*(—00,0) Fourier-Plancherel unitar operatdrii
f(x)=U y(s) = L T y(s)e™ds

N2m 2,

ile gosterilir. Burada E(A) birimin agilimi ise;
E'(M\)=U EM)U™! (3.2)

fonksiyonu da birimin ag¢ilimidir (Yosida, 1980).
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Simdi H=-1d/dx operatorii ile Q ¢arpim operatoriiniin unitar denk olduklarin1 gésterelim:

Eger y(s) ve sy(s) € L*(—o0,00) L' (—o0,0) ise;

id
X

H A0 == 1(x) = T(ﬁ J eisxy(S)dsJ

*sy(s)ds = U(sy(s)) = UsU'f(x) olur.

e

Ya da sembolik olarak;

= _ii =UsU'=uQUu™ yazilir.
dx

Bu nedenle kendine es operator Q=s= j AdE(A)  igin

y(s) ve sy(s) € L*(—o0,00) (L' (—o0,0) iken  (3.2)ile,

U'HU.y(s)=s.y(s)=Q y(s) elde edilir.

Herhangi bir y(s) € D(Q) = D(s.) igin,

y,) ={Y(S) - Hen

0 s |s| >n
olarak tanimlansin. O halde,
¥a (5) ve sya(s) € L (=0,20) (L (=0,20) ve s—limy, =y,  s—limQy, =Qy
olur. Boylece kendine es U"H U ve Q operatorleri kapali olduklarindan, y € D(Q) igin;

U'HU) y»=Qy, (U'HU)y=Qy elde edilir.

Buradaki U"THU operatorili, kendine es operatér Q’nun kendine es agilimidir.
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Eslenik alirsak da, Q" = Q operatoriinin (U'H U)*= UH U nun bir a¢ilimi oldugu goriilir.

Bu nedenle,

U'HU=Q olur. Ayrica (3.1) ve (3.2) ile ,

H=UQU" = [ 2d(UEQU™) = [ AdE'(L) elde edilir.

Boylece H= -id/dx operatdriiniin birim a¢iliminin E'(A) oldugu gosterilmis olur.
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4.D =id / dx OPERATORUNUN L?[0, 1] UZAYINDA INCELENMESI

= id/dx operatdrii, L*[0,1] Hilbert uzayinda genellestirilmis bir tiireve sahip olan, kompleks
degerli tiim L?[0,1] fonksiyonlarinda tek olarak tanimlanabilen bir operator olsun. Oncelikle
belirli siir kosullarina bagl diizgiin fonksiyonlarin bir kiimesindeki diferansiyel operatoriin

ozelliklerini aragtiralim:

[0,1] araligindaki siirekli diferansiyellenebilir tiim fonksiyonlarin kiimesi Cc [0,1] tizerinde

taniml1 D operatori, A ile gosterilsin. @ (x) € D(A) i¢in A’nin degeri,

Ag =i 30 @.1)
dx

ile hesaplanir ve D(A), L*[0,1] uzayinda yogundur (Smirnov, 1964).

A operatorii simetriktir.

Vo(x) ve y(x) e D(A) i¢in (4.1) ile;

(o) = [ 192 s =] o),

0 0

w()

.dx = (@, Ay)

oldugu goriiliir.

A operatdriiniin simetrik olmasi; A’nin kapanisa ve eslenige sahip oldugunu, ayni zamanda

A C A C A * olarak yazilabildigini gosterir. Burada A *, A’nin eslenigidir.

Oncelikle D(A) ve D(A*) tamim kiimelerini olusturan fonksiyonlari bulalim.
¢, (x)eD(A) ve ¢, (x) = @(x) ; Ap,, =V, (x) = y(x) olsun. O halde;
o(x)e D(A) ve y(x) = Ap(x) olur.

_ 0
Genellestirilmis tlirev teorisi ile; A’nin bu kapanist D(A)’y1; D(A) = w."[0,1]%e genigletir.

0 0
Burada W."[0,1] Sobelev uzayidir. V (p(X)EWz(l) [0,1] fonksiyonu, L ’[0,]] uzaymnda

birinci tiireve sahip, sonlarda sifira esit, mutlak siirekli fonksiyondur. D(A)’nin @(x)
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iizerindeki A operatorii; (4.1)’den hesaplanir; tek fark d/dx’in artik genellestirilmis ve klasik

olmayan tiirevi ifade etmesidir (Smirnov, 1964).

Simdi de D(A*) y1 meydana getiren fonksiyonlar1 bulalim:
Eger Vw(x) € D(A) igin;

j i IV o :j w(x).w(x).dx (4.2)
0 dX 0

yani (Aw, ) = (w,y) olacak sekilde bir y(x) € L*[0,1] fonksiyonu varsa; p(x) € D(A*) olur.

Fakat bu da; ¢(x) fonksiyonunun do(x)/dx=-1iy(x) seklinde bir genellestirilmis tiireve
sahip oldugunu, yani; (4.2) esitligini saglayan her o(x)e Wz(l) [0,1] fonksiyonu igin
ido(x)/dx = y(x)oldugunu ifade eder. Boylece; D(A*) = Wz(l)[O,l] ve A*o=1dp(x)/dx
olarak yazildig1 gosterilmis olur. Wzm[O,l] ’in; VOVZ(D[O,I] ’den daha genis oldugu aciktir. A*

operatoriiniin D(A*)’de simetrik olmadigi kolayca kanitlanir.

Simdi de A operatoriiniin, R(A) iizerinde sinirli bir tersinin oldugunu goésterelim. Buradan

R(A) nin bir alt uzay oldugu sonucu gikacaktir.

o(x) € D(A) olsun. O halde;

| —

Q(x) =- J. Ap(x)dx ve Buniakowski esitsizligi ile;
0

—

1 2

ol = |

0

X

Ag(x)dx| .dx <|Ag|’ olacaktir (Smirnov, 1964).
0

Buradan; R(A)’da A™"in varlig1 ve ”A’l H <1 oldugu sonucuna varilir.

A operatoriiniin farkli kendine eslenik eklerinin olma olasiligini da inceleyelim.

Verilen her simetrik A eki icin; Ac AcCA* oldugunu biliyoruz, yani; D(A*) nin
elemanlari1 D(A)’ya eklemeli ve bu eklenmis z elemanlarini Az =A*.z olarak almaliy1z.

Ayrica ekleme sirasinda operatoriin simetrikliginin kaybolmadigini da bilmeliyiz.



32

H’yi asagidaki sekilde yazalim:

H=R(A)®U

Bilindigi gibi; U, eslenik operatoriin sifirlar1 olan, u(x) fonksiyonlarindan olusur (Smirnov,
1964). Fakat A*u =1 du(x) / dx oldugundan, u(x) = sabit’tir. Burada R(A)’y1 H’ye genisletip,
operatoriin simetrik kalmasini saglayacak sekilde, A’y1 genisletmeye calisalim. Bu da; A* @ =

sabit, denklemlerinin tiim ¢oziimlerini alip; aralarindan D operatoriiniin simetrik olduklarini

secerek yapilabilir.
Acikca goriiliiyor ki; ¢(x) fonksiyonu, ¢(x)=C,.(x+C) bi¢imindedir. Burada, D

operatdrii ¢ (x) lizerinde simetrik olacak sekilde, yani;

0 = (Dg,9)— (¢, Do) = ip(x).¢(x) |, =i.|C,|" . [(1+C).(1+ C)~C.C]

=i.|c,|".[1+C+C]

olacak sekilde C ve C; sabitlerini segeriz.

Bu nedenle [ keyfi bir reel say1 iken; C = _71 + B, ve keyfi C, sabitleri vardir. 3 sabit bir

reel say1 ve C; keyfi bir kompleks say1r olmak tizere; ¢(x)=C, (x—%+ﬁij elemanlarin

D(A)ile birlestiririz. D(A) ile elde edilen kiime ve A ile de o kiimenin iizerindeki D

operatorii gosterilirse buradan; Koperatérﬁnﬁn, A’nin simetrik bir eki oldugu kolayca

gortlir.

Diger taraftan; A nin tanim kiimesi H nin tamamidir; bu sebeple ALA operatoriiniin kendine
eslenik bir ekidir (Smirnov, 1964). Bu ekin, eklenmis elemanlarinin asagidaki sinir kosulunu

sagladiklar1 kolayca goriilebilir.

1
el o2 _
o)=2—— o0)= o)=c".00) , (0<0<2m). 4.3)

D(A) nin elemanlarinin da bu kosulu sagladigi aciktir.
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Diger bir taraftan; herhangi bir ¢ (x) € D(A*) ve keyfi bir w(x) € D(K) i¢in (4.3) kosulunu

saglayan,

1

| i 9000 T gk = j o(x).i. ) 4 elde edilir.
0 dx dx

Bundan dolay1 (p(x)eD(g*) ve K*(p:id(p(x)/ dx olur. Fakat A, A’nin kendine eslenik

eki, yani A*¥=A oldugundan; D(:\), D(A*) nin (4.3) kosulunu saglayan biitiin
0 —

elemanlarindan olusur. Bu da; W,"[0,1]]= D(A)nmn, L[0,1] uzayinda tiireve sahip ve

araligin uglarinda sifirlanan tiim mutlak stirekli ¢ (x) fonksiyonlarindan olustugunu gdsterir.

Buraya kadar R(X) =H olacak sekilde A operatoriiniin muhtemel tiim kendine eslenik
eklerini belirledik. Bu eklerin her biri; keyfi bir reel f parametresi ya da 0<0<2n

araligindaki bir 0 reel sayisi ile tanimlanir.

Simdi de; R(A')=R(A) olacak sekilde A operatoriiniin kendine eslenik A' eklerini
arastiralim:
Eger boyle bir ek varsa; o zaman D(A) sadece A * operatriiniin sifirlari, yani ¢(x) = sabit,

elemanlari ile dolu olacaktir. (D(A) + Sabitler) kiimesi iizerindeki D operatrii, A nin bir eki
olan simetrik A' operatoridir. D(A') kiimesi; ¢@(0)=@(1) olan tim ¢(x) € D(A*)

elemanlarindan olusur.

Oncelikle D(A'*) = D(A') oldugunu gosterelim:
o(x) € D(A'*) ; yani verilen Vw(x) € D(A") i¢in;
0=(A'w,p)—(w, y) olsun. (4.4)

D(A"*) < D(A*) oldugundan;

(A'w,0)=] i. dw(X) o). dx = | (x).i.% dx+ iw (x)o(x)];

0 X 0
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(4.4) ve w(x) e D(A") ile;
y(x) =1de(x)/dx ve @(0) = (1), yani @(x) € D(A") elde ederiz.

Boylece A' operatoriiniin A nin kendine eslenik eki oldugu gosterilmis olur. Ayrica eger

D(A') fonksiyonlarinin sagladigit smir kosullari  @(0)=¢(1) ile (4.3) kosulunu

karsilastirirsak; 6 = 0 ya da = oldugu goriiliir.
A operatoriiniin 0 # 0 olan kendine eslenik eklerinin siirl A" tersleri de vardir.

Eger K(p = ﬂiﬂ =0 iseozaman ¢ (x)=C’dir ve (4.3)ile,
X

c=¢"C, yani C=0 olur.

Bu nedenle A™' in vardir ve tiim H iizerinde tanimli ve kendine eslenik bir operator oldugu

icin; sinirlidir (Smirnov, 1964).

Ayrica A' operatdriiniin R(A") = R(A) iizerinde tersi yoktur.

4.1 D =id/ dx Operatoriiniin L’ (0,40) Uzayinda Incelenmesi

Siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar iizerinde taniml1 olan D operatorii, A ile gdsterilsin.

Bu durumda benzer islemlerle, A’nin eslenigi olan A* nin D operatdrii oldugu; L (0,+00)

uzayinda tlirevi olan ve herhangi bir sonlu [0,a] aralifinda mutlak siirekli olan D(A*) nin,

¢(x) € H fonksiyonlarmin kiimesi oldugu ve D(A)=D(A**) nin, K(p(x) = mzﬂ iken
X

¢(0) = 0 kosulunu saglayan ¢(x) € D(A*) fonksiyonlarinin bir kiimesi oldugu gosterilebilir.

(A)* = A* oldugundan; D(A*), D(A) den daha genistir ve A kendine eslenik bir operator
degildir (Smirnov, 1964).

A nin kendine eslenik eklerinin olmadigin1 gosterelim:

yazilabilir, ve D(A),

A kendine eslenik bir ek olsun. A < A* oldugundan; Ag = 1d;p(x)
X

D(A) dan daha genis olmalidir.
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Fakat eger ¢(x) € D(K) ise 0 zaman @(x) € D(A) olur ve bu ¢eliski bize A nin kendine es

ekleri olmadigini gosterir.

o(x) € D(K) , dolayisiyla @(x) € D(A*) olsun.

(A9, ) = (¢, Ag) formilii ile;

I i.j—i L o(x).dx =T q)(x).i.% .dx

0
esitligi elde edilir. Burada;

X —> 4o iken @(x) —> 0 olacagindan;

®(0)=0 vyani ¢ (x) € D(A) oldugu goriiliir.
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5. SONUCLAR
A :% diferansiyel operatorii, L’ :Lz(— oo,oo) uzayinda kapali ve sinirh degildir; fakat
kapali bir devanu vardir ve kapanisi A ile gosterilir.

A operatoriiniin 6z degerleri (1) incelendiginde; ReA >0 ve ReA <0 yar diizlemlerinin

p(K) icinde oldugu; ReA =0iken A e G(K) spektrumunda oldugu goriiliir.

Ayrica A- kompakt olan bir ¢arpim operatdriiniin A ile toplaminin spektrumu da sanal

eksenden olusur.

1A =1 % operatorii kendine es bir operatordiir ve A- kompakt olan bir ¢arpim operatdriiniin
iA ile toplaminin spektrumu reel eksenden olusur. iA operatorii ile farkli kendine es
operatorler olusturulabilir.
2 2 . d . . T . . o es
L"=L (— oo,oo) uzayinda, -1 ™ diferansiyel operatorii ile kendine es bir ¢arpim operatdrii
X

unitar denktir.

-1 o operatorii L°[0,1] uzayinda simetriktir ve kapanisi, eslenigi vardir. Fakat eslenigi
X

simetrik degildir.

-1 di operatdrii L* (0,00)uzayinda incelendiginde, kapamisinin kendine eslenik olmadig1 ve
X

ayn1 zamanda kendine es devaminin olmadig goriliir.
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