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ONSOZ

Degismeli olmayan geometri, son yillarda matematik ve fizikte ilgi ¢ekici konulardan
biri haline gelmistir. Bu ¢alismada dis diizlemin g-diferansiyel geometrisi incelenmis ve
bu diferansiyel yapiy1 saglayan R -matrisi elde edilmistir. Bu islem yapilirken yeni bir
kuantum grubu bulunmustur.
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Bu ¢aligmada dis diizlem tizerine bir g-diferansiyel hesap gelistirilmistir. Ortaya ¢ikan
sonuglar degerlendirilmis ve bu diferansiyel yapiyr koruyan R-matrisi elde edilmistir.
Ayrica bu g-diferansiyel hesaba etki eden yeni bir kuantum grubu bulunmustur.
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A g-DIFFERENTIAL CALCULUS ON EXTERIOR PLANE

Merve YENIGUN

Department of Mathematics
MSc. Thesis

Advisor: Asst. Prof. Dr. Sultan A. CELIK

In this study, a g-differential calculus on the exterior plane was obtained and the
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bir kuantum grubu, grup kavraminin bir genellestirilmesidir. Daha tam olarak, bir
kuantum grubu, bir grubun deformasyonu olup deformasyon parametresinin 6zel
deger(ler)i igin ele alinan grup ile 6zdeslesir. Kuantum grubu terminolojisi, ilk kez
1986°da V. Drinfeld[1] tarafindan kullanilmistir. Kuantum diizlem fikrini daha genel
olarak kuantum uzay fikrini ise 1988 yilinda Manin[2] ortaya atmustir.

Kuantum diizlemin diferansiyel geometrisinin insaasi su sekilde yapilmaktadir:

Kuantum diizlemin bilesenlerinin lineer koordinat fonksiyonlar1 olduklar1 kabul
edilerek, ilk is olarak, onlarin diferansiyelleri ile olan gq-komutayon bagintilar1 bulunur.
Sonra, 1-formlar ve kismi tiirevler goz Oniine alinarak ilgili biitiin bagintilar bulunur.
(Wess ve Zumino[3] ve Celik[4],[5])

Elbette ¢alisma alanlar1 bu kadarla sinirli degildir. Siiper uzaylarin gq-deformasyonu,

Kuaternionlarin deformasyonlari, Z,-dereceden gruplar ve bunlarin diferansiyel

hesaplar1 ve daha nice konularda bir¢ok ¢alismalar yapilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, klasik dis diizlem gbz Oniine alinarak, diferansiyel geometrisine giden
yolu agmak iizere, dig diizlemin kuantum diizleme bagli Hopf cebir yapis1 kurulacaktir.
Boylece ortaya ¢ikan A es-carpiminin yardimiyla, amaglanan bagintilar1 kolayca elde
edebilecegiz. Daha sonra, elde edilen sonuglarin (bagintilarin) ¢ok basit formiillerle

ifade edilebilecegi bir R matrisi bulmaya ¢alisacagiz.



1.3 Hipotez

Bir dis diizlemin bilesenleri olan & ve ¢ nin birer lineer koordinat fonksiyonu oldugu
kabul edilmistir. Dolayisiyla, onlarin diferansiyelleri alinabilir. Eger bunlart d@ vede
ile gosterirsek, sliphesiz koordinat fonksiyonlari ile diferansiyelleri arasinda saglanmasi
muhtemel bagintilar olabilir. Bu bagintilar1 elde etmenin iki yolu vardir. Ilki, Wess-
Zumino yaklagimi, ikincisi de kovaryantligi kullanmaktir (Celik[4]). Ancak iKincisi i¢in

Hopf cebir yapis1 kurmak gerekmektedir.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

2.1 Onbilgiler

Bu boliimde, ileride kullanilacak bazi kavramlar, biitiinliik acisindan burada

tanitilacaktir.

Tamm 2.1 Uzerinde toplama ve carpma tamimlanmis bir R kiimesine, asagidaki

ozellikler saglanirsa bir birimli halka denir.

1. (R,+) bir degismeli grup.

2.Her a,b,ce R i¢in a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc.
3.Her a eR i¢in a.l=1.a olacak sekilde 1€ R elemani mevcut.
4. Her a,b,c Rigin a(b.c) =(ab)c.

Eger her a,b €R i¢in ab=b.a oluyorsaR ’ye degismeli halka denir.

Tanim 2.2 (M ,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger
9:RXM > M, (a,x)ax, (p:MR—>M, (x,a) xa)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil,

kisaca sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R - modiil M ’nin yap1 tasviri adi

verilir:

Va,beR ve VX, y e M igin,



i) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)
i) (a+b)x=ax+bx, (x(a+b)=xa+xb)
i) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)

iv) T X =X (X1, =x)

Eger M hem sag hem sol R-modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R

halkas1 bir cisim ise, M modiiliine vektor uzay: veya bir lineer uzay denir.

Tanimm 2.3 V veW , K iizerinde birer vektor uzay1 olmak iizere,
T:V—W
tasviri, her v;,v, eV ve a,beK igin

T(av, +bv,) =aT(v,) +bT(v,)

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

Tammm 2.4 U,V ve W, K flizerinde birer vektdr uzayr olmak iizere ¢:U xV —W

tasviri asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ Yye bir bi-lineer tasvir denir.
u,u eU;v,v eV ve 4, ueKigin,

1) @(Au+ V) = Ap(u,Vv) + up(u’,v),
i) o(u, Av+ V') = Ap(u,v) + ue(u,Vv').

Kabul edelim ki U, m—boyutlu ve V, n—boyutlu birer vektor uzay1 olmak tizere
{Ui}_"il, U nun ve {\7]. }n 1,V nin taban elemanlariin kiimesidir. Bu takdirde 1<i<m
i= i=
ve 1< j<n olmak iizere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis ¢iftleri W
daki bir {Wij }mln . tabanin1  indislemek icin kullanilabilir. Bdyle yapinca,
1=, J=

@:UxV >W tasviri x=x'u, ve y=ylv; olmak iizere

(X, y) = X'y wij



seklinde tanimlanir. Asikar olarak ¢, bir bi-lineer tasvirdir ve ¢(U xV) cW (goriintii)

kiimesi, {VVij } tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla ¢ bi-lineer tasviri W uzayini gerer.

Sonug olarak, U ve V iki vektor uzayr olmak tizere bir W vektor uzayi igin asagidaki

iki sart saglaniyorsa W uzayina, U ve V uzaylarinin tensér ¢arpimi denir ve sembolik

olarak U ®V ile gosterilir.

i) (U xV),W y1 gerer.
ii) W:UxV =W herhangi bir bi-lineer tasvir ise ¥ = ® o ¢ olacak sekilde bir ® :W —W'

lineer tasvir mevcut.

Tamm 2.5 T, :U, =V, T,:U, =V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, €U, ve

u, eU,i¢in

d:U,®U,—»V,®V,, &, ®u,)=T,(Uu,)®T,(u,)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki ®’ye T, Ve T,’nin tensor

carpimi denir ve @ =T, ®T, ile gosterilir.

Tamm 2.6 G bir grup ve K bir cisim olsun. A ile G’den K ’ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. Yani

A=Map(G,K)={f | f:G—> K}
olsun. Eger agagidaki ii¢ aksiyom saglanirsa, A ’ya bir K -cebiri denir:

1) (a £)(x)=a f(x),

) (f+9)(%) = f(x)+9(x),

3) (fa)() = F()g(x), f,geA acK, xeG.
Eger bir lineer T : A—> A tasviri
T(f.9)=T(f)T(9)

esitligini de saglarsa, T ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.



Eger, T
T(f.9) =T(9)T(F) esitligini saglarsa T ’ye cebir anti-homomorfizmi denir.
Bir K —cebirini (basitlik i¢in sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde

tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektor uzayi olarak

dustiniiliir:

HARAS A u@a®b)=ab,
n:K—->A nk)=k.l.

Burada | , A’nin birim elemanidir. Bu tasvirler i¢in

pe(id® p) = po(u®id) (Ass)

. . ) (2.1)
o (id®n)=uo(n®id)  (Uni)

ozellikleri gecerlidir. (Ass) aksiyomu, u ¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade
ederken, (Uni) aksiyomu, 7(1) ’in  A’nin hem sag hem de sol birim elaman1 oldugunu

ifade etmektedir. Burada id, id: A — A 6zdeslik tasvirini gostermektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, 1, 77) Ugliisiine bir cebir diyecegiz.

Eger A® A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,K) oldugunu kabul edersek, G deki

islemi kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz. Her X,y € G i¢in
AA> ARA Af(x®Yy) =T (xy),

e:A—> K, g(f)=f(e).
Burada e, G nin birim elemanidir. A’ya cebirin bir es-¢carpmasi1 ve ¢ tasvirine de

cebirin es-birimi denmektedir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirasiyla

L ve n tasvirleri igin verilen (2.1) denklemindeki (Ass) ve (Uni) 6zelliklerine dual olan
ozelliklere sahiptir. Yani

(Id®A)ecA=(A®id) oA (coass)

: : : . (2.2)
Ho(e®id)ocA=id=puo(id®¢g) oA (counit)

dir. Genel olarak, K tizerindeki bir lineer A uzayina, yukarida tanimlanan g, 7, A lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) ve A lineer uzaymna y,n,A, &



lineer tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f e A xeG
icin

S:A- A SE(x)=f(x™)

seklinde tanimlanan ve

1o (id®S)A =108 = o (S ®id)A (2.3)

Ozelligini saglayan bir S cebir antthomomorfizm (es-ters) ile (A, u,n,A,&,S) altilisina

bir Hopf cebiri denir. Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri igin,

(A 1,1, A, &,S) altilisini degil sadece A’y1 kullanacagiz.

Eger A bir Hopf cebiri ise, A® A-daki carpma

(X ®Y)Z ®W) = (—1)*M%®=) (X7 @ YW) (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada

0, f ciftdereceden

2.
1, f tek dereceden (2.5)

deg(f)={

seklindedir. Burada, tek ve ¢ift koordinat fonksiyonlarmin 6zelligi; ¢ift koordinat
fonksiyonlari, tim fonksiyonlarla komutatif; tek koordinat fonksiyonlar:1 ise tek olan

fonksiyonlarla anti-komutatif, ¢ift olanlarla komutatif olacaktir:
1)x6=0x ve 66,=-6,6
2) 6 koordinat fonksiyonu tek ise;
6> =0’dur.
Tamim 2.7 C, bir kocebir olsun. Eger bir lineer M uzay1 ve bir lineer
Y"M->M®&®C

tasviri i¢in asagidaki diyagramlar komutatif ise (M ,‘I’) ikilisine bir sag C —komodiil

denir. Bir sol C —komodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.



id®e v ®id M&C

M®K | MQC M ®C ®C* A
A
D w id®A w
M MKQC < M
W

Bir bimodiiliin tanim1 i¢in asagidaki agiklamalara ihtiyag vardir:

B, bir bicebir ve M de
oy - M®B—->M, ¢, (M®X)=mx

seklinde tanimlanan yap1 dontigiimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,

Pues (M ®B)®B—>M ®B,

Puos (MOX®Y) =D "my, ®Xy,, MOxeM ®B
»

seklinde tanimlanan yap1 doniigiimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B -modiil olur. Buna

ek olarak,
Y, ' M>M®B

K - lineer yap1 doniisiimii ile birlikte M bir B -komodiil ise,

¥, 05 M®B—> (M®B)®B,

Yhee(M®X) = > Mg ® X,y ®MyX,, MOXeM @B
(M)

seklinde tanimlanan K -lineer yap1 doniisiimiiyle birlikte M ® B bir B -komodiil olur.

Tamm 2.8 Eger M, hem sag B -modiil ve hem de B -komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa M ’ye bir B -bimodiil denir:

e @, 'nin bir sag B -komodiil homomorfizmi olmasi igin gerek ve yeter sart ‘¥,

‘nin bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.



BOLUM 3

DIS DUZLEM UZERINE BiR q-DIFERANSIYEL HESAP

Dis diizlem iizerine iki-parametreli bir diferansiyel hesap, Celik ve Arik tarafindan [6]

da verilmistir. O ¢alismada, Wess-Zumino tarafindan gelistirilen teknik kullanilmistir.

Bu boéliimde, dis diizlem iizerine bir diferansiyel hesap kurulacaktir. Bu yapilirken,
Celik tarafindan [4] te verilen kovaryantlik teknigi takip edilmistir. Dolayisiyla, [6] da

bulunan sonug¢lardan tamamen bagimsiz yeni neticeler ortaya ¢cikmistir.

3.1 Dis Diizlem ve Hopf Cebiri Yapisi

Burada kullanacagimiz 8 ve ¢ tek elemanlardir, yani ¢ift elemanlarla komutatif ve

kendi aralarinda anti-komutatiftirler. Ayn1 zamanda kareleri sifirdir.(Bu sayfa 7’°de

aciklanmustir.)

Tamm 3.1 k{6, ¢} bir serbest cebir olsun. Dis diizlemi,

l,, Op+¢0, 6%, p* elemanlaryla olusturulmus k{6, ¢} serbest cebirinin iki tarafli

ideali olmak tizere,
k,[6,0]= k{0, 0} 11,
bolim cebiri olarak tanimliyoruz. Daha agik olarak k; [0, (p], jeneratorleri

Gp+ 0 =0



02 =O=¢2 (3.1)

bagintilarin1 saglayan bir cebirdir.

Tamm 3.2 k{d9,de} bir serbest cebir olsun. k. [d6,dg] ile gosterecegimiz dual

diizlem, g = 0 bir kompleks say1 olmak iizere;

do dp=qde do (3.2)
bagintisi ile tanimlanmistir.

Daha tam olarak,

dl,, d0 dp-q de d& eclemaniyla olusturulmus k{d@,de} serbest cebirinin iki tarafli

ideali olmak tizere,

k{do,de} /d1, =k, [d6,dg]

seklinde tanimlanir.

Burada 0 ve ¢ nin diferansiyellerini, sirasiyla, kuantum diizlemin x ve y koordinat

fonksiyonlar1 olarak disiinebiliriz.[Kuantum diizlem ve onun geometrisi ile ilgili
ayrmtili bilgiler mesela Celik[4] te bulunabilir. Asagida ihtiyacimiz oldugu kadar kisim

yer almaktadir.] Bu durumda x ve ynin diferansiyellerini de 6 ve ¢ olarak
diisiinebiliriz.
Jeneratorleri 6,¢,d@,de olan cebiri A ile gosterelim. Bu A cebiri {izerindeki bir

cebir homomorfizmi olan A: A— A® A es-carpiminin koordinat fonksiyonlar1 ve

diferansiyelleri iizerine etkisini

AB)=0®do+do®0

Ap)=0®dp+9®1+doQp

A(dg)=do®da

Adp)=do®dp+dp®1 (3.3)

seklinde tanimlayalim.
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Bu tasvir,
(id ®A)oA=(A®id)o A

seklindeki koasosyatiflik 6zelligine sahiptir, (3.1) ve (3.2) bagmtilarini korur.
A cebiri iizerindeki es-birim ve es-ters tasvirleri ise su sekilde tanimlanmustir:

e:A—>C,

£(0)=0, &(p)=0

£(d6)=1, &(de)=0 (3.4)
S:A-> A

5(0)=—(d0)*0(do)*,  S(p)=(do) (6(d6) dp—p)

S(d9)=(d9)™", S(dp)=—(d) de (3.5)
Bu tasvirler,

po(e®id)oA=id = po(id ®s)oA,

1o(S®id)oA=g=po(id ®S)oA

ozelliklerini saglar, (3.1) ve (3.2) bagintilarin1 korur. Boylece A cebirinin bir Hopf

cebiri yapisina sahip oldugu sdylenir.

3.2 Kuantum Diizlem ve Hopf Cebiri Yapisina Kisa Bir Bakis

Tamim 3.3 k{X, y} bir serbest cebir olsun. Manin[2] kuantum diizlemi, X,y koordinat

fonksiyonlar1 i¢in, g # 0 kompleks bir say1 olmak tizere;

Xy = qyX (3.6)
bagintisi ile tantmlamustir.

Aslinda, kuantum diizlem,;

[,, Xy —qyx elemaniyla olusturulmus, k{X, y} serbest cebirinin iki tarafli ideali olmak

lizere;

11



k{x, v} /1,=k,[xv]
bolim cebiri olarak tanimlanir.

Bu cebire birim elemanin eklenmesiyle elde edilen cebiri A ile gésterecegiz.

Asagida verilen kuantum diizlemin Hopf cebir yapisi ile ilgili bagmtilar Celik[4] ten

alinmustir.

Kabul edelim ki x ’in tersi mevcut olsun, yani

Xt =1=x"x

olsun. Bu durumda A cebiri lzerindeki bir cebir homomorfizmi olan

A:A—> A®A es-carpiminin koordinat fonksiyonlar1 iizerine etkisini su sekilde

tanimlariz:

A(Xx)=x®x

Aly)=x®y+y®1 (3.7)
Bu tasvir,

(id ®A)oA=(A®id)o A (3.8)

seklindeki koasosyatiflik 6zelligine sahiptir ve (3.6) bagintilarini korur.

A cebiri lizerindeki es-birim ve es-ters tasvirleri ise su sekilde tanimlanmustir:

e:A>C, &(x)=1, &(y)=0 (3.9)
S:A> A, S(x)=x*,  S(y)=—xy (3.10)
Bu tasvirler,

po(e®id)oA=id = po(id ®e)oA,
w1o(S®id)oA=g=po(id ®S)oA

Ozelliklerini saglar ve (3.6) bagmtisim1 korur. Boylece A cebirinin bir Hopf cebiri

yapisina sahip oldugu sdylenir.
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3.3 Diferansiyel Cebir

Bu kisimda amacimiz, € ve ¢ koordinat fonksiyonlarmin, diferansiyelleri ile olan

bagintilar1 elde etmektir. Once d diferansiyel operatoriiniin 6zelliklerini verelim. d

operatorii, A ’nin jeneratorlerini diferansiyellerine doniistiiren bir operatordiir:

d:A>dA a—da, aec{fpdode}.

Bu d operatorii;

dAad=d?*=0 (nilpotentlik) (3.11)
ve
d(fg)=d(f)g+(-1)*" fd(g) (Leibniz) (3.12)

ozelliklerine sahiptir. Burada deg(f), f fonksiyonunun derecesidir.

Onerme 3.4 6 ve ¢ koordinat fonksiyonlar ile bunlarin diferansiyelleri arasindaki

komutasyon bagintilari

0 do =qdoeo

6 dp =qdep 0 +(q-1)d6 ¢

pdo=do ¢
¢ dp=qde ¢ (3.13)
seklindedir.

Ispat: Saglanmas: gereken, muhtemel komutasyon bagintilari;
6 do = Ad6o

0dp=F,dp 6 +F,d0 ¢

pdd=F, d0 ¢ +F,,dp 0

¢ dp=Bdgp ¢ (3.14)

seklindedir.
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Buradaki A, B, F; katsayilari, muhtemelen q deformasyon parametresine baghidir ve

onlar1 belirleme isi komutatif olmayan diferansiyel hesabin kovaryantlik metodu

kullanilarak yapilabilir (Celik[4]).

Bunun i¢in A’y1 (3.14)’deki her bir bagintiya uygulariz. Dordiincii bagmtiya

uygulayinca,
Alp dp—Bdpp)=0

oldugundan, Anm bir cebir homomorfizmi olmasi gergegini kullanarak uygun

bagintilara ulasabiliriz:
Alp dp)=A(p) Aldg)
=(0®dp+p®1+dOR ) (dORdp +dp®1)
=0 d6®(dp)’ +0 dp®dp + 9 dO®dg + ¢ dp®1+(d6)’ ® ¢ de
+d@ dp®@
=Ado ®(de) +F,,dp 0®de + F,,d0 p@de + F,, d0 pQdep

+F,,dp 6 ®dp +Bdp p®1+ (dé’)2 ®Bdp o +qdep df ®¢.

Benzer sekilde,
Adg ¢)=A(dp) Alp)

=(d0®dp+dp®1)(0®dp+p®1+doR ¢)

=doo ®(de)’ +d0 p@de + (d0) Rdp ¢ +dp O@dp + dp P®1+
+dep dO @ ¢.

Buldugumuz ifadeleri A(gp dp—Bdep) =0 esitliginde yerine yazdigimizda su

sonuglara ulasiriz:

F,+F,=B; F,+F,=B; A=B; B=q.
Benzer sekilde, A(@ d@— AdO6)= Oesitliginden yeni bir sey cikmaz.
Ayni sekilde, A(H(p + (p@) =0 oldugundan
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=(0®d0+d0®0)(0®dp+p®1+dO®p)

=0’ ®dO dop +6pRdO+6 dO®dhp —dBd ® 0 dp—dBp R O +(d8)’ R bp

=— 00 ®dO+ AdOO ® dbp—dOO ® F,,dp0 — OO ® F,,dp — dOp ® 0

—(do) ® 9o

=(0Qdp+9®1+dI®¢)(0®dI+dORA)

=0’ @dp dO+0 dORdpl +pf RdO +¢ dOR O —dHI @ pd6 +(dO)’ ® b
= AdOO @ dgh + pf @ dO + F,,d0p ® 6 + F,,dph @ 0 —d00 ® F,,dbp
—~d09 ® F,,del +(dO) @ oo
olur ve buradan,
AGp + 90) = A(0)A(p)+ Alp)A(0)
=—pf ®dO+ AdO8 ® dp — F,,d00 ® dpb — F,,d600 ® dp — dbp ® 0
—(d6)* ® O+ AdOO @ dph + 9 R dO + F,,d0p ® 0 + F,,dpb ® 0
~F,,d00 @ dbp — F,,d090 @ dgb + (d0)’ @ 06
=(A-F,—F,,)d00®@dbp+(A—F,,—F,,)d60 ® dpd + (- dbp + F,,dbp
+F,,dpd)® 0
olur ve su denklemlere ulasiriz:

F,+F,=A;, F,+F,=A; F,=1, F,=0.

Burada A =B =q oldugundan;

F.=a; F,=9-1, Fy=1; F,=0; A=q; B=q
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seklinde elde ederiz. Buldugumuz katsayilar1 (3.14) bagintilarinda yerine yazarsak

istedigimiz bagintilara ulagsmis oluruz.

3.4 Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, 6 ve ¢ koordinat fonksiyonlarmin kismi tiirevlerinin; koordinat

fonksiyonlart ile olan komutasyon bagintilari, koordinat fonksiyonlarinin
diferansiyelleri ile olan komutasyon bagintilart ve kismi tiirevlerin kendi aralarinda

saglanan komutasyon bagintilari ortaya konacaktir.

Ik olarak, koordinat fonksiyonlari ile onlarin kismi tiirevleri arasindaki bagntilar1 elde

edecegiz.
Onerme 3.5 Kismi tiirevler ile koordinat fonksiyonlar arasindaki bagintilar

0,0=1-q0 0, +(1-q)p 0,

Opp=—0 0,
0,0=-909,
0,p=1-0qpd, (3.15)

seklindedir.

Ispat: f, A cebiri iizerinde tamimlanmis keyfi bir fonksiyon olsun. d dis tiirev
operatort,
df =(doa,+dp o, ) f (3.16)

seklinde tanimlanir. Kismi tlirevlerin koordinat fonksiyonlariyla bagintilarini

bulabilmek i¢in (3.16)’da f yerine sirasiyla €& ve ¢f yazarak Leibniz kuralini

uygulariz.
islemin bir tanesini agik olarak gosterelim:
d(éf)=(do)f —e(df) (6 tek eleman oldugu igin (-) geldi)
=(d6)f -0 (d0 o,+dpa,) f
= (d6)f —(qd6 6 0, +[aded +(a-1)dep] 0, ) f
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=[dol-a6 0, +(1-q)p dp] -dep(qd o, )| f (3.17)
4(6r)=(d0 0, +dg 3,) (6F)

=(d6o,0+dp 0 0) f (3.18)
0 @

(3.17) ve (3.18) esitliklerinin son hallerinde diferansiyellerin katsayilarini esitleyerek,
0,0=1-960 0, +(1-q)p dp

0,0=-960,

buluruz.
Yukaridaki islemlerde (3.13) bagintilart kullanilmistir.

Benzer islemler ¢f igin de tekrarlanarak, kismi tiirevlerin koordinat fonksiyonlari ile

degisimleri asagidaki gibi bulunur:

0,0=1-q0 0, +(1-q)p 0,

Opp=— 0,
0,0=-9600,
J,p=1-q¢ 0,

Sonuc 3.6 Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagintilar
0,” =0= 0,

0,0,=—00,0,
seklindedir.

Ispat: d® =0 olmasi sartindan,

df =(d9 o, +dpa,) f
d2f =(d?6 0, +d6 do, +d%p dp+de do, )f

d*f =[do(d@ 0, +dp d,)d, +dp(d 8, +dp d, ), | f
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0=(d6)a? +de do(ge,0, +8,0, )+ (dp) &2
dir. Buradan,
0,°=0=0,%; 0,0,=-00,0,

bulunur.

Onerme 3.7 Kismi tiirevlerin diferansiyellerle bagintilari
0,d0=q'dg o,

d,dp=q7"dg 0,

0,d0=d@ o,

6,dp=qdpa,+(q* -1dea, (3.19)
seklindedir.

Ispat: Kismi tiirevlerin diferansiyellerle bagintilari
0,d0=A,d0 0, + A,dp 0,

0,dp= A, dp 0, +A,do 0,

0,d0=B,,d0 0, +B,dpd,

0,dp=B,dp 0, +B,,d0 9,

bagmnti sisteminde A;ve B katsayilarmin belirlenmesiyle bulunur. Bu katsayilari

belirlemek igin 0, ve 0, kismi tiirev operatdrlerini (3.13) bagntilarina uygulariz.
Ornegin,
6 d6—qdds =0 = 0, (9 do— qded)=0

do-q(0,d6)6 =0

do—-q (A0 8, +A,dpad,)0=0

do (1-gA,)=0
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= A,=q"
0 do—qdoo =0 = 8, (0 d9— qdoo)=0
0,0 d6 —qo,d0 =0
-q(B,d0 0, +B,dpd,)0=0
—-0B,,dpd =0

= B,,=0

olarak buluruz. Benzer islemlerle diger katsayilar da tespit edilerek kismi tiirev

operatorlerinin, diferansiyellerle degisimlerinin

0,d0 = q'de 0y
0,dp = q_ldgo 0,

0,d0=d6d,
6,dp=qdpa, +(q* -1do o,

seklinde oldugu goriiliir.
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BOLUM 4

% -MATRIS YAKLASIMI

Bu béliimde, dnceki boliimlerde buldugumuz bagintilart koruyan bir R -matrisi elde

edilecektir.

0 déo 5
Y= olsun. dY= aldigimizda,
Z de

Y®dY =R dY ®Y

esitligini saglayan uygun R matrisini bulmak istiyoruz. Burada

Ao
0 dée &
Y®dY:[ j@[ j= ? :
@ do) | pd@
pdop
deo
dée 2] dé
dvey= " e,
do Q depb
dog
ve
A O 0 O
R = 0 Fy F, O
0 Fy Fp O
0 O 0 B
seklindedir.
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Y®dY =R dY ®Y esitligi icin buldugumuz matrisleri yerine yazarsak,

o A 0 0 0)\(dos

o | |0 F, F, 0| dbp

od 6 0 F, F, 0| dpd

ode 0 0 0 B)ldep
o Ad&o

Ao | | F,d0p+F ,dpd

: =
od g F,,d0p + F,,dp6
pdop Bd e

— 0do = AdOO

6dp=F,d0 p+F,dp 6

@ d6=F,, d0 ¢+ F,,dpd

¢ dp=Bdg ¢
oldugu goriiliir. (3.13) bagintilarindan,
A=q,

Fll:q_ll I:12 =q

dur.

Bu durumda R matrisi,

q 0 00

0 g-1 0
R = q q

0O 1 00

0 0 O0q
seklindedir.
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0'=6,6°=¢p,0,=0,, 0,=0, ve R matrisinin tersi
gt 0 0 0

olmak iizere,

sirastyla koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilari, koordinat fonksiyonlari ile
diferansiyelleri arasindaki bagmtilari, koordinat fonksiyonlari ve kismi tiirevleri
arasindaki bagintilari, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri ve kismi tiirevleri
arasindaki bagintilari, kismi tilirevlerin kendi aralarindaki bagmtilart R matrisi ile su

sekilde formiilize edebiliriz:

0'0' =-R), 6“6'

0'doI =R}, d6*o'

0,0' =5 —R)X6'0,

6,d0" = (%) do'a,

0,0; = —mﬁ'ia,ak

Not 2: Her bir bagintida, tekrarlanan indis(ler) {izerinden toplam alinmaktadir. Mesela,

0'0) =-> R} 60" dir.

k,1=1

22



BOLUM 5

BiR GL,(2) KUANTUM GRUBU

Bu béliimde, Boliim 3’de ortaya konan g-diferansiyel hesaba etki eden g-simetri grubu
elde edilecektir.

5.1 Matris Elemanlar1 Arasindaki Bagintilar

Simdi T, 2x 2 tipinde bir matris yani

a b
T :( ] olsun.
c d

T matrisinin matris elemanlar1 arasindaki komutasyon bagintilarini bulmak i¢in

R -matris yaklagimini kullanacagiz. Bunu;

RTT, =T T,N (5.1)

kuantum-grup bagintisi ile yapacagiz.

Onerme 5.1 T nin matris elemanlar1 arasinda saglanan q-komutasyon bagintilari

ab=ba

ac =(qca

bc =qcb

bd = qdb

cd =dc

ad —da = (q—1)cb=(1—-g™)bc (5.2)
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dir.

Ispat: Yukaridaki T matrisi ile

a 0 b O
a b 10 0 a 0 b
T, =T®I= ® =
c d 0 1 c 0d O
0 c 0
ve
a b 0O
10 a b c d 0O
T,=1I®T= ® =
0 1 c d 0 0 a b
0 0 cd

diyelim.Bu takdirde,

a’ ab ba b?

T, = ac ad bc bd
ca cb da db
c> cd dc d?
olup,
g O 0 0)(a? ab ba b?
0 g-1 0
RTT, q q ac ad bc bd
0 1 0 Oflca cb da db
0 0 0 g)lc? cd dc d?
ga’ gab gba qb?
g-lJac+qca (gq—-1)ad +qc g-1lpc+qda (g-1)pd+q
d b b d d +qdb
ac ad bc bd
qc’ qcd qdc qd?
ve
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a? ab ba b?)(q O 0 O
TT.R= ac ad bc bd||0 g-1 g O
v ca cb da dbf|O 1 0 O
¢ cd dc d?)l0 0 q

2

ga’ (q-1l)ab+ba gab gb
(q—1)ad +bc gad gbd
gca (q-1)cb+da qcb qdb
(q—1)d +dc qged qd?

dir. Simdi, (5.1) esitligini kullanirsak, T nin matris elemanlari arasindaki g-komutasyon

bagtilarin1 buluruz.

5.2 Kuantum T Matrisinin Determinanti ve Tersi
T matrisinin determinantin1 Gauss ayrisimini kullanarak,

T=T,T,T,

(1 0Ya 0 1 a'b
“lca? 1)]0 d-ca'lo 1

den, (5.2) bagintilariyla
det, (T) = a(d —ca‘lb): ad —aca™'b
=ad —qcb
=da+{—q*Jc—bc
=da—q'bc
det,, (T)=ad —qcb
=da—q'bc (5.3)
seklinde buluruz.

T matrisinin tersini bulmak icin TT'=1=T7'T esitligini kullamiriz. Eger

. A B
T = c D dersek,
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T a b)(A B) (aA+bC aB+bD) (1 O
“lc d)J{c D) (cA+dC cB+dD) (0 1
olur. Ortaya ¢ikan denklem sistemini ¢6ziince

A=det,((T)d, B=—det,'(T)g'b, C=—det,'(T)qc, D=det,'(T)a

elde ederiz. Béylece, det, (T )0 iken

41 d -q'b
T _detq(T)(—qc a J 4

bulunur ve T'T =1 esitligini saglar.
Onerme 5.2 det(T) nin, T nin matris elemanlari ile komutatifligi su sekildedir:
a det,(T)=det (T)a
b det,(T)=q det,(T)b
c det,(T)=q ™" det (T)c
d det,(T)=det,(T)d (5.5)
Ispat: Islemler (5.2) bagintilar1 kullamilarak su sekilde yapilir:
a det, (T )= a(ad —qcb)
=aad —qgacb
=a(da+(q—1)cb)-gach
=ada+ gacb —acb —gacb
=ada—qcha
=(ad —qcb)a=det,(T) a
b det, (T)=b(ad —qcb)

=bad —gbcb
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=abd —qbcb
=qadb —g°cbb

=q (ad —qcb)p=q det,(T) b

Digerleri de benzer sekilde bulunur.

Tamm 5.3 Yukarida determinanti, tersi ve elemanlari arasindaki komutasyon bagintilari

verilen T matrislerinin olusturdugu grup bir kuantum gruptur.
Onerme 5.4 Gerekli islemleri yaptigimizda (3.1), (3.2) ve (3.13) bagmtilari

0 —>ab+byp , d6—adbf+bde
p—>cl+dp , dp—>cd@d+dde (5.6)

doniisiimleri altinda saglanir.
Islemlerde (5.2) bagmtilar1 kullanilir.

Ispat: Déoniisiimlerin birkag bagint1 i¢in saglandigini gosterelim:

0¢ +96 =(ad+bp)cod+dp)+ (cO+dp)(ad+by)
= acH’ +adbp +bcepld +bdp® +cad’® +cbbp + dapd + dogp®
=(ad — da)ép + (cb —bc)dp
=(ad —da)dp +[1-q)cblpp ,  (ad—da=(q—1)cb)
=0
0'd0 =qdo'o

0'do =(ad+by)(add +bdp)

=a’alo+ab@dg+bag do+b’p do

=ga’d@g + ab (qde 6 +(q—1)d@ @) +abdbp +qb’dee
qdé'6' =(add +bdg) (a8 +be)

=ga’déé + qabdbp + gqbadpb + gb*dpe
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0'do —qd6'6'=qa’déd + ab (qde 6 +(q—1)d6 ¢)+abdbp +qb*dpp

-ga’*dée — qabdbp — gabd gl — gb*d g
=0
Benzer sekilde,
0° =0=¢"
do dp=qde do

0 do = qde 6 +(q-1)d0 ¢
@ d6=do ¢

¢ dp=qde ¢

bagintilarinin da (5.6) doniisiimlerinin altinda saglandigin1 gosterebiliriz.

Onerme 5.5 (5.4) esitligindeki T ™" matrisi igin

yazilirsa, T ! matrisinin matris elemanlari

ab =ba
ac =q'ca
bc =q'ch
bd=q'db
cd =dc

ad =d'a—(q-Db'c
bagintilarini saglar.

' ' =]
fspat: T = (a, b,J= 1 [ d a b] olmak iizere,
c —gc a

28
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a'b'=det (T )d det;*(T)~q )
=det}(T )det (T - g *db)
=det (T )det (T N~ g *bd )
=det (T )~ q b)det;*(TXd)
=pb'a’

c'd'= —det (T Jqc(det ;*(T)a)
=—det (T Jaqdet,*(T )ca
=—det (T Jaqdet,*(T )y "ac
=det_*(T Jadet (T \-qc)
=d'c

bulunur.

Digerleri de benzer sekilde yapilir. islemlerimizde (5.2) ve (5.5) bagmtilar1 kullanilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada dis diizlemin bilesenlerinin lineer koordinat fonksiyonu oldugu kabul
edilerek, diferansiyelleri ve kismi tiirevleri ile olan bagintilar1 bulundu. Bunun i¢in A
es-carpimindan yararlanildi. Daha sonra elde edilen bagintilarin basit formiillerle ifade
edilebilecegi bir R matrisi bulundu. Son olarak elde ettigimiz diferansiyel hesaba etki

eden yeni bir kuantum grubu bulundu.
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