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ONSOz

Fizik ve mihendislik uygulamalarinda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun integral
isareti altinda olan denklemleriyle karsilasilir. Bu tur denklemlere integral denklemler
denir. Diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen fonksiyonun degisik turevlerinden
olusurlar. Tarev, bir fonksiyonun bir nokta ve hemen yakinindaki degerleri kullanarak
bulundugundan, diferansiyel denklemler lokal (yerel) denklemlerdir.

Bu ¢alismadaki amag, daha 6nce Volterra ve Fredholm integral denklemler igin verilen
Taylor polinom yodntemini lineer degisken katsayili Fredholm integral denklem
sistemlerinin yaklagik ¢o6ziimleri igin uygulamak ve oOnemli ozelliklerini ortaya
¢ikarmaktir. Yontem; sistemleri bir matris denkleme dénistirmeye dayanmaktadir. Bu
matris denklem bilinmeyen Taylor katsayilarindan olusan bir lineer cebirsel sisteme
karsihk gelir. Boylece cebirsel sistemin ¢oziminden bulunan Taylor katsayilari
kullanilarak verilen integral denklem sisteminin sonlu Taylor seri formunda yaklasik
¢6zumu elde edilmektedir. Daha sonra yari-analitik ¢6ziim yéntemlerinden homotopi
pertiirbasyon yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi tanitilmis ve bu yontemlerin
Volterra integral denklemlerine uygulamalari incelenmistir. Daha 6nceki ¢alismalarda
farkh yontemler ile ¢oOzilen problemlere vyari-analitik yéntemler uygulanmis ve
yontemlerin kapasiteleri arasgtirllmigtir. Ayrica bu ¢alismada, bazi problemlere
varyasyonel iterasyon ve homotopi pertirbasyon yodntemleri uygulanmis ve
problemlerin tam ¢6zimleri elde edilmistir.

Bu g¢alismanin belirlenmesi ve ylritilmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen,
devamli yardimini gérdiigiim degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Adem Cengiz CEVIKELe ayrica
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OZET

INTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

Merve TUNCARSLAN

Matematik Anabilim Dall

Yuksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Adem Cengiz CEVIKEL

Bilindigi gibi integral denklemlerin teori ve uygulamalari, uygulamali matematikte
onemli bir yere sahiptir. Birgok fiziksel olgu integral denklemlerin gesitli tipleriyle
modellenebilir. Bu ¢alismada integral denklemlerin bazi niimerik ve yari-analitik ¢6zim
yontemleri ele alinmaktadir.

Bu tezde, ilk olarak integral denklemlerin tarihi gelisimi ve 6zellikleri verildikten sonra,
R. P. KANWAL ve K. C. LIU [1] ’nin yaptiklari calisma ile M. SEZER [2]’in makalesi esas
alinip, bu galsmalarda verilen metot lineer degisken katsayil Fredholm integral
denklemlere uygulanmistir.

Bu tez alti bélimden olugsmaktadir.
Birinci bolimde konuya giris yapilmigtir.
ikinci béliimde konu icin gerekli temel kavramlar verilmistir.

Uglincii béliimde lineer degisken katsayili Fredholm integral denklemlerin yaklasik
¢O6zumlerinin bulunmasi igin bir ydntem verilmistir.

Dordinci boélimde daha 6nce gesitli yontemler ile ¢6zimi elde edilen integral
denklemlere yari-analitik ydntem olan homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanmis ve
tam ¢6zlimler bulunmustur.

Besinci bolimde daha Once cgesitli yontemler ile ¢6zimi elde edilen integral
denklemlere yari-analitik yontem olan varyasyonel iterasyon yontemi uygulanmis ve
tam ¢ozlimler elde edilmistir.

Vii



Son bdélimde ise homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon ydntemlerini
anlamak igin érnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fredholm integral denklem sistemleri, integral denklemler, Taylor
polinom ve serileri, Diferansiyel denklemler.
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ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS OF INTEGRAL EQUATIONS

Merve TUNCARSLAN

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Assist. Prof. Dr. Adem CEVIKEL

It is well known that the theory and applications of the integral equations have an
important role in applied mathematics. Many physical phenomenon can be modelled
by various types of integral equations. This thesis is concerned with some numeric and
semi-analytic methods for

solving integral equations.

In the present thesis the historical development of integral equations are given firstly.
Then the method which was studied in a paper of KANWAL and K. C. LiU [1] and a
paper of M. SEZER [2] , is applied to the linear Fredholm integral equation systems with
variable coefficients.

This thesis consists of sixth chapters.
In the first chapter subject is introduced.
In the second chapter the basic concepts are given which are necessary for the subject.

In the third chapter, it is investigated a Taylor polynomial solutions of high order lineer
Fredholm integral equations with variable coefficients which is given for integral
equations.

In the fourth chapter, some well known numeric and semi-analytic methods for
Volterra integral equations have been given and the capacity of the methods have
been investigated by the considered examples. The semianalytic methods (homotopy



perturbation) have been applied to the several integral equations that solved by
different methods and then exact solutions have been found.

In the fifth chapter, some well known numeric and semi-analytic methods for Volterra
integral equations have been given and the capacity of the methods have been
investigated by the considered examples. The semianalytic methods (variational
iteration) has been applied to the several integral equations that solved by different
methods and then exact solutions have been obtained.

In the final chapter, some of examples have been given in order to understand the
homotopy perturbation and variational iteration methods.

Key words: Fredholm integral equation systems, Integral equations, Taylor
polynomials and series, Differential equations.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir. integral
denklemlerin bitlin turlerini kapsayacak teoriyi kurmak olanaksizdir. Bu nedenle,
birbirinden ayri nitelikteki integral denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir.
Boylece genis bir arastirma sahasi acilmis olmakta ve konu bu oranda daginik bir

inceleme tarzi gostermektedir.

integral denklemlerle ilk ugrasilar 19. yiizyilin ilk yarisinda baslamistir. Onceleri daginik
ve rastgele arastirmalar yapilmisken, ayni yuzyilin sonlarina dogru daha sistematik ve
bilingli arastirmalarin yapildigi ve bir takim sonuglarin alinmaya baslandigl
izlenmektedir. ABEL 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi esnada ilk defa
integral denkleme rastladig bilinmektedir. Ancak integral Denklem deyimini Du Bois
REYMOND’un 1888 yilinda yayinlanan bir ¢alismasinda 6nerdigi anlagilmaktadir [3].
integral denklemlerle ilgili F. G. Tricomi [4], |. G. Petrovsky [5] ve V. W. Lovitt [6] "e ait

kaynaklar mevcuttur.

Bilindigi gibi tabiat kanunlari diferansiyel denklemler yardimi ile ifade edilebilirler.
Bundan, yakin gevre incelendiginde evrenin tamaminda gecerli tabiat kanunlarinin
bulunabilecegi sonucu cikarilabilir. Belki de blyuk distunir Albert Einstein’in “Bu
tabiatin en anlasilmaz yéni anlasilabilir olmasidir” sézunin altinda yatan gergeklerden

bir tanesidir [7] .



integral denklemler ise biitiin uzay Uzerinden integral alinmasi gerektirdiklerinden
global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o
fonksiyonun batlin uzay Uzerinden integralini iceren ifadeler cinsinden bulunmasi
demektir. integral denklemler genel olarak ¢oziilmesi ¢cok daha zor denklemlerdir.
Diferansiyel denklemlerin dnemli bir 6zelligi, tek baslarina bir problemi tanimlamaya
yetmemeleridir. Onlara sinir sartlarinin da ilave edilmesi gerekir. integral denklemler
ise, bir problemin tam tanimini verirler. ilave sartlara gerek yoktur. Ancak, sinir sartlari
da uzayin butininde onlarin ilgilenilen bélgeye etkisinin dolayli yoldan denklemlere
dahil edilmesi olarak yorumlanabileceginden, integral denklemler ile diferansiyel
denklemler arasinda yakin bir iliski olmasi da dogaldir. Bu ¢alismada gorilebilecegi gibi

diferansiyel denklemler temelde integral denklemler olarak da ifade edilebilirler.

1.2 Tezin Amaci

Sistemlerin ¢6zimd igin su ana kadar sunulmus genel bir ydontem yoktur. Bu nedenle
fizik ve mihendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan sistemlerin yaklasik ¢éziimlerinin

bulunmasinin faydah olacagi disunilmustir.

Bu calismada, 6nemi giderek artan integral denklemler konusu ele alinmistir. ikinci
boélimde, integral denklemler ile ilgili temel bilgiler verilmis ve integral denklem tipleri
tanitilmigtir. Calismanin Gglinct boliminde, uygulama alaninda dnemli bir yeri olan
Volterra ve Fredholm integral denklemlerinin Taylor serisi yardimiyla yaklagik
¢6zumleri incelenmis, bu ydntemlerdeki materyal ve metotlari hakkinda bilgi
verilmistir. Daha sonra Volterra integral denklemleri icin homotopi pertiirbasyon
yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi ele alinmis ve yari analitik yontemler igin

orneklerle problemlerin tam ¢6ziimleri elde edilmistir.

1.3 Bulgular

Uygulamal bilim dallarinda bazi problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler,
ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon iceren diferansiyel, integral veya
bunlarin lineer birlesiminden olusan integro diferansiyel denklemlerin bir bitini
olarak ifade edilirler. Bu tip denklem sistemleri, bilhassa pargali olanlar, birgok fizik ve

miihendislik dalinda ortaya cikmaktadir. Ornegin, diferansiyel denklem sistemleri;



Elastikiyet teorisi [8], Dinamik [9], Akiskanlar mekanigi [10], Devre problemleri [11],
Salinim problemleri [12], [13], Kuantum dinamigi [14] gibi konularda, integral ve
integro diferansiyel denklem sistemleri ise Elektromanyetik teori [15], Termoelastikiyet
[16], Biyoloji [17], Mekanik [18], [19] Dalgalarin kirinimi [20] gibi alanlarda ortaya

cikmaktadir.



BOLUM 2

INTEGRAL DENKLEMLER

integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlayabiliriz ama bu tanim bizim igin yeterli degildir. Bunun igin
integral denklemleri siniflandirirken degisik durumlarda inceleyecegiz.
Tek degiskenli fonksiyonlarda bir integral denklemin en genel durumunu verirsek,

b

p(x)g(x) = 1(x)+ A[K(xt) g(t)dt

a

burada a ve b sabit; A bir parametre; w(X) , f(x) , K(x,t) ; tanim bolgesi, a < x;
t < b olan bilinen fonksiyonlar; ¢(x) ise bilinmeyen fonksiyondur. K(X,t) fonksiyonuna

cekirdek adi verilir.
2.1 integral Denklemlerin Siniflandiriimasi

2.1.1 Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

integral denklemleri lineer ve lineer olmayan integral denklemler olmak iizere

inceleyelim. ¢(X) bilinmeyen fonksiyon olmak lizere;

9030 = 1)+ [ K1) e

bu integral denklemde ¢(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer ise integral denklem

lineerdir.



400 = 10+ [K(c.t) 6" () 01 2.1)

ise bu integral denklemde ¢(x) bilinmeyen fonksiyonun n. kuvveti bulundugundan

(2.1) integral denklemi lineer olmayan integral denklemdir.

2.1.2 Singiiler ve Singiiler Olmayan Lineer integral Denklemler

integral denklemi K(x,t) cekirdeginin sireklilik durumuna gére siniflandiralim. K(x,t)

fonksiyonu a<x<b ; a<t<b aralifinda strekli ise integral denklem singler (tekil)

olmayan bir integral denklemdir. E§er K(X,t) verilen aralikta strekli de§ilse integral

denklem singller integral denklemdir.

Ornegin 0 <a < 1 olmak zere,

f (X) - .[ (ux(fz()j’E
0

seklindeki bir integral denklem singtler integral denklem sinifina girmektedir. Ayrica,
integral sinirlarindan en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, singiler integral

denklem sinifinda olacaktir.

f(x)= [sin xt u(t)dt (2.2)
0

f(x)= e u(t)dt (2.3)
0

denklemleri bu tlire birer 6rnek teskil etmektedir. (2.2) in ikinci yani ile tanimlanan

f (x) fonksiyonu u(X) ‘in Fourier Sinls Transformasyonu, (2.3) de ise u(x) ‘in Laplace

Transformasyonu olarak kullanilir [21].

2.1.3 integral Denklemlerin Yapilarina Gore Siniflandiriimasi

u(x)=i K(x,t) g(t)dt (2.4)



b
+IK x,t) g(t)dt (2.5)

(2.4) ve (2.5) ¢(x) bilinmeyen fonksiyon, u(x) , f(x), K(x,t) bilinen fonksiyon olmak
Uzere integral denklemleri 1. gesit integral denklemlerdir. Burada bilinmeyen fonksiyon

sadece integral igindedir.

#(x)= | K(x,t) g(t)dt (2.6)

;D'—.D‘

b
+j K(x,t) g(t)dt (2.7)

Burada ¢(Xx) bilinmeyen fonksiyon; f(x) , K(X,t) bilinen fonksiyondur. (2.6) ve (2.7)
integral denklemleri 2. gesit integral denklemlerdir. Burada bilinmeyen fonksiyon

denklemin hem iginde hem de disindadir.

(X)) = 1+ [K(x.0) gyt 2.8)

u(x), f(x) , K(x,t) bilinen fonksiyonlar, #(x) bilinmeyen fonksiyon olmak tizere (2.8)
deki integral denklem 3. gesit integral denklemdir. Burada integral disindaki bilinmeyen

fonksiyonun katsayisina gore 1. ve 2. gesit integral denkleme donustirilebilir.

2.1.4 Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Bir integral denkleminde integralin disinda ve bilinmeyen ¢ fonksiyonu haricinde f

gibi bir fonksiyon bulundurmayan integral denklemlere homojen integral denklem

denir. f fonksiyonu bulunduran integral denklemlere homojen olmayan integral

denklem denir.

#(x)= | K(x,t) g(t)dt (2.9)

D e T

b
+j K(x,t) g(t)dt (2.10)



(2.9) denklemi homojen integral denklem, (2.10) denklemi ise homojen olmayan

integral denklemdir.

2.1.5 Volterra ve Fredholm integral Denklemler

integral denklemler integral sinirlarinin degisken ya da sabit olmasina gére de

siniflandirtlir. t>X igin K(X,t) = 0sartini saglayan

f(x)= [ K(xt) gty
)= 1+ [ K(x1) p0ct

p0)alx)= 10+ K1) gt

denklemleri sirasiyla 1. 2. ve 3. gesit Volterra integral denklemleridir.
a,belR, f:[a,b]>IR veK:[ab]x[ab]->R
b 2

'[|f(xx dx < oo

a

2

|K(x,t) dxdt <oo

DO —— T
D ey T

ozelliklerine sahip bilinen fonksiyonlar ve ¢ bilinmeyen fonksiyon olmak uzere;

f(x)=| K(x,t) ¢(t)dt

D e T

o) = 1)+ K1) et

00) = 10+ [K () g



denklemleri sirasiyla 1., 2. ve 3. gesit Fredholm denklemleridir.

2.1.6 Ozel Tipte integral Denklemler

K(x,t) cekirdegi sadece x—Yy farkina bagh yani x—Yy ’yi degisken kabul eden bir

degiskenli fonksiyon olmak tzere genel bir konvolisyon integral denklemi,
#(x)=1(x)+ [K(x=y) #(y)dy (2.12)
ve hemen hemen konvolisyon integral denklemi ise,

#x) = £(x)+ [K(x,x—y) dy)ey (2.12)

formundadir.

(2.12) de K(x,x—Yy) cekirdegi (2.11) deki K c¢ekirdeginden farkh iki degiskenli

fonksiyondur. (2.11) de x—y < 0 iken K(x—y) =0 olmasi halinde
#(x) = £(x)+ [K(x=y) gy)dy (2.13)
X<y veya y< 0 ikenK(x—Yy)=0 olmasi halinde

#(x)= f(x)+fK(x— y) #(y)dy

tipinde ve (2.13) Un 6zel hali olan konvolisyon ¢ekirdekli Volterra integral denklem

ortaya ¢gikar.

integral denklemlerin bir tiirii de integro diferensiyel denklemlerdir. Bilinmeyen

fonksiyonun tiirevlerinin bulundugu bir integral denklemdir. Yani,

#'(x)= F{x,u(x), | K(x,t) u(t) u'(t)dt}

O Ty <



$" (%)= FLx,u(x),u'(x)u"(x),...,u " ()} + [ K K (x,t,u(t),u()....u™(t)) dt

[0,00) araliginda tanimli konvolisyon ¢ekirdekli

£(x)+ [K(x—y) g(y)dy

integral denklemine Wiener-Hopf denklemi denir.

iki boyutlu integral denklemler

b b
d(x,y)=f xy+”nyt1,t dt,dt,

ile verilir.

2.1.7 Parametreli integral Denklemler

A#0 ve A =1 olan bir parametre olmak Uzere su ana kadar gérdigimiz integral
denklemlere, A parametresinin ilave edilmesiyle daha genel durum elde ederiz.
Ornegin;

X

#(x)=f(x)+ /1'[ K(x,t) g(t)dt

a

b

#(x)=f(x)+ /1'[ K(x,t) g(t)dt

a

A parametresi reel veya kompleks olabilir.

2.2 integral Denklemlerle Diferansiyel Denklemler Arasindaki iliski

Baslangi¢ kosulu ile verilen degisken veya sabit katsayili bir difereansiyel denklem
Volterra tipinde bir integral denkleme ddnustirilebilir. Dolayisiyla bir integral denklem

de bir diferansiyel denkleme doénusebilir.



2.2.1 Diferansiyel Denklemlerin integral Denklemlere Déniistiiriilmesi
y(O) Co, Y (0) Cyy ,y("fl)(O) = C,_, baslangi¢ kosullari ile verilen

d (nfz)y

i Tt a, ,(x)==

d (n)y d (nfl)y
9 oS %

X i+ (x) +a,(qy = f(x) (2.14)

n.mertebeden lineer diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklem, integral denkleme

dondsturilebilir:

=u(x) olsun.

olur. Benzer sekilde,

jdi((;;:z j X = qu(x)dxchnljdx

d"’y ﬁu(x)dx +C, 4 X+C,
00
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—_—
—
[
>
=
X
o
>
+
p=l
L
H
>
+
O
>
+
(@]

(2.14) de yerine koyarsak

>

u(x)+a, (x)[u(x)dx +c, ,a,(x)+a,(x ”u Jaxdx +c, ,xa,(x)+c,_,a,(x)
00

o

+ ag(x)_I_I_Iu(x)dxdxdx+Ecnlx2a3 (X)+...+a,, (x)j..(n —1)...:[u(x)dx

1 n-2 5 X
+MCHX a,,(x)+...+ca,,(x)+a, (X).I...(n)....([u(x)dx

1
+ Coy
(n=21)!

x"a, (X)+...+ ¢ xa, (x)+ ¢y, (x) = F(x)

olur. Bu durumda,

u(x)+a, (x)X u(x)dx +a, (x)X iu(x)dxdx +a, (x)X ﬁu(x)dxdxdx +on

+a, (x)X . (n)..ju(x)dx dx =

f(x)—c,_,a,(X)—cC, xa,(X) —...— 0 il)l ¢, X""a (X)—...—C,_,a,(X)—C,_,Xa,(X) —...
1 n-2 o _ _

- (n _ 2)! Ch X" &, (X) e Gy (X) C,xa, (X) Cody (X)

dir. Esitligin sag tarafi x’in fonksiyonu oldugundan F(Xx)ile gosterelim.

2 n-1

a,(x)+ xa, (x)+%a3(x)+ ot D) a,(x)= f,.(x)

n-2

a,(X)+ xag(x) +...+ D) a,(x)=f,,(x)

11



F(x)= f(x)—{c,, f,,(x)+c,,f

o Fao ()t € fi(X)+ 6 Fo (%)

ve esitligin sol yani ise

Jn). (et = X(Xn_—t)nlu(t)dt

bagintisi yardimiyla tek katli integral olarak ifade edilir

u(x)+ al(x)ju(x)dx +..+a,(

O'-—.><
O'——.x

u(x)dx...dx = F(x)

(2.15) yardimiyla

<

u(x)+a,(x ju )t + a, (x

0

O'——.x
Q_
—
+
+
QJ

A

\/

B
—~
>
|
—
N

>
L

seklinde ifade edilir. Belirli integralden

+JX' a, (x Nx —t)+a,(x )(X;!t)z +...+an(x)(xn_t)1n!1

. ) (X_t)n—l
KD =a,()+a,0x -t +..+a, (0 ==,

ifadesi ¢cekirdek fonksiyonu olarak isimlendirilir

u(x)+

O Sy <

K(x,t) u(t)dt = F(x)

dolayisiyla 2.¢esit Volterra integral denklemine ulasinz

(2.15) ile verilen

12
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o) o= [

¢ (n-1)

seklindeki baginti asagidaki gibi ispatlanabilir.

(2.15) bagintisi asagidaki gibi diizenlenip, esitligin sag tarafi |, ile gosterilsin ve bu

ifadenin daha genel incelenmesi igin alt siniri da a olarak alinsin.

(n —1)!}...(n)...'x[u(t)dt...dt = j(x —t)nlu(t)dt
1,(x)= j(x —t)""u(t)dt (2.17)

olsun. Burada n pozitif bir tam sayi ve a bir sabittir.

integral isareti altinda tiirev almaya yarayan Leibnitz formiliinden yararlanarak
F(x,t)=(x—t)""ult)

alinirsa, tirev alindiginda,

n-2

A -0 (x-1) (ot + {07 ue))

dx

bulunur. Béylece n>1 igin,

Z'; =(n-1 (2.18)

olur. Ozel olarak ise,

% =% [ultHt=u(x) (2.19)

bulunur. (2.18) den tiirev almaya devam edilirse,
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2

L= (-1n-2),

e - (11203,

d v ~
e =(n-1)n-2).(n=k),, , (n>Kk)

n-1
d™,

o =(n-1)(n-2)..2.11, (2.20)

ve N mertebeden tirev igin

d"l
dx"

dl
n _ —1)1=n
(-1

=(n-1)tu(x)

bulunur. n>1 iken 1 (a)=0 olduguna dikkat edilirse, (2.20) bagintisindan, In(x) ‘in

ve onun ilk (n—1) adet turevinin X = a igin saglandig1 sonucuna varilabilir.

Simdi, yukaridaki bagintilardan geriye dogru hareket edilerek, integral islemleri

yapilirsa (2.19) dan
()= [u(x)ox

elde edilir. Buradan

X Xo

I, (X) = j(. I, (Xz )dX2 = J. .[u(xl )dxldXZ

14



yazilabilecektir. Burada X,ve X, birer parametredir. islemlere bu sekilde devam

edilirse,

.[ “.u X, Jx,dx, dx; ..dx,,_,dx,

bulunur. ifadeyi diizenlemek igin, her iki tarafi (n—21)! bélip, I, yerine (2.17)
bagintisindaki esiti yazilirsa,

Xp1  Xg X

.)f] .[ '[Ju(xl)jxldxgdxs---dxnfldxn =

39

—~

>
| =

[EEN

N="

D ey <
—~~
>
|
—
~
<
—
~—
o
—

bagintisi bulunmus olur.
Ornek 2.1

u"—5u"-4u=0
u(0)=0 ve u'(0)=0

baslangic kosullari ile verilen diferansiyel denkleme karsilik gelen integral denklemi

bulalim.

, d?u

u = = U\ X
dx? (x)
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u’(x)zjx.u(x) dx (2.21)

tekrar integral alirsak;

u(t) ‘ = ﬁu(t) dt dt

u(x):j(x —t)u(t) dt (2.22)

(2.21) ve (2.22) verilmis olan diferansiyel denklemde yerine koyuldugunda

X X

u(x)-5[u(t) dt—4[ (x—t) u(t) dt=0

0

u(x)

(4(x—t)+5)u(t) dt=0

I
O Ty <

integral denklemine ulasiimis olunur.

2.2.2 integral Denklemlerin Diferansiyel Denklemlere Déniistiiriilmesi

Simdi de bir integral denklemin bir diferansiyel denkleme donustirilmesini gérelim.

Bunun igin Leibnitz formlinin uygulanmasi yeterlidir.

Ornek 2.2

u(x) = x? —ﬂzi(x—t) u(t) dt

0

integral denklemini diferensiyel denkleme dénustirelim.
Her iki tarafin x 'e gore tirevini alalim,

du_
dx

dX
2x — 2 — | (x—=t)u(t) dt
X ﬂdxg(x Ju(t) d

Leibnitz formullne gore

16



du h
v 2x—/lzju(t)dt

0

dir. Tekrar tlirev alinirsa,

d?u d §

=2- 22— |u(t)dt
dx? dx;[u()d
dzu:Z—/lZu(x) u"+A2u-2=0
dx?
olur.
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BOLUM 3

TAYLOR SERiSi YARDIMIYLA iINTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIK
COZUMLERI

3.1 Fredholm integral Denklemlerinin Taylor Serisi Yardimiyla Yaklasik Coziimii

Bu kisimda, Taylor seri ¢6ziimlerine sahip 1. ve 2. gesit lineer Fredholm integral
denklemlerinin yaklasik ¢6zlimleri incelenmistir. Bu denklemlerin ¢6zimi igin
kullanilan yontem, R. P. Kanwal ve K. C. Liu tarafindan sunulan yontemin bir
genellemesidir. Bu yontemde ilk olarak integral denklemin her iki tarafinin n defa
tlrevi alinir ve sonra sonug denkleminde bilinmeyen fonksiyonun Taylor seri agiliminda
yerine konulur. Burada lineer cebirsel sistem uygun bir yerde kesilerek yaklasik bir
¢6zim bulunur. Elde edilen ¢6ziim, bir Taylor seri yaklasimi olup bu Taylor seri
aciliminin katsayilari bir lineer cebirsel sistemin ¢éziimleridir. Katsayilar ¢cekirdege bagh
matris denklemi yardimiyla hesaplanir. Yontem, bazi lineer Fredholm integral

denklemlere uygulanarak asagidaki gibi agiklanabilir.

f(x) +,1j K(x,t)y(t)dt =0 (3.1)
ve
y(x) = f () +A[K(x)y(t)dt =0 (3.2)

denklemlerini g6z 6nlne alalim. Bu denklemlerdeki a ve b sabitleri a<x |,

t <bintegralin sinirlanidir. Her iki denklemde de y bilinmeyen bir fonksiyon, f(x) ve

18



K(x,t) bilinen fonksiyonlardir. 4 #0 reel veya kompleks bir parametredir. Eger

cekirdek fonksiyonlar K(x,t) =K (t,x) seklinde birbirine esit ise simetriktir.

(3.2) ile verilen Fredholm integral denkleminin

y(x) = %y‘”’(C)(X—C)” a<c<b
n=0 '!-

(3.3)

formunda bir Taylor seri ¢6zUmu aransin. (3.2) denkleminin X ‘e gore n defa tirevi

alinip
(n)
ym(x) = £ (x)+,1j aK—(Xt) y(t)dt
X yerine ¢ degeri konuldugunda
(n)
y™(c)=f" @)+ j M| y(t)dt

elde edilir. Sonra y(t), t =c ’de Taylor serisine agllirsa

y(t) = Z_%y‘““(c)(t o)

‘">(c)—f‘“>(c)+zjaK—(X°|“i; Y™ )t -0)"

m=0
elde edilir. Bu diizenlendiginde

N
yP @) =)+ 2D T,y™(c) (n,m=012......N)
m=0

elde edilir. (3.6) daki T

; 8‘”)K(x,t)‘
nm m!

_(t—c)"dt

a

19
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formundadir. Boylece Taylor katsayilari ile sonsuz (3.6) bagintilari bir sonsuz lineer
cebirsel sistem olugtururlar. (3.6) sistemi, uygun bir yerde kesilerek yaklasik ¢ozilebilir.

Bu taktirde,

TY=F (3.8)

matris denklemi elde edilir. (3.8) matris denklemindeki matrisler

yO(c) | (AT, -1 AT, ... ATy | [~ fO(c) ]
y(l) (C) iTlO iTll -1 .. iTlN — f @ (C)
Y= T= F=
Y™ () | ATwe ATa e AT -1 IRICIeY
seklindedir.

(3.1) integral denkleminin ¢6zimu icin (3.8) matris denklemi kullanilabilir. Buradaki T

matrisi

T=T,.]-1 (n,m=012..N) (3.9)

olup eger T # 0 ise (3.8) denklemi
-1

Y=T F (3.10)

seklinde yazilabilir. (3.10) yardimi ile y™(c) , bilinmeyen katsayilar belirlenir ve bu

degerler (3.3) de yerine konulursa

y(x) = i% y™(c)(x-c)" (n,m=012,..N) (3.11)

n=0 '

Taylor seri ¢dzimu elde edilir [22].

Ornek 3.1

y(X) = X+ ij (xt2 + xzt)y(t)dt

seklindeki homojen olmayan Fredholm integral denkleminin ¢6zimu aransin.
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Burada, K(x,t)=xt*>+x’, f(x)=x, a=0 ve b=1 olup c=0ve N =2 alinirsa

f ™ (0) ve T, degerleri agagidaki gibi hesaplanabilir.

f(x)=x= 1(0)=0
f'(x)=1= f'(0) =1
f'(x)=0=f (0)=0

1 ‘”)K t
__J' (X )‘

—c)"dt
m!

nm

1

L1000+, ot = Foxt? a x?
00 0| ox© | X=O(t—O) dt:.([(xt + X t)| X=odt=.([0dt=0

Ia‘o)(xt +x°t)|

1 1

1 _ 2 2 _ _

50| otT0dt= otz +x0) tot = [otdt =
0 0

1 ja“”(xt2 ?
2 =5l A~
2 x©

1 1
(t=0)*dt= J'(xt2 +x%)| | thdt= J'Otzdt =0
0 0

1 1 3
(t-0)°dt= [@ +2xt)| | _dt=[t’dt= %\é ==
0 0

0= 0 < ox®

1

. :ilT (t-0)'dt= J'(t +2xt)|  tdt= J't tdt = \ =
£ 0 (xt? ) 1f.,,,. 1t%, 1
T, = 2'IT (t=0)%dt= J'(t +2xt) _ tidt= .([t t dt:EEOZE

107 (xt? + %))
2 0I ox? | %0

1 1
(t-0)°dt=[(20)| _,dt=[2tdt =t} =1
0 0

£ 0@ (xt? + x°t)

; ! 1 [ o2 2t% ),
2 _I ox®@ x=o(t —-0)"dt = .([(Zt)| X=0tdt = I[Zt dt :? L_2
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_ lj 0¥ (xt? + x°t)|
2o x®
olup
T, =0 T, =0
1 1
T _5 Ty _Z
2
T, =1 T, ==
20 21 3

degerleri belirlenir.

17 17
_(t-0)dt =Ej(2t)| Lt =Ej2t3dt =
0 0

Bu degerler TY = F de yerine yazilirsa

A0-1 4.0 A y@@©) | [0
P e y2(0) |=| -1
3 4 10 y20 | | o0
a1 a2 ain

L 3 i

veya

-1 0 A y@@© | [0

i i_l i y(l)(o) =|-1

3 4 10 @@ | o

PR 2 A N

L 3 4 |

matris denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

y©(0)=0

A
3

A A
7y 0 0 Z 1 @ 0 (2) 0)=-1
y (){4 jy ()+10y (0)

2y©(0) +%y‘” 0) +[§—1jy‘2> 0)=0

22
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Bulunur. Burada y®(0)=0 ve y”(0) =y,, y?(0) = y, degerleri denklem sisteminde

yerine yazilirsa

ﬂy +iy —_l
4 7t 1077

24 A-4

?.y1+T.y2=0

olur. Buradan

y _iﬂy

Y R S
/1—414—,1)/ R

4 21 4 2107
_ _ 2
y2 M+i :_l
32 10
~ 3204 ~1604

Y2 2% +2401 - 480 B A +1204 - 240

i - ~1604 3 4-2_ 604-240
Yo2241204-240224° 4 22 +1204—240

elde edilir. Bu degerler (3.11) de yerine yazilirsa

2

y(x) =2~y (O)(x~0)"

y(x)= y© (0)+ y© (0)x+%.y‘2> (0).X?

[(60.4 — 240)x —80.4.x2]

X) =
Y A% +1204 - 240

bulunur. Bu sonug¢ tam ¢6zUmii verir [23].
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3.2 Volterra integral Denklemlerin Taylor Serisi ile Yaklasik C6ziimii

Bu kisimda, Volterra integral denklemler igin Taylor seri ¢6ziim yéntemi incelenmistir.

y(x) = f(x)+ ij. K(x,t)y(t)dt (3.12)

Volterra integral denklemi g6z 6niine alinsin.

yx) =Y,

k=0

|~

Iy‘k)(c).(x—c)k, a<c<x (3.13)

=~

seklindeki x = ¢ noktasinda ki Taylor serisi ¢dzimu aransin.

(3.12) denkleminin (3.13) seklinde bir ¢c6zimini elde etmek icin ilk olarak Xx’e gore

n defa tiirev alinirsa

y™W(x) = f™(x)+ A1 ™ (x) (3.14)

olur. Buradaki

d"
e j K (x,1)y(t)dt (3.15)

1™ (x) =

dir. n=0 igin

1©(x) = 1(x) = j K (x,t)y(t)dt

olur. n defa integralin diferansiyelinin alinmasi ile ilgili Leibnitz formali 1™ (x)

integraline uygulanirsa, n >1 igin

n-1 n—i-1 X ~(n)
n 0" K X, t

1900 = 3 I 0y0o] o+ [y (3.16)
i=0 a

ifadesi elde edilir. Buradaki

OVK (x,t
h (x) = SR (3.17)
OX
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dir. Fonksiyonlarin  ¢arpiminin  diferansiyeli ile ilgili Leibnitz formulinden

[hi (X).y(x)]("fifl) hesaplanip (3.16) denkleminde yerine konursa, (3.15) denklemi
N=i=1)} oy, \om (X B
. h (X)y™ (x) + j y(t)dt (3.18)

seklinde olur.. (3.18) denkleminde

olduguna dikkat edilmelidir.

ilk olarak (3.14) denkleminde x =0 yazilip, (3.18) denkleminde ve t=c noktasindaki
y(t) Taylor agithimi

y(t) = Z% Y™ ().t~ )"

ifadesi yerine yazilirsa

n-1 n—-m-

Y (e) = £ (c)+ 4 f(” _r;_ljhi‘”””‘” ©y™ () +

m=0 i=0

A

ey o)

m=0

veya kisaca
n-1 0
y®(c)=f™(c)+ ,1{ RICED R L (c)} (3.19)
m=0 m=n
elde edilir. (3.19) daki
"ot n—-i-1 i
How =2 ( jhi‘””“'” ©) (3.20)
i=0 m
ve
oMK (x,1) 0
T = [ heelt=ot (3.21)
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seklinde tanimlanirlar. (3.19) da n = 0igin

n-1
D (Hpp +T)y™(© =0, (n=12,...;m=12...,n-1 n>molur.(3.20)de n<m

m=0

icin H,,, =0 elde edilir.

(3.18) bagintisindan sonsuz lineer denklem elde edilir. y(X)’in N.dereceden bir Taylor
polinomuna yaklastigi kabul edilirse, (n,m=0,.2,..N) alinabilir. Sonra (3.18)
denkleminin bilinmeyen y@(c), y®(),...y™(c) katsayilari igin; (N +1)
bilinmeyenli (N +1) denklemden olusan bir lineer denklem sistemi ortaya ¢ikar. Bu

sistem standart metotlarla nimerik olarak ¢6zilebilir ya da

TY=F (3.22)
seklindeki matris denklemi haline getirilir ve | T| #0ise (3.21) matris denklem
Y=T F (3.23)

seklinde yazilir.

(3.22) deki T,Y ve F matrisleri

i'TOO _1 /7“'T01 Z,,TON
A(Hy +Ty) AT, -1 v AT
T=
_i(HNO +TNO) Z‘(HN]_ +TN1) iTNN _1_
v=-[y90) yU@© . o .. Y]
=100 —f90) . . .. —fO()]

seklindedirler. Boylece y™(c) , (n,m=0,1,2,...N) katsayilari (3.23) denklemiyle tek bir

sekilde belirlenir. Bu ylizden (3.12) integral denkleminin ¢6zimu tektir. Bu ¢6zim,

y(x) =Y =y ()(x-c)" (3.24)

o N!
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Taylor polinomudur.

(3.21) integralinin degerini hesaplamak genelde zordur. Bu ylizden ¢ = asegilmesi

uygun olur. Béylece T, degerleri (3.19) denkleminin bir rekiirans bagintisina indirgenir

ve asagidaki gibi kolayca hesaplanir.

y©(a) =1 (a)

y‘”)(a)=f‘”)(a)+/1§Hnm.y‘m)(a), (n=12,.....N) (3.25)

m=0

Bu bagintidan bilinmeyen katsayilar kolayca ard arda hesaplanir. Ek olarak n — oo

oldugunda Taylor seri ¢cozim elde edilir [24].

Ornek 3.2

y(X) :l+x+ﬂj(x—t).y(t)dt (3.26)

lineer Volterra integral denkleminin 5. dereceden bir Taylor polinomu ile y(x)’in

yaklasik bir fonksiyonu bulunmak istensin. Burada

f(x)=1+x K(xt)=x-t a=0olupN=5 c=a=0

secilirse, ilk olarak H  ve T degerleri

(i)
h(x) = KD,
X

n-m-1 1 _1 i
Hnm _ Z (n | J hi(n—mflfl) (C)

i-0 m

1 0K (x,t)
— Z M\ (t—c)™dt nm=01..5
m!~£ ox" e (t=0) ( :

nm

ifadeleri yardimiile
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Hy = H,=0 H,=0 H;=0 H,=0

Hy = Hy=0 H, =0 Hy=0 H, =0

H30:0 H31:0 H32:0 H33:0 H34:0 (3.27)
Hy=0 H,=0 H,= Hy=0 H, =0

He =0 H; =0 Hg, = He =1 Hg =0

ve

Tm=0 (n,m=012,..5) (3.28)

olarak bulunur.

Sonra f(x)=1+Xx fonksiyonu ve tirevlerinden

f(0)=1, f(0)=1, f'(0)=0, f (0)=0, f®(0)=0,f®(0)=0 (3.29)

degerleri elde edilir.

Daha sonra (3.27), (3.28), (3.29) degerleri (3.22) matris denkleminde yerine

konulursa

-1 0 0 0 0 O0][y@©] [-1]
0 -1 0 0 0 0fly®0] |-1
A 0 -1 0 0 0/[|y®©0)] |0
0 4 0 -1 0 0/[y®@©] |0
0 0 42 0 -1 0[ly®0)] |0
0 0 0 2 0 -1]|y®©)] |0]

matris denklemi elde edilir. Bu denklem dizenlenirse

~y9(0)=-1= y?(0) =1
-yP0)=-1=y®(0) =1
2y90)-y?(0)=0=y?(0) =1
2y () -y®(0)=0=y®(0)=2
2y@(0)-y®(0)=0=y?W(0) =2
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2y90)-y?(0)=0= y®(0) = 2*

olur. Buradan da

y@0)=y®0)=1, y?(@0)=y®0)=4, y?(0)=y®(0) =4

degerleri elde edilir. Bu degerler (3.24) denkleminde yerine yazilirsa

y(x) =

y(x)

y(x) =

y(x) =

—y@0).x° + % y®(0).x" +

ZS:—y‘”)(O).xn

n=o N:

1 1@y w22 L v@ )« L v@ () vt 4 Ly () xS
2!y (0).x +3!y (0).x +Zy (0).x +§y (0).x

ol

L

1+ X +£/1.x2 +
2! 3

A.x3 +l/12.x4 +l/12.x5
41 5!l

1+x+/1.[£x2 +£x3}+/12[£x4 +£x5}
2! 3 4l ol

bulunur. Burada A =1 ve yeterince blyik bir n alindiginda tam ¢6zim olan

y(Xx) = e*ifadesinin elde edilecegi gértlmektedir. Ayni sonuglar (3.25) bagintisi ile de

kolayca bulunur [23].
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BOLUM 4

HOMOTOPiI PERTURBASYON YONTEMI iLE INTEGRAL DENKLEMLERIN
YAKLASIK COZUMLERI

4.1 Homotopi Pertiirbasyon Yontemi

He’nin homotopi pertirbasyon yontemi; ¢alisilan zor problemi, ¢6zimi daha kolay
olan bir probleme donistirdGgi igin bilim adamlari ve miihendisler tarafindan son
yillarda ¢ok kullanilan bir yontemdir. Homotopi pertiirbasyon yontemi, He tarafindan
1998 yilinda ortaya atilmis ve gelistirilmistir. Bircok durumda, ¢6ziim serisine ¢ok hizli

bir yakinsaklik verir. Genellikle, tek iterasyon ¢6ziime yuksek kesinlik saglar.

Homotopi-pertlirbasyon teorisinin temel fikrini agiklamak igin, A genel integral

operator, B bir sinir operatori, f(r) bilinen analitik fonksiyon ve I',Q bdolgesinin siniri

olmak Uizere

Au)-f(r)=0 reQ (4.1)

dogrusal olmayan integral denklemini

B(u,0u/on) =0 rel’ (4.2)

sinir kosullariile ele alahm.

A operatori, genel olarak, L dogrusal ve N dogrusal olmayan olmak Uzere iki parcaya

ayrilabilir. Bu sebeple (4.1) denklemi,

LWw+NU)-f(r)=0 (4.3)
seklinde yazilabilir.
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V:Qx [0,1] — R ve r e Qolsun. Homotopi parametresi olarak adlandirilan p € (0,1] ve

(4.1)'in baslangi¢ yaklasimi v, olmak lizere

H(V, p) = @- p)[L(V) - L(v,)]+ p[A(v)- f(r)]=0 (4.4)
veya
H (v, p) = L(v) = L(V,) + pL(v,) + p[N(v) - f (r)]=0 (4.5)

ifadesini saglayan bir homotopi He tarafindan olugturulmustur.

Burada

Hv,0)=L(v)-L(v,)=0, H(vL)=Av)-f(r)=0 (4.6)

oldugu aciktir ve p’ nin 0’dan 1’e degisme sireci H(v, p)’nin L(v)-L(v,) dan
A(v)—f(r)’ye donusimidir. Topolojide bu deformasyon, L(v)—-L(v,)ve
A(v)— f(r) de homotopik olarak adlandinlir. Pertiirbasyon teknigi uygulanarak
0<p<1 kugluk bir parametre olarak ele alinabilecegi icin (4.4) veya (4.5)

denklemlerinin ¢6zimd, p’nin bir serisi olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

V=V, + Py, + pAV, + PRVt (4.7)

p—>1 iken, (4.4) veya (4.5), (4.3) ifadesine karsilik gelir ve (4.3) ifadesinin yaklasik

¢6zumda halini alir, yani

u:I:Jr_r)lly:v0+v1+v2+v3+.... (4.8)

olur. Bu seri ele alinan probleme gore genellikle yakinsaktir [25].

4.1.1 Lineer Volterra integral Denklemlerinin Homotopi Pertiirbasyon Yéntemi ile

Cozimii

integral denklemlerin yari-analitik ¢dziimlerini elde etmek icin kullanilan bir yéntem

homotopi perturbasyon yontemidir [26].

2. gesit Volterra integral denklemini su sekilde g6z 6nliinde bulunduralim,
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() = A[ K(x, y)p(y)dy = f(x) (4.9)

L(u) =u() - f ()= 4] K(x, y)g(y)dy = 0 (4.10)

u(x) = ¢(x) tam ¢éztimdi ile verilsin. Homotopi su sekilde tanimlanir :

Hu,0)=F(u), H(@ul=L()
Burada F(u) fonksiyonel operatordir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir:
H(u,p)=@Q-p)F@u)+ pLu)=0 (4.11)

ve tam olarak tanimlanmis egri boyunca, baslangic noktasi H(u,,0) dan H(#.1) bitis

noktasina kadar sirekli bir yol izler. Konveks homotopiye vyerlestiriimis olan

p parametresi 0 dan 1 e monoton olarak artarken, F(u) =0 asikar problemi de siirekli
olarak L(u)=0 orijinal problemine donusir. pe [0,1] parametresine homotopi

parametresi adi verilir. p’ye gore agilim su sekildedir:

U=u, + pu, + p°u, +.... (4.12)

(4.12) ifadesi (4.11) de yerine yazilir ve p’nin ayni kuvvetlerine gore yazilarak

Ug,Uy,U,,....degerleri bulunur. p —1 iken

¢=Iirr}u=u0+ul+u2+u3+.... (4.13)
P

ifadesi (4.10) denkleminin ¢dzlimiine yakinsar. (4.13) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir

ve yakinsama orani L(u)’ya baghdir. F(u) =u(x)— f(x) alinirsa, (4.12) ve (4.10)

yerine yazilirsa,
p’iu, - f(X)=0=u, = f(X)

p*1u; — [K( y)ug (y)dy =0=>u, = [K(x, y)ug (y)dy
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ve genel olarak ,

Ue () = f(X)
Uy = [ KX Y)U, (y)dy

sonug olarak (4.9) serisinden istenilen sonuca ulasilabilir [27]. Bu yontemin agiklamasi
ornek ile verildikten sonra yontem farkli problemlere uygulanarak kapasitesi

arastiriimistir.

Ornek 4.1

u(x) = (L+X) + [ (x= y)u(y)dy

2. cesit lineer Volterra integral denkleminin u(x) =e* sonucuna sahip oldugu daha

once Taylor seri yonteminde bulunmustur. Simdi ayni 6érnegi Homotopi pertlrbasyon

yontemi ile ¢ozelim.

Homotopi pertlirbasyon metodunu uygulamak igin, konveks homotopiyi su sekilde

tanimlayalim:

H(u,p)=@Q-p)Fu)+ pLu)=0 (4.14)

F(u)=u(x)-(L+x)

L(u) =u(x)—(1L+x) —i(x — y)u(y)dy

olarak alinirsa ifade su sekilde olur:

H(u, p) = (1- p)(u(x) — (L +x)) + p[u(x) - L+ x) —E(x —y)u(y)dy]=0

U=u,+ pu, + p°U, +.... ifadesi elde edilen konveks homotopi (4.11) de yerine
yazilirsa ve p’nin ayni kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek asagidaki denklemler

takimi elde edilir:
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po ZUO(X) = f(X) = UO(X) = (l+ X)

2

p' :ul(x)—j(x— YU, (y)dy =0=u,(x) = j(x— y)(L+ y)dy = u,(X) :%Xs +%X

T ¢ 1 1 1 1
p? :uz(x)—g(x— y)u, (y)dy = 0= u, (x) =£(x— NG +5 Yy =X+ ox

; 1

¢ p 1 1 1
p3:ug(x)—g(x—y)uz(y)dwojuz(x)=£(x—y)(—y3+§y“)dy=%x HooX

120

Boylece yaklasik ¢6zim

© 1 1 1 1 1 1
UX)=> U (X)=QL+X)+EXC +=2x)+ (—X P+ —xH)+ (——x" +—x) +...=¢
(x) Z;‘ () = ) (6 2 ) (120 24 ) (5040 720 )

olarak yazilabilir [27].

4.1.2 Llineer Olmayan Volterra integral Denklemlerinin Homotopi Pertiirbasyon

Yontemi ile Coziimii

Homotopi pertirbasyon metodunun lineer olmayan denklemler igin de uygulamalari
mevcuttur. Bunun igin ikinci tip Volterra integral denklemini gdz 6niinde bulunduralim.

2. gesit lineer olmayan Volterra integral denklemi,

u(x) = f(x)+ j K(x, yYXR(u) + N (u)}dy (4.15)

olarak gosterilsin. Burada u(Xx) bilinmeyen fonksiyon, R(u) ve N(u) u’nun lineer veya
lineer olmayan fonksiyonlari, K(X,y) c¢cekirdek olarak verilmistir. Homotopi

pertiirbasyon metodunu uygulamak igin

L(u) =u(x)— f(x) —J. K(x, y){R(u)+ N(u)}dy =0 (4.16)
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ikinci tip lineer olmayan Volterra integral denklemini gbz éniinde bulunduralim. Bu

durumda H(u, p) su sekildedir:

H(u,0) = F(u) H(u2) =L(u)
burada F(u) fonksiyonel operatordir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir:
H(u,p)=@Q-p)F(@u)+ pLu)=0 (4.17)

ve tam olarak tanimlanmis egri boyunca, baslangi¢ noktasi H(u,,0)dan H (U 1) bitis

noktasina kadar sirekli bir yol izler. Konveks homotopiye vyerlestiriimis olan

p parametresi 0 dan 1 e monoton olarak artarken, F(u) =0 asikar problemi de siirekli
olarak L(u)=0 orijinal problemine donusir. pe [0,1] parametresine homotopi

parametresi adi verilir. p’ye gore agilim su sekildedir:

U=u,+ pu, + p°u, +.... (4.18)

(4.18) ifadesi (4.17) de yerine yazilir ve p’nin ayni kuvvetlerine gore yazilarak

Ug,Uy,U,,....degerleri bulunur. p —1 iken

U =Iimlu=u0+u1+u2+u3+.... (4.19)
P!

ifadesi (4.16) denkleminin ¢dziimiine yakinsar. (4.19) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir

ve yakinsama orani L(u)’ya baghdir. F(u) =u(x)— f(x) alinirsa, (4.18) ve (4.16)
konveks homotopi (4.17) de yerine yazilir ve p’nin ayni kuvvetlerine gére denklem

yeniden yazilirsa,
p’ iU, - f(X)=0=u, = f(X)

p* iUy — [ KO Y{R(U) + N(u,)3dy =0

ve genel olarak ,

Uo (X) = £(X)
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Uy = [ KOG YHR(U,) + N(u, )3y

iterasyonlariile sonuca ulagihr [27].

Bu yontemin agiklamasi ornek ile verildikten sonra yontem farkli problemlere

uygulanarak kapasitesi arasgtiriimigtir.

Ornek 4.2
1. h 2
U(X) = COS(X) + - Sin(2x) + 3x 2 [a-u? @)t
0
lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alahim.

Burada verilen integral denkleme homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanacaktir.

Oncelikle cos(2x) = 2cos?(x) —1 agilimindan yararlanarak denklemi

u(x) = cosx + 2} (cos®t —u?(t))dt

bigiminde yazalim.

Homotopi pertiirbasyon yontemi ile

H(v, p) =v(x) - f (x)-2p [ (cos’ t—v*(t))dt = 0
0
seklinde homotopi segilebilir.
V=V, + Py, + PV, + PRV, .
ifadesi p —> 1 iken integral denklemin ¢6zimu halini alir, yani
v=Ilimv=v,+Vv,+V, +V, +...
p—o1-

olur. V=V, + pv, + p°v, + p°v, +... ifadesini homotopide yerine yazalim.

Denklemden f(Xx) = cosx oldugu igin
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(Vo + pv, + p°V, + p°Vv, +...) —COSX — p.2.|.(cosz(t)—(v0 +pv, + piv, +..)%)dt =0
0

ifadesi elde edilir.

Burada p’nin ayni kuvvetleri esitlenir ise

0. _ —
p~ v, —CcosXx=0= Vv, =CosX

pliv, =2 j (cos®t —v,” (t))dt
0
v, = Zj (cos’t —cos’t)dt = v, =0
0
p* v, =4[ (v (1) - v, (B))dt = v, =0
0

piv, = 2} (—v, 2 (t) — 2v, (t)v, (1))dt = v, =0

v, =0

olur ve bu yaklagim tekrarlanirsa v,(X) =V;(X) =....=0 olarak elde edilir. Buna gore

denklemin ¢6zimu ise V(X) = cosx olur [25].
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BOLUM 5

VARYASYONEL iTERASYON YONTEMI iLE INTEGRAL DENKLEMLERIN
YAKLASIK COZUMLERI

5.1 Varyasyonel iterasyon Yontemi

Varyasyonel iterasyon yénteminin temel 6zelligi, sistem igin bir diizeltme fonksiyoneli
olusturmasidir. Son zamanlarda, varyasyonel iterasyon yontemi gesitli lineer olmayan
problemlere, 6rnegin, kesirli (fractional) diferansiyel denklemler, lineer olmayan
diferansiyel denklemler, lineer olmayan dalga denklemleri gibi denklemlere

uygulanmugtir.

L lineer operatér, N lineer olmayan operator ve g(t)verilen siirekli fonksiyon olmak

uzere, L[u(t)]+ N[u(t)] = g(t) genel lineer olmayan sistemi ele alalim.

A, varyasyonel teoriyle tanimlanabilen Langrange carpani, u, n.yaklagim ¢ézimi ve
U, bir kisitlanmig varyasyon yani & U, =0 olmak (zere, varyasyonel iterasyon

yontemi sistem i¢gin bir dliizeltme fonksiyonelini

1,2 ® =0, )+ [ AS)Lu, (9 + NG, (5) - g(9) s

seklinde olusturmaktadir.

K(x,t) integral denklemin ¢ekirdegi olmak Uzere,

u(x)= f(x)+ | K(x,t(t)dt

O e <
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seklindeki 2. gesit Volterra integral denklemi igin basit iterasyon formli

s (%)= F(3)+ ] K(x th, ()l

O Ty <

bicimindedir [25].

5.1.1 Volterra integral Denklemlerinin Varyasyonel iterasyon Yéntemi ile Coziimii

integral denklemleri ¢ézmek icin kullanilan yari- analitik yéntemlerden biri de
varyasyonel iterasyon yontemidir [28]. Bu yontemin integral denklemler igin
uygulamasi ornek ile agiklandiktan sonra yontem farkli problemler igin uygulanarak

kapasitesi arastirilacaktir.

Ornek 5.1

u(x) =1+ x)+i(x—t)u(t)dt (5.1)

2. cesit lineer Volterra integral denkleminin u(x) =e* sonucuna sahip oldugu daha

once Taylor seri yonteminde ve Homotopi pertlrbasyon yénteminde bulunmustu.

Simdi ayni 6rnege Varyasyonel iterasyon yéntemini uygulayalim.

iterasyon formiili:

n+1

+'[K x,tl, (t)dt oldugundan,
0

u,,,(x)=(1+ x)+j.(x—t)un(t)dt (5.2)

seklinde yazilabilir. u,(X) =1+ x olarak alinabilir.

P X2 X3
ul(x)=(:|-+X)Jr'([(x—t)uo(t)dt:1+)(+EJFE

X 2 X3 x* xS
u,(x) =1+ x)+'(|;(x—t)ul(t)dt 1+X+Z+§+E+_5! (5.3)
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elde edilir. u(x) ¢6zimu kapal formda

u(x):iﬁx” =e* (5.4)

seklinde elde edilir [29].

Ornek 5.2

X le l X3
u(x) =e* —=e>* + =+ |u’(t)dt
(x) $¢" +3 j (t)

lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alalim. Bu denkleme daha 6nce
homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanmis [30] ve tam ¢6zimi u(x) =e* olarak

bulunmustur.
Alternatif olarak verilen denkleme varyasyonel iterasyon yontemini uygulayalim.

iteratif bir yapi olusturmak icin denklemi

u(x) = e* +i(e3t +u(t))dt

seklinde yazalim.
Varyasyonel iterasyon yontemine gore, L(u)=u(x)- f(x)=0,
L(u,)=u,(x)—e* =0 alinabilecegi i¢in baslangic degeri denklemden u,(x)=e"

olarak segilebilir.

Varyasyonel iterasyon yontemine gore

u(x) = f(x)+ j K(x,t)u(t)dt

bigimindeki Volterra integral denklemi igin basit iterasyon formalu

U,,(x)=f(x)+ j. K(x,t)u, (t)dt

seklinde alinabilir [31]. Burada u,(x) = e*konulursa su yaklagimlar elde edilir:
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u,(x) =e* +j£(—93t +u,’(t))dt
=e* +.X[(—e3t +e*)dt = u,(x) =¢e*
u,(x)=e* + j (—e® +u,’ (t))dt

=e"+ [(—e” +e”)dt = u,(x) =¢”
0

U, (x) =e”

Bu yaklasim devam ettirilirse u,(X) =ug(X) =Ugz(X) =....=e" olur. Bu nedenle tam

¢6zum olarak u(x) =e* fonksiyonu bulunur [25].
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BOLUM 6

YAKLASIK COZUM YONTEMLERI iCIN ORNEKLER

Bu kisimda, homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon ydntemlerinin
kapasitelerini arastirmak igin cesitli problemler ele alinmistir. Cesitli yontemler ile
yaklasik ¢6zimu bulunan veya tam ¢6zimi daha zor elde edilen bazi problemler igin

de yari-analitik yéntemler uygulanarak problemlerin tam ¢6zimleri elde edilmistir [26].

Ornek 6.1

u(x) +j(u2(t) +u(t))dt =g—%ezx

lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alahim.
Bu denkleme varyasyonel iterasyon yéntemini uygulayalim.

Denklemi

u(x) :1+%—%ezx _'I(UZ(t) +u(t))dt

u(x) =1+ j.(eﬂ —u?(t) —u(t))dt

seklinde yazalim.

Varyasyonel iterasyon yontemine gore bu denklemden u,(X) =e™" segilebilir.

U,,(x)=f(x)+ j. K(x,t)u, (t)dt
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un+1(X) :l+j(.(82t _unz(t) —u, (t))dt

iterasyonu kullanilirsa
Uy (X) =1+ [ (&7 +uy” (1) —u, (D) dt
0

=1+[@E™ —e? —e)dt = u () =e”
0

u,(x) =1+ j (e +u,” (t) - u, (t))dt

=1+ j (e —e?—eY)dt=u,(x)=e*
0

olur ve bu yaklasim devam ettirilirse u,(x) =u,(X) =Uz(X) =....=e™* bulunur.

O halde tam ¢6ziim basit bir sekilde u(x) =e *fonksiyonu olarak elde edilmektedir

[25].

Ornek 6.2
u(x) = cos(x) + %sin(Zx) +3X— ZJX. (1—u?(t))dt

Lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alalim.

Burada verilen integral denkleme daha ©once homotopi-pertiirbasyon yodntemi

uygulanmig ve simdi de varyasyonel iterasyon yontemi uygulanacaktir.

Oncelikle cos(2x) = 2cos?(x) —1 agilimindan yararlanarak denklemi
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u(x) = cosx + 2} (cos®t —u?(t))dt

bigiminde yazalim.

Alternatif olarak verilen denklemin ¢6zimini bulmak igin varyasyonel iterasyon

yontemini uygulayalim.

u(x) = cosx + 2} (cos®t —u?(t))dt

denklemi igin iterasyon formalu
u,,(X) = Ccosx+ Zj (cos®t—u, ’(t))dt
0

bigimindedir. Varyasyonel iterasyon ile

L(u) =u(x)—f(x)=0, L(u,)=uy(x)—cosx =0 oldugu igin u,(x) =cosx segilebilir.

iterasyon formiiliinde bu ifade yerine konulursa
u,(X) = Cos X + Zj (cos®t—u,’ (t))dt
0
= COSX + Zj (cos®t —cos® t)dt = u, (X) = cos x
0

u,(X) = CosX + ZJ'(cos2 t—u,”(t))dt = u, (x) = cos
0

olarak bulunur. Bu yaklasim devam ettirilirse, u,(X) =u,(X) =...=cosx elde edilir. O

halde denklemin tam ¢6ziimi kisa stirede u(X) = cosx olarak elde edilir [25].

Ornek 6.3

u(x) = x +j(t —x)u(t)dt
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Lineer Volterra integral denklemi igcin Homotopi-pertiirbasyon yontemini kullanalim.

Bu denkleme daha once Varyasyonel iterasyon yodntemi uygulanmis [31] ve

u(x) =sin x tam ¢6zima elde edilmistir.

Homotopi-pertiirbasyon teorisine gore,

H(v, p) =v(x) - g(x) - p[ (t - X)v(t)dt =0

seklinde bir homotopi secilirse

V=V, + Py, + PV, + PRV, .
ifadesi bu homotopide yerine konuldugunda,

Vo + PV, + PPV, + PV, +..— g(X) — pj.(t—x)(v0 + PV, + P2V, + pivy +..)dt =0
0

elde edilir. Burada p ’nin kuvvetleri esitlenirse

po :VO(X): g(X) :VO(X):X

pt v, (X) = j(t — X)V, (t)dt

V() = i(t X =) =2k
p* v, (X) = i(t — X)v, (t)dt
v, (x) = E(t - x)(—%}dt = 1,00 = o X
P’ ivy(x) = i(t —X)V, (t)dt
5040

Vv, (X) = j(t - x)(%jdt =V, (X) = 1y
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olur ve bu yaklasim tekrarlanirsa

u(x) = x—lx3 +lx5 —lx7 +..=sinX
3 5 7!

tam ¢6zimi elde edilir [25].

Ornek 6.4

u(x):l—x—%xz+J.(x—t)u(t)dt , 0<x<1
0

Lineer Volterra integral denklemini ele alalim.

Homotopi pertiirbasyon yéntemini uygulamak igin denklemi

u(x) :1+j.(—1—t+ (x=t)u(t))dt
seklinde yeniden yazalim. g(x) =1 olmak tzere
H(v, p) =Vv(x)—g(x) - IOI (—1-t+ (x—t)v(t))dt

seklinde bir homotopi segilebilir.

V=V, + Py, + PV, + PRV, .
ifadesi bu homotopide yerine yazilirsa,

Vo + PV + pAV, +..—1— p'|.(—l—t)+(x—t)(v0 +pv, + pv, +..))dt =0
0

Vo + PV, + PV, +..—1— p'[(—l—t+v0(x—t)+ pv, (X —t) + p?v,(x—t)+..))dt =0
0
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olur. Burada p’nin ayni kuvvetlerinin esitlenmesiile

p’iv,-1=0=v, =1

ptiv, = j(—l—t + (X —=t)v, (1))dt

(-1-t+(x—-t))dt =v, =-X

I
O Ty <

X

p*:v, = [ (x=t)v, (1))t

0

:j(x—t)(—t)dt =V, :—%x3
p’iv, = f(x—t)vz (t))dt
1 s

X l 2
= [(x-t)=t)dt =v,=———x
{(X )=5t) =120

X

p* v, = [(x= vy (t))elt

0

: 1 . 1
X—t)(——t)dt =>v,=———X
l( X 120 ) Y 5040

elde edilir ve bu yaklasim devam ettirilirse

X9 11 X2n71
Ve(X) ===, V;(X)=—— ..., V. (X) = ———— ...,
5(X) o 6 (X) 10 (x) 2n D1

olacagi igin
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u(x) =1—[x+£x3 +£x5 +£x7 +j
3 5! 7!

olarak bulunur ve u(x) =1-sinh x tam ¢6zimu elde edilir [25].

Ornek 6.5

1 t1
u(x) =2x—=x*+ [ =(u(t))*dt
(x) 2 54( ()

Lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alalim.

Bu denkleme daha once Adomian yontemi uygulanmis [32] ve yaklasik ¢oziim elde
edilmistir. Ayni denkleme homotopi pertirbasyon ve varyasyonel iterasyon

yontemlerini uygulayalim.

Oncelikle iteratif bir yapi olusturmasi icin denklemi
r1
u(x) = 2x+jz(u3(t) —8t° it
0
seklinde yeniden yazalim. Homotopi pertiirbasyon teorisine gére

H (v, p) = v(x) —2x — pj.%(u3 (t) —8t*)dt

seklinde bir homotopi segilebilir.
V=V, + Py, + PV, +..
ifadesi bu homotopide yerine yazilirsa
2 (1 2 3 3
Vo+ PV, + PV, +...—2X - p'[z Vo + PV, + PV, +) -8t @dt=0
0

olur. Burada p’nin ayni kuvvetlerinin esitlenmesiile

p® v, —2x=0=v, = 2X

48



p' v, = [ (v, (1) -8t*)dt = v, =0
0

NG

p2:v, = j%(3v02(t)—vl(t))dt —v, =0
0

(3v, (1) — v, (t))dt = v, =0

NP

ps:Vs :j(.
0

olarak elde edilir ve bu yaklagim devam ettirilirse v,(X) =V, (X) =...=0 bulunur ve bu

problemin tam ¢6ziimu u(X) = 2x seklinde bulunur.

Ayni denkleme varyasyonel iterasyon yéntemini uygulayalim.
r1

u(x) = 2x+IZ(u3(t) —8t° it
0

denklemi igin

u_,(X)=2x+ j%(uns(t) —8t3)dt

bigiminde iterasyon uygulanabilir.

Varyasyonel iterasyon ile, f(x)=2xolmak lGzere

L(uy) =u,(x)— f(x)=0, u,(x)=2x alnabilir. Bu deger iterasyon formiliinde yerine

yazilirsa,

u,(x) = 2x + f%(u(f(t) —8t%)dt = u,(x) = 2x

u, (x) = 2x +j%(uf (t) —8t%)dt = u,(x) = 2x
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olur. O halde varyasyonel iterasyon yontemi ile denklemin tam ¢6zimu u(Xx) = 2x

olarak elde edilir.

Bu denkleme daha 6nce Adomian metodu uygulanmis [32] ve denklemin yaklagik
¢6zumu elde edilmistir. Bu calismada homotopi pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon

yontemleri uygulanarak denklemin tam ¢6zim elde edilmistir [25].

Ornek 6.6

u(x) =e” +ie”u(y)dy

ikinci tip lineer Volterra integral denkleminin u(x) =e* ¢éziimiine sahip oldugu

bilinmektedir. Homotopi pertiirbasyon metodunu uygulamak igin, konveks homotopiyi

su sekilde tanimlayalim:
H(u, p) = (1- p)F(u) + pL(u) =0

F(u) =u(x)—e*
L(u) =u(x)-e* —ie”U(y)dy
0
olarak alinirsa ifade su sekilde olur:
H(u, p) = (1- p)(u(x) —e") + p[u(x) — e —je”u(y)dy] =0
0
U=u, + pu, + p°u, +.... ifadesi elde edilen konveks homotopi

L(u) =u()— ()= 2] K(x, y)@(y)dy =0

denkleminde yerine yazilirsa ve p’nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek

asagidaki denklemler takimi elde edilebilir:

P’ Uy (X) = f(X) = uy(x) =¢*

p*:u (x) —je”uo(y)dy =0=u,(x) = je”eydy = U, (X) =xe*
0 0
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2

p? iU, (X) —Iex’yul(y)dy =0=u,(x) = .[ex’yyeydy = U, (X) =X7ex
0 0

X3

X X 2
p° Uy (x) —je”uz(y)dy =0=u,(x) = je” y?eydy = U,(X) =Eex
0 0

buradan u(x) = ZUH den sonug olarak
n=0

2 2
X X X X

u(x) =e* +xe* +—e*+ e +..=e L+ X+ —+—+..)=e"
2! 3 21 3

¢O6ziimu elde edilir [27].
Ornek 6.7

U, (X) =1 baslangig kosulu ile verilen

u(x) :l+.[(x—t)u(t)dt integral denklemini ele alalim. Homotopi
0

u(x)=1+ pJ. (x —t)u(t)dt seklinde alinabilir. Bu denklemin bir ¢6zimini
0

V(X) =V, (X) + pv,(X) + P2V, (X) + ...

seklinde oldugu gbz oniline alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

P v, (x) =1
pl :Vl(X) = j;(X—t).VO (t)dt :X72!
P2 v, (X) =£(x—t).vl(t)dt :.([(X—t)tz—!dt :%

elde edilir. Buradan ¢6ziim
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u(x) = Iginlv(x) =V, (X) +V,(X) +V, (X)+...

2 4 6
X

=1+—+—+X—+...=Cosh(x) olarak bulunur [29].
20 4 6

Ornek 6.8

u(x) = e* Jr%x(e2X -1) —}[xu(y)zdy

ikinci tip lineer olmayan Volterra integral denklemi u,(x) =e* baslangig¢ ¢6zimi ile

birlikte verilsin. Homotopi pertirbasyon metodunu uygulamak igin, konveks

homotopiyi su sekilde tanimlayalim:
H(u, p)=@1-p)F(u)+ pL(u)=0

F(u) =u(x)—e*

L(u)=u(x)—¢e" —%X(e2X -1 +Ixu(y)2dy olarak alinirsa ifade su sekilde olur:
0

H(U, P) = (- P)(UC) —€) + PLU()—e” =2 x(e™ ~1) + [ xu(y)*dy] = 0
veya

H(U, P) = () —e") + P x(e™ ~ D]+ pI[ xu(y)*dy] =0

U=U, + pu, + p°U, +.... ifadesi elde edilen konveks homotopide yerine yazilirsa ve

p ‘nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde

edilebilir:

P’ iUy (x) =¢e"

P10 (9 = 2 X(e™ ~D) - [ Xt (y)7dy = Uy (9 =
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p2 : UZ(X) = j2xu0(y)u1(t)dy = UZ(X) =0

X

p° 1y (X) = [ X(2u4 (t)u, (1) + Uy (1) dy = Uy (x) = 0

0
buradan sonug olarak

U(x)=Ilimu(x) =u, +u, +u, +...
p—1

UX)=e*+0+0+0+....=e* ¢ozimu elde edilir [27].
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BOLUM 7

SONUC ve ONERILER

Bu tez c¢alismasinda oOncelikle integral denklemler tanitilmis, ve daha sonra,
uygulamada 6nemli bir yeri olan Volterra integral denklemlerinin nimerik ve yari-
analitik ¢6zim yontemleri Uzerinde durulmustur. NUmerik yontemler tanitildiktan
sonra ele alinan farkli problemlerin ¢éziimleri igin yontemlerin karsilagtiriimasi érnekler
uzerinde yapilmistir. NUmerik yontemlerde pratikte hatayr sifira indirmek kolay
olmadigindan problemin yapisina gore tam ¢O6zim verebilen ydntemlere ihtiyag
duyulmustur. Bu distince ile problemin fiziksel davranisinin incelenmesine olanak
saglayan yari-analitik yontemler ele alinmistir. Homotopi-pertirbasyon ve varyasyonel
iterasyon yontemleri tanitildiktan sonra ele alinan farkli ornekler ile yontemlerin
kapasiteleri gosterilmis, problem bagimli olduklari gézlenmistir. Daha 6nce yapilan
¢alismalarda ¢o6zimleri farkli yontemlerle elde edilen problemlere homotopi-
pertiirbasyon ve varyasyonel iterasyon yontemleri uygulanmis, bu yodntemler ile
yaklasik ¢6zimi bulunan bazi problemlerin tam ¢ézimleri elde edilmis ve yontemlerin
basarisi degisik Ornekler Uzerinde gosterilmistir. Problemlere bir ¢dzim ydntemi
uygulamadan 6nce problemin fiziksel yapisinin incelenmesi ve beklentilere gore ¢dzim

yontemlerinin kullanilmasinin daha uygun olacagi sonucuna varilmistir.
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