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OZET

BULANIK ESNEK GAMMA HALKALARI

Serkan Onar

Matematik Anabilim Dali

Yiuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Molodtsov tarafindan ortaya atilan esnek kiime teorisi belirsizliklerle basa ¢ikmak
amaciyla etkili bir matematiksel arag goriliip pek cok arastirmacinin dikkatini ¢cekerek
bu konu ile ilgili genis kapsamda calismalar yapiimasina neden olmustur. Bu teori,
bircok farkli alanlarda uygulanmistir. Oyun teorisi, islem arastirmalari, strekli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar, olasilik 6lcim teorisi, Rieman integrasyonu, karar
verme problemi vb. alanlarda bulanik esnek kiime teorisi kullanilarak basarili sonuclara
imza atilmistir.

Bu tez calismasinda oncelikle bulanik esnek kiime kavrami lzerinde temel bilgiler
verilecektir. Ardindan bulanik esnek kime kullanilarak bulanik esnek gamma halka
kavrami verilecektir. Sonra bulanik esnek gamma halka tanimi verilip, bu kavram
Uzerinde kesisim, birlesim, AND, OR operatorleri uygulanip bazi ozellikler verilerek
genellestirme yapilacaktir. Ayrica bu kavram Uzerinde bulanik esnek gamma ideali gibi
cesitli cebirsel yapilar tanimlanacaktir, Son olarak, bulanik esnek gamma halka
homomorfizmasi tanimi yapilarak bu tanim ile ilgili homomorfik goérintli ve ters
gorunti yapilari verilerek ilgili yapilarin bulanik esnek gamma halka kavraminin yapisini
sagladigi gosterilecektir.

Anahtar Kelimeler: Halka, esnek halka, bulanik esnek halka
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ABSTRACT

FUZZY SOFT GAMMA RINGS

Serkan Onar

Department of Mathematics
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Soft set theory, proposed by Molodtsov, has been regarded as an effective
mathematical tool to deal with uncertainties, has been extensively studied by many
authors. This theory has been applied to many different fields such as function
smoothness, Riemann and Perron integration, measurement theory, game theory,
decision making. Maji et al pointed out several directions information systems etc.
which contain uncertainties. They also analyzed several operations on the theory of
soft sets.

In this thesis, firstly basic information about the fuzzy soft set has been given. Then, we
attempt to study fuzzy soft ring theory by using fuzzy soft sets. We introduce fuzzy soft
rings generated by fuzzy soft sets, by using some algebraic operator intersection,
union, AND, OR on this structure and generalize to give some properties of them. We
study definition of fuzzy soft ideal and derive some results on them. Consequently
fuzzy soft gamma ring are introduced and homomorphic image and inverse image are
given and show to provide the structure of fuzzy soft gamma ring related to these
structures.

Key words: Ring, soft ring, fuzzy soft ring
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Karsilastigimiz problemlerdeki bazi belirsizliklerin varolusu ve bu problemlerin tam
olarak tarif edilemedigi, problemlerle ilgili bilginin yetersiz veya belirsiz oldugu
durumlarda bilinen klasik yontemlerin uygulanip buna ¢6zim bulamamasi yeterli
dogrulukta modellenemeyen karmasik sistemlerde ekonomi, cevre, optimizasyon,
karar verme, denetim ve saglik bilimi, mihendislik gibi pek cok disiplinlerde sikinti

olusturmaktadir.

Bu belirsizlikleri ortadan kaldirmak amaciyla “Esnek kiime teorisi’”’ [1] isimli makalede
ifade edildigi Gzere matematiksel bir ara¢ olarak g6z oniine alabilecegimiz bilinen (g
temel teori olarak “Olasilik Teorisi” , “Bulanik Kiime Teorisi” ve “Ayrik Matematigi”
gosterilmistir. Zadeh’in [2] bulanik kiimeler teorisi bu teoriler arasindan en dikkat ve

ilgi cekenlerden birisidir.

Bulanik kiime teorisi ardindaki temel fikir, bir 6nermenin ‘dogru’, ‘yanlis’, ‘cok dogru’,
‘cok yanhs’, ‘cok cok dogru’, ‘cok cok yanls’, ‘yaklasik olarak dogru’, ‘yaklasik olarak
yanhs’, v.b. gibi, olabilecegidir. Diger bir deyisle dogruluk, dnermelerle, klasik yanlis ve
dogru arasindaki sonsuz sayidaki dogruluk degerlerini iceren bir kiimedeki degerler, ya
da sayisal olarak [0, 1] gercel sayi araligiyla iliskilendirilen bir fonksiyondur. Bu,
Zadeh'in bulanik kiimeler Uzerindeki ilk calismasinin bir sonucudur. Aslinda, bulanik
kiimeler icin, herhangi bir gercel sayi araligi, deger kiimesi olarak kullanilabilir, fakat;
[0,1] arahginin hepsini temsil edebilecegi varsayildigi ve pratikte kullanimi daha kolay

oldugu icin kullanilmasi tercih edilmektedir. Bulanik kiime teorisinin belirleyici



ozellikleri: “dogru, cok dogru, az ¢cok dogru, daha dogru, yanlis, cok dogru degil, ve ¢cok
yanhs” gibi s6zel olarak ifade edilen (ya da sayisal olarak [0,1] gercel sayi araliginda yer
alan) dogruluk degerlerine sahip olusu (bu, belirsizlik iceren dogruluk tablolarini da
beraberinde getirir) ve gecerliligi kesin degil, fakat yaklasik olan c¢cikarim kurallarina
sahip olusudur. Zadeh [3] 1973’de yayinladigi calismalarinda, bulanik kiime teorisinin,
en blyuk yaklasiklikla insanin karar verme sistemini modelleyebilecek vyeterlilikte

oldugu fikrini ortaya atmistir.

Bulanik kiimeler Gzerinde ilk calismalar Zadeh tarafindan yapildiktan sonra, bu mantik,
Mamdani [4] tarafindan, bulanik mantik denetleyicilerinin (Fuzzy Logic Controller-FLC)
tasariminda kullanilmistir. Mamdani’nin 1974 yilinda, bir buhar tirbin kontroli icin
kullandigi bu yontem, 1980 yilinda ¢imento sanayine uygulanarak, ilk endistriyel
uygulamasi gerceklestirilmistir. Bu tarihten sonra, 6zellikle Japonya’da olmak (zere,
bircok uygulama yapilmistir. Ginimuzde de devamli olarak artan bir popilerlikle

kullanilmaya devam edilmektedir.

Son zamanlarda bu teori hizla gelismesine karsilik bazi yapisal zorluklar icinde
barindirmaktadir. Bilindigi Gzere bir bulanik kiime onun Uyelik fonksiyonu yardimiyla
tanimlanir. Molodtsov’a [1] gore Uyelik fonksiyonun 6zl fazlasiyla bireyseldir. Bundan
dolayi, her bir durum icin bir tyelik fonksiyonu insa etme zorlugu s6z konusudur. Bu
sebeple, (yelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kimeler teorisine ihtiyac
duyulmustur. Bu amacla, esnek kiimeler teorisi, Molodtsov [1] tarafindan 1992 yilinda
belirsizlikle basa ¢ikmak icin bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atildi. Molodtsov [1],
oyun teorisi, islem arastirmalari, sirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, olasilik,
Olclim teorisi, Riemann integrasyonu, Perron integrasyonu vb. alanlarda esnek kiime

teorisini kullanarak, basarili calismalara imza atmistir.

Maji [5,6], Pawlak’in [7] yaklasimh kime teorisinden faydalanarak, karar verme
probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini gelistirerek esnek kimelerde bazi
islemler tanimladi. Xiao [8] esnek kiime temelli iyi rekabet kapasitesi icin yapay bir
hesaplama metodu (izerine basarili bir calisma yapti. Yang [9], esnek kimeler ve
yaklasimli kiimelere dayal klinik teshisin karar analizi ve indiksiyon bashgiyla

calismasini yayimladi. Chen [10,11] ile Kong [12] esnek kiimelerde parametre



indirgemesi lizerine calismalar yapti. Xiao [13] ile Pei ve Miao [14], esnek tabanli bilgi
sistemleri Uzerine pek c¢ok calisma sundu. Mushrif [15], esnek kiime temelli

siniflandirmalar Gzerine arastirmalar yapmistir.

Esnek kiUmelerin cebirsel ozelikleri glinimiizde de bazi yazarlar tarafindan
calisiimaktadir. Jun [16] esnek BCK/BCl-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarini
tanimlayarak, onlarla ilgili bazi temel 6zelliklere ulasti. Jun ve Park [17] esnek kiimeleri
BCK/BCl-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCl-cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel
ozeliklerini arastirdi. Park [18], esnek WS-cebirleri Gzerine incelemeler yapti. Feng [19],
esnek kiime teorisini kullanarak esnek yari halkalar ile ilgili bir calisma yapti. Bu, pek
cok yeni calismanin 6nind acan bir inceleme olmustur. Sun [20], esnek modiillerin
tanimini verdi. Ayrica modiillerin 6zelliklerini ve Molodtsov'un esnek kiime tanimini
kullanarak bazi temel o6zelliklerin karakterizasyonunu yapti. Ali [21] esnek kiimeler
Uzerinde bazi yeni islemler tanimlayarak teorik olarak esnek kiimeler lizerinde yapilan

calismalari genisletti.

Maiji [22], bulanik esnek kimeleri tanimlayarak sonrasinda pek cok arastirmacinin
bulanik esnek kiimeler Gzerine calismalar yapmasinin 6nind acmistir. Roy ve Maji [23]
bir karar verme probleminde bulanik esnek kiimelerin bir uygulamasi Uzerinde bir
takim onemli sonuglar buldu. Yang [24] bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi
tanimlayarak, bulanik esnek kiimeler yardimiyla bir karar verme problemini inceledi.
Enginoglu [25], esnek kiime islemlerinin daha islevsel olan yeni tanimlarini vererek,
esnek carpim tanimladi, gelistirilen yeni esnek yaklasim metotlari sundu. Ayrica, bu

metotlarin karar verme problemleri tizerine iki uygulamasini verdi.

Aktas ve Cagman [26] esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklasimh kiimelerin ilgili
kavramlariyla karsilastirdi. Ayrica pek c¢ok yeni calismanin 6nini acan “Esnek Grup
Teorisi”ni litaratire kazandirdi. Esnek grup yapisi lzerinde esnek alt grup, normal
esnek alt grup, esnek grup homomorfizmi gibi cebirsel yapilar tanimladi. Feng [19]
Aktas’in esnek grup teorisinden esinlenerek esnek yari halka kavramini tanitip, esnek
yari halka Gizerinde esnek alt yari halka, esnek ideal, idealistik esnek yari halka ve esnek
yari halka homorfizmi gibi cebirsel yapilari insa etti. Acar[27] Feng’in insa ettigi esnek

yari halka kavramini kullanarak esnek halkalari tanimladi. Ayrica Jun [28] esnek



halkalari, esnek halkalar Gzerinde esnek idealleri ve idealistik esnek halkalarin yapisini
insa etti. Oztirk [29] bulanik halkalarla esnek halkalar birlestirerek bulanik esnek halka

ve bulanik esnek ideal terimlerini literatiire kazandirdi.

Nobusawa [30] halkanin daha geneli olan gamma halkalarini inceledi. Barnes [31]
Nobusawa’nin mantigindaki gamma halkanin tanimindaki durumlar biraz daha
zayiflatti. Bu iki makale yayinlandiktan sonra Barnes ve Nobusawa’nin anlayisindaki
gamma halkalarin halka teorisindeki sonuclara paralel olmasi ¢ogu matematikgi
tarafindan basarili islere imza atilmasina neden oldu. Jun ve Lee [32] bulanik gamma
halka kavramini insa etti. Bu calismadan sonra bu konu Uzerindeki calismalar
yogunlasti. Oztirk [33] gamma halkalarinda bulanik idealleri tanimladi. Dutta [34]
gamma halkalarinin bulanik ideallerinin yapisini inceledi ve [35] de gamma halkalarinin
bulanik asal ideallerini insa etti. Oztiirk [36] esnek halkalarla gamma halkalarini
birlestirerek esnek gamma halkalarini, esnek gamma idealini, idealistik esnek gamma

idealini tanimladi ve bu cebirsel yapilarla ilgili bazi temel 6zellikleri verdi.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda, Oztiirk’iin [36] esnek gamma halka tanimi kullanilarak bulanik
gamma halkalarina uygulanarak bulanik esnek gamma halka kavrami verilecektir. Bu
kavram Uzerinde kesisim, birlesim, AND, OR operatorleri uygulanip bazi 6zellikler
verilerek genellestirme yapilacak. Ayrica bu kavram (zerinde bulanik esnek gamma
ideali gibi cesitli cebirsel yapilar tanimlanarak, bu yapilar ilgili 6rneklerle gosterilecek.
Bulanik esnek gamma halka homomorfizmasi tanimi yapilarak bu tanim ile ilgili
homomorfik goérinti ve ters gorintil yapilar gibi cesitli cebirsel yapilar tanimlanarak bu

yapilarla ilgili temel teoremler verilecektir.

1.3 Hipotez

Ozellikle bulanik esnek gamma halka homomorfizmasi ile bulanik esnek gamma
izomorfizmasi arasindaki iliski Gizerinde durulacaktir. Son olarak, inan ve Oztiirk’iin
Fuzzy soft ring and fuzzy soft ideal [29] makalesi temel alinarak yapilacak olan, fuzzy

soft gamma ring ve homomorfizmasi gosterilecektir.



BOLUM 2

TEMEL BiLGILER

Bu bolimde, tezde kullanacagimiz, temel tanim ve teoremleri verecegiz.
2.1 Bulanik(Fuzzy) Kiimeler

Geleneksel kiime teorisinde kesin sinirli kime kavrami vardir. Bu kavram bir nesnenin
bir kiimenin elemani olmasi ya da olmamasi gibi iki secenekli bir mantiga
dayanmaktadir. Bulanik kiime kavrami, klasik kiimenin gercek dinyadaki o6zellikle
insanlari iceren kismen karmasik sistemlerle ugrasirken yetersiz kalinmasindan dolayi
1965’ de Zadeh tarafindan ortaya atilmistir. Zadeh, niteliklerin ikili Giyelik fonksiyonu ile
ifade edildigi klasik kiimeler yerine, dereceli liyelik fonksiyonu ile ifade edildigi bulanik

kiimeler tanimlamasini 6nermistir.

Bulanik kiime kavram, duyarliigin arttirilmasi acisindan, klasik kiimelerinkine gore
daha uygun olan vyeni bir arac saglamaktadir. Getirdigi yaklasim, klasik kime

kuramlarinda kullanilan iki degerli Gyeligi cok degerlilige tasiyarak genellestirmektedir.



2.1.1 Bulanik Kiimelerin Yapisi
Tanim 2.1 U bir evrensel kiime olsun. U tzerinde bir X bulanik kimesi
p, U —[0,1]
fonksiyonu ile tanimlanir. Bu u, fonksiyonuna X bulanik kiimesinin Gyelik fonksiyonu
denir.

u (x) degerix elemaninin X bulanik kiimesine ait olmasinin derecesini temsil eder. O

halde U (zerinde bir X bulanik kiimesi asagidaki gibi
X ={(n,(x)/x):x €U, u (x) €[0,1]}
yazilir [2].
Not 2.1: Bundan sonra U Uzerindeki tiim bulanik kimeler F(U) ile gosterilecektir.

Tanm 2.2 X.,Y € F(U) olsun. Her xe U icin u,(x) < u,(x) ise X,Y 'nin bir alt

kiimesiyada X,Y tarafindan kapsaniyor denirve X Y seklinde gosterilir [2].

Tanm 2.3 X.,Y € F(U) olsun. Her xe U igin u,(x)=pu,(x) ise X ve Y esittir denir

ve X =Y seklinde gosterilir. Burada
X=Yo XcY,YcX
oldugu aciktir [2].

Tanm 2.4 X,Y € F(U) olsun. Budurumda X ve Y ’nin kesisimi X N Y ile gosterilir

ve bu kiimenin Gyelik fonksiyonu
Hyy =min {,ux (X), ty (x)}

seklinde tanimlanir [2].

Tanm 2.5 X,Y € F(U) olsun. Budurumda X ve Y ’nin birlesimi X U Y ile gosterilir

ve bu kiimenin Gyelik fonksiyonu

Hyoy = Max {,ux (x), Hy (x)}

seklinde tanimlanir [2].



Tanim 2.6 X € F(U) olsun. Burada X ’in timleyeni X° ile gosterilir ve bu kiimenin

Uyelik fonksiyonu asagidaki gibi
f (1) =1 41, (x)
tanimlanir [2].
Onerme 2.1 X,Y,Z e F(U) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
. XuX=XXnX=X,
iii. XuY=ruX,XnY=YnJX,
ii. (Xu)uZ=XuFu2),XNnY)NnZ=XNnTN2Z),
iv. XuXnY)=X,XnXuY)=JX,
v. XulnZ)=XuY)nXuZ)Xnul)=(XnY)u(XnZ),
vii (X9)'=X,

vii.  (XUY) =XNY (XNY) =XUY° (2]

2.1.2 Bulanik Kiimeler Uzerinde islemler
Bu kisimda; bulanik kiimelerin ¢arpimi, toplami, farki ve simetrik farki incelenecektir.

Tanm 2.7 A,Be F(U) olsun. 4 ve B nin uyelik fonksiyonlari sirasiyla p, ve p,

olsun. 4 ile B nin cebirsel carpimi A.B ile gosterilir ve
My p (%) = 1, (). 15 (x)
Uyelik fonksiyonu ile tanimlanir [2].

Teorem 2.1 4,Be F(U) i¢gin ABc AN B dir [2].
ispat: 4,Be F(U) veher xe X igin 0< u,(x)<1 ve 0< u,(x)<1 oldugundan
H.5(X) = 1, ()., (x) S min { g1, (), 1 (%)}

g ()5 (X) S 1y 5 ()

dir. DolayisiylaA.BC ANB.



Tanim 2.8 Herhangiiki 4, B € F(U) bulanik kiimeleri verilsin. 4 ve B nin Uyelik

fonksiyonlari sirasiyla p, ve p, olsun. Her x € X i¢gin

Hyip (x)= Hy (x)+ Hp (x)— Hy (x)':uB (%)

seklinde tanimlanan bulanik kiimeye, 4 ile B bulanik kiimelerinin cebirsel toplami

denir ve genellikle 4 + B seklinde gosterilir [2].

Tanim 2.9 A4,Be F(U) bulanik kimeleri olsun. 4 ve B nin uyelik fonksiyonlari

sirasiyla 1, ve u, olsun. Her x € X igin

M4 p(x) =min {:UA (x),1— 11, (x)}

Uyelik fonksiyonu ile tanimlanan bulanik kiimeye, 4 ile B bulanik kiimelerinin cebirsel

farki denir ve genellikle 4 -B seklinde gosterilir [2].

Tanim 2.10 4, B e F(U) olsun. (AU B)—(ANB) bulanik kimesine 4 ile B bulanik

kiimelerinin simetrik farki denir ve genellikle AAB seklinde gosterilir [2].

2.1.3 Bir Fonksiyon Altinda Bulanik Kiimelerin Goriintiisii ve Ters Goriintisi

Tanim 2.11 X,Y nokta kiimeleri ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. B, Y de bir
bulanik kiime ve tyelik fonksiyonu g, olsun. B ’nin ters gériintiisi f~'(B) de X de bir

bulanik kiimedir ve Uyelik fonksiyonu da Vxe X igin o (B)(x) = py (f(x)) seklinde

tanimlanir. Karsit olarak 4, X de bir bulanik kiime ve {yelik fonksiyonu da x,olsun.

A’nin gorintust f(A), Y de bir bulanik kimedir ve lyelik fonksiyonuda VyeY igin

vopu(x) L) =D ise
:uf(A)(y): W
0 ST () =D ise

dir. Burada /™' (y)={x: f(x) =y} dir [37].

Ornek 2.1 X ={1,2,3,4},Y ={a,b,c} nokta kumeleri verilsin. f:X Y,

fO=f2)=a, [fQB)=b,f(4)=c iken Y de iuyelik fonksiyonu u, olan



B={(a,0.1),(5,0.3),(c,0.6)} bulanik kiimesi tanimlansin. Bu takdirde X de f™'(B)
bulanik kiimesi ve dyelik fonksiyonu 4, (B) ise asagidaki gibi tanimlanir.,

(B ={(1,0.1),(2,0.1),(3,0.3),(4,0.6)}

1 (BYD) = w1y (f (D) = ptp(a) = 0.1

1, (B)2) = s (f(2)) = (@) = 0.1

1 (BYB) = 1 (f(3) = 115 () = 0.3

1 (BYA) = 15 (f () = () = 0.6 [37].

Ornek2.2 X ={1,2,3}, Y ={a,b} ve f: X > Y fonksiyonu f(1)=a; f(2)=a ve
f(3)=b olacak sekilde X de bir 4 bulanik kiimesi 4 ={(1,1),(2,0.3),(3,0.7)}

seklinde verilsin. A4 ’nin Gyelik fonksiyonu u,: X —[0,1] olsun. Bu takdirde Y ‘deki

f(A) bulanik kiimesi; f(4) = {(a,l),(b,0.7)} ile tanimlanir. Sonlu sayida elemana

sahip kimelerde maksimum ile supremum cakisacaktir. Ayrica ;

Vo)L () =D ise
luf(A)(y) =%
0 S () =D ise

dir. Tanimi sonlu kiimelerde;

Hyiay(X) = max {1,(0)}

veya
@)= v {(f@)/ 1))

tanimlari aynidir [37].



Teorem 2.2 /' : X — Y fonksiyonu icin asagidaki ifadeler saglanir.

a. Her B F(Y) bulanik kiimesiicin /' (B)=(f"(B))

b. Her 4 e F(X)bulanik kimesiigin f(4°)>(f(A))

c. Her B,C e F(Y)bulanik kiimeleriicin B<C ise f'(B)< f'(C)
d. Her 4,D e F(X) bulanik kimelerii¢in A<D ise f(A4)< f(D)
e. Her Be F(Y) bulanik kiimesi igin f(f‘l(B))S B

f. Her Ae F(X)bulanik kimesiicin A< 7' (f(4))

g. f:X—>Yveg:Y — Z fonksiyonlarolsun. go f: X — Z bileske fonksiyonu ve

herhangi bir C € F(X) bulanik kiimesi icin (gof)_] O)=1" (g'] (C)) dir [37].

2.1.4 Bulanik Alt Gruplar
Tanim 2.12 G herhangi bir grup olsunve x:G —[0,1] déniisimi olsun. Vx,y € G
icin
() p(xp)=min{pu(x), u(r)}
(i) u(x)zpx)
oluyorsa u ’ye bulanik alt grup denir.
1, G’nin bulanik alt grubu ise Vx € G igin u(x™") = u(x) dir [38].
Onerme 2.2 4, G’nin bulanik alt grubudur ancak ve ancak Vx,y € G igin
p(xy™) = min{ u(x), u(y)} olmasidir [39].

Onerme 2.3 Eger u, birimi eile gésterilen G ’nin bulanik alt grubu ise Vx € G igin

p(e) = p(x) dir [38].
ispat : Her x,y € G igin u(xy™)=min{u(x), u(y)} oldugundan y=x"alinirsa
pCox ) 2 min {u(x), u(x)}
p(e) = min { p(x), u(x)}
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u(e)> u(x)olur.
Tanim 2.13 G bir grup ve u de G ’nin bulanik alt kiimesi olsun; eger her x, y € G igin
() p() 2 min{ux), u(r)
(i) p()2p)
(iii)  pu(e)=1
ise u’ye G’nin bulanik alt grubu denir [40].

Onerme 2.4 G birgrup olsun. u, G’nin bulanik alt grubu ise u(x)# u(y) olan her

xeG igin u(xy) =min{u(x), u(y)}dir [40].

ispat: 1(x) > u(y) kabul edelim. Bu taktirde

p(y) = paxy) 2 min ), ()|
= min { p(x), ()} = p(xy) = min { u(x), u(y)}
= pu(y) dir.

Boylece u(xy) = pu(y) = min{u(x), u(y)} dir

Onerme 2.5 1, sonlu bir G’nin bulanik alt kimesi ve G ‘deki isleme gore kapali ise

4 bir bulanik alt gruptur [38].
ispat
x € Golsun. G sonlu oldugundan x sonlu mertebeye sahiptir. xin mertebesi # olsun.

O zaman x" =e dir. x" =e= x"" =x"" dir. Bulanik alt grup tanimini kullanarak;
u(x) = p(x"™) = p(x"x) =min { u(x"?), u(x)} = u(x) elde edilir.

(x> u(x)bulunur (2.1)
x'=e=x"" =x'

H() = p(x") = p(x"?x)
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p(x) 2 min{ p(x"?), u(x")} ve u(x"?) 2 u(x) oldugundan u(x)> u(x") dir  (2.2)
(2.1) ve (2.2) esitliginden u bir bulanik alt gruptur.

Onerme 2.6 1, G’nin bir bulanik alt grubu olsun. Her x,y € G igin u(xy)= u(y)

olmasi igin gerek ve yeter kosul u(x) = u(e) olmasidir [38].

ispat: u(xy)=pu(y) oldugunu kabul edelim. Eger y=e alirsak wu(x)=p(e) dir.

Karsit olarak 4(x) = (e) oldugunu kabul edelim. w(xy)>min{u(x), u(y)}den

p(xy) 2 u(y) (2.3)
dir. u(y)=u (x_]xy) > min{u (x_] ),u(xy)} den

1(r)z p(xy) (2.4)
dir. (2.3) ve (2.4) ten

p(xy) = p(y)
oldugu goralir.
Onerme 2.7 u, G grubunun bir bulanik alt grubu olsun. Vx,y e Gigin u(x) < u(y)
ise pu(xy) = u(yx) = p(x)dir [38].
ispat:  u(x) < u(y)oldugunu  kabul edelim.  u(xy)=min{u(x), u(y)} = p(x)
oldugundan u(xy)> u(x) olur. u(x)=pu(xyy™)2min{u(xy), ()} den u(x)> u(xy)
elde edilir. Sonug olarak wu(xy)= pu(x) dir. u(x)=wu(yx) oldugunu benzer sekilde
gosterebiliriz. u(x) < u(y) oldugundan wu(yx)=> min{/,t(y),u(x)} = u(x) dir. Buradan
p(yx) 2 p(x) olur. p(x)=p(y~yx) =min{u(y), u(yx)} den u(x) > u(yx) elde edilir,

Sonug olarak u(yx)= u(x) dir.
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Ornek 2.3 Klein dortli grup G:{e,a,b,ab:a2 =b* :e,ab:ba} icin u:G—1[0,1]
doénisumii asagidaki gibi tanimlansin.

ue)=1, p(a)=ub)=t,0<t<1 ve u(ab)=1 olsun. Bu durumda u, G nin bir
bulanik alt grubudur. Burada u(ab)= u(ba) oldugu halde u(a)= u(b) oldugundan

onermenin tersi dogru degildir [41].

2.1.5 Seviye Alt Gruplar

Tanim 2.14 4, G kumesinin bulanik alt kimesi olsun. Herhangi ¢<[0,1] igin
G, :{xeG:u(x)Zt} kiimesine u bulanik alt kimesinin bir seviye alt kimesi denir
[42].

Teorem 2.3 4, G’nin bir bulanik alt grubu ve ede G ’nin birimi olsun. Bu durumda
t €[0,1] olmak Gzere t < u(e) igin seviye alt kime G;, G’nin bir alt grubudur [42].
ispat: G, ={xeG: u(a) =t} ve u(e)2t oldugundan e e G, dir. Béylece G, = dir. u
bir bulanik alt grup oldugundan u(xy)Zmin{u(x),/,t(y)} dir. Buradan u(xy)=>t olur.
Oyle ise xyeG dir. xeG, iseu(x)>t¢ dir. u bir bulanik alt grup oldugundan
(x> u(x) dir. Buradan p(x™')>¢ bulunur. Buise x™' € G, demektir. Sonug olarak

G, seviye alt kiimesi G ’nin bir alt grubudur.

Teorem 2.4 G bir grup ve u de G nin bir bulanik alt kiimesi olsun. ¢ €[0,1] olmak

uzere ¢t < u(e) icin G,, G’nin bir alt grubuise u, G ’nin bir bulanik alt grubudur [42].

2.1.6 Bulanik Halkalar ve Bulanik idealler

Tanim 2.15 R halkasindaki ¢ bulanik alt kiimesi Vx,y € R igin

(i) min{u(x), u(»)} < p(x-y)
(i) min{pu(x), u(»)} < p(xy)

sartlarini sagliyorsa R de bir bulanik alt halkadir [43].
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Tanim 2.16 p, R halkasinin bir bulanik alt halkasi ve 0<7< u(0) olsun. g, alt
halkasi u’niin bir seviye alt halkasi olarak tanimlanir. Eger Imu:{to,t],...,tn},

ty >t >..>t, oldugunda p, < g, <..c u, =R zinciri olusturur [44].

Lemma 2.1 p, R halkasinin bir bulanik alt halkasi olsun. x,y e Rigin u(x) < u(y)
oldugunda u(x—y)= pu(x)= pu(y—x) olur. Eger u, R halkasinin herhangi bulanik alt

halkasi x,, t < 1(0) oldugunda her bir seviye alt kiimesi R ’nin alt halkasi olur [44].

Teorem 2.5 R halkasinin bir g bulanik alt kimesi R ’nin bir bulanik alt halkasidir <

4, , t€Impu seviye alt kiimeleri R "nin bulanik alt halkalaridir [44].

Onerme 2.8 R’nin herhangi bulanik alt halkalarinin kesisimi R’nin bulanik alt

halkasidir [44].
Tanim 2.17 R halkasindaki g bulanik alt kimesi Vx,y € R igin
(i) min{ux),u(»)} < px-y)

(i) u()<uplxy)
sartlarini saghyorsa R de bir bulanik sol idealdir. R halkasindaki ¢ bulanik alt kiimesi
Vx,y € R igin

(iii)  min{p(x), u(y)} < p(x-y)

(iv)  u(x)<p(xy)
sartlarini sagliyorsa R de bir bulanik sag idealdir [43].

Tanim 2.18 R halkasindaki ¢ bulanik alt kiimesi Vx,y € R igin
(i) w(x—y)>min{u(x), u(»)}
(i) w(xy)>max{u(x), u(y)f

sartlarini sagliyorsa R de bir bulanik idealdir [45].

Tanim 2.19 R de ki u bulanik alt kimesi, herhangi felmu igin

u, = {x eR:u(x)=> t} kiimesine R nin u seviyesine gore alt kimesi denir [46].
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Teorem 2.6 u, R nin bulanik alt kiimesi olsun. VteImyu icin g, nin R de ideal
olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ nin R nin bir bulanik ideal olmasidir. Burada u, R

nin idealiise u,, u nin seviye idealleridir [46].

Teorem 2.7 u, R nin bulanik ideali olsun. u’'niin u, ve u_gibi iki seviye ideali esittir

ancak ve ancak s < u(x) <t sartini saglayan bir x € R bulunmamasidir [41].

ispat : 1, =p, olsun. s<u(x)<tsartini saglayan bir xe R bulunsun. O zaman
U, & p, olur. Clnkd x, u  nin elemanidir fakat x4, nin elemani degildir. Bu da bastaki
kabulimuzle celisir. Tersine, s < u(x) <t sartini saglayan bir x € R bulunmasin. s <t
oldugu igin , < u dir. x € p olsun. O zaman u(x)=>s olurve u(x), s ile ¢ arasinda
bir deger almadigindan u(x)>¢ olur. Bunun sonucu olarak xe u, olur. Boylece

u, < u, dir. Sonug olarak , = p olur. Bununla ispat tamamlanmis olur.

2.2 Esnek Kimeler

Tanim 2.20 U evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(U), U ’nun
kuvvet kiimesi ve 4 — E olarak gosterilsin. (F,A) sirali ikilisi U Uzerinde esnek kiime
olarak adlandinlir, burada F: 4 —>P(U) ile verilen bir tasvirdir. Diger bir ifadeyle, U

Uzerinde bir esnek kiime, U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir.

eeA icin F(g), (F,A) esnek kimesinin &—yaklasimli elemanlarinin ciimlesi olarak
g0z 6niline alinabilir [1].

Ornek 2.4 Kabul edelim ki, U géz éniine alinan sartlar altindaki evlerin kiimesi ve E

parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da climledir.

E= { pahali, giizel,ahsap,ucuz, etrafi bahgeli,modern, iyi durumda, kétii durumda}

olarak alalim. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, pahali evler, glizel evler ve

digerlerini belirtmek anlamina gelir. (F,E) esnek kiimesi, Mr. X ’in satin alacagi

“evlerin cekiciligi”ni belirtiyor. Sonraki tartismalarimiz icin ayni 6rnegi daha detayl

olarak asagida g6z online alalim. Kabul edelimki U:{h1,h2,h3,h4,h5,h6} ile verilen U

evreninde 6 ev olsun ve e “pahal” parametresini, e, “guzel” parametresini, e,
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“ahgap” parametresini, e, “ucuz” parametresini, e; “bahceli” parametresini géstermek
lzere, E={e,e,e,,¢e,¢e} seklinde verilsin. Kabul edelim ki F(e)={h,n},
F(e)={h.hY}, F(e)={h.h.h}, F(e)={h.h.h} ve F(e)={h} olsun.
(F,E) esnek kimesi U kimesinin alt kimelerinin {F(e,),i=1,2,3,..} parametrize

edilmis bir ailesidir ve bir nesnenin yaklasik tanimlarinin bir koleksiyonunu verir. Goz

onine alinan F tasviri “evler(.)” seklindedir. Burada nokta (.), bir e€ £ parametresi

ile doldurulur. Bu yiizden, F(e,) fonksiyonel degeri {/,,h,} kiimesi olan “pahali evler”
anlamina gelmektedir.
Bu nedenle, biz (F,E) esnek kiimesi asagidaki gibi yaklasimlarin bir koleksiyonu olarak
gosterebiliriz;
(pahalz evier, {h2 ,h4}) ,(giizel evler, {hl ,h3}) ,
(F.E)= (tahta evler,{h3,h4,h5}),
(ucuz evler, {h1 Sy, hy }) , (bahgeli evler, {h1 })
Burada her bir yaklasimin iki kismi vardir.
i Bir tahmini p; ve
ii.  Bir v yaklasik deger kiimesi (veya basitce v deger kiimesi)

Ornegin pahalzevler,{hz,h4} yaklasimi icin biz, asagidaki 6zelliklere sahibiz.

i.  Tahminiisim yaklasik evlerdir.
ii.  Yaklasik deger kiimesi veya deger kiimesi {/,, 4, } 'tur.
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U | “pahal” | “glizel” | “ahsap” | “ucuz” | “bahceli”
h, 0 1 0 1 1
h, 1 0 0 0 0
hy 0 1 1 1 0
h, 1 0 1 0 0
hs 0 0 1 1 0
hg 0 0 0 0 0

Tablo 2.1 Esnek kiimenin tablo gosterimi

Bu yiizden bir (F,E) esnek kiimesi;

(F.E)={() (2202 210, )}

olacak sekilde yaklasimlarin koleksiyonu olarak gosterilebilir. Bir esnek kiimeyi bir
bilgisayarda depolamak ve kodlamak icin, esnek kiimenin yerini tutan Tablo 2.1'deki

ifadeyle temsil edebiliriz [47].

Tanim 2.21 (F,E) esnek kiimesinin tim deger kiimelerinin sinifina, esnek kiimenin
deger sinifi denir ve C; ,, ile gosterilir. Yukaridaki ornek icin, C ={V, VeV, |

seklindedir. Agikca C. ,, € P(U) kapsamasi dogrudur [4].
Tanim 2.22 U izerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimeleri igin, eger

(i) AcBve

(i) Veedicin F(g) ve G(&) dzdes yaklagimlar ise;

(F,A), (G,B)’nin esnek alt kimesidir diyebiliriz ve (F, 4) (G, B) ile gésteririz.
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Eger (G,B), (F,A)’nin esnek alt kiimesi ise (F, 4)’ya (G, B)’nin esnek st kiimesidir

denir ve (F,4) 5(G,B) ile gosterilir [1].

Tanim 2.23 Eger (F, A4), (G,B)’nin esnek alt kiimesi ve (G,B) de (F,A4)’nin esnek

kiimesiise (F, 4) ve (G, B) esnek kiimelerine U (izerinde esnek esittir denir [1].

Ornek 2.5 A={e.e,,e,} c E ve B={e,e,,¢,,¢,,¢;}  E seklinde olsun. Agik¢a 4 = B
‘dir. (F,4) ve (G,B) aym U={h,h,hy,h,h.h;} evrensel kimesi zerinde
Gle)={m,h}, Gle)={h.h}, G(e)={h,h,h}, Gles)={h}, F(a)={h,h;,
F(e,)={hy.h,,h;} ve F(e;)={h} olacak sekilde iki esnek kiime olsun. Bu durumda
(F,A4)&(G,B) dir [47].
Tanim 2.24 E={ee,,e,,...,e,} parametrelerin bir kiimesi olsun. “E ile gdsterilen
DEGIL kime "E ={"e,,e,, "e,,..., "¢, ile tanimlanir. Burada "¢ =degil ¢, her i icin
[4].
Onerme 2.9 Asagidaki sonuglar asikardir.

) (4)=4

(i) “(4uB)="AU’B

(i) “(A4nB)="4N"B [4].

Ornek 2.6 Ornek 2.4’de verilen 6rnek dusiiniiliirse "E ={pahali degil, giizel degil, ahsap
degil, ucuz degil, bahceli degil, modern degil, iyi durumda degil, kot durumda degil}

seklinde yazilir [47].

Tanim 225 Bir (F,A4) esnek kimesinin (F,A4) ile gosterilen tiimleyeni
(F,A)c:(Fc,ﬁA) olarak tanimlanir. Burada F°:~4— P(U), F”(a):U—F(ﬁa),

Ya € A ile verilen bir dontisimdr.
F’yi F’nin esnek tumleyen fonksiyonu olarak isimlendirelim. Acikga, (F”)C F ile

aynidir ve ((F,A)C)C =(F,A) seklindedir [4].
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Ornek 2.7 Ornek 2.4 gézoniine alinirsa (F, E)” = {(pahaliolmayan evler, {A, h,, hs, h}),
( giizel olmayan evler, {h,, h,, ki, hé}), (ahsap olmayan evler, { A, hz,hé}), (ucuz olmayan
evler,{hz,h4,h6}), (bahgeli olmayan evler,{hz,}g,h4,h5,h6})} seklinde yazilir [47].

Tanim 2.26 Eger Ve e 4 icin F(&)=Q (bos kime) ise U iizerinde bir (F, 4) esnek

kiimesi bos esnek kiime olarak isimlendirilir ve & ile gosterilir [4]..

Ornek 2.8 Kabul edelim ki U, gbz éniine alinan sartlar altindaki ahsap evlerin kiimesi

ve A parametrelerin bir kiimesi olsun. U:{h],hz,h3,h4,h5} ile verilen U evreninde
bes ev olsun ve B ={tugla,camur,celik,tas} seklinde verilsin. (F,4) esnek kiimesi
“evlerin yapimi” olarak tanimlansin. Tugladan yapilan evler anlamina gelen F(tugla);
camurdan yapilan evler anlamina gelen F(gamur); celikten yapilan evler anlamina
gelen F(gelik); tastan yapilan evler anlamina gelen F(tas) olarak tanimlanan (F, 4)

esnek kiimesi yaklasimlarinin bir koleksiyonu olarak

(F,a (Tugladan yapilan evler, ), (¢amurdan yapilan evler, ),
e (gelikten yapilan evler, &), (tastan yapilan evler, &)

seklinde yazilir. Burada (F, 4) bos esnek kiimedir [47].

Tanim 2.27 Eger Ve € 4 icin F(&)=U ise U Uzerinde bir (F, A) esnek kiimesi

mutlak esnek kiime olarak isimlendirilir ve A4 ile gosterilir. Acikca A=D ve & =4

dir [4].

Ornek 2.9 Kabul edelim ki U, gbz 6niine alinan sartlar altindaki ahsap evlerin kiimesi
ve B parametrelerin bir kiimesi olsun. U:{h],hz,h3,h4,h5} ile verilen U evreninde
bes ev olsun ve B:{tugladegil,gamurdegil,gelikdegil,tasdegil} seklinde verilsin.
(G,B) esnek kiimesi “evlerin yapimi” olarak tanimlansin. Tugla olmayan evler
anlamina gelen G(tugladegil); camur olmayan evler anlamina gelen G(¢amur degil);

celik olmayan evler anlamina gelen G(gelikdegil); tas olmayan evler anlamina gelen
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G(tasdegil) olarak tanimlanan (G,B) esnek kimesi yaklasimlarinin bir

koleksiyonunu olarak

(6.5 (tugla olmayan evler,{%,,h,, hy, h,, h }) , (gamur olmayan evler,{%,,h,,h;, h,, hs}),
e (gelikolmayanevler,{}q,hz,h3,h4,h5}),(tasolmayanevler,{h,hz,h3,h4,h5})

seklinde yazilir. Burada (G, B) mutlak esnek kiimedir [47].

Tanim 2.28 Eger (F,4) ve (G,B) iki esnek kime ise, (F,4)A(G,B) ile gésterilen

"(F,A)VE(G,B)" islemi  (F,A4)A(G,B)=(H,AxB) ile tanimlanir. Burada

H(a,B)=F(a)nG(pB),Y(a,B)e AxB seklindedir [1]..

Ornek 2.10 “evlerin pahasi” ile tanimlanan (F,A) ve “evlerin gekiciligi” olarak
tanimlanan (G, B) esnek kiimelerini g6z éniine alinsin. Kabul edelim ki, U = {h,, h,,h;
hyshg,hg, oy b by by} A={cok pahalipahaliucuz} ve B ={giizel,bahgeli,ucuz}
seklinde  verilsin. F (gok pahalt) = {h,, h,,h,,h}, F (pahalt) ={h, h,h},
F (ucuz) ={hy, hy, ), G(giizel)={h,, h,,h,}, G (bahgeli) = {hy, h, kg,

G(ucuz) ={hs, hy,h,} olsun. Bu durumda (F,4)A(G,B)=(H,AxB) oldugundan

burada H (gok pahalugiizel) = {h,,h,}, H (gok pahali,bahgeli) = { A},
H (gok pahall,ucuz) =, H (pahah,gﬁzel) = {h3} , H (pahah,bahgeli) = {h5 } ,
H (pahali,ucuz) =&, H (ucuz,giizel) = &, H (ucuz,bahgeli) = {4},

H (ucuz,ucuz) = {h, hy,h,} seklindedir [47].

Tanim 2.29 (F, 4) ve (G, B) iki esnek kiime olmak tizere (F, A)v (G, B) ile gésterilen
"(F,A)VEYA(G,B)" islemi (F,4)v(G,B)=(0, AxB) ile tanimlanir. Burada
O(a,B)=F(a)uG(B).V(a,B)e Ax B seklindedir [1]..

Ornek 2.11 Ornek 2.10 goz éniine alinsin. Bu durumda (F, 4)v(G,B)=(0, Ax B)
oldugundan burada O(¢ok pahaligiizel) = {h,, h,,h,, h,, hy},

O(¢ok pahali,bahgeli) = {h,, h,, hs, hs, b b |,
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O(¢ok pahali,ucuz) = {h,, h,, hs, h,, hy, hy, h, }, O(pahaligiizel) ={h,h,, h, hs,h,},

(
O(pahali,bahgeli) ={h, h,, hs, hy, by}, O(pahaliucuz)={h,hy, hs, hg,hy, by},
O(ucuz,giizel) ={h,, hy, hs,h,, hy, by}, O(ucuzbahgeli) ={hg, hg, hy, hy, by},
O(ucuz,ucuz) = {hy, hy,h,} seklindedir [47].
Onerme 2.10 Asagidaki islemler De Morgan kurallarini saglar.

() ((F.4)v(G,B)) =(F,A4) A(G,B)

(i) ((F.4)A(G.B)) =(F.,4) v(G,B) [4l.

ispat
(i) Kabul edelimki, (F, 4)v(G,B)=(0, AxB) olsun. Bu durumda
((F,A)V(G,B))C =(0,4xB)’ :(OC, ﬁ(AxB)) seklindedir. Buradan
(F.A) A(G.B) =(F*,"4)n(G", B)

=(/,74x"B)
=(/,7(4xB))

burada J (x,y) = F*(x)nG*(y) elde edilebilir. (", )€ "(4x B) alalm. Bu
takdirde;
0 (", B)=U-0(a, B)
=U-[F(a)uG(p)]
~[U-F(@)]n[U-6(8)]
-F (‘@) ()
=J("a, B)

O° ve J aynidirlar. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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(ii) Kabul edelim ki, (F, 4)"(G,B)=(H,AxB) olsun. Bu durumda,

((F,A)m(G,B))C =(H,AxB)’ :(HC, ﬁ(AxB)) seklindedir. Burada

(F.4) U(G.B) =(F*,4)u(G*, B)
= (K, 4x ﬂB)
= (K, (4xB))
burada K (x,y) = F* (x)UG* () elde edilir. $imdi ("a, "8) e ~(4xB) alalm. Bu

takdirde;
H*("a,”B)=U-H(a,p)

=U-[F(a)nG(p)]
=[U-F(a)]u[U-G(8)]
- (a)ue ()
=K("a, B)

H* ve K aynidirlar. Bundan dolayi ispat tamamlanir.

Tanim 2.30 U izerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi, (4, C) dir.

Burada; C = AU B olmak lizere Ve e C icin,

F(e) eger ec A—B,
H(e): G(e) eger ec B— A4,
F(e)uG(e) eger ec AN B,
ile tanimlanir. Bunu (F,4) (G, B) =(H,C) seklinde yazariz [1]..

Yukaridaki érnekte, (F,4)O(G,B)=(H,C) oldugundan burada;

H (gokpahalt) ={h,,h,,h,,h}, H(pahalt)={h,h,h}, H(ucuz)={h,h,h},

H (giizel)={h,,h,,h,}, H(bahgeli)={hs,h,h} seklindedir.
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Tanim 2.31 U iizerinde (F,A4) ve (G,B) esnek kimelerinin kesisimi, (H,C) dir.
Burada; C=A4NB olmak iizere VeeC icin, H(e)=F(e) veya H(e)=G(e), (her
ikiside ayni kiime oldugunda) ile tanimlanir. Bu ifade (F,4)~(G,B)=(H,C) seklinde

gosterilir [1].
Yukaridaki érnekte (F, 4) ve (G, B) esnek kiimelerin kesisimi (H,C) dir. Burada;

AN B =C ={ucuz}oldugundan H (ucuz) ={h,,h,,h,} seklindedir.

Asagidaki sonuclar agiktir.

Onerme 2.11
(i) (F,A)O(F,4)=(F,A4)
(i) (F,A)A(F,A4)=(F,A)
(i) (F,4)OQD=(F,A), burada & bos esnek kiimedir.
(iv) (F,.A)A QD=0

(v) (F,A) O A=A, burada 4 mutlak esnek kiimedir.

(vi) (F,A)AA=(F,A4) [4l.

Onerme 2.12
() ((F.4)O(G,B)) =(F,4) A(G,B)
(M ((F.4)A(G,B)) =(F,4) O(G,B) [4].

ispat.
(i)  Kabul edelimki (F,4)JO(G,B)=(H,C) olsun. Burada;

F(OC) eger o € A— B,
H(a)=1G(a) eSer o€ B— A4,
F(a)uG(a) eger a € AN B,
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c

seklindedir. Bu takdirde, ((F,A) Q(G,B)) =(H,AUB) = (H”, TAU ﬁB) seklindedir.

H"(ﬁa):U—H(a), vV a € "AU "B alalim. Bu takdirde,

F”(ﬁa) eger "‘a€ "A— "B,
H”(ﬁa): G"(ﬁa) eger "‘a€ B—"4A,

F”(ﬁa)uGc(ﬁa) eger ‘ae AN B,
seklindedir. Tekrar, (F,4)" O(G,B) :(FC, ﬁA)Q(GC, ﬁB) :(K, "AU ﬁB) dir.
Burada,

F”(ﬁa) eger ‘o€ "A- "B,
K(ﬁa): G”(ﬁa) eger ‘ae€ B—-"4,

F("a)uG(a) eger ‘ae AN B,
H ve K aynidir. Bu durumda ispat tamamlanir.
(i) Kabul edelimki ((£,4)~(G,B)) olsun. Bu takdirde,
((F.4)A(G,B)) =(H", 4~ "B)

dir. Simdi (F, 4)" A(G,B) =(F*,"4)~(G*,"B)=(K. 4~ "B) alalm. Burada,

Voo e AN "B igin
K(“a)=F*("a) veya K (“a)=G*("a)
K(“a)=F(a) veya K ("a)=G(a)
K(“a)=H(a), burada a € AN B
K(a)=H(a)

K ve H® aynifonksiyonlardir. Bu ylizden ispat tamamlanmustir.
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Onerme 2.13

Eger (F,A4),(G,B) ve (H,C) U uzerinde U esnek kiime ise bu durumda asagidakiler

gecerlidir.
(i) (F.4)O((G.B)O(H,C))=((F.4)O(G,B))O(H,C)

(i) (F.4)A((G, ,C))=((F,4)A(G,B))A(H,C)

(i) (F,4)~((G, ,C))=((F. ,B))O((F,4)A(H,C))
(iv) (F,4)0((G, ,C))=((F. ,B))A((F,4)O(H,C)) [4].

Onerme 2.14 (F,4),(G,B) ve (H,C) U uzerinde i esnek kiime olmak tzere

asagidaki esitlikler saglanir.

() )9((G.B) v (H,€))=((F.4)9(G.B)) ¥ (

i) (F.A)A((G.B)A(H.C))=((F.4)A(G.B))A(H.C)

i) (F.4)A((G.B)¥(H.C))=((F.4)R(G.B))¥((F.4)A(H.C))
(iv) )9 ((G.B)A(H,C)) =((F. 4) ¥ (G, B)A((F. 4)¥ (#.C)) [4].

2.3 Bulanik Esnek Kiimeler
Bu boliimde Cagman’in [48,49] makalelerinden yararlaniimistir.

Tanim 2.32 U baslangic evrensel kiimesi olmak lizere E parametrelerin kiimesi

olsun. P(U), U ’'nun bir kuvvet kiimesidir ve 4 c E dir. U evrenindeki bir F, esnek

kiimesi
= (x4 (x):x e .1 (x) € PU))

duzenli sirali ikililerin kiimesiyle tanimlanmaktadir. Burada fA:E—>P(U) olarak

verilen bir tasvirdir.
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f,,» F, esnek kiimesinin yaklasik fonksiyonu olarak adlandirihir. U Uzerindeki tim

esnek kiimelerin ailesi S(U) ile gosterilecektir.

Tanim 2.33 F, e S(U) olsun. Her xe E icin f,(x)= ise, F, F, ile gosterilen bir
bos kiime olarak adlandirilir. f, (x)z@ ifadesi U ’da parametre ile iliskili olan

elemanin olmadigi anlamina gelmektedir.

Tanim 2.34 F,eS(U) olsun. Her xeE i¢in f,(x)=E ise, F, F, tarafindan

gosterilen A4 evrensel kiime olarak adlandirilir. Eger 4=FE ise, A evrensel esnek

kiime F, tarafindan  gosterilen  evrensel  kiime  olarak  adlandirlir.

Simdi bulanik esnek kiimeyi tanimlayalim.

Bundan sonra, U (zerinden tim bulanik kimelerin bir kimesi yerine F(U)

kullanacagiz ve diizeni saglamak amaciyla sirasiyla bulanik esnek kimeler icin

I',,I';,I'... sembollerini ve bunlarin uygun bulanik kimeleri icin de y,,75,7c.-

sembollerini kullanacagiz.

Tanim 2.35 U baslangic evrensel kiimesi olmak Uzere E parametrelerin kiimesi ve

Ac E olsun. U evrenindeki bir I" , bulanik esnek kiimesi

I, :{(x,;/A (x)):er, ;/A(x)eF(U)}
seklinde sirali ikililer tarafindan tanimlanmis olur. Burada Vx € E icin
F B FU), 7, (x) =, ) () U, () [0.1])

U uzerinde bir bulanik kimedir. U Gzerindeki tim bulanik esnek kiimelerin kiimesini

FS(U) olarak gésterilecektir.

Tanim 2.36 I', € FS(U) olsun. Her xe 4 icin y,(x)=4 ise, bu durumda I',; T,

olarak gosterilen bir bos bulanik esnek kiime olarak adlandirilir.

Tanim 2.37 T, e FS(U) olsun. Her xe 4 i¢in y,(x)=U ise, bu durumda T',; T,

olarak gosterilen bir evrensel bulanik esnek kiime olarak adlandirilir. EgGer A=F ise,
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bu durumda bir evrensel bulanik esnek kime I', olarak gosterilen evrensel bulanik
esnek kiime olarak adlandirilir.

Ornek 2.12 U ={u,,u,,u;,u,,us} bir evrensel kiimesi ve E={x,x,,x;,x,X} tim
parametrelerin  bir  kiimesi  olarak alalim. A:{xz,x3,x4} olmak Uzere
¥.(x,)=1{0.5/u,,09/u,}, v.(x)=92, v.(x,)=U ise,

r,= {(xz,{O.S/u2,0.9/u4}),(x4,U)} olarak yazilabilir.

Eger B={x,x,} ve 7,(x,)=9D, 7,(x,) =D ise, ', bulanik esnek kiimesi I', =T, bir
bos bulanik esnek kiimedir.

Eger C={x,x,} ve y.(x)=U, y.(x,)=U ise I'. bulanik esnek kiimesi T'. =T, bir
C evrensel bulanik esnek kiime olur.

Eger D=E ve her x,€E i¢in y,(x,)=U ise, I',, bulanik esnek kimesi T'), =T bir
evrensel bulanik esnek kiime olur.

Tanim 2.38 T',,T", € FS(U) olsun. Bu durumda I, her xe E igin y,(x) <=7, (x) ise

I', &I, olarak gosterilen I, bulanik esnek kiimesinin bir bulanik esnek alt kiimesi

olarak adlandirilir.

Not 2.2: Klasik alt kiimelerin tanimlarinda oldugu gibi, I', &I, olmak Uzere I',
bulanik esnek kiimesinin her elemaninin I', bulanik esnek kiimesinin her elemani

olacagi anlamina gelmez. Ornegin U :{ul,uz,u3,u4,u5} nesnelerin bir evrensel kiimesi

ve £ = {x],xz,x3} kiimesini tiim parametrelerin bir kiimesi olarak alalim. Eger

A={x}, B={x,x}, T,={(x.{02/u,})} ve T, ={(x.{0.9/u,,0.3/1,,0.05/u,}),
(x3,{0.2/u,,0.7/u5})} verilsin. Bu durumda her xeE i¢in y,(x)cy,(x) ifadesi

gegerli olur. Béylece, I', &T,"dir. (x,,{0.2/u,}) oldugu halde (x,,{0.2/u,}) T, dir.
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Tanm 239 T, eFS(U) olsun. U={u,u,,...u,}, E={x.,x,..,x,} ve AcCE

>%m

oldugunu varsayalim. Bu durumda I", bulanik esnek kiime gosterimi agagidaki bicimde

sunulabilir.
xl x2 xn
U, u“(xl)(u]) luyA(xz)(u]) ‘u}’A(X,,)(ul)
U luyA(xl)(MZ) 'uyA(xz)(MZ) ‘u}’A(X,,)(uz)
U, ‘u}’A(xl)(um) ‘u}’A(xz)(um) ‘u}’A(xn)(um)

Tablo 2.2 Bulanik esnek kiime gosterimi

Burada K, Va bulanik esnek kiimesinin tyelik fonksiyonudur. Eger i =1,2,...,m ve
j=12,n igin p (x_)(ul.) ise, bu durumda T, bulanik esnek kiimesi bir matris

olarak tek bicimde karakterize edilebilir.

Bu U uzerinde tanimh I', bulanik esnek kiimesinin bir mxn bulanik esnek matrisi

olarak adlandirilir.
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2.4 Gamma Halkalar
Simdi, T — halkalarinin tanimini ve bir T" — halkanin ideal tanimini verecegiz.

Tanim 2.40 S ve T' iki toplamsal abelyan grup olsunlar. Eger SxI'xS — S olacak

sekilde bir dénisim (a,a,b)Haab olmak Uzere asagidaki durumlari saglarsa S’ye

I' — halka denir; her a,b,c€S ve hera,f €T icin,
(i) (a+b)ac=aac+bac,

(ii) aa(b+c)=aab+aac,

(iii) a(a+ p)b=aab+apPb,

(iv) aa(bfc)=(aab)fec.

S’nin bir alt kiimesi olan 4, S I — halkasinin bir sol (sag) ideali; S’nin bir toplamsal

alt grubudur ve SFA:{xayx,yeS,aeF} olmak Uzere STAcC A(STAc A4)

seklindedir. Eger 4 hem sol ideal hemde bir sag ideal ise, bu durumda A4 S’nin bir

I' —ideali ( gamma ideali) olarak adlandirilir [34].
Tanim 2.41 S veK iki I'—halka ve f S’den K'’ya bir dénisiim olsun. V a,be S ve

ael igin f(a+b)=f(a)+f(b) ve f(aab)= f(a)af(b) oluyorsa f’ye bir

I' — homomorfizma denir [35].

Tanim 2.42 4, S T —halkasinda bulanik kiime olmak lizere V x,y €S ve «a eI igin

asagidaki kosullari saglarsa p’ye S T'— halkasinin bir bulanik ideali denir.

() w(x-y)zmin{u(x),u(y)

(ii) ,u(xay)Zmax{,u(x),,u(y)} [34].
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BOLUM 3

BULANIK ESNEK GAMMA HALKALARI

Bu bolimde A bostan farkh kiime olmak Gzere bir I" — halka ve burada R, 4’nin bir
elemani, I''nin bir elemani ve 4'nin bir elemani arasindaki keyfi bir Gcli bagintisi
olarak bahsedecegiz. Yani R, AxI'x A’nin bir altkiimesidir aksi takdirde bu durum

aciklanamaz. Deger fonksiyon kiimesini f: N — P(A) olarak gosteririz ve her ae N
icin, f(a):{beA‘R(aab);Va €T’} olarak tanimlanabilir. Bu durumda (/,N) cifti

A Uzerinde bir esnek kiimedir.

Tanim 3.1 (f,N) 'vi A T' — halkasi lizerinde bir esnek kiime olarak alalim. Bu durumda
(f,N) A uzerinde bir esnek I"—halkasi olarak adlandirilabilmesi icin her ae N c 4

olmak lzere f(a) A’nin bir alt ' —halkasidir.

Tanim 3.2 (R,+,.) bir halka olarak alallm ve 4 < E olacak sekilde E bir parametre
kiimesi olsun. Bir f déniisimii f:AxeA—)[O,l]R seklinde verilsin, burada [O,I]R
R ’nin battin bulanik alt kiimelerini ifade eder ve;

f:AxTx4—[0,1]"
(a,a,b) > f(aab)=f,,

Jowr =S : R—[0,1], {u=acb}
seklinde tanimlansin. N =AxI'xA alindiginda eger (f,N) asagidaki durumlari

saglarsa R Uzerinde bir bulanik esnek I"—halka olarak adlandirilir. Vx,y € R icin;
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(i) f.Gx+»)2f, (A, 0)
(i) 7,027,
(i) f,(xay)2 f,(0)A 1, (»)

Diger bir deyisle Ya,be 4 ve a €T igin f 'nin S, bulanik alt kimesine karsilik gelen

doénistmd altindaki goérintlsid R 'nin bir bulanik esnek I" —althalkadir.

Teorem 3.1 (f,N) Ruzerinde bir bulanik esnek I'—kiimesi olsun. Bu durumda
(f,N)’nin R Uzerinde bir bulanik esnek I"—halkasi olmasi igin gerek ve yeter kosul

herue N ve x,y € R igin asagidakileri saglamasi gerekir;
@ f.G&=-»27EA[f0)
i) f.(xay)=f,(x)Af, ().

ispat : ilk olarak varsayalim ki (f,N) R (izerinde bir bulanik esnek I'—halka olsun.

Burada Yue N ve x,y €R igin
Ju(x=y)=f,(x+(=»))
2 f, (A [ (=)
2 ()AL, (»)

saglanir. Tersine, verilen durumlarin saglandigini kabul edelim. Bu durumda Vu e N ve

X,y €R igin
J,0)=f,(x=x)
2 [, (A f,(x)
= fu.()

olur ve burada 0 R’nin toplamaya gére birimidir.
Ju(=x)=f,(0-x)
2 [ (O~ £, (%)
2 [, () A S, (x)
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= 1. (%)

simdi,
J.(x+y)=71,(x=(=»))
2 [, (A [ (=)
2 [, (AL, (D).
S (xay)z f,(x)A f,(¥)
dolayisiyla ispat tamamlanir.

Vx,yeRael igcin xay=xay seklinde tanimlayallm. Bu durumda R bir I'—
halkadir. N=AxI'xA olmak tzere, f:N — P(R) bir deger fonksiyon kiimesini

alirsak
£, ={(0,08),(1,02),(2,0,4),(3,0.2),(4,0,4),(5,0.2)}

£,={(0,0,9),(T,0.5),(2,0.5),(3,0,1),(4,0.5),(5,0.5)}

£.={(0,0,7),(1,0.3),(2,0.3),(3,0,3),(4,0.3),(5,0.3)}

olacak sekilde tanimlayalim. Agikca (f,N), R uzerinde bulanik esnek kiimedir. Ayrica
YueN igin S, R’nin bir bulanik ideali oldugunu goériiyoruz. Boylece (f,N) R

Uzerinde bir bulanik esnek I" —halkadir.
Tanim 3.3 (f,N) ve (g,M) R Gzerinde iki bulanik esnek I"—halka olsun.

"(f,N)AND(g,M)" ifadesi (f,N)A(g,M) seklinde  gosterilir  ve
(f,N)A(g,M)=(h,S) olarak tanimlanir, burada S=N "M olmak tzere Vs € S igin
h, = f.Nng, dir.
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Teorem 3.2 (f,N) ve (g,M) R tzerinde iki bulanik esnek T"—halka ise, bu durumda
(f,N)A(g,M) de R uzerinde bir bulanik esnek I —halkadir.

ispat: (f,N)A(g,M)=(h,S) olsun ve burada S=NNM olmak lizere Vse S igin

h =f. g, dir. Vx,y €R ve a €T alinirsa
h(x=y)=f,(x=y)Ng,(x=y)
2 ([N S, () A (g, () A g ()
= (L) AN S, A g (1)
=/, NgIX)A(f,NgNY)
=h,(x) Ah(y)
h(x=y) 2 h(x) Ah(y)
h(xay) = f,(xay)n g (xay)
2 [ ()AL (DDA (G () A g (1)
= (L) AN S, A g (1)
=/, NgIX)A(f, N gI)
=h,(x) Ah(y)
h,(xoty) > h (x) A (D).

Boylece VseS=NnNM icin, h R’nin bir bulank esnek I'—alt halkasidir ve

dolayisiyla (f,N)A(g,M) ifadesi R tzerinde bir bulanik esnek I"—halkadir.

Tanm 3.4 (f,N) ve (g,M) Ruzerinde iki bulanik esnek I'—halka olsun
"(f,N)OR(g,M)" ifadesi (f,N)V(g,M) seklinde gosterilir, (f,N)V(g,M)=(h,S)

burada S = NNM olmak lzere VseS§ icin A = f, Ug, olarak tanimlanir.

Teorem 3.3 (f,N) ve (g,M) R uzerinde iki bulanik esnek T"—halka ise, bu durumda
(f,N)V(g,M) de R uzerinde bir bulanik esnek " —halkadir.

ispat : Teorem 3.2’nin ispatina benzer olarak yapilabilir.
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Tanim 3.5 (f,N) ve (g,M) iki bulanik esnek I'—halkasinin R Uzerindeki arakesiti
(f,N)"\(g,M) seklinde gésterilir, (f,N)"(g,M)=(h,S), burada S=NNM ve

VueSiginya f,=h,yada g, =h, olarak tanimlanir.

Teorem 3.4 (f,N) ve (g,M) Ruzerinde iki bulanik esnek I'—halka olsun. Bu

durumda (f,N)A(g,M)de R tzerinde bir bulanik esnek I —halkadir.
ispat: (f,N)A(g,M)=(h,S), burada ueS=NNM olmak iizere Vx,yeR, a el
igin
h,(x=y)=f,(x=y)rng,(x=y)

2 fOANfDDAg,(X)IAg, (V)

=(f,(D)Ag, NS, () AE. ()

=(f, 78I A (S, AgI)

=h, (x)Ah, (D).

Buradaf#,g#,h#,ueSparametresine karsilik gelen R’nin bulanik esnek I'— alt

ktimeleridir.
h,(xay)=f,(xay)r g, (xay)
2 fONfDMDAg,(X)IAg, (V)
=(f,(D)Ag,NAS, (M)A g, ()
=(f, 78NS, AgID)
=h, (x)Ah, (D).

Tanim 3.6 (f,N) ve (g,M) iki bulanik esnek I"—halkasinin R Uzerindeki birlesimi
(f,N)O(g,M) seklinde gésterilir. (f,N)O(g,M)=(h,C) olmak uzere burada
VeeC=NUM, Vx,ye R ve a €T igin

£. ,eger ce N-M
h =1 g, ,eger ce M -N

c

f.vg, .,eger ce NmM
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olarak tanimlanir.

Teorem 3.5 (f,N) ve (g,M) R uzerinde iki bulanik esnek I'—halka olsun. Bu
durumda NnM =0 ise, (f,N)O(g,M) de R uzerinde bir bulanik esnek I'—
halkadir.

ispat : (/,N)JU(g,M)=(h,C) alinirsa burada VceC=NUM, Vx,yeRveael
icin

£. ,eger ce N-M
h =1 g, ,eger ceM -N

c

f.vg, .,eger ce NmM

oldugunu biliyoruz.

ce N—-M igin:
h(x=y)=f.(x=y)

2 [N L)

c € N —M oldugundan dolayr 4. (x)= f.(x) ve h.(y)= f.(y) oldugunu sdyleyebiliriz,

dolayisiyla i (x —y)>h,(x) Ak (y) elde edilir.

h (xay) = [ (xay)
2 (A S(¥)
=h.(x)Ah.(y)

h.(xay)=h.(x)~Ah.(y).

ceM —Nigin:

h(x=y)=g.(x=Y)
2g.()rg.(y)
=h.(x)Ah.(y)

h(x=y)2h.(x)AR(p).
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h (xay)=g.(xay)
g ()rg.(y)
=h.(x)~h(y)

h.(xay)2h.(x)Ah(p).

Tanim 3.7 (f,N) ve (g,M) R uUzerinde iki bulanik esnek I"—halka olsun. (g, M)
bulanik esnek I" —halkasi asagidaki kosullari saglarsa (f, N)’nin bulanik esnek alt T"—
halkasi olarak adlandirilir;

(i) McN

(i) VweN icin, g, f,’ninbulanikalt T'—halkasidir.

Tanim 3.8 (f,,N,),_, ailesi bulanik esnek I"—halkalari olsun. O halde bu bulanik esnek

I" — halkalarin arakesiti asagidaki kosullari saglarsa (g,M) bulanik esnek I'—halkasi

olarak tanimlanir;

(i) M=nN\,

iel
(i) Her wpeMigin, bir tane i, e/ vardir oyle ki g,=/,(,). Bu durumda,

Q(fi,Ni) = (g, M) olarak yazabiliriz.

Tanim 3.9 (f;,N,),_ ailesi bulanik esnek I"—halkalari olsun. Bu durumda;

iel

(i) (g.M)= .7\,(12’]\71') bir bulanik esnek I'—halkadir her u=(y,),, €M igin
M:ENI' ve g, :Q,fi,ui .
(i) (g,.M)= Q}(ﬁ,]\@) bir bulanik esnek I'—halkadir her u=(u,),., € M igin

M:EN' ve g#:g]f.,#i.

1 1
1

Teorem 3.6 (f,N) R duzerinde bulanik esnek I'—halka olsun. {(f;,N)|ie}

(f,N)’nin bulanik esnek alt T"—halkasinin bos olmayan bir ailesi ise, burada 7 index

kiimesi, bu durumda;

(i) ﬁ(ﬁ,Ni) (f,N)’nin bulanik esnek alt T"—halkasidir.
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(ii) ﬁ(ﬁ,Ni) (f,N)’nin bulanik esnek alt T"—halkasidir.
(iii) %(ﬁ,Ni) (f,N)’nin bulanik esnek alt T"—halkasidir, burada her i, j €[ igin

N.AN,=0.

ispat: Tanim 3.8'den ve Viel igin (f;,N,) ailesi (f,N)’nin bulanik esnek alt T'—

halkasi oldugundan, her #EMZQNiCN ve iel i¢in g, =f , kullanarak

g:M — P(R) elde edilir. Budurumda her peM ve iel icin f,, R’ninbiralt T'-

halkasidir bundan dolayi m]fl.,#R'nin bir alt I'—halkasidir. Boylece (g,M) R
Uzerinde bir bulanik esnek I'—halkadir. Sonug olarak (g,M):ﬁl(fl.,Nl.) (f,N)’nin

bulanik esnek alt I'—halkasidir. (ii) ve (iii) durumlarin ispatlari benzer sekilde

yapilabilir.

Tanim 3.10 (f,N) R uzerinde bir bulanik esnek I" —halka olsun. Bu durumda (f, N)

asagidaki durumlar saglarsa R (zerinde bir bulanik esnek I'—ideal olarak

isimlendirilir. Her ue N ve x,yeR,a €I igin,

(i)  f.G=»2f,)AL ()
(i) f.(xay)z f,(x)Vv 1, (»)

ve (f,N) 5. R olarak gosterilir.

Teorem 3.7 R Uzerinde alinan (f,N) ve (g,M) bulanik esnek I'—idealleri igin
NNM #O olmak tzere (f,N)~N(g,M)>. R dir.

ispat: Tanm 3.5den S=NNM olup her seS=NNM igin, h = f, Nng, olmak

uzere (f,N)A(g,M)=(h,S) yazabiliriz. Vx,y € R,
h(x=y)=f,(x=y)Ng,(x=y)
2 ([, ()~ [,(NN (g (x) A g, ()
= (L) AN S, A g (1)
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(f,N)B. R ve (g,M)5. R oldugundan, her s € Sigin f, ve g, R’nin bulanik esnek
I —idealleri oldugunu biliyoruz, dolayisiyla &, (x—y)> h (x) Ak (y) elde edilir.
h(xay)= f,(xay) N g, (xay)

2 (f,(x)V [, A(g,(x)V g, ()

= () A (g, NV ([ (Mg, ()

=fng @V g

=h,(x) v h(y).
(h,S) bulanik esnek T —ideal ve bundan dolayi da (f,N)~(g,M)=(h,S)5. R.

Teorem 3.8 / ve J ayrik olmak lzere, R tizerinde (f,/) ve (g,J) bulanik esnek T"'—
idealleriigin (f,1)O(g,J) 5, R dir.
ispat: (f,1)5. R ve (g,J)5, Roldugunu varsayalim, Tanim 3.6’dan her € K igin
K=1uJ ve (f,1)O(g,J)=(hK) olmak tzere;

S (c) ,eger cel-J

h,(c)= g#(C) ,eger ceJ-1
fule)vg,(c) .eger celnJ

yazabiliriz. I"nJ = oldugundan her ce K icinya cel—J veya ceJ—1 dir. Eger
cel-J ise, bu durumda (f,/)>. R oldugundan %, = f, R’nin idealidir. Eger
ceJ -1 ise, budurumdada (g,J/) > R oldugundan %, = g, R’nin idealidir. Béylece
her ceK igin, h, R’nin idealidir ve dolayisiyla (f,1)O(g,J)=(h,K)>. R elde

edilir.
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Teorem 3.9 (f,N), R Uzerinde bir bulanik esnek T —ideal olsun. J index kiimesi
olmak (izere eger {(fj,lj)ljeJ} ailesi (f,N)’nin bulanik esnek I'—ideallerinin

bostan farkli bir ailesi ise, burada;
(i) jemj(fj,lj)l;rR
i) A5 R

(iii) j\E/J(f].,Ij) B R,burada I, 1, ={0} her jkeJ.

Tanim 3.11 (f,N) ve (g,M) sirasiyla A4 ve B lzerinde iki bulanik esnek T"—halka

olarak alalm. F:4—> B ve G:N — M iki fonksiyon olsun. Bu durumda, asagidaki

kosullari saghyorsa (F,G) ikilisi bulanik esnek I'—halka homomorfizmasi olarak
adlandirilir;

(i) F bir 6rten halka homomorfizmasidir,

(ii) G bir orten halka homomorfizmasidir,
(i) YwueNign, F(f,)=(g,)G.

Eger (f,N) ve (g,M) arasinda bir bulanik esnek I' —halka homomorfizmasi varsa,
(f,N) (g,M)’ye bulanik esnek homomorfik oldugunu séyleriz, ve (f,N)~. (g,M)
seklinde gosterilir. Ek olarak eger F bir izomorfizma ve (f,N) (g,M)’ye bulanik

esnek homomorfik ise (f,N) = (g,M) seklinde gosterilir.

Simdi, bulanik esnek I'—halkalarinin homomorfik gorintlsini ve ters goriintlstini
gOsterecegiz. Ayrica homomorfik goriintlislintin ve ters gorintlsindn bir bulanik esnek

I'—halka olduklarini sdyleyecegiz.

Tanim 3.12 N ve M sirasiyla X ve Y bulanik esnek I'—kimeleri icin parametre

kiimeleri olmak lzere, ¢: X —>Y ve w:N —>M iki fonksiyon olsun. Bu durumda

(p,y) ikilisi X "den Y’e bir bulanik esnek I" —fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Tanim 3.13 (f,N) ve (g,M), X ve Y uzerinde iki bulanik esnek T —halka olsun.

(p,y) ikilisi X 'den Y’e bir bulanik esnek I"—fonksiyonu olarak alalim.

(i) (f,N)'nin goruntisi  (p,w) bulanikk esnek I'—fonksiyonu altinda
(p,w)(f,N) seklinde gosterilir ve Y (zerinde bulanik esnek TI'—halkadir,
(p,w)(f,N)=(o(f),w(N)) olarak ifade edilir. Burada Vk € p(N),Vy €Y igin,

fo(x) seger xe ()

§0(f)k (y)= V’(Xzy w(z/):k
0 aksi takdirde

(ii) (g,M)’nin ters goruntusi (¢,y) bulanik esnek I'—fonksiyonu altinda
(o, w) ' (g,M) seklinde gésterilir ve X iizerinde bulanik esnek I'—halkadir,

(o) (g, M)=(p"'(g),w ' (M)) olarak ifade edilir. Burada VxeX ve

Vaey (M)igin, o' (g),(x) = g, (@(x)) seklindedir.
Eger ¢ ve w Dbire-bir(érten) ise, bu durumda (@,y) ikilisi de bire-bir(6rten) olur.

Tanim 3.14 (¢,y) ikilisi X 'den Y’e bir bulanik esnek I"—fonksiyonu olarak alalim.
Eger ¢ X '’den Y’e bir homomorfizma ise, bu durumda (¢,y) ikilisi bulanik esnek
I'—homomorfizmasi olarak adlandirilir. Eger ¢, X ’den Y’e bir izomorfizma ve y
bire-bir donlisimU N ‘den M ’ye orten ise, bu durumda (@,w) ikilisi bulanik esnek

I" —izomorfizmasi olarak adlandirilir.

Teorem 3.10 (f,N), R Uzerinde bir bulanik esnek I'—halka ve (¢,), R’den S’ye
bir bulanik esnek T'—homomorfizmasi olsun. Bu durumda (@,w)(f,N), S Gzerinde bir
bulanik esnek I"— halkadir.

ispat: kew(N) ve y,y, €Y olarak alalim. Eger ¢ '(y,)=Q veya ¢ '(y,)=0 ise

ispat agiktir. ¢(x,)=y,,®(x,) =y, oldugunu varsayalim. Her x,,x, € X igin

¢(f)k(y1_y2): v v fa(k)

(X =xy)=y—y, W (a)=k

> _
= w(:/):kfa(xl X,)

> v (L) AL()
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= w(:/):kf”(x])/\w(z/):kf”(xZ)

bu esitsizlik saglanir, burada ¢(x,) =y,, ¢(x,) =y, bulunur. Bu durumda;

OO RCEE AT (VRIS ) IN VA e

p(x)=y y(a)=k o(x)=y, y(a)=k

=o() ()~ e(f) ()
elde edilir ve benzer olarak o(f),(y,ay,) = o(f),(y)Ae(f),(»,) bulunur.

Teorem 3.11 (g, M), S Uzerinde bir bulanik esnek I"—halka ve (¢,¥), R ’den S’ye

bir bulanik esnek T"—homomorfizmasi olsun. Bu durumda (@,)"'(g,M) R lzerinde

bir bulanik esnek I"—halkadir.
ispat: acy '(B)ve x,,x, e X, a el olarak alalim.
9 (2),(x0ox,) =g, ., (P(x,0x,))
=8, (@(x)ap(x,))
28, (@(X)A g, (@(x,)
=9 (8), () A e (8),(x,)

ve benzer olarak ¢ '(g),(x, —x,) > ¢ '(2),(x) Ap ' (g),(x,) elde edilir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Ekonomi, cevre ve saglk bilimi, mihendislik gibi pek cok alandaki karmasik
problemlerdeki bazi belirsizlik tiplerinin varhgi, bu problemleri ¢cozmek icin bilinen

klasik metotlari basaril bir sekilde kullanmamizi engeller.

Bulanik esnek kiime (izerinde yapilan arastirmalar, ortaya ciktigi giinden bu yana hizla
blyumdistir. Olusturdugu kavramsal cerceve ve sonuglari itibariyla su anda oldukca

genis bir perspektife sahiptir.

Uygulama alanlarinin genisligi ve bu alanlarda olusturdugu sonuclarin etkisi
bakimindan bulanik esnek kiime teorisi bugiin bilimsel calismalarda énemli bir yer
tutmaktadir. Bunlarin yani sira teori, endustriyel sahalarda uygulanmaya baslamistir.
Gelistirilen son teoremler, bulanik esnek kavrami ilke olmak lizere miihendislik, fizik,

kimya, biyoloji, ekonomi gibi konularda sistemleri modellemek tzere kullanilmaktadir.

Bu tez calismasinda, Oztiirk [36] da esnek gamma halka tanimi kullanilarak bulanik
halkalara uygulanmasi sonucunda bulanik esnek gamma halka kavrami verildi. Bu
kavram Uzerinde kesisim, birlesim, AND, OR operatorleri uygulanip bazi 6zellikler
verildi ve genellestirme yapildi. Ayrica bu kavram Uzerinde bulanik esnek gamma ideali
gibi cesitli cebirsel yapilar tanimlandi, bu yapilar ilgili 6rneklerle gosterildi. Bulanik
esnek gamma halka homomorfizmasi tanimi yapildi ve bu tanim ile ilgili homomorfik
gorlintl ve ters gorunti yapilar gibi cesitli cebirsel yapilar tanimlandi. Bu yapilarin ayni

zamanda bulanik esnek gamma halkasi oldugu ifade edildi.
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Calismanin temel amaci bulanik esnek kiime kavramini tanitarak cesitli cebirsel yapilar
uygulayarak genisletmeyi, bu kavramlari arastirmacilara sunmak ve bunlari yeni

uygulama alanlari icin tesvik etmek beklenmektedir.

Bizim bu tezle yaptigimiz calismada Bulanik Esnek Gamma Halkasi hakkinda temel
teoremler verilerek bu sonuglarin yukarida belirtilen uygulamalara benzer gelecekte

alana ait mihendisler tarafindan bir teorik alt yapi olusturmasi beklenmektedir.
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