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OZET

HOMOTOPi PERTURBASYON METODU ILE iINTEGRAL DENKLEMLERIN
cOzOMU

Selim FINDIK

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Nuran GUZEL

Son yillarda yapilan galismalarda integral denklemlerin analitik ve sayisal ¢ozimuni
elde etmek icin bircok metot gelistirilmistir. Bu amacgla gelistirilen metotlardan biri de
Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)'dur. Yapilan tez ¢alismasinda HPM’nin integral
denklemlerde kullanimi agiklanmistir. Bu metodun integral denklemleri ¢6zmedeki
etkinligi ve kullanishhgi cesitli 6rneklerde uygulanarak degerlendirilmistir.

Tez ¢alismasi dért béliimden olusmaktadir. ilk bélimde HPM ile ilgili genel bilgiler ve
bu metot kullanilarak yapilan c¢alismalar literatlir 6zeti kisminda aciklanmistir. Tez
calismasinin amaci kisaca ifade edilmis, elde edilen bulgular agiklanmistir. ikinci
bolimde integral denklemlerin 6zellikleri aciklanmis ve siniflandiriimasi yapilmistir.
Ugtincli béliimde HPM'nin 6zellikleri ve integral denklemlerde kullanimi incelenmistir.
HPM disinda integral denklemleri ¢6zmek icin kullanilan Direkt Hesaplama Metodu
(DHM), Seri Cozim Metodu (SCM), Adomian Ayristirma Metodu (AAM), Varyasyonel
iterasyon Metodu (ViM), Diferansiyel Déniisim Metodu (DDM) agiklanmistir. Bazi
integral denklem o6rneklerine HPM ve aciklanan diger metotlar uygulanmistir.
Dordiinci boélimde de elde edilen analitik ve sayisal sonuglara gére HPM’nin etkinligi
ve kullanishhgi degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: integral denklemler, Homotopi pertiirbasyon metodu

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU



ABSTRACT

SOLUTION OF INTEGRAL EQUATIONS THROUGH
HOMOTOPY PERTURBATION METHOD

Selim FINDIK

Mathematics Department

M. Sc. Thesis

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Nuran GUZEL

In this study Homotopy Perturbation Method (HPM) is investigated which is one of the
recently developed methods for solving integral equations numerically and
analytically. Its effectiveness and practicality in solving integral equations is shown
with some specific examples.

This text consists of four sections where the first section includes some introductory
explanations about HPM as well as the aim and outcomes of this study. In the second
section a classification of integral equations is given and their properties are explained,
while in the subsequent section characteristics of HPM and its use in solving integral
equations are handled. Also; some other numerical methods such as Direct Method,
Series Solution Method, Adomian Decomposition Method, Variational Iteration
Method and Differential Transform Method are presented, which are also used to
obtain numerical solutions to integral equations. HPM and other methods counted
above are employed in solving some integral equations numerically and results
obtained through their application are compared with each other. In fourth and last
section some judgments are made with regard to effectiveness and practicality of HPM
in the light of the applications and their results given in the preceding section.

Keywords: Integral equations, Homotopy perturbation method
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Uygulamah bilimler ve mihendislikte 6nemli bir yere sahip olan ve integral
denklemlerin ¢6zimu i¢in de kullanilan Homotopi Pertlirbasyon Metodu (HPM) He J.H.
tarafindan ortaya konulmustur. He J.H., pertiirbasyon metodu ile topolojide kullanilan
homotopi kavramini birlestirerek bu metodu olusturmustur. HPM bir¢ok matematikgi
ve muhendis tarafindan gesitli fonksiyonel esitlikleri gozmede kullanilmistir. Biazar J. ve
Ghazvini H., HPM’yi Schrodinger denklemlerine analitik ¢6zim elde etmek icin AAM
metodu ile birlikte uygulamistir. Yapilan calismaya gore HPM etkili ve kolay bir metot
olarak degerlendirilmistir[1]. He J.H HPM'yi lineer olmayan sinir deger problemlerine
uygulamistir. Elde edilen sonuglari Adomian metodunun uygulanmasi ile olusan
sonuglarla karsilastirmistir. Ele alinan sinir deger problemleri i¢cin HPM’yi uygun ve
etkili bir metot olarak degerlendirmistir[2]. Abbasbandy S., Riccati diferansiyel
denklemi icin HPM ve AAM'’yi uygulamistir. Elde edilen sonucglara gore iki metodun
karsilastirmasini yapmis, HPM'yi etkili ve basit bir metot olarak degerlendirmistir[3].
Biazar J. ve Azimi F. gesitli Helmholtz denklemi 6rneklerinde analitik ¢oziim elde etmek
icin HPM’yi uygulamislardir. Elde ettikleri sonucglara goére degerlendirme yaparak
HPM'yi etkili ve basarili bulmuslardir[4]. Liu Y., Li Z. ve Zhang Y. HPM'yi, cesitli biyolojik
poptlasyon denklemlerine sayisal ¢c6zim elde etmek icin uygulamislardir. Elde edilen
sayisal ¢ozliimlere gére HPM basarili bulunmustur[5]. Ganji D.D ve Sadighi A. HPM ile
ViM’i cesitli 1s1 transfer denklemlerine uygulamislardir. HPM zor olan bir problemi
basitlestirerek ¢dzen bir metot olarak ifade edilmistir. HPM ve ViM uygulandiklari

lineer olmayan problemlerden elde edilen sayisal ¢coziimlere gore diger metotlardan
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daha basarili bulunmustur[6]. Ganji D.D ve Sadighi A. lineer olmayan reaksiyon-
difiizyon denklem sistemlerinde HPM’yi uygulamislardir. HPM’nin lineer olmayan
muihendislik problemlerinde genis bir kullanim alanina sahip oldugu belirtilmis ve
yapilan calismaya gore AAM ile karsilastirildiginda, HPM’nin daha etkili bir metot
oldugu ifade edilmistir[7]. He J.H. HPM’yi dalga denklemlerinde uygulamistir. HPM,
dalga denklemlerinde genis uygulama alanina sahip bir metot olarak ifade edilmistir.
Bilgisayar matematik programlari kullanildiginda karmasik lineer olmayan sistemleri
¢Ozen glicli bir metot olarak gosterilmistir[8]. HPM kullanilarak yapilan ¢alismalar goz
ontine alindiginda bu metodun basit, etkili ve kullanim alani genis olan bir metot

oldugu soylenebilir.

integral denklemlerin analitik veya sayisal ¢dziimiine ulasmak icin Galerkin Metodu[9]
Dikdortgen Kurah[10], Adomian Ayristirma Metodu[11], Diferansiyel Donlisim
Metodu[12], Yamuk Kural[13], Simpson Kural[14], Runga-Kutta YoOntemi[15],
Homotopi Analiz Metodu[16], Seri C6ziim Metodu[17], Varyasyonel iterasyon

Metodu[18],[19] gibi bircok metot ve yontem gelistirilmistir.

Analitik metotlarda verilen problemin ¢ozimi fonksiyon seklinde ifade edilmektedir.
Bazi problemlerin analitik ¢6zim yodntemi olmasina karsin bir¢ogunun da bilinen
yontemler yardimiyla ¢6zimiini elde etmek mimkin olamamaktadir. Bu nedenle
integral denklemlerin sayisal ¢o6ziimleriyle ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu
calismalarda sayisal yontemlerin analitik ¢c6ziimlere yakin sonuclar verdigi gérilmustir.
Nadjafi J.S., Samadi O.R.N. ve Tohidi E. Galerkin Metodu ile iki boyutlu integral
denklemlerin[9], Babolian E. ve Dastani N. HPM ile iki boyutlu lineer olan ve lineer
olmayan Volterra integral denklemlerin[20], Al-Khaled K. ve Allan F. Ayristirma Metodu
ile lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlerin[11], Arikoglu A. ve Ozkol |. DDM
ile integral ve integro-diferansiyel denklemlerin[12], Tari A., Rahimi M.Y., Shahmorad
S. ve Talati F. DDM ile iki boyutlu lineer olan ve lineer olmayan Volterra integral
denklemlerin[21] sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Elde edilen sayisal ¢éziimlerin
analitik cdziimlere yakin sonuclar verdigi goriilmustiir. Ozellikle son yillarda bilgisayar
teknolojisinin sagladigi imkanlarin artmasi ve uygulama kolayligi nedeniyle sayisal

yontemler analitik yontemlere tercih edilmektedir.



Matematikte ve miihendislikte birgok alanda sayisal ¢6zim elde etmek igin kullanilan
metotlardan biri olan HPM integral denklemlerde de kullaniimaktadir. Babolian E. ve
Dastani N. iki boyutlu lineer olan ve lineer olmayan Volterra integral denklemlerde[20],
Biazar J. ve Ghazvini, H. lineer olmayan Fredholm integral denklemlerde[22], Mirzaei
S.M. Volterra integral denklemlerde[23], Nadjafi J.S. ve Ghorbani A. lineer olmayan
integral ve integro-diferansiyel denklemlerde[24], Babolian E. ve Dastani N. lineer
olmayan Volterra-Fredholm integral denklemlerinde[25], Golbabai A. ve Javidi M.

integro-diferansiyel denklemlerde[26] bu metodu uygulamis ve basarili bulmuslardir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda integral denklemlerin HPM ile analitik ve sayisal ¢ozimleri
incelenecek, cesitli sayisal ornekler verilecektir. Bu oOrneklere Direkt Hesaplama
Metodu (DHM), Seri Cozim Metodu (SCM), Adomian Ayristirma Metodu (AAM),
Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM), Diferansiyel Déniisim Metodu (DDM)
uygulanarak elde edilen sonuclar karsilastirilacaktir. HPM’'nin integral denklemlerin

¢O0zUimunu elde etmedeki etkinligi ve kullanislihgl incelenecektir.

1.3 Bulgular

HPM'’nin integral denklemlerin analitik ¢éziimlerini elde etmede etkili ve uygulanmasi
kolay bir metot oldugu gorilmiustir. Fakat her integral denklemin HPM ile veya
aciklanan diger metotlarla analitik ¢ozimini elde etmek mimkiin degildir. Analitik
¢0zimin elde edilemedigi durumlarda sayisal ¢6zlimlere basvurulmustur.
MATLAB(R2008a) bilgisayar programi kullanilarak gesitli integral denklem 6rneklerinin
HPM ve aciklanan diger metotlar ile sayisal ¢6ziimleri elde edilmistir. Elde edilen sayisal
¢Ozlimlerdeki basarinin ele alinan integral denkleme bagh olarak degistigi ve MATLAB
bilgisayar programi ile HPM’nin kolay bir sekilde kodlanarak sayisal sonuglarin elde

edildigi gorilmustir.



BOLUM 2

INTEGRAL DENKLEMLERIN OZELLIKLERIi VE SINIFLANDIRILMASI

integral denklemler &zellikle uygulamalari bilimlerde énemli bir yere sahiptir ve bircok

mihendislik alaninda yaygin olarak kullaniimaktadir.
integral denklemler icin yapilan temel tanimlardan biri asagidaki sekildedir.

Tanim 2.1 integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda oldugu

denklemlerdir[27].
integral denklemler gesitli 6zelliklerine gére siniflandiriimistir.

Bu boélimde 6nce integral denklemler kisaca genel 6zellikleri ile agiklanacak, ardindan

integral denklemlerin siniflandirilmasi yapilacaktir.

2.1 integral Denklemlerin Genel Ozellikleri

integral denklemlerin genel yapisini incelemek igin;
b
u(x) = f(x)+ijk(x,t)u(t)dt (2.1)

integral denklemi ele alinsin. Burada;

u(x) bilinmeyen fonksiyon, f(X) bilinen fonksiyon, A parametre, k(X,t) g¢ekirdek

fonksiyondur.

2.2 integral Denklemlerin Siniflandiriimasi

integral denklemler lineerlige, tekillige, bilinmeyen fonksiyonun bulundugu vyere,

homojenlige ve sinirlarina gére siniflandirilir.



2.2.1 Lineerlige Gore Siniflandirma

integral denklemleri lineerlige gére siniflandirirken u(X) bilinmeyen fonksiyonunun

lineerligi temel alinir. Bu siniflandirmada integral denklemler lineer olan ve lineer

olmayan integral denklemler olmak Gzere iki grupta incelenir.

Lineer integral Denklemler

Bir integral denklemde yer alan u(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer ise bu integral

denklem lineer integral denklemdir.

Lineer Olmayan integral Denklemler
b
u(x) = f(x)+/1'|.k(x,t)u”(t)dt (2.2)

(2.2) integral denkleminde u(x) bilinmeyen fonksiyonunun n.kuvveti (n=1) yer

aldigindan (2.2) yapisindaki integral denklemler lineer olmayan integral denklemlerdir.

2.2.2 Tekillige Gore Siniflandirma

integral denklemleri tekillige gére siniflandirirken, integral sinirlari ve k (X,t) ¢ekirdek

fonksiyonunun stirekliligi temel alinir.

Tekil integral Denklemler

integral denklemin sinir araliklarinda k (x,t) cekirdek fonksiyonu siireksiz olan veya

integral sinirlarindan en az biri sonsuz olan,

u(x) = f(x)+/1.|'k(x,t)u(t) dt (2.3)
0

yapisindaki integral denklemlere tekil integral denklemler denir.

Tekil Olmayan integral Denklemler
integral denklemin sinir araliklarinda Kk (X,t) cekirdek fonksiyonu siirekli olan ve
integral sinirlari sonsuz olmayan integral denklemlere tekil olmayan integral

denklemler denir.



2.2.3 Yapilarina Gore Siniflandirma

Yapilarina gore siniflandirma integral denklemler Ui¢ grupta incelenir.

Birinci Tiir integral Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyonun sadece integral igcinde bulundugu;

f(X) =Ajlk(x,t)u(t)dt (2.4)

yapisindaki integral denklemler birinci tir integral denklemlerdir.

ikinci Tiir integral Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyonunun (2.1) integral denkleminde oldugu gibi, hem integral

icinde hem de integral disinda bulundugu integral denklemler ikinci tiir integral

denklemlerdir.

Uglincii Tiir integral Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyonun hem integral icinde, hem de integral disinda baska bir

fonksiyon ile carpim durumunda oldugu;

b
p(X)u(x) = f(x)+?tjk(x,t)u(t) dt (2.5)
yapisindaki integral denklemler Gglnci tlr integral denklemlerdir.

2.2.4 Homojenlige Gore Siniflandirma

Bu siniflandirmaya goére integral denklemler homojen olan ve homojen olmayan

integral denklemler olmak (izere iki grupta incelenir.



Homojen integral Denklemler

f (x) bilinen fonksiyonu bulunmayan,

b
u(x)=A j k (x,t)u(t)dt (2.6)
yapisindaki integral denklemler homojen integral denklemler olarak siniflandirilir.

Homojen Olmayan integral Denklemler

f(x) bilinen fonksiyonu sifirdan farkli olan integral denklemler homojen olmayan

integral denklemler olarak siniflandirilir.

Ornegin; (2.1) yapisindaki integral denklemler homojenlige gére, homojen olmayan

integral denklemlerdir.

2.2.5 integral Sinirlarina Gére Siniflandirma

integral sinirlarina gére siniflandirmada integral sinirlarinin sabit olma veya degisken
icerme durumu dikkate alinir. Bu siniflandirmaya goére integral denklemler Fredholm ve

Volterra integral denklemler olmak tizere iki grupta toplanir.

Fredholm integral Denklemleri

integral sinirlari sabitlerden olusan (2.1) yapisindaki integral denklemler Fredholm

integral denklemleri olarak siniflandirihir.

Volterra integral Denklemleri

integral sinirlarindan biri degisken olan,
u(x) = f(x)+/1_[k(x,t)u(t) dt (2.7)

yapisindaki integral denklemler Volterra integral denklemleri olarak siniflandirilir.



2.3 integro-Diferansiyel Denklemler

icinde bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin bulundugu integral denklemler integro-
diferansiyel denklemlerdir. integro-diferansiyel denklemlerin 6zel ¢dziimlerinde verilen

baslangig sartlari gbz 6niline alinir.

Bilinmeyen fonksiyonun n.mertebeden tirevinin bulundugu,

b
u™(x) = f(X)+ 1 j k (x,t)u(t)dt (2.8)
Fredholm integro-diferansiyel denklemi ve

u™(x) = f(x) mik(x,t)u(t) dt (2.9)

n

d"u
Volterra integro-diferansiyel denklemi ele alinsin. Burada u™ (x) = "
X

seklinde ifade

edilir. integral denklemin c¢éziimi icin baslangic sartlari olarak u(0), u'(0),
u"(0),...,u™™(0) degerleri integral denklem ile birlikte verilir[17].
Ornegin;
1
u”(x)=x+j(l+x—t)u(t)dt, u0)=1 u'(0)=0
0
integro-diferansiyel denklemi; icinde bilinmeyen fonksiyonun ikinci mertebeden

tirevinin bulundugu Fredholm integro-diferansiyel denklemidir. Bu integro-diferansiyel

denklemle beraber verilen u(0) =1, u’(0) =0 degerleri de baslangig sartlaridir.

2.4 ki Boyutlu integral Denklemler

u(x,t) bilinmeyen fonksiyonun iki kath integralin iginde bulundugu integral denklemler

iki boyutlu integral denklemlerdir.

iki boyutlu Fredholm integral denklemleri,
db
u(x,t) = f(x,t)+”k(x,t, y, 2)u(y, z) dydz, xe[a,b], te[cd] (2.10)

yapisina; iki boyutlu Volterra integral denklemler ise,



u(x,t) = f(x,t)+ﬁk(x,t, y,z)u(y, z)dydz (2.11)

yapisina sahiptir. Bu integral denklemlerdeki k(X,t,y,z) ¢ekirdek fonksiyonlar, f(X,t)

bilinen fonksiyonlar ve u(X,t) bilinmeyen fonksiyonlardir.

Ornegin;

1 1 1 o
u(x,t) =x%'+—x' ——x"e* - =xt + 2 +e?")u?(y, z) dydz, 0,1
(x,1) TR - M(y )u?(y, z)dy xe[0,]

integral denklemi iki boyutlu lineer olmayan Volterra integral denklemidir.

2.5 integral Denklem Sistemleri

integral denklem sistemleri, birden fazla integral denklemin bir arada ele alindig
sistemlerdir. integral denklem sistemlerinin analitik ¢dziimlerine ulasmak genellikle

zordur. Bundan dolayi ¢ogu zaman yaklasik ¢éziimleri bulunur.

N bilinmeyenli n tane denklemden olusan lineer Fredholm integral denklem sistemi;

ay, () Uy (X) +85, (X) U, (X) +...+ 8, (X) U, (X) =
f1()() +j.{k11(xlt) ul(t) + klz(X,t) uz(t) +..+ kln(x!t) un(t)}dt
a21(x) ul(X) +a, (X) UZ(X) +o.t+qy, (X) u, (X) =

f,(x) +i{k21(x,t) U, (t) + K, (X, ) U, (t) +...+ K, (X, B) U, (t)} dt

anl(x) ul(X) + anZ(X) u, (X) +..+a,, (X) u, (X) =

fn(x)+j{knl(x,t)ul(t)+kn2(x,t)u2(t) otk (D) U, (O} (2.12)



yapisinda ifade edilir. (2.12) integral denklem sistemi daha kisa olarak;

Za“(x)u (x)=f. (x)+_|.2k“(x t)u, (t) dt, j=12,..,n (2.13)
a i=1

seklinde de ifade edilebilir. (2.13) integral denklem sistemindeki u;(X) bilinmeyen

fonksiyonlar, k;(x,t) cekirdek fonksiyonlar, a;(x)katsayl fonksiyonlari ve f,(x)

bilinen fonksiyonlardir[12],[28],[29].

Ornegin;

1

u (x)—l); 36+J%(u (t) +u, (1)) dt

0, (x) = X2 —gx+1+:[xt(u1(t)+u2(t)) dt

integral denklem sistemi, iki bilinmeyen fonksiyon ve iki denklemden olusan lineer

Fredholm integral denklem sistemidir.

X 1 2 1 3 1 2Xx4 3 1 24t 0 2
U (x,t)=et+=x"—=t°+=e“t° —=x%e + —u,(y,z2)° +u,(y,z))dydz
L (x,1) X > H( ,(,2)° +,(y,2)) dy

1 1, 1 1 ¥
u(x,t)=xe' == x2+=t?—=e*t?+=x%"+ | | (u,(y,2)—u,(y, z))dydz
,(%,1) X ot st !!(l(y) ,(y,2))dy

integral denklem sistemi ise, iki bilinmeyen fonksiyon ve iki denklemden olusan lineer

olmayan iki boyutlu Volterra integral denklem sistemidir.
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BOLUM 3

HOMOTOPiI PERTURBASYON METODUNUN iNTEGRAL DENKLEMLERDE
KULLANIMI

Bu bolimde HPM’nin genel o6zellikleri ve integral denklemlerde kullanimi ve integral
denklemlerin analitik ve sayisal ¢oziimlerinde kullanilan diger metotlardan bazilan
aciklanacaktir. Ele alinacak integral denklem &rneklerinin agiklanacak metotlarla

¢o6zumleri bulunacak ve elde edilen sonuglar yorumlanacaktir.

3.1 Homotopi Kavrami, Pertiirbasyon Teorisi ve Homotopi Pertiirbasyon Metodu

HPM, diferansiyel topolojideki homotopi ile pertiirbasyon teorisinden yararlanilarak
olusturulmus bir metottur. Homotopi kavrami ve pertiirbasyon teorisi aciklanip

HPM’nin genel 6zellikleri incelensin.

3.1.1 Homotopi Kavrami

Homotopi kavrami 1895’te Henri Poincaré tarafindan bir makale ile ifade edilmistir.
1911 yilinda ise L.E.J. Brouwer tarafindan iki donlisiim arasinda homotopinin genel
tanimi  yapilmistir. Homotopi teknikleri lineer olmayan cebirsel denklemlerin biitiin

koklerini bulmak icin yaygin olarak kullanilir.

Tanm 3.1 f:X >Y, g: X —Y strekli dénisimler ve |1 =[0,1] olsun. Her x e X igin
H(x,0)=f(x),H(x,2) =g(x) esitliklerini saglayan bir H:XxI —>Y surekli
dénisimi var ise f ve g homotopiktir denir. H dénusiimine ise f ve garasinda

bir homotopidir denir.
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Ornek 3.1 f,g:X — IR? surekli dénusumler olsun. H: X x1 — IR? olmak uzere
Hxt)=1-t)f(x)+tg(x), H(x0)=f(x) ve H(x,1)=g(X) seklinde tanimlanan

H donusimiu f ve g arasinda homotopidir. Budurumda f ve g homotopiktir[16].

3.1.2 Pertiirbasyon Teorisi

Pertirbasyon teorisi bir problemin vyaklasik ¢6zimini bulmak igin kullanilan
matematiksel metotlar icermektedir. Bir problem kiguk bir terim eklendiginde tam
olarak ¢o6zime ulasilabilecek sekilde formille ifade edilebiliyorsa, bu probleme
pertlirbasyon teorisi uygulanabilir. Bu teori ile bir problemin ¢6zimi, tam ¢6zimu
bulunabilen problemden sapmayi 6lcen kiiclik bir parametrenin kuvvet serisi cinsinden
bulunur. Kuvvet serisinin ilk terimi tam ¢6zimi bulunabilen problemin ¢6ziimu, diger

terimler ise baslangi¢ problemine gére sapmayi ifade eder.

& kuguk bir parametre olmak lzere U ¢dziimiine yaklasim igin;

U=U,+e&'U +&°U, +... (3.1)
serisi yazilsin. Burada U, kesin ¢6zimu bulunabilen baglangi¢ probleminin bilinen kesin

¢6zimiinu, U;,U,,... belirli bir metot kullanilarak iterasyonla bulunan daha yiiksek

dereceden c¢ozliimleri ifade eder. Kiiciik & degerleri icin bu serinin yakinsak olmasi
ylksek dereceden ¢6ziimlerin daha az etkili oldugunu gosterir. Pertlirbasyon teorisinin
etkili sonuglar verebilmesi igcin ¢ klglk parametresinin uygun olarak belirlenmesi

gerekir.

Ornek 3.2 Asagidaki cebirsel denklemde pertiirbasyon teknigi kullanilsin.
u=1+esu’

Ele alinan 6rnekte £ =0 i¢in u=1’dir. ¢=0 igin;

uU=1+¢'u, +&°u, +...

serisi yazilir. Bu seri verilen 6rnekte yerine yazilirsa;

gu, +&%U, +...=e(l+&'u +&°u, +...)°

ifadesi elde edilir. Buradan;
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£y + 87U, +... = £[ 1+ 36U, + 32 (U, +U7) +.. |

esitligi olusturulur. &’un ayni kuvvetlerinin katsayilari bir araya getirilirse;

g - +&°u,-3u)+&*(u, —3u, —3u/) +...=0

esitligi elde edilir. Bu esitlikten yararlanilarak;

u,-1=0

u,—3u, =0

u,—3u, —3u’ =0

denklem sistemi elde edilir. Buradan; U, =1, U, =3, U, =12 olarak bulunur. Bulunan
bu degerler serideki yerlerine yazilirsa;

U=1+&"+32+12&% +...

elde edilir. Buradan &£ =0 i¢in u =1 olmak lzere yaklasik ¢c6ziim bulunur[16],[30].

3.1.3 Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Topolojideki homotopi kavrami ile pertiirbasyon teorisinden yararlanilarak ortaya
konulan HPM igin 6ncelikle;

A genel diferansiyel operatoér, B sinir operatori, f(r)bilinen analitik fonksiyon I ise
Q bolgesinin siniri olmak lzere;

A(u)-f(r)=0, reQ (3.2)
diferansiyel denklemi,

B(u,a—ujzo, rel’ (3.3)
on

(3.3) sinir kosullarina gore ele alinsin. Agenel diferansiyel operatorii genellikle
M lineer olan ve N lineer olmayan operatdr olmak lzere ikiye ayrilir. Bundan dolayi

(3.2) denklemi cogu kez;

M@u)+N(u)-f(r)=0 (3.4)

yapisinda yazilir.
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v(r, p):Q2x[0,1] >R olmak lzere reQ ve homotopi parametresi olan pe[0,1]

olsun. (3.2) denkleminin baslangi¢ yaklasimi olarak U, segilirse;

H(v, p) =L~ p)[M (V) -M ()] + p[A(V) - f(r)] =0 (3.5)
homotopisi elde edilir. Bu homotopiden;
H(v,0)=M(v)—-M(u,) =0, H(\v,)=AM)-f(r)=0 (3.6)

esitlikleri kolayca bulunabilir. p’nin 0’dan 1’e dogru degismesi H(v, p)’nin
M(v)—M(u,)’dan A(v)— f(r)’ye yaklagsmasi olarak yorumlamak mimkindir. Bu
durum topolojide deformasyon olarak adlandirilir. Buna gére M(V)—M(u,) ve
A(v)— f(r) ifadeleri homotopiktir. pe[0,1] kiigiik bir parametre oldugu igin
pertiirbasyon teknigi kullanilarak (3.5) homotopi denkleminin ¢ézimi p’nin bir
kuvvet serisi olarak;

V=V, + pv, + P2V, +... (3.7)
seklinde ifade edilebilir. p parametresi 1’e yakinsarken (3.2) denkleminin yaklasik
¢6zimu;

u:lpiiqv:vo+vl+v2+... (3.8)
olarak bulunur. (3.8) serisi cogu durum igin yakinsaktir. Yakinsaklik orani A(v) 'ye bagh

olarak degisir[24],[30].

HPM oOzellikle uygulamali bilimlerde birgok alanda denklemlerin analitik veya sayisal

¢O0zUimini elde etmede kullanilan basit ve etkili bir metottur.

3.2 integral Denklemlerin C6ziimiinde Homotopi Pertiirbasyon Metodunun

Kullanimi

HPM’nin integral denklemlerde kullanimi, lineer olan ve lineer olmayan integral

denklemler icin ayri iki baslikta ele alinsin.
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3.2.1 Lineer integral Denklemlerin Céziimiinde HPM’nin Kullanimi

HPM'nin lineer integral denklemlerde kullanimi, birinci tiir ve ikinci tlr lineer integral

denklemlerde ayri ayri ele alinsin.

Birinci Tiir Lineer integral Denklemlerin Coziimiinde HPM’nin Kullanimi

b
f(x)= j k (x,t)v(t)dt (3.9)
yapisina sahip birinci tiir Fredholm integral denklemi ele alinsin.
(3.9) integral denklemi icin L(u) operatord;

b
L(u) = [k(xut)ydt—f (x) =0 (3.10)
esitligi ile ifade edilsin. (3.9) integral denklemi icin homotopi denklemi,

H(u, p)=@- p)u(x)+ pL(u) =0. (3.11)

seklinde ifade edilir. Bu homotopi denklemindeki p gdmme parametresi, tanimli
oldugu pe[0,1]araliginda diizenli olarak yiikselir. HPM bu geniglemenin kullanimini

ortaya koyar.
U=U,+ pu, + p°U, +... (3.12)

(3.12) serisi (3.11) homotopi denkleminde yerine yazildiginda;
b
H(u, p) = (- p) (U, + pu, + pu, +..) + pUk (X,t) Uy + pu, + p°u, +...)dt — f (x)] =0

denklemi elde edilir. p’nin ayni kuvvete sahip terimleri bir araya getirildiginde;

b b
H(u, p) =u, + pl[u1 -u, +J'k (x,t)u,dt — f (x))+ p’ [uz —U, +jk (x,t)uldtj+... =0
ifadesi elde edilir. Buradan;
po ZUO(X) =0
priu, () = f(x)
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p? U, (X) =Uu,(X) —Tk (x,t)u, (t)dt

p"t:u, ., (X) =un(x)—jk(x,t)un(t) dt, n>1 (3.13)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ele alinan integral denklemin HPM ile ¢6zim(;

V(X) = U, (X) +u, (X) +U, (X) +...

(3.14)
olarak bulunur.
Yakinsaklik igin;
k(x,t) = g(x)h(t) (3.15)
yapisinda ayrilabilir cekirdek fonksiyona sahip olan integral denklemin;
b
1—_[k(t,t)dt <1 (3.16)

esitsizligini saglamasi gerekmektedir[17],[31],[32].

ikinci Tiir Lineer integral Denklemlerin Céziimiinde HPM’nin Kullanimi

Bilinmeyen fonksiyonun hem integral icinde hem de integral disinda bulundugu;
b
v(X) = f(x)+J.k(x,t)v(t) dt, a<x<b (3.17)

yapisindaki lineer Fredholm integral denklemi ele alinsin. incelenen yapidaki integral

denklemin ¢oziimi u(x) =Vv(X) olmak tzere F(u) fonksiyonel operator(;
F(u)=u(x)-f(x) (3.18)

esitligiile, L(u) operatéri ise;
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L(u)=u(x)— f(x)—j{k(x,t)u(t)dt=0 (3.19)

esitligi ile ifade edilsin.

Homotopi denklemi, (3.18) ve (3.19) operatorleri kullanilarak;

H(u, p)=1—-p)F@Uu)+ pLu)=0 (3.20)
seklinde ifade edilir. Olusturulan Homotopi denkleminden;

H(u,0)=F(u), H(u,)=L(u) (3.21)
esitlikleri kolaylikla elde edilebilir.

U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi (3.20) homotopi denkleminde yerine yazildiginda;

H(u, p) = - p) (o + PU; + PU, +...) = F (%))
b
+ p((u0 + pu, + pAU, +...) — f(x)—fk(x,t) (u, + pu, + p°u, +...)dt}:0
denklemi elde edilir. p’nin ayni kuvvete sahip terimleri bir araya getirildiginde;
b b
H(u, p)=p°(u, — f (X)) + pl[ul—_[k(x,t)uodtJ+ p2£u2 —J.k (x,t)uldt]+... =0

ifadesi bulunur. Buradan;

p° U, ()~ £ (%) = 0= Uy (%) = (%)

p': ul(x)—.Tk(x,t)uo(t)dt =0

p’ :uz(x)—.?k(x,t)ul(t) dt=0

b
p" U, (X) = J'k (x,t)u (t)dt, n=>0 (3.22)
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esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla (3.22) esitliklerinden ele alinan integral denklemin

HPM ile ¢6zim{i;
V(X) = Uy (X) + U, (X) + U, (X) +...
olarak bulunur[31],[32].

(2.7) yapisindaki ikinci tur lineer Volterra integral denklemlerin HPM ile ¢6zimiinde de

benzer bir yol izlenir[23],[33].

3.2.2 Lineer Olmayan integral Denklemlerin ¢6ziimiinde HPM’nin Kullanimi

Lineer olmayan integral denklemlerde HPM’nin kullanimi, lineer integral denklemlerde
oldugu gibi birinci tir ve ikinci tur lineer olmayan integral denklemlerde ayri ayri ele

alinsin.

Birinci Tiir Lineer Olmayan integral Denklemlerin Coziimiinde HPM’nin Kullanimi

Lineer olmayan birinci tlr bir Fredholm integral denklemin HPM ile ¢6zimd, integral
denklemin bilinmeyen fonksiyonuna donlisiim yapilip integral denklem lineer yapiya
cevrildikten sonra birinci tir lineer Fredholm integral denklemlerin HPM ile ¢6ziimiine

benzer bir yol izlenerek bulunur.

Yakinsaklik igin K (X,t) = g(x)h(t) ayrilabilen yapiya sahip gekirdek fonksiyonun;

b
1—_[k(t,t)dt <1

esitsizligini saglamasi gerekmektedir[17].

Ornek 3.3 Asagidaki lineer olmayan birinci tiir Fredholm integral denkleminin HPM ile

¢OzUmi incelensin.

1
gx2 = J' X’t? u?(t) dt.
63 1

Oncelikle, v(X) =u®(X) olmak tizere bilinmeyen fonksiyona;

u(x) = ﬂ/v(x)

doénistimi yapilsin. Ele alinan integral denklem bu donlisiime gore;
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32,
6_X —jxt v(t)dt

olarak yeniden ifade edilir. integral denklemin gekirdek fonksiyonu k (x,t) = g(x)h(t)

yapisindadir. Yakinsaklik igin (3.16) esitsizliginin saglanip saglanmadigi incelesin.

‘1— j K (t,t)dt

1
=‘1— [ ttdt|=
-1

incelenen birinci tiir lineer olmayan Fredholm integral denklemi yakinsaklik sartini
yerine getirmektedir.

Ele alinan integral denklem icin L(Vv) operatéri;
h 32
L(v) = | x*t°v(t)dt —=x* =0
(v) j (dt——

olmak tizere (3.11) esitliginden yararlanilarak homotopi denklemi,

H(v, p)=@Q- p)v(x)+ p[jxt v(t)dt——st 0

seklinde olusturulur.
2
V=V, + pVv, + PV, +

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazilirsa;
i 32

H(v, p) = (L— p)(V, + PV, + PV, +...)+ p[]xzt2 (Vo + PV, + PV, +'")dt_§X2J: 0
-1

ifadesi elde edilir. p 'nin ayni kuvvete sahip terimleri bir araya getirilirse;

32 i i

H(v,p)=Vv, + pl(v1 _@X2j+ p’ (vz -V, + J. Xt?v, dt]+ p{v3 —V, + j Xt?v, dtj+... =0

-1 -1

esitligi elde edilmis olur. Buradan;

p° v, (X) =0
pl :Vl(x) =-5
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1 96
2. 2¢2 2
p .VZ(X) = Vl(X) —J;X t Vl(t) dt = —1 X

esitlikleri bulunur. Bu esitlikler bir araya getirilerek;

32, 3 9
v(x):vo(x)+v1(x)+v2(x)+...:§x [1+§+2—5+...]

ifadesi olusur. Esitligin sag tarafinda yer alan geometrik seri igin; &, =1 ve r :g olmak

uzere;

B

i<

g % _ _o

alw

yakinsaklik sarti gerceklesir. Elde edilen geometrik serinin S=g degeri Vv(x)

ifadesinde yerine yazilirsa;

v(X) :%x2 l+§+i+... :@x2
63 63

elde edilir. Sonug olarak incelenen birinci tiir lineer olmayan Fredholm integral

denklemin analitik ¢6zim(;

u(x):«/v(x) = /@x
63
olarak HPM ile elde edilir.

Ele alinan integral denklemin lineer olmadigi icin bir ¢6zimi daha bulunmaktadir. Bu

coziim U(x) = x* +x° seklindedir.
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ikinci Tiir Lineer Olmayan integral Denklemlerin ¢oziimiinde HPM’nin Kullanimi

Lineer olmayan ikinci tir integral denklemlerin ¢6ziiminde HPM’nin kullanimini

incelemek igin;
v(x)= f(X)+ 1 j k (x,t)(v(t))" dt (3.23)

yapisindaki Fredholm integral denklemi ele alinsin. Ele alinan integral denklemde;

neN, n>2, 1€R, k(x,t) cekirdek fonksiyonu [a,b]x[a,b]'da siirekli fonksiyon,
f(x) bilinen fonksiyonu tanimlanan [a,b] araliginda siirekli olsun ve x [a,b] olsun.
incelenen (3.23) yapisindaki lineer olmayan integral denklem icin baslangic yaklagimi

V,(X) =u,(X) = f (X) olmak tizere homotopi denklemi;

H(u, p)=1-p)u(x)—f(x))+ p[u(x)— f (x)—ij.k(x,t)(u(t))”dtJ:O (3.24)
seklinde olusturulur.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi (3.24) homotopi denkleminin ¢dzimi olarak varsayilip homotopi denkleminde

yerine yazilirsa;

H(U, p) = (1_ p)((uo + pu, + p2u2 +---)_ f(X))

+p((u0 + puU, + P, +..)— f (x)—ﬁj‘k(x,t)((uo + pu, + P, +..) ) dt):o

denklemi elde edilir. p ’nin ayni kuvvete sahip terimleri esitlenirse j>1 olmak Gzere;
p° Uy (%) — F (1) = 0= U, () = f (X)

p* iy, (x) —ﬂj.k (X,t) (U, (t))"dt =0
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n=2=u,(x) —/lj'k (x,t)(2uzu,)dt =0

n=3= u,(X) —iik (x,t) (3(u,)?u,)dt =0

p*: ;
n=4=u,(x)— [k (x,t) (4(up)’u;) dt =0

b j-1

n=2- uj(x)—ljk(x,t)Z(uruj_r_l)dt =0
a r=0
b j-1 j-m-1

N=3=u;()-A[k()Y > (U, 4 )dt=0
a m=0 r=0

pj . _

' n:4:>uj(x)—/1ik(x,t)

j-1 j-m-1j-m-r-1
a m=0 =i

Z (umul’uluj—l—r—m—l) dt=0

=0 |

=

(3.25)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ele alinan lineer olmayan (3.23) integral denkleminin

HPM ile ¢6zim;
V(X) = Uy (X) + U, (X) + U, (X) +...

olarak bulunur[22].
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3.3 integro-Diferansiyel Denklemlerin C6ziimiinde HPM’nin Kullanimi

HPM’nin integro-diferansiyel denklemlerde kullanimini incelemek igin;

V'(X)+g(x)v(x) = f(X)+ ﬂj'k (x,t)v(t)dt, v(@)=v,, a<x<b (3.26)

lineer Volterra integro-diferansiyel denklemi ele alinsin.

Ele alinan (3.26) integro-diferansiyel denklemi icin homotopi denklemi;
H(u,p)=u'—v;+pvy—p —g(x)u(x)+)tj'k(x,t)u(t)dt+ f(x)|=0 (3.27)

esitligi ile ifade edilir.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve p ’nin ayni kuvvete sahip terimleri

esitlenirse uy =V, baslangig yaklagimi olmak tizere;

p°:u;—v, =0

priul+vy +g(x)uo(x)—/ljk(x,t)uo(t)dt— f(x)=0

P> u) + g(x)ul(x)—ijk(x,t) u,(t)dt=0

p™iu, +g(X)u, (X)— A j k(x,t)u (t)dt=0, n=>1 (3.28)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla (3.26) integro-diferansiyel denklemin ¢6zimd;
V=U,+U, +U, +...

olarak bulunur[34].
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3.4 iki Boyutlu integral Denklemlerin Céziimiinde HPM’nin Kullanimi

HPM'nin iki boyutlu integral denklemlerde kullanimini incelemek igin;
t x

u(xt) = f(xt)+ [ [k (xt.y, z,u(y,2))dydz (3.29)
00

iki boyutlu Volterra integral denklemi ele alinsin.

Burada k ve f slrekli fonksiyonlar olsun ve ¢ekirdek fonksiyon;

KL Y, 2,U(,2)) = % (x O (Y, 2,U(y, ) (3.30)

i=0

yapisina sahip olsun.

HPM igin (3.29) iki boyutlu integral denklemi;

L(u) =u(x,t)— f(x,1t) —ﬁk (x,t,y,z,u(y,z))dydz =0 (3.31)
00

seklinde yeniden diizenlensin. integral denklemin HPM ile ¢6ziimii igin;

H(u, p) =1-p)F(u)+pL(u)=0

(3.20) homotopi denklemi olusturulsun. Olusturulan homotopi denkleminden;

Hu,0)=F(u), H(u,2)=L(u)

(3.21) esitlikleri kolayca elde edilir. Homotopi denkleminin ¢6zim;

U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi ile ifade edilir.

p parametresi 1’e yakinsarken ele alinan iki boyutlu integral denkleminin yaklagik

¢6zimu;
u(x,t):Iplirllu:nZ;‘un (3.32)

olarak bulunur. (3.32) serisi gogu durum igin yakinsaktir. Yakinsaklik orani F(u) ve

L(u) operatorlerine baglidir.

F(u) =u(x,t) - f(x,t) olarak alinip;
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U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve p ’nin ayni kuvvete sahip

terimleri esitlenirse U,(X,t) = f (X,t) baslangic yaklagimi olmak tzere;
t X

uNH(x,t):”k(x,t,y,z)HN(y,z)dydz, N=012,..
00

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki H,, ’ler He polinomlaridir ve

1 o"
H, (Ug, Uy, ..., Uy ) = Nia" L(Zpu]} , N=012,..

p=0

(3.34) denklemi ile hesaplanir[20].

3.5 integral Denklem Sistemlerinin ¢6ziimiinde HPM’nin Kullanimi

integral denklem sistemlerinin ¢éziimiinde HPM’nin kullanimini incelemek igin;

v, (x) = f,(X) + 9,(x,v(x)) +.k|1ki (x,t,v(t))dt, i=1(D)n
Fredholm integral denklem sistemi ve
V. (x) = f,(X)+ g, (X, v(X)) +Iki (x,t,v@®)dt, i=12)n

Volterra integral denklem sistemi ele alinsin.

(3.35) ve (3.36) integral denklem sistemlerinin HPM ile ¢6zim{ icin 6ncelikle;

H(u, p) = (1- p)F (u) + pL(u)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.20) homotopi denklemi olusturulur. Burada L(u) integral veya diferansiyel

operatori ile F(u) fonksiyonel operatdri verilen integral denkleme gére belirlenir.

Homotopi esitliklerinin ¢6zimu p “nin bir kuvvet serisi olarak;

= pluy = U+ P+ P, e, 112,00

j=0

25

(3.37)



seklinde ifade edilir. p parametresi 1’e yakinsarken (3.35) ve (3.36) integral denklem

sistemlerinin yaklasik ¢6zim;

v=Ilimu= ) u
p—-1 ; :

olarak bulunur. Bu seri ¢ogu durum icin yakinsaktir. Yakinsaklik orani L(u) ve F(u)’ya

bagli olarak degisir.
(3.35) Fredholm ve (3.36) Volterra integral denklem sistemlerinin HPM ile ¢6zim{;
V,(X) =Uyy +Uy U, +...

V, (X) = Uy +U,, +U,, +...

(3.38)
denklemleriile ifade edilir[28].

Simdi de HPM’nin iki boyutlu integral denklem sistemlerinde kullanimi incelensin.

Bunun igin ilk olarak,
u(x,t):g(x,t)+”k(x,t,y,z,u(y,z))dydz, (x,t) [0, T]xQ. (3.39)
0Q

lineer olmayan Volterra-Fredholm integral denkleminin yapisi ele alinsin. Burada

u(x,t) bilinmeyen fonksiyon, g(x,t) ve k(x,t,y,z,u(y,z)) analitik fonksiyonlardir.

D=[0,T]eQ ve Q, R" (n=1,2,3) de kapali alt kiime olsun.

Buna gore lineer olmayan iki boyutlu Volterra-Fredholm integral denklem sistemi;
t

U (x,t) :G(x,t)+”K(x,t, y,z,U(y,2))dydz,  (x1t)[0,T]xQ (3.40)
0Q

seklinde yazilabilir. Bu esitlikteki;

G(x,t) =(g,(x,1),...,g, (%, 1)) (3.41)
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U (x,t) = (U (x,1),...,u, (X,1)) (3.42)
K(x.t,y,2,U(y,2)) = (k, (%1, y,Z,U (Y, 2)),.... kK, (.1, ¥, 2,U (Y, 2)))’ (3.43)
olarak ifade edilir.

HPM’nin iki boyutlu Volterra-Fredholm integral denklem sistemlerinde kullanimi

incelensin.
u.(x,t) = g (x,t) +”ki(x,t, Y, z,u,(Y,2),...,u.(Yy, z)) dydz (3.44)

iki boyutlu Volterra-Fredholm integral denklem sistemi icin homotopi denklemi;
HU,p)=Q1-p)FU)+pLU)=0 (3.45)
olarak belirlenir. Olusturulan homotopi denkleminde F(U) ve L(U);

FU)=U(x,t)-G(x1) (3.46)
LU) :U(x,t)—G(x,t)—“K(x,t, y,z,U(y,2))dydz (3.47)

seklinde tanimlanan operatorlerdir. Homotopi denklemi kullanilarak;

HU,0)=FU), HU,)=LU) (3.48)

esitlikleri kolayca elde edilir. Olusturulan homotopi denkleminin ¢6ziimu;

o0 ) 2 A
U= P =g+ puy + pi, +.., i=12..,n.
i=0

(3.37) serisi ile ifade edillir. p parametresi 1’e yakinsarken (3.44) integral denklem

sisteminin yaklasik ¢c6zimd;

ui(x,t)=lirqui =Uo+U, +U, +... (3.49)
p—

olarak bulunur. (3.49) ifadesi ¢ogu durum icin yakinsaktir ve yakinsaklik orani L ve

F operatoriine baghdir.

FU)=U(x,t)—G(x,t) olmak tzere;
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(3.37) serisi (3.45) homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve p 'nin ayni kuvvete sahip

terimleri esitlenirse U,,(X,t) = 0;(X,t) baslangi¢ yaklagimi olmak tzere;
t

Uiy g (X, 1) = ” H,, dydz (3.50)
0Q

esitligi elde edilir. Buradaki H, ile ifade edilen He polinomlari,

1 aN N N
Hiy (61 Y2 Z,Usgy oo Uy e Uy Ungy ) =~ =0 K | X8 Y0 2 D P Uy D P U,
N' ap m=0 m=0 p=0

N=012,.. (3.51)

(3.51) denklemi ile hesaplanir[25].

3.6 integral Denklemlerin ¢oziimiinde Kullanilan Bazi Farkh Metotlar

integral denklemlerin analitik ve sayisal ¢éziimleri icin kullanilan metotlardan bazilari;
Direkt Hesaplama Metodu (DHM), Seri Cozim Metodu(SCM), Adomian Ayristirma
Metodu (AAM), Varyasyonel iterasyon Metodu (ViM), Diferansiyel Déniisiim Metodu
(DDM)’dur.

Oncelikle bu metotlarin integral denklemlerde kullanimlari kisaca aciklansin.

3.6.1 Direkt Hesaplama Metodu

DHM'’nin integral denklemlerde kullanimini incelemek igin;
b
u(x) = f(x)+ j k (x,t)u(t)dt (3.52)

Fredholm integral denklemi ele alinsin. Bu metot ile integral denklemin g¢ozilebilmesi

icin cekirdek fonksiyonunun;
k (x,t) =Zgi(x) h.(t) (3.53)
i=1

seklinde ayrilabilir yapida olmasi gerekir. ilk olarak (3.53) cekirdek fonksiyonu (3.52)

Fredholm integral denkleminde yerine yazilirsa;

28



u(x) = f(x)+ gl(x)ihl(t)u(t) dt + gz(x)j' h,(t)u(t)dt +...+ gn(x)jl h,(t)u(t)dt (3.54)

integral denklemi elde edilir. (3.54) integral denkleminde esitligin sag tarafinda yer alan
sinirlari sabit olan integraller t’ye bagh integrallerdir. Bu, her integralin bir sabite esit

oldugu anlamina gelir. Buna gore (3.54) integral denklemi;
u(x)=f(x)+1a,9,(x)+1a, 9,(x)+...+1a, g,(x) (3.55)

seklinde ifade edilebilir.
b
a, =jhj tu(t)dt, 1<j<n (3.56)

(3.55) ifadesi (3.56) denkleminde yerine yazildiginda a; (1< j <n) sabitlerini bulmak

icin ¢ozlilebilen n adet cebirsel denklemden olusan bir sistem elde edilir. Buradan elde

edilen a; sayisal degerleri (3.55) denkleminde yerine yazilarak Fredholm integral

denklemin ¢oziimi olan u(x) hali hazirda elde edilmis olur[17].

3.6.2 Seri Coziim Metodu

Bu metot ¢ogunlukla diferansiyel denklemler ve integral denklemlerde Taylor serilerine

bagl olarak kullanilan bir metottur.

SCM’nin integral denklemlerde kullanimini incelemek igin;
u(x) = f(x)mjk(x,t)u(t)dt
0

(2.7) ikinci tur lineer Volterra integral denklemi ele alinsin.

u(x) bilinmeyen fonksiyonunun analitik fonksiyon oldugu distnilirse bu fonksiyon;
u(x)=>a,x" (3.57)
n=0

serisi ile ifade edilebilir. Bu seri incelenen (2.7) ikinci tlr Volterra integral denklem

esitliginin her iki tarafinda yerine yazilirsa;
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n=0

ian X" =T(f(x))+ijk(x,t)(iant”Jdt (3.58)

esitligi elde edilir. (3.58) esitliginin her iki tarafindaki seriler aglilirsa;
8y +ax+a,X +..=T (F(x)+A[k(x1)(a, +at+at +.)dt (3.59)
0

elde edilir. Bu esitlikte yer alan T ( f(x))ifadesi f(x) fonksiyonunun Taylor serisidir.

(3.58) veya (3.59) esitliginin sag tarafinda yer alan integral alinip X’in ayni kuvvetlerinin
katsayilari bir araya getirildiginde ve esitligin diger tarafinda yer alan ayni kuvvetlere
sahip X’in katsayilariyla esitlendiginde yineleme bagintisi elde edilir. Elde edilen

yineleme bagintisi ¢ozilerek a, (n>0) katsayilari bulunur. Bulunan bu katsayilar

(3.57) serisinde yerine yazildiginda integral denklemin bir ¢6zimui var ise bu ¢6zim
elde edilir. Tam ¢o6zimiin bulunmadigi durumlarda bu metot sayisal ¢6ziim icin de

kullanilabilir[17],[24].

3.6.3 Adomian Ayristirma Metodu

AAM, George Adomian tarafindan 1980’lerin basinda gelistirilen adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan bir metottur. Bu metodu kullanarak
integral denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek mimkindir. Bu metoda iliskin

temel kavramlar ele alinsin.

AAM’de u(X) bilinmeyen fonksiyonu;
u(x)=>"u,(x), n=0 (3.60)
n=0

yapisinda bir sonsuz seri olarak dugtnuliir. Buradaki U (X) bilesenleri genellikle

yineleme ile belirlenir ve
Nu)=> A U,...u,) (3.61)
n=0

N(u) operatort yapisinda ayristirma serisinin toplami oldugu kabul edilir. Burada A, ;

Uy, Uy, ..., U, "e bagli Adomian polinomlarini temsil etmektedir. Bu polinomlar;
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A]:%dd;{N(zn:ﬂ‘uiﬂ , n=012.. (3.62)

i—0
esitligi ile ifade edilir.
Ornegin; N(u) =u® igin Adomian polinomlari;
A =N(U,) =3

Ai = ulN,(UO) :Sugul

A, =u,N’(u,) +%qu "(u,) = 3ulu, +3u,U;

A, =u,N'(u,) +uu,N"(u,) + % u’N"(u,) = 3uu, +6u,u,u, +u’

seklinde yazilir[17],[24],[35].

AAM'nin lineer integral denklemlerin ¢6ziimiinde kullanimini incelemek igin;
u(x) = f(x)mjk(x,t)u(t)dt
0

yapisindaki (2.7) ikinci tir lineer Volterra integral denklemi ele alinsin.

Oncelikle (3.60) serisi integral denklemin her iki tarafinda yerine yazilarak,
>u,(x)=F(x)+2 j k (x,t)(Zun(t)Jdt (3.63)
n=0 0 n=0

esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitlik kullanilarak u,(X) = f (X) olmak tzere;

U (X) = f(x)
u,.,(x) :iik(x,t)un(t) dt, n>0 (3.64)

yineleme bagintisi olusturulur. Ele alinan (2.7) integral denkleminin AAM ile ¢6zimi
u(X) = Uy (X)+u, (X)+u,(X)+... (3.65)

olarak ifade edilir.
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AAM’nin lineer olmayan integral denklemlerin ¢6ziimiinde kullanimini incelemek igin;
u(x) = f(x)+jk(x,t) N (u(t)) dt (3.66)
0

yapisindaki lineer olmayan ikinci tiir Volterra integral denklemi ele alinsin.

(3.66) esitliginde yer alan N(u(t)) fonksiyonu lineer olmayan fonksiyon olmak lzere
integral denklem hem lineer olan u(x) fonksiyonunu hem de lineer olmayan N(u(x))
fonksiyonunu icermektedir. Buradaki esitligin sol tarafinda yer alan u(x) lineer
fonksiyonu yerine (3.60) serisi, esitligin sag tarafinda yer alan N(u(x)) fonksiyonu

yerine (3.62) Adomian polinomlari yazilarak ele alinanan integral denklemin AAM ile
¢O6zUmdu icin yineleme bagintisi olusturulur. Olusturulan yineleme bagintisi kullanilarak

integral denklemin ¢6zim(;
u(x) =uy(X)+u, (X)+u,(x)+...

olarak ifade edilir[17].

3.6.4 Varyasyonel iterasyon Metodu

Bu metot Ji-Huan He tarafindan gelistirilen bir metottur. Sistem icin bir diizeltme
fonksiyoneli olusturmasi bu metodun temel 6zelligidir. Lineer olmayan denklemlerin
¢6ziiminde etkili bir metottur. Son zamanlarda bu metot kesirli diferansiyel
denklemlerde, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerde, dogrusal olmayan dalga
denklemlerinde de kullanilmistir. Bu metot ayrica integral denklemlerin ¢dziimiinde

kullanilabilen bir metottur.
incelenen metodun temel 6zellikleri ve kullanimi agiklansin.

M lineer operatér, N lineer olmayan operator ve g(X) bilinen analitik fonksiyon

olmak tzere;

Mu + Nu = g(x) (3.67)
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fonksiyonel denklemi ele alinsin. Varyasyonel iterasyon ydnteminde sistem igin

diizeltme fonksiyoneli;
Uy2 (X) = U, (X) +JX‘/”L(S) {Mu, (s)+Nd,(s)—g(s)} ds (3.68)

yapisinda olusturulmaktadir.

Burada A, varyasyonel teoriyle tanimlanan bir Lagrange ¢arpani, U, ifadesi n.yaklasim

¢6zimu, O varyasyonel tirev ve o0, =0 olmak tzere U, sinirli varyasyondur

[18],[19],[36].
u(x) = f(x)+.xfk(x,t)u(t)dt (3.69)
u(x) = f(x)+ik(x,t)u(t)dt (3.70)

ViM’in (3.69) ikinci tiir Volterra integral denklemleri ile (3.70) ikinci tir Fredholm

integral denklemlerinde kullanimi incelensin.

Oncelikle ikinci tiir (3.69) Volterra ve (3.70) Fredholm integral denklemlerinin x'e bagh

kismi turevleri alinsin.

(3.69) ikinci tur Volterra integral denklemi igin;
! ! d h

u'(x) = f (x)+—Jk(x,t)u(t)dt (3.71)
dx

esitligi, (3.70) ikinci tir Fredholm integral denklemi igin ise,
b

u'(x) = f'(x)+ j k'(x,t)u(t) dt (3.72)

esitligi elde edilir.

d X b
d—.[k(x,t)u(t)dt ve jk’(x,t)u(t)dt sinirh varyasyonlar olarak g6z 6niine alinirsa;
X a a

(3.69) Volterra integral denklemi icin;
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Uy () = U, () + [ A(s) {u;(s) — 1/(s) —% [k(s,y)u,(v) dy}ds (3.73)
denklemi, (3.70) Fredholm integral denklemi igin ise,

X b
Up, (0) = U, () + [ () {u;(s) — ()= [K'(s, y)u, (y) dy}ds (3.74)

denklemi elde edilir. u, bagimsiz degiskeni géz 6ntine alinarak ou,(0) =0 olmak

uzere;

SUy.y =SU, +Adu,| | —[A'5u,ds=0 (3.75)
0

ifadesi bulunur. Buradan;
1+ Z(S)L:X =0, /1'(s)|s:X =0 esitliklerine gore genel Lagrange garpaninin;

A=-1 (3.76)

oldugu kolayca gorlir ve sonug olarak (3.69) ikinci tlr Volterra integral denklemi icin

diizeltme fonksiyoneli;
X . , d S

U (9 =0, ()~ {un(s) —1(8) = [k (s.Y)u,(¥) dy}ds (3.77)
0 a

olalak yazilir. (3.70) Fredholm integral denklemi icin diizeltme fonksiyoneli ise;
X b

Upa (9 =, (9 | {u; (8)- ()~ [K'(5. y)u, () dy}ds (3.78)
0 a

seklinde yazilir[17],[18],[23].

ViM’in integro-diferansiyel denklemlerde kullanimini incelenmek icin;

u®(x) = f(x)+ j k (x,t)u(t)dt (3.79)
0

yapisindaki Volterra ve

u®(x) = f(x)+j'k(x,t)u(t)dt (3.80)
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yapisindaki Fredholm integro-diferansiyel denklemleri ele alinsin.

i d'u )
Burada u®(x) =5 olmak tizere u(0),u’(0),...,u’™(0) baslangic sartlaridir.
X

(3.79) ve (3.80) yapilarina sahip integro-diferansiyel denklemlerden (3.79) Volterra

integro-diferansiyel denklemi igin;

Una (9 =U, () + [ A(5) {ug”(s) ~£(8) - [k(s, )T, (y) dy}ds (3.81)
0 0

diizeltme fonksiyoneli, (3.80) Fredholm integro-diferansiyel denklemi igin ise;
X ) b

Uy () =, () + [ A(s) {uﬁ"(s) —£(5) [k (s, Y)0,(¥) dy}ds (3.82)
0 a

dizeltme fonksiyoneli kullanilir. Burada U,(X) baglangig yaklasimi, verilen baglangig

sartlarina gore belirlenir. Lagrange carpani olan A ise verilen integro-diferansiyel

denkleme gore;
u+ f(u(s),u’(s))=0, 1=-1

u”+ f(u(s),u’(s),u”(s))=0, A=s-x

0 U WO OO =0, A= (=X’
u™ + f (u(s),u’(s),u"(s),....u”(s)) =0, A=(-1" L(s —x)" (3.83)
(n=D)!

olarak belirlenir[17].

3.6.5 Diferansiyel Doniisiim Metodu

DDM diferansiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir metottur. Son
yillarda bu metot; diferansiyel denklem sistemlerinde[37], kismi diferansisyel
denklemlerde[38],[39], integral ve integro-diferansiyel denklemlerde[40],[41], iki

boyutlu lineer ve lineer olmayan Volterra integral denklemlerde[21] uygulanmistir.
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Bu metodun integral denklemlerde kullanimi, bir boyutlu integral denklemlerde
DDM’nin kullanimi ve iki boyutlu integral denklemlerde DDM’nin kullanimi olmak lizere

ayri ayri ele alinsin.

Bir Boyutlu integral Denklemlerde DDM’nin Kullanimi

Tek bilesenden olusan f(X) fonksiyonunun diferansiyel dénisim fonksiyonu

F (k) olmak tzere, bu fonksiyonun tek boyutlu diferansiyel dénisimd;

F(k) = %{d deEx)} (3.84)
| .

olarak ifade edilir.

f(x) orijinal fonksiyon ve F(k) donGsim fonksiyonu olmak uzere, F(K)’nin

diferansiyel ters donisim fonksiyonu ise;
f(x) :ZF(k)(x—xo)" (3.85)
k=0

serisi ile ifade edilir.

(3.84) ve (3.85) esitliklerinden yararlanilarak;

f(x)= Z(X %) d" f(x)| (3.86)

dx*

X=X,
ifadesi yazilabilir.

Sik kullanilan bazi fonksiyonlarin dénlsim fonksiyonlari Cizelge 3.1'de verilmistir.
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Cizelge 3.1 Bazi bir boyutlu fonksiyonlarin dénisiim formlari

Orijinal Fonksiyon DOnlstiim Fonksiyonu
f(X) = u(x) £v(x) F(k)=U(K) £V (k)
f(x) =au(x) F (k) =aU (K)
FO0 =Vt F()= YV (k)U (k)
f (g = U9 F(K) = (k+D)U (k +1)
dx
f(x) = JUO) F0) = EEVG k)
an k!
f(x):JX‘u(t)dt F(k)zw, k=1,  F(0)=0
Xo
f(x)=x" e b k=n
F(k)=8(k n)_{o o
f(x)=e* AX
Fk) =17
F0) =sin(wx+a) F(K) :V:—tsin(nk/2+a)
() = cos(uix+a) F(k) = Vll/—l:cos(izk/2+a)

Cizelge 3.1’de verilen fonksiyonlar disinda teoremlerle verilen bir boyutlu yapidaki
fonksiyonlarin donisim fonksiyonlari da integral denklemlerin DDM ile ¢ozimiinde

sik¢a kullanilmaktadir.
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Teorem 3.1 f(X)=u,(x)u,(X)...u, ;(X)u. (X) fonksiyonu igin dénusiim fonksiyonu;

n -1 k3 k2

Flo=Y 3. 33Uk K)-Uy sy =k U, () (3.87)

k,;=0k,_,=0 k,=0k=0
olarak ifade edilir.

Teorem 3.2 f(x) = Iv(t)u(t)dt fonksiyonu i¢in dontisiim fonksiyonu;
X

F(k) = Z\/(k)w

l

F(0)=0 (3.88)
olarak ifade edilir.
Teorem 3.3 f(X)= Iul(t)uz(t)...un1(t)un(t)dt fonksiyonu igin dénlisiim fonksiyonu;

[ P

FO=x 3 3. 22Uk k) U kU Kok =D (389)

kn =0k, ,=0 k,=0k =0
olarak ifade edilir.

Teorem 3.4 f (X) = V(X)I u(t)dt fonksiyonu igin déniisum fonksiyonu;
X

F(k) = Zv(k)w

l

F(0)=0 (3.90)
olarak ifade edilir.

Teorem 3.5 f(x):vl(x)vz(x)...vn_l(x)vn(x)JX-ul(t)uz(t)...un_l(t)un(t)dt fonksiyonu igin
X

doénisim fonksiyonu;
m n-1 k3 k2

F(k)— Z Z ZZ U (k ])J (k kl)"'Um—l(km—l_km—Z)Um(km_km—l)

Kmsn-1=1 Kmina=1 kz—lkl—l m

le(k - km )VZ (km+2 - km+1)"'\/n—1(km+n—1 - km+n—2)vn (k - km+n—1) (3'91)

m-+1

olarak ifade edilir[12],[41],[42].
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iki Boyutlu integral Denklemlerde DDM’nin Kullanimi

iki bilesenden olusan f(x,t) fonksiyonunun (X,,t,) igin iki boyutlu diferansiyel

dénisum fonksiyonu F(m,n) olmak tizere;

1 aern
F(m,n)=——- { " (X,t)}
min!| ox"ot oty

seklinde tanimlanir. F(m,n) fonksiyonun ters donlisimu ise;

F(0t) =3 D F(mm)(x—%)"(t-1,)"

m=0 n=0

serisi ile ifade edilir. (3.92) ve (3.93) esitliklerinden yararlanilarak;

f(x,t)= szl l{ 5:;1 (x,t)} (X—X,)"(t—t,)"
X=X ,t=t,

m=0 n=0

elde edilir. Ayrica (3.93) serisi, sonlu seri olarak;

f(xt)= ZN:i F(m,n)(x—%,)"(t —t,)"

m=0 n=0

esitligi ile gosterilir[21],[42].

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

Sik kullanilan bazi iki boyutlu fonksiyonlarin déniisim fonksiyonlari Cizelge 3.2’de

verilmigtir.
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Cizelge 3.2 Bazi iki boyutlu fonksiyonlarin déntisim formlari

Orijinal Fonksiyon

Donlsim Fonksiyonu

f(x,t) =u(x,t) £v(x,t)

F(m,n)=U(m,n)£V(m,n)

f(x,t) =au(x,t)

F(m,n)=aU(m,n)

f(x,t) =u(x,t)v(x,t)

F(m,n) =izn:U(k,l)V(m—k,n—l)

k=0 1=0

f(x,t)= u(x.t) F(m,n) =(m+DHU(m+1n)
OX
f(x,1) _ou(x.t) F(m,n)=(n+1)U(m,n+1)
ot
f(x t)=m F(m,n)=(m+k)!(n+|)!U(m+k,n+|)
’ ox“at' K1 T

f(xt)= .t[j.u(y, z)dydz

F(m,n) = %U (m-1,n-1)

f(x,t) = xt'

1 m=k,n=lI

F(mn) =35, ,8,, =o(m-k,n-1)=
(M) =5,,,8,, =5(m—k,n-1) {o kol

f(xt) = x“e™

a" a"
F(m,n) zﬁém‘k :mé(m—k)

f (x,t) = x“sin(at +b)

Fmn) =265 sin| Zib|=2 sm-k)sin| Z1p
ny ™ 2 n! 2

f (x,t) = x“ cos(at +b)

F(m,n)=a—5 cos| 4+ b =a—5(m—k)cos LR
nt ™ 2 n! 2
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Cizelge 3.2’de verilen iki boyutlu fonksiyonlar disinda teoremlerle verilen yapilardaki iki
boyutlu fonksiyonlarin doénisim fonksiyonlari da integral denklemlerin DDM ile

¢Ozliminde sikca kullaniimaktadir.

F(m,0)=F(,n)=0, mn=0,1,... olmak Gzere;
t X

Teorem 3.6 f(x,t)= '”u(y, z)v(y, z)dydz fonksiyonu igin dénlsim fonksiyonu;
00

n-1m-1

F(m,n):miZZU(k,l)V(m—k—l,n—l -1) (3.96)

1=0 k=0
olarak ifade edilir.
t x
Teorem 3.7 f(xt) :”ul(y, z)u,(y,z)u,(y,z)dydz fonksiyonu igin donisim
00

fonksiyonu;

|_\
x

-1

U,(k,NU,(p,q)U,(m-k—-p-Ln—-1-q-1) (3.97)

n—I-

3
R

m—

1 n-1
mn ik

F(m,n)=

I
o
I
o

q=0 p

olarak ifade edilir.

t X
Teorem 3.8 f(X,1) =V(X,t)IIu(y, z)dydz fonksiyonu icin dénisum fonksiyonu;
00

RBSLS Um-k-Ln-1-1)
F(m,n)_ggwk,l) =00 (3.98)

olarak ifade edilir.

ru(y,

z
Teorem 3.9 f(x,t)= J.J. )dde fonksiyonu icin déntisiim fonksiyonu;

U(m,n) = zm:zn:(m—k +) (=1 +IV (K, F(M-K+L,n—1+1) (3.99)

olarak ifade edilir.

tx
1
Teorem 3.10 f(Xt)= J.Imdydz fonksiyonu icin dénlisiim fonksiyonu;
O )
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1 m+1 n+1

mu(m,n)=§§V(k,l)F(m—k+1,n—l +1) (3.100)

olarak ifade edilir[21],[42],[43],[44].

3.7 integral Denklemlerin Analitik ve Sayisal Coziimleri

HPM ve agiklanan diger metotlar ile integral denklemlerin ¢éziimleri analitik ve sayisal
¢ozimler olmak Uzere iki baslik altinda incelenecektir. Agiklanan metotlar gesitli
orneklere uygulanacak, metotlarin kullanislihg ve sayisal ¢oziimlerde tam ¢6ziime

yakinhgi degerlendirilecektir.

3.7.1 integral Denklemlerin Analitik Coziimleri

HPM ve agiklanan diger metotlar, analitik ¢c6zim elde etmek igin gesitli yapilardaki

integral denklemlere uygulansin.

Ornek 3.4 Asagidaki birinci tiir lineer Fredholm integral denkleminin HPM ile ¢6ziimii

ele alinsin.
1 1
X = | xtu(t)dt
. j (t)

Ele alinan integral denklemin gekirdek fonksiyonu k (X,t) = g(x)h(t) seklinde ayrilabilir

yapidadir.

ilk olarak integral denklemin cekirdek fonksiyonunun (3.16) esitsizligine uygun yapida

olup olmadigi incelensin.

:E<1
3

1—jk(t,t)dt

1
1- j t2dt
0

incelenen integral denklem (3.16) esitsizligine uygun bir yapidadir. HPM ile integral

denklemin ¢ozimi icin L(u) operatord;

L(u) ::[xtu(t)dt —%x

olarak tanimlansin. Buna gore (3.11) homotopi denklemi kullanilarak;
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H(u, p) =1- p)u(x)+ pU xtu(t)dt —%x] =0

esitligi elde edilir.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildi§inda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;

P’ Uy (x) =0

1
P00 =5 X

1

p?:u,(X) :ul(x)—j;xtul(t)dt =%X—Ixt(%tjdt = U,(X) =%x

0

1 n
P U, (X) = U, () — [ xtu, () dt = u, (x) = %x(%) , n>1
0

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler bir araya getirilerek u(x) bilinmeyen fonksiyonu;

u(x) :uo(x)+u1(x)+u2(x)+...:%x(l+2+—+%+...j
e s . . - 2 .
olarak bulunur. Esitligin sag tarafindaki geometrik seriigin; &, =1, r= E olmak lzere;

s=4 —_= -3 |f<1
1-r

yakinsaklik sarti gerceklesir. Bulunan geometrik serinin S =3 degeri u(x) ifadesinde

yerine yazilirsa integral denkleminin HPM ile ¢c6zim asagidaki sekilde bulunur.

u(X) = Uy (X) +u, (X) +u,(X) +... =%x
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Ornek 3.5 Asagidaki ikinci tir lineer Fredholm integral denkleminin farkh yollarla

¢0zUmu ele alinsin.
1
u(x)=e*—x+ xjtu(t)dt
0

ik olarak integral denklemin ViM ile ¢6ziimii incelensin[17].

Bunun icin esitligin her iki tarafinin X’e bagh tiirevi alinsin.
1
u'(x) =e* —1+Itu(t)dt
0
Ele alinan integral denklem igin (3.78) diizeltme fonksiyoneli diizenlenirse;
X 1
Uy, () =1, ()= {u;(s) —e*+1- yun(y)dy}ds
0 0

ifadesi elde edilir. incelenen Fredholm integral denkleminde x=0 degeri yerine

yazilirsa baslangig yaklasimi olarak u(0) =1 bulunur.
u(0) =u,(x) =1 olmak tzere olusturulan dizeltme fonksiyoneli kullanilarak;

U, (x) =1

ul(x) = UO(X) _E{ué(s) —e’ +1_l.yuo(y)dY}dS =g _%X

U, (X) =y (X) -

O ey <

1
1
u/(s)—e*+1—| yu,(y)dy }ds =e* ——x
{1() + !yl(y)Y}d 73

U, (X) = U,(X) —Hu;(s) —e° +1—!yu2(y)dy}ds —eX_ 2.132 X

u,(x)=e*— X, nx1

2.3n_l

esitlikleri elde edilir ve sonug olarak ele alinan integral denklemin ViM ile ¢6ziim;
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u(x) = !m u,(x)=e"

olarak bulunur.

Simdi de ayni 6rnegin DHM ile ¢6zim ele alinsin.

1
a= Itu(t)dt olmak uzere verilen integral denklem;
0

u(x)=e*—x+xa
1

esitligi ile ifade edilsin. Bu esitlik a = Itu(t)dt integralinde yerine yazilirsa;
0

azjt(et—t+ta)dt

0

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu integral ¢ozildiginde a =1 olarak bulunur. a=1

degeri U(X) =€" —x+ xa ifadesinde yerine yazilirsa integral denklemin ¢éziimii
u(x)=e*—x+x=¢"
olarak bulunur.

Son olarak ayni integral denkleme HPM uygulansin.

Olusturulacak homotopi denklemiicin F(u)ve L(u) operatorleri;

F=ux)—e*+x, Lu)=u(x)—e"+ x—xjtu(t)dt

olarak belirlensin. Belirlenen bu ifadeler (3.20);
H(u, p) = (1- p)F(u)+ pL(u) =0

homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve dlizenleme yapllirsa;
1

H(u, p) =u(x)—e* +x— p[xjtu(t)dtj
0

esitligi elde edilir.
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U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;

P 1u,(X) =" —X

1 1
2
pr:u, (X) = x|tu, (t)dt = x|t(e' —t)dt = u,(x) ==x
1 .(l; 0 '! ( ) 1 3
2. _ —vyv| Zt2 P —
p .uz(x)_x.([tul(t)dt_xz[st dt:>u2(x)_9x
1
n+l . 2
p .um(x):xjtun(t)dt:unﬂ(x):ﬁx, n>0
0

ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla incelenen integral denklemin u(x) bilinmeyen

fonksiyonu;

< 2 11
u(x) =U,(X) +u (X) +u,(x) +...=e —x+§x[1+§+§+...j

seklinde ifade edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan geometrik seri igin; a8, =1 ve r :%

olmak tzere;

=

SRS

g % _ _3

Wl

yakinsaklik sarti gergeklesir. Elde edilen geometrik serinin S :g degeri u(X) esitliginde
yerine yazilirsa integral denklemin HPM ile ¢6zim;
u(x) =u,(X) +u, (X) +u,(X) +...=e* —x+x=e" = u(x) =€

olarak bulunur.
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Ornek 3.6 Asagidaki ikinci tiir lineer Volterra integral denkleminin farkli metotlarla

¢0zUmu arastirilsin.
u(x) =1+ j (t—X)u(t)dt
0

ik olarak integral denklemin DDM ile analitik ¢c6ziimii ele alinsin.
Cizelge 3.1, Teorem 3.2 ve Teorem 3.4 kullanilarak ele alinan integral denklem igin;

U(k—k, ~1) U(k—k —1)

, k>1 U(@0)=1
r ©

U (k) = 5(k) + ki&(kl 1) - kié(kl 1)

yineleme bagintisi olusturulur. Bu bagintidan yararlanilarak;

1
U =o, V=2
U@3)=0 Ud) ==
()_ ’ ()_E
U()=0, U@E)=——
6!
U(7)=0 U@) =
()_ ’ ()_5

degerleri elde edilir. Olusturulan vyineleme bagintisi ve (3.85) ters donisimi

uygulanarak ele alinan integral denklemin DDM ile analitik ¢c6zim{;

olarak bulunur.
Simdi de ayni integral denklemin VIM ile ¢dziimii incelensin.

Bunun icin ele alinan &rnege Volterra integral denklemlerin ViM ile ¢dziimiinde

kullanilan (3.77) diizeltme fonksiyoneli uygulanirsa;
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X , d S
un+l(X):Un(X)—J-{Un(S)—0——J‘(y—5)un(y)dy}ds.

0 ds a
esitligi elde edilir. Verilen integral denklemde x=0 degeri yerine yazilirsa baslangi¢
yaklagsimi olarak u(0) =1 bulunur.

u(0) =u,(x) =1 olmak tzere olusturulan duzeltme fonksiyoneli kullanilarak;

u, (X) = Uy (X) -Hug(s) —o—%l(y—S)uo(y)dy}ds =1—%X2

X

U, (X) = Uy (X) - I {u{(s)—O—a <y—S>U1(y)dy}dS :1‘%*2 *%X4

Uy (X) :uz(x)—Hué(S)—0—%£(y—5)uz()’)dy}d5 =1—%X2 +%X4—éxs

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ele alinan integral denklemin ViM ile analitik ¢dzim;

olarak bulunur.

Simdi ayni integral denklemin SCM ile ¢6zimi ele alinsin.

Bunun igin (3.57) serisi integral denklemde esitligin her iki yaninda yerine yazilarak;

Sax =1+jf(t—x)(iant”Jdt

n=0

ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenerek,
>ax :1+I(Zant””jdt—j( xant”jdt
n=0 o \.n=0 o \.n=0

seklinde ¢6ziime uygun hale getirilsin. Esitligin sag tarafindaki integral islemleri

yapilirsa;
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o0 1 o0
1+ —anx
= n+2

M 8
393
><:

%

o

esitligi elde edilir. Bu esitlik;

o0

a X 1 Xn+2
= nz (n +1)(n+2)

e

seklinde diizenlensin. Esitligin her iki tarafindaki X’in kuvvetleri esitlenirse;

a0+a1x+2anx”—l Zn(n =y a,_,X
n=2 n=2

olarak bulunur. Bu ifadedeki seriler aglilirsa;

1 1 1
+ax+axi+ax’+.=1-—ax*—-=—ax’-—-—ax*-..
gy +aX+aX" +a, 2a° 661 %

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafinda yer alan X’in ayni kuvvetleri esitlenerek;

8=8,=8,=..=8,,=0 n20

aozl, azz(_%]a a4:i1 a6=(—£j, a2n=(;i)l ) n>0

degerleri bulunur. Buna gore ele alinan lineer Volterra integral denkleminin SCM ile
¢OzUmu;

R P S R SRR S S
u(x)=> a,x _1_5)( FpX g X = oosX

olarak bulunur.
Son olarak ayni integral denklemin HPM ile ¢6ziimi ele alinsin.
Once F(u)ve L(u) operatérleri;

F(u)=u(x)-1

L(u) =u(x) —l—JX'(t —X)u(t)dt

seklinde olusturulsun. Bu ifadeler (3.20);
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H(u, p) = (- p)F(u)+ pL(u) =0

homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve diizenleme yapllirsa;
H(u, p) =u(x)—1-p[ t—x)u(t)
0

esitligi elde edilir.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildi§inda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;

P’ U, (x) =1

01U, (X) = j'(t—x)uo(t) dt :f(t—x) dit = u, (x) = —%xz

p* 10,00 = [ E—u @)t =I(t—x)(—%t2)dt —u () =2—14x4

esitlikleri bulunur. Sonug olarak ele alinan integral denklemin HPM ile ¢6zim;

3 .1, 1, 1
u(x)—uo(x)+ul(x)+u2(x)+...—1—Ex +Ex —&x +...=COS X.

olarak bulunur.

Ornek 3.7 Asagidaki lineer olmayan Volterra integral denkleminin DDM, ViM ve HPM

ile coziim ele alinsin.
X
u(x):x—J.uz(t)dt
0

ik olarak integral denklemin DDM ile analitik ¢6ziimii incelensin.

Cizelge 3.1 ve Teorem 3.2 kullanilarak ele alinan lineer olmayan integral denklem igin;
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U(K) = 6(k-1)— ZU(k)M

k=0

k>1, U(0)=0

yineleme bagintisi olusturulur. Bu bagintidan yararlanilarak;

U@ =1, U@2)=0
1
U@ =-=, U4)=0
3
2 —
UE)=1¢ U(6)=0
17 ~
UM =57 U(@8)=0

degerleri elde edilir. Olusturulan yineleme bagintisi ve (3.85) ters donisimi

kullanilarak ele alinan integral denklemin DDM ile analitik ¢c6zim;
1 2

u(x) =x—=x*+—x>———x’ +...=tanh x
3 5

olarak bulunur.

integral denklemin ViM ile ¢6ziimii icin Volterra integral denklemlerde kullanilan (3.77)

diizeltme fonksiyoneli 6rnege gore dlizenlenirse;
T ’ d ( 2

Uy, (%) = U, () = [{up () ~1+ = [uZ (y)dy (ds
0 dS a

ifadesi elde edilir. Ornekte verilen integral denklem igin U,(X) = f(X) =X baglangi¢

yaklasimi olmak (izere olusturulan diizeltme fonksiyoneli kullanilarak;

Uy (X) = X

u1<x>=uo(x)—i{ua(s)—uiiué(y)dy}ds=x—§x3
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u, (x) =u,(X) —j{ul'(s)—lJr%.[uf(y)dy}ds = x—lx3 +£x5 ——x'
0 a

X , d S )
Uy (X) = U, (X) - j {uz<s) L j u; (y)dy}ds

1 3 2 5 17 7 38 9 134 11 4 13 1 15
=X—=X+—=X" - X + X — X+ X = X
3 15 315 2835 51975 12285 59535

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ele alinan integral denklemin ViM ile ¢6ziim{;

15 315
olarak bulunur.
Ayni integral denklemin HPM ile ¢6zimd incelensin.

Oncelikle integral denklem icin homotopi denklemi;
H(u, p) = u(x)— X+ pjuz(t)dt =0
0

olarak belirlenir.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p 'nin ayni kuvvete sahip terimleri

esitlendiginde;

p° 1u, (X) = X

t 1
Lu(x)=—(u@)dt=—=x°
p":u, (X) go() .

p?:u,(X) = —_lx. 2u, )u, (t)dt = % X°
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p*:u,(x) = —I(Zuo (t)u, (1) +u (1) )dt = —% X’

esitlikleri elde edilir. Buna gore ele alinan lineer olmayan Volterra integral denklemin

HPM ile ¢6zim;

u(x) = x—sxt 2 — T _tanhx
3 15 315

olarak bulunmus olur.

Ornek 3.8 Asagidaki Fredholm integro-diferansiyel denklemin farkl metotlarla ¢6ziimii

ele alinsin.
1
u”(x) =e" —1+Itu(t)dt u(0)=u’(0)=u"(0)=1
0
ik olarak ele alinan integral denklemin DHM ile ¢6ziimii incelensin.
1
a= Itu(t)dt olmak Uzere integro-diferansiyel denklem;
0

u”(x)=e*-1+a

olarak ifade edilsin. Baslangi¢ sartlari da g6z online alinarak bu esitligin lg¢ kez 0’dan

X’e integrali alinirsa;

u(x) =e* Llilea
6 6

1
ifadesi elde edilir. Elde edilen ifade a= Itu(t)dt esitliginde yerine yazilirsa;
0
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integrali olusturulur. Bu integral ¢6zuldiglinde a =1 olarak bulunur. Bulunan bu deger

u(x) esitliginde yerine yazilirsa integro-diferansiyel denklemin DCM ile ¢6zim;
u(x) =e* —%x3+%x3 = u(x) =€

olarak bulunmus olur.
Simdi ayni integro-diferansiyel denklemin ViM ile analitik ¢dziimii incelensin[17].
Oncelikle integro-diferansiyel denklem icin dizeltme fonksiyoneli (3.82)den

yararlanilarak A = —%(S —X)* olmak Uizere;

1 X 1
Uy (0 =0, (0 =2 [ (5=%)* (u:’(s) —e*+1- | yun(y)dyjds n=0
0 0
seklinde olusturulur. Baslangi¢ yaklasimi;
’ 1 2.1 l 2
Uy, (X) =u(0) + xu (O)+EX u"(0)=1+ x+5x
olarak bulunur. Olusturulan diizeltme fonksiyoneli kullanilarak;

1
uo(x)=1+x+ax2
1% h 1
_ _ = _ 2 m _ QS _ _pX_ = 3
U, (X) = U, (X) 2!(3 X) (uo(s) e’ +1 .([yuo(y)dy]ds_e 144x

1§ p 1 1 29
u,(x) =u,(x)—= (s—x)z[u”(s)—e5+1— yu (y)dyjds=(ex——x3j+(—x3——x3)
2 1 2.([ 1 ~£ ! 144 144 4320

esitlikleri elde edilir. Bu sekilde iterasyona devam edildigi taktirde integro-diferansiyel

denklemin ViM ile ¢dzimi;
u(x) =¢”

olarak bulunur.
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Simdi de ele alinan integro-diferansiyel denklemin AAM ile ¢6zimu incelensin.

Bunun igin verilen 6rnegin her iki tarafinin l¢ kez 0’dan Xx’e integrali alinirsa, baslangi¢

sartlari da g6z 6nline alinarak;
1, 1 4(¢
X 3 3
u(x)=e*—=x"+=x7| |tu(t)dt
() =€ =X+ [j (®) ]
. . . « 1 5 .
ifadesi elde edilir. Baglangic yaklagimi u,(x) =e _EX olmak Uzere;

unﬂ(x):%x3 Utun(t)dtj, n>0

yineleme bagintisi kullanilarak;

><13
U,(X)=e"——X
o(X) 5

1 (7 29
u(x)==x°| |tu,(t)dt |=—x
(09 =2 [J (Ot | ==

1 (¢ 29
u,(xX)==x7| |tu,(t)dt |=———x
(0=¢ (j L(dt =

1 (7 29
u,(xX)==x°| |tu,(t)dt |= X
09=5 [! 0% = 162000

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler bir araya getirilerek integro-diferansiyel denklemin

u(x) bilinmeyen fonksiyonu;

u(x) =e* —lx3+£x3(l+i+i+...j.
6 180 30 900

" . . . 1
olarak bulunur. Esitligin sag tarafinda yer alan geometrik seri igin; & =1 ve r =%

olmak Gzere;
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s=A - 1 2 <
- 9

yakinsaklik sarti gergeklesir. Geometrik serinin S :% degeri u(x)ifadesinde yerine

yazilirsa integral denklemin AAM ile ¢6zUimd;

u(x) =e* 1,2 x330:>u(x) e*
6 180 29

olarak elde edilir.
Son olarak ele alinan integro-diferansiyel denklemin HPM ile ¢6ziimu incelensin.

Oncelikle integro-diferansiyel denklem icin homotopi denklemi;
1

H(u, p) =u"(x)-e" +1- p[tu(t)dt =0
0

olarak olusturulsun.

U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p 'nin ayni kuvvete sahip terimleri
esitlendiginde;

P :ul(x) =e* —1=>u,(x) =¢€* —%xs

t 29 29
Lux) = | tu, (t)dt === = u, (X) = — Xx°
p*:uf(x) ! o)t =20 = U () =1

r 29
2.umx) = |tu @)dt = — = u, (X) = ——
p” :uz(x) ! Odt === 1,() 5400

29 s

1 29
Saux) = [tu, t)dt = ——— = —__ 7
p*:uj(x) ! @) Uy () = 7> X

27000
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ifadeleri elde edilir. Bu esitlikler ile integro-diferansiyel denklemin HPM ile ¢6zUmu

AAM ile elde edilen ¢6ziimde oldugu gibi;

u(x) =e* L i Bl i Ly e leileie
6 180 30 900 6 6
olarak bulunur.

Ornek 3.9 Asagidaki iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin DDM ve HPM ile

¢Ozlmleri ele alinsin.

t X

u(x,t) =xe™" +t —%x“ Cxt+d x‘e™ 1 4 —%xst2 —xt?%e' + xte' + ”(xy+tez)u(y, z)dydz
00

Oncelikle ele alinan integral denklemin DDM ile ¢dziimii incelensin[21].

Bu integral denkleme terim terim Cizelge 3.2, Teorem 3.6 ve Teorem 3.8den

yararlanilarak diferansiyel dontisiim uygulandiginda;
Uu(0,0)=0
U(m,0) = F(m,0), m=12,...,N

U(0,n) =F(0,n), n=12,..,N m,n=12,...,N olmak tzere;

U(m,n) = 225 8, 60m (1)n|+5 5“—55”145@ SniCn1 += 225 81,00k (1)n|

1=0 k=0 I)I o 3 Y Y IOkO I)I
L6 6,260 —anzm:555 L Y 6,6.0
2 m,2%n,2 4 m,3%n,2 e k,1%1,2 mk I)' b k1 Il mk( —I)'
n-1 m-1 l EEE m—k—l 7

Um-k-p-Ln-1-g-1)

5 5 S
1=0 k=0 (m-k)(n-1) | 90 p-0 Opilhs

n-1 m-1 l [Mh1—im—k-1

- O O, ——————— J, —U(m k—p-1Ln-1-g-1)
.Z():kzc; T m-lk(-N| = =

yineleme bagintisi elde edilir. Yineleme bagintisi kullanilarak m,n=0,12,...,N igin
U(m,n) degerleri bulunur. (3.95) ters dénlsim uygulanarak integral denklem

sisteminin DDM ile analitik ¢6ziimu asagidaki sekilde bulunmus olur.

u(x,t) Ctaxoxt e — et Lt o xe
2! 3! 41
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Ayni iki boyutlu lineer Volterra integral denkleminin HPM ile ¢6zimu incelensin.
Ele alinan integral denklem i¢in homotopi denklem:i;

e L

H(u, p) =u(x,t) —(xe™* +t—%x4 —xt+§x“e’t - x*t? —%x%2 — xt%e" + xte')

t X
- p”(xy+tez)u(y, z)dydz
00

olarak belirlensin.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;
p° U, (x,t) =xe " +t R SV IS SR VOB ORI
3 3 4
t x
piu (x,t) = H(xy +te”)u, (Y, z)dydz = —7—;0 x[e‘t (40x° +240x°) + e*t*180x(1+1)
00

+e't(—48x* —630x° + 240x* —360x + 720) + €'t (150x° — 240x* + 360x — 720)
+e't?(45x° +120x%) +t3(12x° + 30x*) +t* (—48x" +120x> —180x” —360x)

+1(40x° —90x® — 240x” +180x — 720) + x*(720e" — 40’ —960) |

t x
p"ru L (Xt) = J'J.(xy+tez)un(y, z)dydz, n=0
00

esitlikleri elde edilir. Bu sekilde ele alinan iki boyutlu integral denklemin yaklasik

¢Ozimu elde edilir.
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Buna karsin, integral denklemin analitik ¢6zimunu elde etmek igin homotopi denklemi;
_ —t 1., 1,0 1 oo 1 55 2.t t
H(u, p)=u(xt)—(xe" +t)— p| —=X" =xt+=x"e" —=X1°—=Xt" —xt°e" + xte
3 3 2 4
t X
- p”(xy+tez)u(y, z)dydz
00

olarak belirlensin.

U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olugturulan homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p ‘nin ayni kuvvete
sahip terimleri esitlendiginde u,(x,t) = xe™* +t baglangi¢ yaklagimi olmak tizere;

p° U, (x,t) =xe " +t

4

t X
p':u,(x,t) =—%x —xtJr%x“e‘t —%xztz—%x%z—xtzet + xte' +”(xy+tez)u0(y,z)dydz =0
00

t X
P 1u,(x,t) = ”(xy+tez)u1(y, z)dydz =0
00

t x
p™ iy, (x,t) =”(xy+tez)un(y, z)dydz =0, n>0
00

esitlikleri elde edilir. Buna gore iki boyutlu Volterra integral denkleminin HPM ile

analitik ¢c6zUmu;
u(x,t) =u, (X, t) +U, (X, t) + U, (X,t) +...= xe ™ +t
olarak bulunur.

Ele alinan Ornek 3.9’un HPM ile ¢6ézimi icin farkh iki homotopi denklemi
olusturulmustur. Olusturulan ilk homotopi denklemi kullanilarak analitik ¢c6zim elde
edilememistir. Buna karsin olusturulan ikinci homotopi denklemi ile analitik ¢6zim
kolayca bulunmustur. Homotopi kavramindan yararlanilarak pertiirbasyon denklemini

farkl sekillerde ifade etmek mimkindir. Bu durum integral denklemlerin HPM ile
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¢oziminde farkli alternatifler olusturarak daha basarili sonuglar elde etmeyi

saglamaktadir.

Ornek 3.10 Asagidaki lineer olmayan iki boyutlu Volterra integral denklem sisteminin

DDM ve HPM ile ¢6ziimii ele alinsin.

1 t X
u, (x,t) = xt—Ex 1Ot +_M U (Y, 2) +u,(y, 2)° )dydz

1 l t x
U, (x,t) = X2 +£X7t5 —£x7t4 +£!(ul(y, 2)*-u,(y,2)*)dydz  (x,t)e[0,1]

Oncelikle ele alinan iki boyutlu integral denklem sisteminin DDM ile ¢6zimii

incelensin[43].

integral denklem sistemine Cizelge 3.2, Teorem 3.6 ve Teorem 3.7’den yararlanilarak

diferansiyel dontisim uygulandiginda;
U,(0,0)=U,(0,0)=0

U,(m,0)=U,(m,0) =0, m=12,..,N
U,(0,n)=U,(0,n) =0, n=12,..,N

olmak tzere m,n=0,12,...,Nicin;

1 1 1 n-1 m-1
U,(mn) =0, ,0,1 —=0,50,3 == U,(k,hU,(m-k-L,n-1-1
1( ) 290177 ImsOns T 54 109, mn L 1( ) 1( )
1 n—-1 m-1n-I-1m-k-1
— U, (k,DU,(p, U, (m-k-p-Ln-I-q-1)
mn 1=0 k=0 =0 p=0
1 1
UZ(m’ n) = 5m,3§n,2 +£5m,75n,5 _ﬁé‘mjé‘nA
1 n—1 m-1n-I-1m-k-1
— U, (k, DU, (p, YU (m-k - p-Ln-I-q-1)
mn 1=0 k=0 =0 p=0
n-1 m-1
——> > U, (k,NU,(m-k-1L,n-1-1)
mN X k=
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yineleme bagintisi elde edilir. Elde edilen vyineleme bagintisi kullanilarak
m,n=0,12,..,N igin U,(m,n) ve U,(m,n) degerleri bulunur ve (3.95) ters donusim

uygulanarak integral denklem sisteminin DDM ile analitik ¢c6zim(i;

u(x,t)=x%  u,(x,t)=x%"

olarak bulunur.

Simdi de analitik ¢dzimi u,(x,t)=xt ve Uu,(x,t)=x%’olarak bilinen ayni lineer
olmayan integral denklem sisteminin HPM ile ¢6ziimu incelensin.

Ornek 3.9 integral denkleminde oldugu gibi homotopi denklemleri;

1 1 t x
H, (u,,u,, p) =u,(X,t) —(xzt —Exst?’ —7—0x1°t7j— p!}[(ul(y, 2)? +u,(y, 2)3)dydz =0

1 1 t x
H,(u,,u,, p) =U,(X,t) —[XSt2 +£x7t5 —2—8x7t4j— p!!(ul(y, 2)° —u,(y, z)z)dydz =0

olarak belirlenirse integral denklem sisteminin yaklasik ¢6zim elde edilir.

Buna karsin analitik ¢6ziimu elde etmek icin homotopi denklemleri;
2 1 543 l 1047 ¥ 2 3
H,(u,,u,, p)=u,(x,t)—xt—p _EXt —7—Ox t +M'(ul(y,z) +U,(y,2) )dydz =0

N 3;2 1 745 1 744 ¥ 3 2 .
H,(u,,u,, p) =u,(x,t) - Xt —p(gxt —2—8xt +.([E|:(u1(y,z) —u,(y,2) )dydzJ_O

olarak belirlensin.
o0 ) 2 .
U= puy =Ug+ puy + piUu, +..., =12
j=0

(3.37) serileri homotopi denklemlerindeki yerlerine yazildiginda ve p 'nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;

P’ iU, () =X, Uy (X, 1) = X%?
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1 t x
Uy, (X, t)__EX mt +J.J. 10(y,2)2+u20(y, 2)3)dyd2:0
00

1 t
U21(th):£ __X +_[ 10(y,z)3—u20(y,z)2)dydz=0
0

o'—.x

U, (X,t)=u,(x,t) =...=0, U, (X,t)=u,(x,t)=

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak lineer olmayan Volterra integral denklem sisteminin
HPM ile analitik ¢6zim(;

U, (X, 1) = U (X, 1) + Uy, (X, 1) +... = Xt

Uy (X, 1) = Uyy (X, 1) + U, (X, 1) +... = X°t°

olarak bulunur.

Ornek 3.11 Asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklem sisteminin DDM ve

HPM ile ¢6zimi ele alinsin.

VI SN BT (e 3
u,(x) =X —gx _EX +_(|;[u1(t) +U,(t) ]dt

u,(x) = X° +j[u1(t)3 —u, (t)” ]t

Oncelikle DDM ile integral denklem sisteminin ¢6ziimii incelensin[12].

Cizelge 3.1, Teorem 3.2 ve Teorem 3.3’ten yararlanilarak integral denklem sistemi icin

diferansiyel déntisim uygulandiginda U, (0) =U, (0) =0 olmak tzere k >1igin;

U, (k) = 5(k - 2)——5(k 5)——§(k 10) + = kﬁu (k)U, (k —k —1)

1
k-1 k;

42 ZZU (k)U, (k, —k U, (k =k, —1)

k2 0k, =0
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k-1

Uz(kl)Uz(k _kl _1)-

k=1 k;

U ()= 5(k=3)+ 1 3 DU (kU (K, k), (k—k, —1)—%

k,=0 k=0 k=

yineleme bagintisi elde edilir. Elde edilen yineleme bagintisi kullanilarak k=0,1,2,...
icin U,(k)ve U,(k) degerleri bulunur. Daha sonra da (3.85) ters dénlsiimi

uygulanarak integral denklem sisteminin DDM ile analitik ¢6zim{;

u, (x) = %%, u,(x) =x°

olarak bulunur.

Simdi de ayni integral denklem sisteminin HPM ile ¢6zim{ incelensin.

Ornek 3.9 ve Ornek 3.10’da oldugu gibi homotopi denklemleri;

2 1 5 1 10 I 2 3
Hl(ul,uz,p)zul(x)—(x he Ly j—p![ula) Uyt ]t

H, (U,,U,, p) =U,(X) - x> — p[[[ul(tf —uz(t)Z]dtj

olarak belirlenirse ele alinan integral denklem sisteminin yaklasik ¢c6zimu elde edilir.

Analitik ¢6zimu elde etmek icin homotopi denklemleri;

H,(u,,u,, p) =u,(X) - X — p(—%x5 —%xm +j.[u1(t)2 +u2(t)3]dtj

1
H, (U, P) = U, () ~ X - P[I [ty —u2<t)2]dtj
0
olarak belirlensin.
U, :i P =U+ PUy + P, +.o,  1=1,2
j=0

(3.37) serileri olusturulan homotopi denklemlerindeki yerlerine yazildiginda ve p 'nin

ayni kuvvete sahip terimleri esitlendiginde;
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po U (X) = XZ,UZO(X) =x°

1l 1o , ST
Uy (1) = =X =X +£[um(t) Uy (1) Jdt =0

1.

P L
u21(x) = _”:um (t)3 —Uy (t)z :' dy=0

U, (X) =u,(X)=...=0, U, (X)=Uu,(x)=...=0

esitlikleri elde edilir. Ele alinan lineer olmayan Fredholm integral denklem sisteminin
HPM ile ¢6zim{;

2

U (X) =u,e (X) +uy, (X) +...=X

Uy (X) = Uy (X) + Uy (X) +... = X°

olarak bulunur.

Her integral denklemlerin analitik ¢6ziminl elde etmek mimkin degildir. Analitik

¢Ozlimin elde edilemedigi durumlarda sayisal ¢éziimlere basvurulur.

3.7.2 integral Denklemlerin Sayisal Coziimleri

integral denklemlerin sayisal ¢dziimlerini elde etmek icin bircok metot gelistirilmistir.
Bu metotlardan bazilari ViM, AAM ve DDM’dir. Bu bdliimde ele alinacak drneklerin
HPM ve aciklanan diger metotlar kullanilarak sayisal ¢oziimleri bulunup elde edilen

sonuclar karsilastirilacaktir.

Ornek 3.12 Asagidaki ikinci tiir Volterra integral denkleminin HPM ve ViM ile sayisal

¢Ozlimleri ele alinsin.

u(x) =1-2x—4x? +j'(3+6(x—t) —4(x—1)?)u(t)dt
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Analitik ¢cdziimi u(x) =e” olan integral denklem igin ilk olarak ViM uygulansin.

Bunun icin Volterra integral denklemlerinde kullanilan (3.77) dizeltme fonksiyoneli

incelenen 6rnege gore dizenlenirse N >0 igin;

Uy s (0 =, (9~ | {u'N(s)—(—Z—Ss)—% [ (3+6(s—y)—4(s—y)Z)uN(y)dy}ds

a

yineleme bagintisi elde edilir. Bu baginti kullanilarak  u,(x) =1—-2x—4x’ baglangig

yaklasimi olmak Uzere;

Uy(X) =1—2x—4x°

0,(0) =y () - | {us(s) ~(-2-85) —% [(3+6(s—y)-4(s~ y)Z)uo<y)dy}ds

a

Slax—ax2_22ye Ay, 8
3 3 15

0, () =69 - | {u{(s)—(—z—Ss)—% [ (3+6(s—y)—4(s—y)2)u1(y)dy}ds

a

:1+x+%x2—gx?’—ﬂx“—ﬂxE#gx6 8 y_ A

——X
6 15 45 63 315

Uy 2 (0 =0, (9~ | {u'N(s)—(—2—8s>—% | (3+6<s—y)—4(s—y)Z)uN<y>dy}ds

a
esitlikleri bulunur. Ele alinan integral denklemin ViM ile yaklasik ¢6zim{;
u(x) =u,,, (x)=uy(x), N=0

esitligi ile ifade edilir.

Ayni lineer Volterra integral denkleminin HPM ile sayisal ¢6ziimi incelensin.

Oncelikle homotopi esitligini olusturmak igin;
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F(u)= u(x)—(1—2x—4x2)
L(u) = u(x)—(l—Zx—4x2 +f(3+6(x—t) —4(x—1)*)u(t) dtJ =0

operatorleri tanimlansin. Bu ifadeler,
H(u, p)=(@0-p)F(u)+ pL(u) =0

(3.20) homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve diizenleme yapilirsa;
H(u, p) =u(x) - (1-2x—4x*) - pj(3+6(x—t)—4(x—t)z)u(t) dt=0
0

ifadesi elde edilir.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildi§inda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;

p° 1u, (X) =1-2x—4x?,

p':u,(X) ::[(3+6(x—t)—4(x—t)2)u0(t)dt =3X—?X —%x +—X

p?1u,(X) :f(3+6(x—t)—4(x—t)2)ul(t)dt

oA e 8y 220 -3x° —Ex“+3x3’+gx2
315 63 45 2 2

PV iuy, (%) = f(3+6(x—t) —4(x—1) )uy () dt, N>0

esitlikleri bulunur. Sonuc olarak ele alinan integral denklemin HPM ile yaklasik ¢6zim(i;
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U0 = Uy () = 20,9, N 20

seklinde ifade edilir.

Cizelge 3.3'te incelenen drnege sayisal ¢6ziim icin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu

olusan hatalar verilmigtir

Cizelge 3.3 Ornek 3.12 icin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu olusan hatalar

HPM (N =10) ViMm (N =10)
4 Hata Hata

[UC) = Ugers (X) U0 =W, ()
0010 0
0.1 | 5.351274978693255e-014 5.395683899678261e-014
0.2 | 1.310291875000758e-010 1.310294095446807e-010
0.3 | 1.344558753224590e-008 1.344558753224590e-008
0.4 | 3.749777930384113e-007 3.749777925943221e-007
0.5 | 5.107854785135757e-006 5.107854786245980e-006
0.6 | 4.413461529639839e-005 4.413461529728657e-005
0.7 | 2.781259052158092e-004 2.781259052127005e-004
0.8 | 1.389491133195975e-003 1.389491133194643e-003
0.9 | 5.808039555255995e-003 5.808039555256883e-003
1.0 | 2.107530018730719e-002 2.107530018730541e-002
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Sekil 3.1 Ornek 3.12 icin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal
degerler ile tam sonuglar
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Sekil 3.2 Ornek 3.12 icin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu olusan hatalar
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Sekil 3.1’den ele alinan Volterra integral denklemi icin HPM ve ViM’in uygulanmasi
sonucu elde edilen sayisal verilerin analitik ¢ozimden elde edilen verilere oldukga

yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 3.3 ve Sekil 3.2’den ele alinan Volterra integral denklemi icin HPM ve ViM’in
uygulanmasi sonucu olusan sayisal hatalarin birbirine oldukca yakin oldugu

gorilmektedir.

Ornek 3.13 Asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denkleminin HPM ve ViM ile

sayisal ¢coziimleri ele alinsin.

1
u(x) = xe* ———(3+e?)x xtu?(t)dt
(x) = 288(+ )X+ j ()

Analitik ¢c6zimii u(X) = xe” olan integral denklem icin éncelikle ViM uygulansin.

iterasyon icin (3.78) diizeltme fonksiyoneli incelenen érnege gére diizenlendiginde;

uNﬂ(x):uN(x)—j{u (s)—(e*+se’ —9—16—@ )——jyu (y)dy}d N >0

denklemi elde edilir. Buradan uo(x)=xex—%(3+e2)x baslangi¢ yaklasimi olmak

Uzere;

1
u,(x) = xe* ———(3+e?)x
o(X) 288( )

1
U, (X) =u,(X)—|sus(s e se———— - u d
() = Uy (X) j{ o(5) = (€ +set— oo — ) jy <y>y}d
__r x(—41463+13824 e' —13818e” +4608¢e° + e4)+ xe*
11943936
uz(X)=u1(X)—j u(s)—(e* +se’ I L )——jyu (y)dy
96 288
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uNﬂ(x):uN(x)—j{ (s)-(e*+se —%—2—88 )——jyu (y)dy}d

esitlikleri bulunur. Buna gore; ele alinan integral denklemin ViM ile yaklasik ¢6zim(,
U() Uy, () =Uy(x), N0

esitligi ile gosterilir.

Simdi de ayni lineer olmayan integral denklemin HPM ile sayisal ¢6ziimi incelensin.

Ele alinan integral denklem igin homotopi denklemi;
1 17
H(u, p) =u(x) —| xe* ———(3+e°)x |- p— [ xtu?(t)dt =0
(U, p)=u(x) ( a5 )} p36£ (t)

seklinde olusturulur.
U=U,+ pu, + p°U, +...
serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve p 'nin ayni kuvvete sahip

1
terimleri esitlenirse u,(x) = xe* _@(3“92) X baslangic yaklasimi olmak lizere;

1
O-u (x)=xe* ———(3+e?)x
P~ iUy (X) 288( )

p' u(x)— jxtu (t)dt -1 4 X(82953+13824¢' + 27654¢” +4608¢° +e" )
11943936
1
p%:u (x):-l-jxtzu (t)u, (t)dt = ! x (573122277 - 95613696’
BRI T S 247669456896

+159128037e* —31891968¢€° —~10637577e* —6912¢° —66)

N+

1 N
) &%J@:%{Nme%qmm, N >0
0 r=0
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esitlikleri elde edilir. Buna gore integral denklemin HPM ile sayisal ¢6zimu;
N

U(X) = Uy (X):zui(x)! N=>0
i=0

seklinde ifade edilir.

Cizelge 3.4'te incelenen drnege sayisal ¢6ziim icin HPM ve ViM'’in uygulanmasi sonucu

olusan hatalar verilmigtir

Cizelge 3.4 Ornek 3.13 igin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu olusan hatalar

HPM (N =5) ViM (N =5)
X Hata Hata
JU(X) = Uy (X)] u(x) =, (%))

000 0
0.1 | 4.299096495463672e-010 1.075088768009991e-010
0.2 | 8.598192990927345e-010 2.150177536019982e-010
0.3 | 1.289728934761314e-009 3.225265610140582e-010
0.4 | 1.719638653696620e-009 4.300354516928451e-010
0.5 | 2.149548206098473e-009 5.375443423716320e-010
0.6 | 2.579457980544930e-009 6.450533440727213e-010
0.7 | 3.009367643969085e-009 7.525622347515082e-010
0.8 | 3.439277307393240e-009 8.600709033856901e-010
0.9 | 3.869186748772791e-009 9.675802381536869e-010
1.0 | 4.299096634241550e-009 1.075088906787869e-009
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Sekil 3.4 Ornek 3.13 icin HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu olusan hatalar
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Sekil 3.3’ten ele alinan Fredholm integral denklemi i¢cin HPM ve ViM’in uygulanmasi
sonucu elde edilen sayisal verilerin analitik ¢ozimden elde edilen verilere oldukga

yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 3.4 ve Sekil 3.4’ten, ele alinan lineer olmayan Fredholm integral denklemi igin
HPM ve ViM’in uygulanmasi sonucu olusan sayisal hatalarin dogrusal oldugu ve ViM’in

daha basarili sonuglar verdigi gérilmektedir.

Ornek 3.14 Asagidaki Fredholm integro-diferansiyel denkleminin farkli metotlarla

sayisal ¢coziimleri ele alinsin.

1
u'(x):xex+ex—x+.[xu(t)dt, u(0)=0
0

Analitik ¢6ziimi u(X) = xe* olan integro-diferansiyel denkleminin daha énce DDM ile

yaklasik ¢c6zimi incelenmistir[45].
ik olarak integro-diferansiyel denklemin AAM ile sayisal ¢dziimii incelensin.

Bunun igin verilen integro-diferansiyel denklemin bir kez 0’dan X’e integrali alinirsa

baslangi¢ sartlari da gbz 6niine alinarak;
1., 1.,(¢
u(x) = xe* —=x*>+=x| |u(t)dt
(%) X+ ( j (®) ]
integral denklemi olusur. Bu esitlige gore yineleme bagintisi;

uNﬂ(x):%x2 UUN(t)dtj, N>0

2

o 1
olarak belirlenir. Elde edilen bu baginti kullanilarak uo(x)=xex—§x baslangi¢
yaklasimi olmak lizere;

X 12
U,(X)=Xe" ——=X
o(X) 5

u, (x) = % x? U'uo(t)dtj = % x?
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u,(x) = % x? Uul(t)dtj = 7—52 X2

1
Uy, (X) =%x2 UUN (t)dtj, N >0
0
esitlikleri bulunur. Buna gore integro-diferansiyel denklemin AAM ile yaklasik ¢c6zim;
N
U(X) = Upay (X):Zui(x)! N >0
i=0

seklinde ifade edilir.
Ornek 3.14 integro-diferansiyel denkleminin ViM ile sayisal ¢6ziimii ele alinsin.

Bunun icin ilk olarak (3.82) diizeltme fonksiyonelinden yararlanilarak;
X 1

Uy, (X) = Uy (x)—_f[u;V (s)—(se® +¢e° —s)—jsuN (y)ddes, N>0
0 0

ifadesi elde edilir. Bu ifadeden u(0) =u,(X) =0 baslangig yaklagimi olmak Uzere;

Uy (x)=0

Uy (X) = Uy (X) —J:[u(',(s) —(se®+e° —s) —J:.suo(y)dy}ds = xe* —%xz
U, (X) = Uy (x) —i[u{(S) —(se® +e° —s) —isul(y)ddes = xe* —%xz

U (X) = Uu,(x) —E[u;(s) —(se® +e°—5s) —isuz(y)dy]ds = xe” —7—12x2
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esitlikleri bulunur. Buna goére ele alinan integro-diferansiyel denklemin ViM ile sayisal
¢O6zumU;

u(x) =u,, (x)=uy(x), N=0

olarak bulunur.

Simdi de ayni integro-diferansiyel denklemin HPM ile sayisal ¢6ziimu incelensin.

Oncelikle ele alinan integro-diferansiyel denklemi icin homotopi denklemi;
1

H(u, p) =u’(x) - (xe* +e* - x) - pj'xu(t)dt =0
0

seklinde olusturulur.
2
U=u,+ pu, + pu, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazilirsa ve p ‘nin ayni kuvvete sahip

terimleri esitlenirse u,(x) = xe* +e* —x olmak lzere;

1
p° :u(’)(x):xex+ex—x:>uo(x):xex—§x2

h 5 5
1.,/ _ —_ — 2
p .ul(x)_gxuo(t)dt = 6X:>U1(X) _12x

1
5 5
2:ul(X) = | xu, t)dt = —x = u, (X) = — Xx?
P 1u;(X) _([ ) 36 »(X) -

esitlikleri elde edilir. Buna goére integro-diferansiyel denkleminin HPM ile yaklasik

¢6zUmU;
N

U(X) = Upy (x)=2ui(x), N =0
i=0

seklinde ifade edilir.
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Cizelge 3.5'te incelenen &érnege sayisal ¢oziim icin HPM, AAM, VIM ve DDM’nin

uygulanmasi sonucu olusan hatalar verilmistir

Cizelge 3.5 Ornek 3.14 icin HPM, AAM, ViM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu olusan

hatalar
HPM (N =5) AAM (N =5) ViM (N =5) DDM (N =10)
X Hata Hata Hata Hata

UC) = Uy O] | [U0X) = Uy (X)] U) =ty ] | () = Upp (X)]
0.0 |0 0 0 0
0.1 | 6.4300e-007 6.4300e-007 3.8580e-006 1.00118319e-02
0.2 | 2.5720e-006 2.5720e-006 1.5432e-005 2.78651355e-02
0.3 | 5.7870e-006 5.7870e-006 3.4722e-005 5.08730892e-02
0.4 | 1.0288e-005 1.0288e-005 6.1728e-005 7.55356316e-02
0.5 | 1.6075e-005 1.6075e-005 9.6451e-005 9.71888592e-02
0.6 | 2.3148e-005 2.3148e-005 1.3889e-004 1.09551714e-01
0.7 | 3.1507e-005 3.1507e-005 1.8904e-004 1.04133232e-01
0.8 | 4.1152e-005 4.1152e-005 2.4691e-004 6.94512700e-02
0.9 | 5.2083e-005 5.2083e-005 3.1250e-004 1.00034260e-02
1.0 | 6.4300e-005 6.4300e-005 3.8580e-004 1.55147712e-01
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Sekil 3.5 Ornek 3.14 icin HPM, AAM ve ViM’in uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal
degerler ile tam sonuglar
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77



Sekil 3.5’ten, ele alinan Fredholm integro-diferansiyel denklemi igin HPM, AAM ve
ViM’in uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal verilerin analitik ¢oziimden elde edilen

verilere oldukca yakin oldugu gorilmektedir.

Sekil 3.6’dan, ele alinan Fredholm integro-diferansiyel denklemi icin HPM ve AAM’nin

diger metotlara gére daha basarili sayisal sonuclar verdigi gorilmektedir.

Cizelge 3.5’ten HPM ile AAM’nin ele alinan 6rnek igin ayni sayisal degerleri verdigi buna
karsin DDM’nin ele alinan integro-diferansiyel denklem igin diger metotlardan daha

blylk hatalar verdigi gérilmektedir.

Ornek 3.15 Asagidaki iki boyutlu Volterra integral denkleminin DDM ve HPM ile

yaklasik ¢c6zimii incelensin.

t X
u(x,t) =sin(x+t) (e +1)—sin(t)e ' —e"sinx+ j j %u(y, z)dydz
e
00

Analitik ¢ozimu; u(x,t) =sin(x+t)seklinde olan iki boyutlu integral denklemin daha

once Teorem 3.8 ve Cizelge 3.2’deki uygun doénisim formlari kullanilarak DDM ile

yaklasik ¢6zimi incelenmistir[44].

Ayni iki boyutlu integral denkleme HPM uygulansin.

H x—t H -t X o ——2
f(x,t) =sin(x+t)(e" +1)—sin(t)e —e*sinx,  k(xt,y,2)= e

olmak lizere homotopi denklemi;
t X

H(u, p) =u(x.t)— f ()= p[ [k(x.t,y,2)u(y, 2) dydz
00

olarak belirlensin.
U=U,+ pu, + p°U, +...

serisi olusturulan homotopi denkleminde yerine yazildiginda ve p ’nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde U,(x,t) = f(X,t) baslangig yaklasimi olmak uzere;

P Uy (x,t) =sin(x+t) (e +1)—sin(t)e ™ —e*sin x
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t x
2 1 ] ] )
pliu (x,t) = ”(ﬁjuo(y, z2)dydz =—=e" (—2—5(S|n(t) +e*sinx) + 2e ' (sint + cost)
opLe’ 5
+ 2P sin x — 26V cos x — 4e* sint — 26 cost — 4e?* sin x + 2"V + 2e* cos x

+5e*(sin xcost +cos xsint) + 26" (sin x cost —cos xsin t))

P U, (Xx,t) = j‘j( = jul(y, z)dydz

t X
pN N+1(X t) J.J.( (z-y) juN (y’ Z)dde! N 2 O
00

esitlikleri elde edilir. Ele alinan iki boyutlu Volterra integral denklemin HPM ile sayisal

¢6zUmU;
N

U, t) ® Uy (6,1 =D Ui (X,t), N =0
i=0

olarak ifade edilir.

Ornek 3.15 icin HPM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal degerler

Cizelge 3.6'da verilmistir.
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Cizelge 3.6 Ornek 3.15 icin HPM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal

sonuclar
(x,t) u(x1) Upew (%, 1) (N =5) | Uppy (X,t) (N =5)
(0.2,0.1) 0.295520206661340 | 0.295520206661339 0.2955202184
(0.2,0.4) 0.564642473395035 | 0.564642473393546 0.5646439552
(0.2,0.7) 0.783326909627483 | 0.783326909602103 0.7833750551
(0.5,0.1 0.564642473395035 0.564642473394355 0.5646461680
(0.5,0.4) 0.783326909627483 | 0.783326908040716 0.7833397500
(0.5,0.7) 0.932039085967226 0.932039061789614 0.9321460859
(0.8,0.2 0.783326909627483 0.783326909576185 0.7834038828
(0.8,0.4) 0.932039085967226 | 0.932038978813659 0.9322215424
(0.8,0.7) 0.997494986604054 0.997493447444225 0.9978859380
(2.0,0.9 0.946300087687414 0.946260040038733 0.9481536354

Cizelge 3.6’dan, ele alinan iki boyutlu Volterra integral denklemi icin DDM ile HPM’nin

tam ¢6ziime oldukga yakin sonuglar verdigi gériilmektedir.

Ornek 3.16 Asagidaki iki boyutlu Volterra integral denklem sisteminin DDM ve HPM ile

sayisal ¢ozimi ele alinsin.

t X
u,(x,t) = xsmt—%x +;x cost——x smt+” ul(y,z)+u2(y,z))dydz
00

t X
u,(x,t) = xcost—%x +;x smt+ X cost+” (u,(y,2)—u,(y,z))dydz
00

incelenen iki boyutlu integral denklem sistemi icin 6ncelikle DDM uygulansin[43].
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Bunun icgin Cizelge 3.2’deki donlsim fonksiyonlarindan yararlanilarak;
U,(0,0)=U,(0,0)=0

U,(m0)=U,(m0)=0 m=L2,..,N

U,0,n)=U,0O,n)=0 n=12..N

m,n=12,...,N olmak lizere;

nz 1

1 . 1 1 .
Ul(m, n) = mé‘m,l SIn (7) _Eé‘m,Z 5n,0 +ﬂ5m’2 COSE—j ——n§ 2SN (7}

+iul(m—1, n—1)+iU2(m—1, n—1)
mn mn

Uz(m,n)ziémlcos nz —15m25n0+i5mzsin nz +i5 cos| 17
nt ™ 2 2 77 7 2nl & nt 2

+iu1(m—1, n—1)—iU2(m—1, n-1)
mn mn

yineleme bagintilari elde edilir. (3.95) ters donlisimi uygulanarak analitik ¢6zUmu

u,(x,t) = xsint ve u,(x,t) =Xxcost olan iki boyutlu integral denklem sisteminin DDM ile

yaklasik ¢6zimd;
ul(xlt) ~ U;ppm (x)= Uy (x,1), u, (x,t) = U, bom (x)= U,y (x,1)
olarak ifade edilir.

Simdi de ayni integral denklem sisteminin HPM ile sayisal ¢6zimini elde etmek igin;

H,(u,,u,, p) = ul(x,t)—(xsint—%x2 +%X2 cost—%xzsintj— p||(u(y,z)+u,(y,z))dydz =0

2

tx
I
00
1, 1 ,.. 1 0
Hz(ul,uz,p):uz(x,t)—(xcost—ix%ix smt+§x2costj—p”(ul(y,z)—uz(y,z))dydz=0
00

homotopi denklemleri olusturulsun.
o0 ) 2 B

U =Y plu; =Ug+pu,+ pu,+.., =12
j=0

(3.37) serileri homotopi denklemlerindeki yerlerine yazildiginda ve p 'nin ayni kuvvete

sahip terimleri esitlendiginde;
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ifadeleri elde edilir. Sonuc olarak iki boyutlu Vollterra integral denklem sisteminin HPM

. 1 1 1.,.
U (X, 1) = xsmt—Ex2 +§x2 cost—=x*sint

1 1., 1
Uy, (X, 1) = xcost—Ex2 +§x2 S|nt+§x2 cost

t X
~ 1, 1. 1, 1, 1, .
ull(x,t)_M(um(y,z)+uzo(y,z))dydz_Ex —§Xt+§x smt—zx cost+Ex sint
¢ 1 1 1 1,. .1
W, (X, ) =1 [ (u.(y,2)—u,.(y,z))dydz =—=x3+=x*+=x>cost — = x?sint — = x° cost
2 (%) M(m(y) 20(y, ) dydz ===+ 25+ 2 > >

U, (X,t) = J.J-(Un(ya Z) +Uy (Y, Z)) dydz

:ixs(Zx—xt2 —2xcost—2xt+2xsint+8t—83int)
24
t x
Uy, (X,t) :”(ull(y, z) Uy (y, z))dydz
00
:ix3(2x+8—xt2 —2xcost+2xt—2xsint—8cost)
24
t X
Uy (X 1) = I.[(ulN (Y, 2) +U, (Y, Z))dde
00
t x
Upn st (6 8) = [ [ (U (¥, 2) =y, (v, 2) ) dydz
00

ile sayisal ¢6zimi N >0olmak UGzere;

U (X,1) = Upypy (X, 1) = iuli (%, 1),

olarak ifade edilir.

Ornek 3.16 icin HPM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu olusan hatalar Cizelge 3.7’de

verilmistir.
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Cizelge 3.7 Ornek 3.16 icin HPM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu olusan hatalar

HPM DDM HPM DDM
(x.1) (N =5) (N =10) (N =5) (N =10)
Hata Hata Hata Hata
Uy~ Uy | (DRSS I I TR T U, ~ oo |

(0.1,0.7) | 2.5674e-015 0 2.5702e-014 1e-009
(0.5,0.8) | 5.1144e-010 1e-009 4.4638e-009 1.6e-009
(0.5,1.0) | 2.4266e-009 1le-009 1.6919e-008 1.5e-009
(0.6,0.4) | 1.4413e-011 1e-009 2.5206e-010 0
(0.6,0.6) | 2.4557e-010 1e-009 2.8609e-009 1e-009
(0.7,0.6) | 7.2244e-010 5e-009 8.4165e-009 1e-009
(0.8,0.5) | 5.1421e-010 1.6e-008 7.1918e-009 1e-009
(2.0,0.5) | 2.4520e-009 1.5e-007 3.4293e-008 1e-009
(2.0,1.0) | 3.1061e-007 3.0e-007 2.1657e-006 3e-007

Cizelge 3.7’den, u,(x,t)

verdigi gériilmektedir. Buna karsin; U, (X,t) igcin HPM ve DDM’nin uygulanmasi sonucu

icin genel olarak HPM’nin daha basarili sayisal sonuglar

olusan hatalarin birbirine yakin oldugu gorilmektedir.
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BOLUM 4

SONUCLAR VE ONERILER

HPM, integral denklemlerde genis bir kullanim alanina sahiptir. Yapilan ¢alismada HPM
cesitli turdeki integral denklemlerde, integro-diferansiyel denklemlerde, iki boyutlu
integral denklemlerde ayri ayri ele alinmistir. HPM’nin farkli tlrdeki integral
denklemlerde kullaniminin benzerlik gosterdigi goérilmustir. Homotopi kavramindan
yararlanilarak pertlirbasyon denklemi farkli sekillerde ifade edilebilmektedir. Bu
durumun integral denklemleri ¢6zmede farkh alternatifler olusturdugu ve ¢ézim igin

kolaylk sagladigi gorilmustir.

integral denklemlerin sayisal ¢éziimlerinde herhangi bir metodun her zaman daha etkili
oldugunu soylemek mimkin degildir. Tez calismasinda ele alinan 6rnekler
degerlendirildiginde; bazi integral denklemlerde HPM ile daha basaril sayisal sonuglar
elde edilmis olmasina ragmen, bazilarinda kullanilan diger yontemler daha basarih
sonuglar vermistir. HPM’de, elde edilen sayisal sonuglarin gergek degerlere yakinligi,
ele alinan integral denklemin yapisina ve ¢6ziim igin olusturulan homotopi denklemine

baglh olarak degismektedir.

Sayisal ¢cozlimleri elde etmek icin MATLAB(R2008a) bilgisayar programi kullanilmistir.
MATLAB programi kullanilarak, HPM ile integral denklemlerin sayisal ¢coziimlerine kolay

ve hizli ulasildigi gorilmustir.
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EK-A

MATLAB PROGRAMI KODLARI

Asagida ele alinan érnekler igin hazirlanan matlab programi kodlari verilmistir.

A-1 Ornek 3.12 icin Matlab Programi Kodlari

%HPM Metodu ile Ornek 3.12 Volterra integral Denkleminin Cézimii
%A: HPM Sayisal Sonuglar

%B: Tam Sonuglar

%H: Mutlak Hatalar

function [HPM_u H A B]=hpm_volt(f,g,k,n)
syms x t

u(1)=f;

u_t(1)=subs(u(1),x,t);

fori=2:n+1
u(i)=int(k*u_t(i-1),t,0,x);
u_t(i)=subs(uf(i),x,t);

end
U(:,1)=u(1:n+1);
HPM_u=sum(U);
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(HPM _u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));
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%VIM Metodu ile Ornek 3.12 Volterra integral Denkleminin Cézimii
%A: VIM Sayisal Sonuglar

%B: Tam Sonuglar

%H: Mutlak Hatalar

function [VIM_u H A B]=VIM_volt(f,g,k,u0,n)
symsxyst

k_s=subs(k,[x,t],[s,y]);

f_s=subs(f,x,s);

u=u0;

fori=2:n+1
u_s=subs(u,x,s);
u_y=subs(u,x,y);
u=u-int(diff(u_s,s)-diff(f_s,s)-diff(int(k_s*u_y,y,0,s),s),s,0,x);

end
VIM_u=u;
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(VIM_u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

clear

format long e

symsxyst

k=3+6*(x-t)-4*(x-t)"2; % Cekirdek Fonksiyon
f=1-2*x-4*x"2; % Bilinen Fonksiyonu
g=exp(x); % Analitik Cozum

n=10; % iterasyon Adimi Sayisi

[HPM_u H A B]J=hpm_volt(f,g,k,n)

uo=f;

[VIM_u H1 A1 B1]=VIM_volt(f,g,k,u0,n)

% euees Grafikler .........

x=0:0.1:1;

figure(1);

plot(x,A,'s',x,Al,'+',x,B);
legend('HPM','VIM',' Analitik ¢c6zim")
grid on
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figure(2);
plot(x,H,x,H1,'0');
legend('HPM','VIM")
grid on

A-2 Ornek 3.13 igin Matlab Programi Kodlari

%HPM Metodu ile Ornek 3.13 Fredholm integral Denkleminin Cézimii
%A: HPM Sayisal Sonuclar

%B: Tam Sonuclar

%H: Mutlak Hatalar

function [HPM_u H A Bl=hpm_fred(f,g,k,n)
syms x t

u(1)=f;

u_t(1)=subs(u(1),x,t);

fori=2:n+1
for j=1:(i-1)
z(j)=u_t(j)*u_t(i-j);

end
Z=z(1:(i-1));
Z=sum(Z);
u(i)=int(k*Z,t,0,1);
u_t(i)=subs(u(i),x,t);

end

U(:,1)=u(1:n+1)
HPM_u=vpa(sum(U));
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(HPM _u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

%VIM Metodu ile Ornek 3.13 Fredholm integral Denkleminin Céziimii
%A: VIM Sayisal Sonuglar

%B: Tam Sonuglar

%H: Mutlak Hatalar
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function [VIM_u H A B]=VIM_fred(f,g,k,u0,n)
symsxyst

k_tur=diff(k,x);

k_s=subs(k_tur,[x,t],[s,y]);

f_s=subs(f,x,s);

u=u0;

fori=1:n
u_s=subs(u,x,s);
u_y=subs(u,x,y);
u=u-int(diff(u_s,s)-diff(f_s,s)-int(k_s*u_y~2,y,0,1),s,0,x);

end
VIM_u=u;
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(VIM_u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end

A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

clear

format long e

symsxyst

k=(1/36)*x*t; % Cekirdek Fonksiyon
f=x*exp(x)-(1/288)*(3+exp(2))*x; % Bilinen Fonksiyon
g=x*exp(x); % Analitik Cozim

n=5;% iterasyon Adim Sayisi

[HPM_u H A B]=hpm_fred(f,g,k,n)

uOo=f;

[VIM _u H1 A1 B1]=VIM_fred(f,g,k,u0,n)

% vevees Grafikler .........

x=0:0.1:1;

figure(1);

plot(x,A,'s',x,Al,'+',x,B);
legend('HPM','VIM',' Analitik ¢c6zim")
grid on

figure(2);

plot(x,H,x,H1,'0');
legend('HPM','VIM")

grid on
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A-3 Ornek 3.14 icin Matlab Programi Kodlari

%HPM Metodu ile Ornek 3.14 Fredholm integro-Diferansiyel Denkleminin Céziimii
%A: HPM Sayisal Sonuclar

%B: Tam Sonuclar

%H: Mutlak hata

function [HPM_u H A B]=hpm(f,g,k,n)
syms x t

u(1)=int(f,x);

u_t(1)=subs(u(1),x,t);

fori=2:n+1
u_tur(i)=int(k*u_t(i-1),t,0,1);
u(i)=int(u_tur(i),x);
u_t(i)=subs(u(i),x,t);

end
U(:,1)=u(1:n+1);
HPM_u=sum(U);
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(HPM__u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

%AAM Metodu ile Fredholm integro-Diferansiyel Denkleminin Cézimi
%A: AAM Sayisal Sonuglar

%B: Tam Sonuglar

%H: Mutlak Hata

function [AAM _u H A B]=aam(f,g,k,n)
syms x t

u(1)=int(f,x);

u_t(1)=subs(u(1),x,t);

k1=int(k,x);

fori=2:n+1
u(i)=int(k1*u_t(i-1),t,0,1);
u_t(i)=subs(u(i),x,t);

end
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U(:,1)=u(1:n+1);
AAM_u=sum(U);
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(AAM _u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

%VIM Metodu ile Fredholm integro-Diferansiyel Denkleminin Céziimii
%A: VIM Sayisal Sonuclar

%B: Tam Sonuclar

%H: Mutlak Hata

function [VIM_u H A B]=VIM(f,g,k,u0,n)
symsxyst

k_s=subs(k,x,s);

f_s=subs(f,x,s);

u=u0;

fori=2:n+1
u_s=subs(u,x,s);
u_y=subs(u,x,y);
u=u-int(diff(u_s,s)-f_s-int(k_s*u_y,y,0,1),s,0,x);

end
VIM_u=u;
x=0:0.1:1;

for j=1:length(x)
a(j)=subs(VIM_u,x(j));
b(j)=subs(g,x(j));

end
A(:,1)=a(1:length(x));
B(:,1)=b(1:length(x));
H(:,1)=abs(B(:,1)-A(:,1));

clear
format short e
symsxyst

94



k=x;%Cekirdek Fonksiyon
f=x*exp(x)+exp(x)-x;%Bilinen Fonksiyon
g=x*exp(x);%Analitik Coziim
n=5;%iterasyon Adim Sayisi

[HPM_u H A Bl=hpm(f,g,k,n)

[AAM_u H1 Al]l=aam(f,g,k,n)

u0=0;

[VIM_u H2 A2 B2]=VIM(f,g,k,u0,n)

%........ Grafikler.........

x=0:0.1:1;

figure(1);

plot(x,A,'s',x,Al,"*" ,x,A2,'+',x,B)
legend('HPM','AAM','VIM',' Analitik ¢c6zim')
grid on

figure(2);

plot(x,H,x,H1,"*',x,H2,'0")
legend('HPM','AAM','VIM")

grid on

A-4 Ornek 3.15 icin Matlab Programi Kodlari

%HPM metoduyla Ornek 3.15 iki boyutlu integral denkleminin ¢dzimii
function [HPM_u]=hpm_two_dim(f,g,k,n)

symsxytz

u(1)=f;
u_yz(1)=subs(u(1),[x,t],ly,z]);

fori=2:n+1

u(i)=int(int(k*u_yz(i-1),y,0,x),z,0,t);
u_yz(i)=subs(u(i),[x,t],ly,z]);

end

U(:,1)=u(1:n+1);
HPM_u=sum(U);

x=[0.20.50.8 1];
t=[0.1 0.4 0.7 0.9];

for m=1:length(x)
m
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a=subs(HPM_u,x(m));
b=subs(g,x(m));
HPM=[subs(a)]'
TAM=[subs(b)]'

end

clear
format long
symsxytz

k=1/(exp(z-y)/2); % Cekirdek fonksiyon
f=sin(x+t)*(exp(x-t)+1)-sin(t)*exp(-t)-exp(x)*sin(x); % HPM baslangic fonksiyonu
g=sin(x+t); % Tam ¢ozUm

n=5; % iterasyon adimi sayisi

[HPM_u]=hpm_two_dim(f,g,k,n

A-5 Ornek 3.16 icin Matlab Programi Kodlari

%HPM metoduyla iki boyutlu integral denklem sistemlerin ¢6zimi
function [HPM_u]l=hpm_twodim_sys(f1,f2,g1,82,n)
symsxytz

u(1)=f1;
u_yz(1)=subs(u(1),[xt],ly,z]);
v(1)=f2;
v_yz(1)=subs(v(1),[x,t],[y,z]);

fori=2:n+1
u(i)=int(int(u_yz(i-1)+v_yz(i-1),y,0,x),z,0,t);
v(i)=int(int(u_yz(i-1)-v_yz(i-1),y,0,x),z,0,t);
u_yz(i)=subs(u(i),[x,t],ly,z]);
v_yz(i)=subs(v(i),[x,t],[y,z]);

end

U(:,1)=u(1:n+1);
V(:,1)=v(1:n+1);

HPM_u=sum(U);
HPM_v=sum(V);

x=[0.10.5 0.6 0.8 1];
t=[0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1];
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for m=1:length(x)
m
format short
x(m)
t
a=subs(HPM_u,x(m));
b=subs(g1,x(m));
c=[subs(a)]’;
TAM_u=[subs(b)]’;
hata_u=abs(c(:)-TAM_u(:));
format long
hata_u

d=subs(HPM_v,x(m));
e=subs(g2,x(m));
f=[subs(d)]’;
TAM_v=[subs(e)]’;
hata_v=abs(f(:)-TAM_v(:));
hata_v

end

clear
symsxytz

fl=x*sin(t)-1/2*x"2+1/2*x"2*cos(t)-1/2*x*2*sin(t); % HPM_ul(x,t) baslangi¢
fonksiyonu

f2=x*cos(t)-1/2*x~2+1/2*x"2*sin(t)+1/2*x*2*cos(t); % HPM _u2(x,t) baslangic
fonksiyonu

gl=x*sin(t); % Tam ¢ozim

g2=x*cos(t); % Tam ¢ozUm

n=5; % iterasyon adimi sayisi

[HPM_u]=hpm_twodim_sys(f1,f2,g1,g2,n)
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