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OZET

RANK METRIGIi VE KODLAR

ILHAMI KALKAN

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Tez Danismant: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Rank metrigi, 1985 yilinda E. M. Gabidulin tarafindan tanimlanan ve hata — diizeltmede
kullanilan yeni bir metriktir. Hata — diizeltme kapasitesi, kodlar arasindaki uzakliga
bagli oldugu i¢in uygun bir metrik se¢gmek oldukca Onemlidir. Cebirsel kodlama
teorisinin biiylik kism1 Hamming metrigi ile ilgilidir. Ancak bu metrik her zaman kanal
karakteristigi ile uyumlu olmayabiliyor. Ozellikle de kod sembolleri biiyiikk boyutlu
Galois cisimlerinin elemanlar1 ise bu uyumsuzluk daha da cok beliriyor. Hamming
uzakligi kod alfabesinin c¢esitli sinyalleri arasinda lineer bagimlilig1 fark edemediginden
capraz — hata (criss — cross) olusumuna uygunsuz olmaktadir. Rank metrik bir¢ok hata
cesidini etkili bir sekilde diizeltme kapasitesinden dolay1 ideal bir metriktir.

Bu calismada rank metriginin incelenmesi i¢in Oncelikle sonlu cisimler anlatilmistir.
Sonraki kisimda kodlama teorisi ayrintili bir sekilde anlatilmistir. Son boliimde ise rank
metrigi anlatilmis ve bu metrik tizerindeki kodlar kisaca incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Rank metrik, Galois cismi, kodlama teorisi, Hamming metrigi,
hata — diizelten kodlar.

YILDIZ TEKNIiK UNiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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RANK METRIC AND CODES

[lhami KALKAN
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Rank metric which was introduced by E. M. Gabidulin in 1985, is a new metric that
have found applications in error — correcting. Since error — correcting capability of a
code depends on the distance between codewords, choosing a convenient metric is
considerably important. Most studies in algebraic coding theory are relative to
Hamming metric. However this metric is not always suitable for characteristic of
channel. Especially if code symbols are elements of higher dimensional Galois field,
this incompatiblity is more significant. As Hamming distance cannot distinguish the
linear dependency among the various signals of alphabet, it is inappropriate to criss —
cross errors occurrence. Because of the fact that rank metric capacity of handling varied
error patterns efficiently, it is an ideal metric.

In this context, firstly finite fields are represented for research in rank metric. In the
following part, coding theory is represented in detailed. In the last part, rank metric is
represented and codes on the rank metric are researched.

Key words: Rank metric, Galois field, coding theory, Hamming metric, error —
correcting codes.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1  Literatiir Ozeti

Onceleri rank, bir metrik olarak bilinmesine ragmen rank metrik ilk olarak Delsarte’nin
1978 yilinda yayinladigi makalede hata kontrol kodlar1 i¢in ortaya atilmistir. Ancak
bilgi iletiminde rank hatalarinin diizeltilmesi amaciyla kullanilan, sonlu cisimler

tizerinde olusturulmus rank metrigi ilk olarak E. M. Gabidulin tarafindan 1985 yilinda

tanimlanmigtir. Bu N uzunlugundaki metrik kodlar, GF(Q™) cisim genislemesi

lizerinde vektor kiimeleri veya GF(q ) taban cismi lizerinde mxn matrisleri olarak

diistiniilebilirler. Kodsozlerin ranki, bilinen matris rankina karsilik gelir ve bu metrik
hata diizeltmeler i¢in uygundur. Ayni makalede E. M. Gabidulin Frobenious
otomorfizma ozelliklerini kullanarak lineer kodlarin optimal ailesini insa etmistir. Bu
aile Reed — Solomon kodlarinin rank metrigi igin esdeger olarak disiiniilebilir.1991

yilinda R. M. Roth, verilen ranka uygun GF(2) {izerinde matrissel kod ailesini

olusturdu. Bu kodlar bant kayd: gibi matris kolonu veya satirinda olusan hata
diizeltilerine uygundur. Diger kod aileleri, 6rnegin RRC kodlar1 [1], bu kodlarin alt
cismi, alt uzayr veya kodlarin direk carpim yapisina matris ekleme seklinde dizayn

edilmislerdir.

Yapilan caligmalarin ¢ogunda rank uzaklik 6zellikleri, kod insast ve rank metrik
kodlarin verimli dekodlamasi iizerine odaklanilmistir [2], [3], [4]. Bu makalelerde
minimum rank uzakligi iizerinde Teklik sinir1 (Singleton bound) olusturulmus ve bu
siirt saglayan kod siniflari insa edilmistir. Bu siiflara Gabidulin kodlar1 denilecektir.
[2] ve [4]'te Teklik smnir1 saglayan lineer kodlarin agirhik dagilimlarini (weight

distribution) hesaplamak i¢in analitik tanimlamalar yapilmistir. [5]’de Gabidulin



kodlarin c¢apraz hata diizeltmede (crisscross error correcting) optimal oldugu
gosterilmistir. Gabidulin kodlar igin, Sirastyla genislemis (extended) Oklit algoritmasi
ve Peterson-Gornstein-Zierler — algoritmasma paralel dekodlama algoritmasi
tammlanmustir, [4], [3]. [2]’da MacWilliams o6zdesligi rank uzaklik kodlar1 igin
olusturulmustur. [4]’te olusturulan rank metrik yapisi genigletilmis [6] ve alt uzaydaki
altkodlar (subcodes) ile alt cisimdeki altkodlar ¢alisilmistir [7], [8]. Welch-Berlekamp
algoritmasi1 ve Berlekamp-Massey algoritmasi sirasiyla [9] ve [10]’te Gabidulin kodlar
icin ¢alisilmistir. Gabidulin kodlarin hata performanslart [11], [12], [13]’da
incelenmistir. [14]’de lineer devirli kodlarda rank uzaklik oOzellikleri calisilmigtir.
[15]°de kodlarda rank ortii yarigap1 (rank covering radius) ve rank metrik icin kiire —

oOrtii sinir1 (sphere — covering bound) tanimlanmastir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez, Kodlama Teorisi alaninda c¢alisan veya yeni g¢alismaya baslayan herkesin
yararlanmasi i¢in hazirlanmistir. Bunun i¢in 6ncelikle Sonlu Cisimler kisaca anlatilmis
ve Kodlama Teorisi ayrintili bir sekilde incelenerek ¢ok sayida 6rnek verilmistir. Ayrica
son zamanlarda {lizerinde ¢okc¢a durulan rank metrigine dikkat ¢ekilmis ve bu konu ile

ilgilenenlerin tek kaynakta gerekli tiim bilgileri bulabilmeleri amaglanmaistir.

1.3 Hipotez

Bir (n,M,d)-kodu i¢in minimum uzaklik, d Hamming uzakligidir. Rank uzaklig:1 d, ve
Hamming uzakligit d,, olmak iizere d;<d,’dir. Ayrica Hamming metriginde

miikemmel kod tanimlanmasina ragmen rank metriginde miikemmel kod yoktur.



BOLUM 2

SONLU CiSIMLER

2.1 Giris

Sonlu cisimler teorisi ge¢misi, 6zel sonlu cisimlerin yapilari iizerinde ¢aligmalar yapan
Pierre de Fermat (1601-1665) ve Leonhard Gauss (1707-1783) gibi iinli
matematikgilerin yasadigi 17. ve 18. yiizyila dayanir. Genel sonlu cisimler teorisi Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) ve Evariste Galois (1811-1832)’in ¢aligmasi ile
baslamistir. Ancak cisimler teorisi matematik, bilgisayar bilimleri ve iletisim teorisi
uygulamalarindan dolayr matematik¢ilerin ve miihendislerin son yillarda daha ¢ok
ilgisini ¢ekmistir. Bu giinlerde sonlu cisimler teorisi oldukca zengindir. Bu boliimde
Kodlama Teorisi’nde kullanilacak olan sonlu cisimlerin kiigiik bir boliimiinden
bahsedilecektir [16].

Tanmmm 2.1 F, {izerinde ¢arpma (-) ve toplama (+) tanimli bir kiime olsun. F,
asagidaki 6zellikleri sagliyorsa toplama ve ¢arpmaya gore bir cisimdir denir:
e (IF,+) bir abelian gruptur.
e 0, (F,+) grubunun sifir1 ve F* :IF\{O} olmak iizere (F",)) bir abelian gruptur.
e Tim a,b,ceF i¢in a(b+c)=ab+ac
(F,+,) cisim olarak isimlendirilir. (F,+) toplamsal grup ve (F")) c¢arpimsal grup
olarak adlandirilir.

Tammm 2.2 F pir cisim olsun. Herhangi a,belF icin a+b’ye a ve b’nin toplami,
ab’ye a ve b’nin ¢arpimi denir. (IF,+) grubunun sifirma F ’nin sifir1 denir. Herhangi

bir aeF elemaninin (IF,+) toplamsal grubundaki tersi negatifidir ve —a ile gosterilir.



(F"[) carpimsal grubunun birim elemam1 € ile tamimlamir ve F’nin de birim
elemanidir. Herhangi bir aeF" i¢in (F ,) carpimsal grubunun tersi a™* ile gosterilir
ve a’nin tersi olarak isimlendirilir [17].

Cisimlere 6rnek olarak rasyonel sayilar [J , reel sayilar [I ve karmasik sayilar [

verilebilir.

Lemma 2.1 F cisim olmak iizere a,b € F olsun. Asagidakiler saglanir:

e (-)-a=-a
e ab=0ise a=0 veya b=0.
Tamm 2.3 Bir cisim sonlu sayida elemana sahipse sonlu cisim veya Galois cismi

olarak isimlendirilir.

Tanimm 2.4 a,b ve m>1 tam sayi olsunlar. Eger m|(a—b) ise a modil m ye gore
b *ye denktir denir ve s6yle gosterilir,

a =b(modm).

Teorem 2.2 p asal ve F={0,1,..., p—1} olsun. Modiil p’ye gére + Ve || sirasiyla
toplama ve ¢arpma olsun. (IF,+,-0,1) , eleman sayis1 p olan sonlu cisimdir ve F ile
gosterilir.

Tamim 2.5 F , q elemanli sonlu bir cisim ve a € F\{0} olsun. a“ =1 olacak sekilde en

kiigiik k pozitif tamsayisina a ’nin derecesi denir ve ord(a) ile gosterilir.

{a'|i=1,2,..} kiimesi ' kiimesinin alt kiimesidir ve sonlu olmak zorundadir. Boylece
oyle bir i, ve i, vardir ki a* =a® saglar ve boylece a*™ =1 olur. Yani a' =1 olacak
sekilde bir i vardir ve en kiigliktiir. Buradan da derece iyi tanimlidir denir.

Lemma 2.3 F , g elemanl sonlu bir cisim ve a,belF\{0} olsun. Asagidakiler

saglanir:

1. ord(a)=s=>a,a’,...,a° farkli elemanlardur.
2. al=1l<ord(@)] j.

ord(a)

3. ord(@')=——>~"—
gcd(ord(a), j)



4. ord(a)=s,ord(b)= j,gcd(s, j)=1=ord(ab)=sj.
Teorem 2.4 F , g elemanli sonlu bir cisim olsun. Sifirdan farkli elemanlarinin derecesi
g—1’yi boler.
Teorem 2.5 F , g elemanli sonlu bir cisim olsun. [F ’nin herhangi bir a elemant igin
a'—a =0 saglanir [18].

Tanmim 2.6 F bir cisim ve e birim elemani olsun. Eger her bir m pozitif tamsayisi igin
me =0 ise F ’nin karakteristigi 0 ’dir denir. Eger me =0 olacak sekilde bir m pozitif
tamsayisi varsa ve bu pozitif tamsayilarin en kiigigii p ise F ’nin karakteristigi p ’dir

denir.

Ornek 2.1 0,0 ve O karakteristigi 0 olan cisimlerdir. [J , ise karakteristigi p olan
cisimdir.

Teorem 2.6 Bir cismin karakteristigi ya 0 yada p asal tam sayisidir.

Teorem 2.7 Eger F bir sonlu cisim ise I ’nin karakteristigi 0 ’a esit degildir.

Teorem 2.8 F bir cisim ve karakteristigi p olsun. n>1igin ' p" eleman igerir [16].

Teorem 2.9 T bir cisim, karakteristigi p, p=0 ve a,belF olsun. Asagidaki denklik

saglanir:

(axb)? =af £b".

Tamm 2.7 F bir cisim olsun.

i=0

F[x] :{iaix‘ ‘a eF,n> O} (2.1)

kiimesine I iizerinde tanimli polinom halkasi denir. F[X] ’in elemanlarina da polinom
denir. f(x)= Z?:o ax' polinomu icin a, #0 olmak kosuluyla n’ye f(x)’in derecesi
denir ve deg(f(x)) ile gosterilir. Eger f(x) polinomunda a, =1 ise f(x)’e monik
polinom denir. FF’nin sifirdan farkli elemanlar1 F[x] ’te derecesi 0 olan elemanlardir.

Eger f(x)’in tim katsayilari sifirsa f (X) ’e sifir polinom denir ve deg(f (X)) = —oo’dir.

F "nin sifir1 ve birim eleman1 F[x] ’inde sirastyla sifirt ve birim elemanidir [18].

5



Tamm 2.8 F bir cisim olsun h(x), g(x) e [F[x] olsun.
deg(g(x)) <deg(f(x)), deg(h(x))<deg(f(x)) olmak lizere f(x)=g(x)h(x) seklinde
yazilabiliyorsa f(x) e indirgenebilir denir. Eger yazilamiyorsa f(X) e indirgenemez
denir [16].

Ornek 2.2 f(x)=x"+2x% el [x] polinomunun derecesi 6’dir. f(x)=x*1+2x?)

olarak yazilabildiginden indirgenebilirdir.

Ornek 2.3 g(x) =1+x+x* € ,[x] derecesi 2 olan indirgenemez bir polinomdur,

Tanim 2.9 f(x)=zi":0aixi ve g(X)=Zin:ObiXi, F iizerinde tanmimli iki polinom

olsunlar. Bu iki polinomun toplam1 ve farki
F0£g00=( +b)x (2.2)
i=0
carpimlari ise

h(x)=>"" cx (2.3)

ile tamimlidir. Burada katsayilar C; = Za i0_;,0<1 <2n geklindedir [19].
j=0

Tammm 2.10 f(x)eF[x] derecesi n>1 olan bir polinom olsun. Herhangi bir
g(x) e F[x] polinomu i¢in deg(r(x)) <deg(f(x)) veya deg(r(x))=0 olacak sekilde
g(x)=s(x) f (x)+r(x) esitligini saglayan s(x),r(x) polinom gifti vardir ve buradaki

r(x) polinomuna kalan denir.

Tammm 2.11 f(x),g(x) e F[x] sifirdan farkli iki polinom olsunlar. Bu iki polinomu

bolen derecesi en biiyilk monik polinoma en biiyiikk ortak bdlen denir ve

ebob(f (x), g(x)) olarak gosterilir. Ozel olarak ebob( f (x), g(x)) =1 ise bu iki polinoma
aralarinda asal denir. f(X),g(x) polinomlarmin kati olan en kiigiik dereceli monik

polinoma en kiigiik ortak kat denir ve ekok( f (x),g(x)) ile gosterilir [16].

Teorem 2.10 f(x),g(x) ve h(x), F iizerinde tanimli polinomlar olsun. h(x)=0 ve

ebob( f (x), h(x)) =1 saglansin. O halde asagidaki saglanir:
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hC) | £0)-9() = h(x)[ 9(x).

Onerme 2.11 p(x), F iizerinde tanimli indirgenemez bir polinom olsun.

a(x),b(x) e F[x] olsun.

P a(x)-b(x) = p(x)[a(x) veya p(x)|b(x).

Teorem 2.12 F cismi iizerinde tanimli sifirdan farkli bir polinomun indirgenemez

polinomlarin ¢arpimi seklinde yazilisi tek tiirliidiir [19].

Tamim 2.12 R bir halka ve m asal olmayan bir eleman1 olsun. Herhangi iki a,b € R igin
a=b(modm) < m|(a—b)

esitligi a ile b modm’ye gore denktir diye okunur. Bu islem R {izerinde denklik
bagintisin1 saglar. R ’deki her bir denklik siifi modiilo m’ye gore kalan sinifi olarak

isimlendirilir. R ’deki modiilo m’ye gore kalan siniflart R/(m) ile gosterilirler.

Tanmm 2.13 F bir cisim, F[x] bu cisim iizerinde tanimli bir polinom halkasi ve
f (x) e F[x] bir polinom olsun. F[x]/ (f(x)) halkasi F[x] polinom halkasinin modiilo
f(x) polinomuna gore kalan smf halkast olarak isimlendirilir. Eger f(X)
indirgenemez polinom ise F[x]/ (f (x) cismi F[x] polinom halkasinin modiilo f (x)
polinomuna gore kalan sinif cismi olarak isimlendirilir [17].

Tamim 2.14 F bir cisim ve ScF olsun. S kendi basina F cismindeki islemlere gore
bir cisim ise S’ye F 'nin alt cismi denir.

Tamm 2.15 E ve F cisim olsunlar. Eger ', E ’nin bir alt cismi ise E’ye F ’nin bir
genislemesi denir.

Eger p(x), F iizerinde derecesi h olan indirgenemez polinom ise F[x]/(p(x)) cismi

derecesi h olan T ’nin genislemesidir [19].

Ornek 2.4 T, I reel sayilar cismi ve P(x) indirgenemez polinomu da x*+1 olsun.

O[x]/(x* +1) cismi derecesi 2 olan, [ cisminin genislemesidir. Bu cisimden alinan

a+bx ve c+dx iki elemanin toplamu,

(@+bx)+(c+dx)=(a+c)+(b+d)x



bi¢iminde ve ¢arpimlari da

(a+bx)(c+dx) =ac+ (ad +bc)x+bdx?* =(ac—bd)+(ad +bc)x* (mod(x*+1))
bi¢imindedir.

Lemma 2.13 F bir cisim ve eleman sayis1 q olsun. Her S eF eleman igin B°=f
saglanir.

Sonug¢ 2.14 |]F| =( olmak iizere F, E cisminin alt cismi olsun. Bir g eE elemaninin
IF ’de olmast igin gerek ve yeter kosul B° = 8 olmasidir.

Tamm 2.16 F bir cisim ve E de bir genislemesi olsun. f(f)=0 olacak sekilde

P el elemanma f(x)eF[x] polinomunun kokii denir.

Onerme 2.15 f(x)eF[x] ve E, F’nin bir genislemesi olmak iizere B<E olsun.

f (8) =0 olmasi igin gerek ve yeter kosul x— | f (X) olmasidir.
Onerme 2.16 T sonlu bir cisim olsun. Asagidaki esitlik saglanir:

[[x-p)= X —x. (2.4)

BeF
Teorem 2.17 T bir cisim olsun. F iizerinde taniml1 derecesi n>0 olan polinomun,
IF ’nin her bir genislemesinde en fazla n koki vardir [19].

Bundan sonra q elemanli sonlu bir cisim [, veya GF(q) big¢iminde gosterilecektir.

Tamm 2.17 F, sonlu bir cisim ve ]F; = I, \{0} olsun. IF; carpimsal grubunun iiretecine

ilkel eleman (primitive element) denir. Yani « € IF, elemani igin F, ={0,a,0?,....a""

ise « ’ya ilkel eleman denir.

Ornek 2.5 (i) [, kiimesinin ilkel elemanlar1 2 ve 3 tiir.

(ii) a, 1+x+x* e F,[X] polinomunun kokii olmak iizere F, = F,[a] =F,[x]/ (X* + X +1)

kiimesi ele alinsin.

ad’+a+l=0=>a’ =—(l+a)=1+a & =a(@)=a+a’=a+l+a=1



Boylece F, ={0,a,1+a,}={0,a, &, "} olur. Yani « ilkel elemandir. Benzer sekilde

a +1’inde ilkel eleman oldugu goriilebilir.

Teorem 2.18 Her sonlu cisim bir ilkel eleman igerir. Yani, sonlu cismin ¢arpimsal

grubu devirlidir.

Teorem 2.19 F, ’da bir elemanin ilkel olmast i¢in gerek ve yeter kosul derecesinin ¢ -1

olmasidir.
Tamm 2.18 f(x) e, [x] derecesi en kiigiik monik polinom ve « eIqu olsun. Eger
f(a) =0 ise f(x)’e minimal polinom denir.

Ornek 2.6 o, 1+ x+x* e F,[x] polinomunun kékii olsun.

1+(A+a)+(+a) =1+l+a+l+a’ =1+a+a’ =0

ve 1+a, X ve 1+ X ’nin kokii olmadigindan 1+ X+ x*, 1+« "nin minimal polinomudur.

Benzer sekilde 1+ X+ X*, o 'nin da minimal polinomudur.
Teorem 2.20 (i) qu ‘nin her elemaninin minimal polinomu vardir ve tektir. Bu polinom

IF, tizerinde indirgenemezdir.

(i) Eger monik indirgenemez bir M (X) e F,[X] polinomunun « €[, kokii varsa bu
polinom « ’nin minimal polinomudur.

Tanim 2.19 n ve g aralarinda asal olsunlar. g nun modiilo n’ye gore dairesel koseti

(cyclotomic coset) asagidaki sekilde tanimlanir:
C. ={(i-g'(modn)) el :j=0,1..}. (2.5)

Eger Cil,...,Cit ’ler fakli ve Utj:lCij =0, ise {i,...,i,}< ) alt kiimesi, g ’nun modiilo
n’ye gore dairesel kosetlerinin tiim kiime gosterimi olarak isimlendirilir.
Ornek 2.7 Modiilo 15’e gére 2 nin dairesel kosetleri bulunsun.

C,={0} C ={L248 C,={36912} C,={510} C,={7,11,1314}



C, =C,=C,=C;’dir. Benzer sekilde diger esitliklerde soylenebilir. Buradan
{0,1,3,5,7} kiimesi 2’nin modiillo 15’¢ gore dairesel kosetlerinin tiim kiime
gosterimidir.

Teorem 2.21 «, ]qu ’nin ilkel elemani olsun. &' ’nin minimal polinomu

MOx) =T](x-a’) (2.6)

=
seklindedir. Burada C,, q’nun modiilo q™ —1’e gore tek dairesel kosetidir.

Ornek 2.8 o, 2+ x+x* e F,[x] polinomunun k&kii olsun. Buradan,

2+a+a’ =0

yazilir. Hem « *nin minimal polinomu hem de «®’iin minimal polinomu 2+ X + x*dir.

Cilinkii

2+’ +a’ =2+a(@?)+ (@) =2+a(l+2a)+(a®) =2+ a+2a” + ()’
=2+a+2(+2a)+ (%) =2+a+2+a+(a®)’ =2+(2+2a)+(2+2a)’
=2+2+2a+1+2a+a’ =2+a+a’ =0

o’ ’nin minimal polinomuna bakilirsa,

M @ (x) :H(X—aj) =(x—a?)(x-a®)=a® —(a* +a®)x+X*

a® =1 <dir. M@ (x)’i bulmak i¢in a®+a® bulmak yeterlidir. 2+a+a?=0 esitligi

kullanilirsa,
d+a’=0l-a)+l-a)i’=2-a-ad’=2-a-all-a)=2-2a+a’*=0
Buradan o ’nin minimal polinomu 1+ X oldugu ¢ikar. Benzer sekilde «°’in minimal

polinomu 2+ 2x+ x*oldugu elde edilir.
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Teorem 2.22 n pozitif bir tamsay1 olmak tizere ebob(g,n)=1 olsun. m, n|(q" -1)

saglayacak sekilde pozitif bir tamsayr olsun. &, F,’in ilkel eleman ve M 9 (x)

o' nin minimal polinomu olsun. {s,..,s} modilo n’ye gére q’nun dairesel
kosetlerinin tiim kiime gosterimi olsun. O halde x" -1 polinomunun, I, uzerinde

monik indirgenemez polinomlarin ¢arpimi seklinde yazilis1 vardir:

t
_ (q"-)s,/n)
X" —1= 1_1[ M (X). e

Sonu¢ 2.23 n pozitif bir tamsay1 olmak iizere ebob(g,n)=1 olsun. x" —1’in monik
indirgenemez carpanlarinin sayisi modiilo n’ye gore ¢ ’nun dairesel kosetlerinin

sayisina esittir [16].

2.2 Sonlu Cisimler Uzerindeki Vektor Uzaylar

Tamm 2.20 F, sonlu bir cisim olsun. F, iizerinde tanimh V kiimesi bostan farkli ve

elemanlar1 arasinda toplama ve ¢arpma islemi saglansin. Eger V kiimesi asagidaki

ozellikleri saglarsa [, iizerinde vektér uzayi olarak isimlendirilir [16].
Tim u,v,wWeV ve A, ue F, olmak iizere,

i. u+veV
i. U+V)+w=u+(Vv+w)
iii. Tim V€V icin 0+v=v+0=V olacak sekilde 0 € [F var,
iv. Tim Ue€V igin u+(-u)=(-u)+u=0 olacak sekilde —U €V var,
V. U+Vv=v+u
vi. AveV
vii. AU+V)=Au+Av,(A+ 1)u = Au+ uu
viii.  (Ag)u=A(uu)

ix. 1, IF‘q nun ¢arpimsal birimseli iselu =U.
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]Fq”, elemanlart [F,’de olan n uzunlugunda tim vektorlerin kiimesi olmak iizere

asagidaki sekilde tanimlanir:

Iy ={(v1,v2,...,vn) LV, e]Fq}.

F; igin vektor toplam V=(V,,V,,..,V,) ey ve w=(W,W,,..,W,) el olmak

uzere

VW= (V) + W,V +W,) € FY

seklinde tanimlanir. Fy igin skaler ¢arpim ise V= (V,V,,...,V,) € F ve Ae IF, olmak

uzere

AV = (AVy, ..., AV.) eIFq”

olarak tanimlanir.

0=(0,0,...,0) e ]Fq“ ’de sifir vektor olarak tanimlansin.

Ornek 2.9 Asagidakiler [, tizerinde tamiml vektdr uzaylaridir.

(i) C =Ty ve C, ={0}.
(i) (q=2) C,={(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1L,1,1,1)}.
(i) @=3) C,={(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)}.

Bundan sonra (V;,V,,...,V,) vektorii V,V,...V, olarak yazilacaktir.

Tamm 2.21 C, vektor uzayr V ’nin bir alt kiimesi olsun. Eger C, V ’deki toplama ve

carpma islemine gore kendi basina bir vektor uzay1 ise C ’ye V ’nin alt uzay denir.

Onerme 2.24 C, IF, tzerinde tanimli V vektdr uzayinin alt kiimesi olsun. Asagidaki

denklik saglanir:

C altuzaydir < X,y eC ve 4, ueF, igin Ax+uyeC.
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Tamm 2.22 V, F, lizerinde tamiml vektdr uzay olsun. 4,,..., 4, € I, skalerler olmak

lizere V;,V,,...,V, €V vektérlerinin lineer kombinasyonu 4V, +...+ AV, seklindedir.

Tamm 2.23 V , F, tzerinde tamimli vektdr uzay olsun. Eger

AV, 4ot ANV, =0=> 2 ==, =0

ise (V,,V,,...,V.) vektdr kiimesine lineer bagimsiz denir.

Eger kiime linecer bagimsiz degilse lineer bagmmh olarak isimlendirilir. Yani

Ay A €, skalerlerden en az bir tanesi sifirdan farkli olmak {izere

AV, +..+ A4V, =0

saglaniyorsa (V;,V,,...,V,) vektdr kiimesi lineer bagimlidir denir.
Ornek 2.10 (i) {(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)} kiimesi lineer bagimsizdur.

(i) {(0,0,0,1),(1,0,0,0),(1,0,0,1)} kiimesi lineer bagimlidir.

Tamm 2.24 V , F, iizerinde taniml vektdr uzay olsun ve S = {Vl, ...,Vk} , V ’nin bostan

farkl bir alt kiimesi olsun. S ’nin (lineer) iireteci
(Sy={Av,+..+ 4V, : 4 €F,}

seklinde tanimlanir. Eger S=4 ise <S> = {O} ile tanimlanir. <S>, V ’nin alt uzayidir

ve S tarafindan tiretilmis alt uzay olarak isimlendirilir.

Ornek 2.11 q=2 ve S ={0001,0010,0100} olmak iizere

(S) ={0000,0001,0010,0100,0011,0101,0110,0111}.

Tammm 2.25 V ]Fq tizerinde tanimli vektor uzay ve B = {vl,...,vk}, V ’nin alt kiimesi

olsun. Eger V = <B> ve B lineer bagimsiz ise B ’ye V i¢in taban denir.
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Tanim 2.26 B :{Vl,...,vk}, V ’nin tabani olsun. Herhangi bir vektér veV B ’deki
vektorlerin lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii sekilde yazilir. Yani, 4,...,4 € IFq
icin

V=AV, +AV,..+ 4V, .

Tamm 2.27 V, F, lzerinde tanimli vektdr uzay olsun. V birden fazla tabana sahip

olabilir. Ancak tiim tabanlar ayni sayida eleman sayisina sahiptir. Bu sayr V ’nin

boyutu olarak isimlendirilir ve dim(V) ile gosterilir.

Teorem 225 V, T, iizerinde tanimh vektdr uzay olsun. Eger dim(V)=k ise

asagidakiler saglanir:

(i) V, g* elemana sahiptir.
vy Lk,
(i) V 'nin EHM (9“—q') fakli tabani vardir.

Ornek 2.12 q=2, S ={0001,0010,0100} ve V =(S) olsun. O halde,

V ={0000,0001,0010,0100,0011,0101,0110,0111}

S lineer bagimsizdir ve dim(V)=3. V igin farkl taban sayisi,

1 y4k1,mk min 1,03 3 3 a2
Y i:0(2 —2)25(2 -D(2°-2)(2°-2°)=28.

Tamm 2.28 V= (V;,V,,...,V, ), W= (W, W,,..., W, ) € F{" olsun.

(i) v ve W ’nin skaler ¢carpimi (i¢ ¢arpim) asagidaki sekilde tanimlanir:
V-W=VW +--+V W e

(if) Eger v-w=0 ise v ve w vektorleri diktir (orthogonal) denir.

(iii) S, F; ’nin bostan farkli alt kiimesi olsun. S ’nin ortoganal tiimleyeni

SJ'Z{VE]FanV-SZO,VSES}
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olarak tanimlanir. Eger S = ise S* = F, .

Ornek 2.13 q=2 ve n=4 olsun. u=(1111), v=(1110) ve w=(10,0,1) icin

u-v=11+1-1+1-1+1-0=1
u-w=1.1+1-0+1-0+1-1=0
v-w=1.1+1-0+1-0+0-1=1

u ve w ortogonaldir.

Teorem 2.26 S, IE‘q” ‘nin alt kiimesi olsun. Asagidaki saglanir:

dim((S>)+dim<<Sl>) =n.
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BOLUM 3

KODLAMA TEORISIi

3.1 Giris

Haberlesme sistemleri ve veri depolama aygitlari gibi bilgi araclari, parazitler yliziinden
cok giivenilir degildir [16]. Bilginin parazitli kanallar boyunca giivenilir sekilde iletimi
dijital bilgi ve haberlesme araclarinin temel gereksinimidir. Buradaki iletim, hem
boslukta iletim (mobil radyo kanallar1 gibi) hem de zaman iginde iletim (herhangi bir
anda depolanmig bilginin bir siire sonra alinmasi) olarak anlasilmalidir. Bu
gereksinimden dolayr modern haberlesme sistemleri ¢ok giiglii kanal kodlama
metodolojilerine bagli durumdadir. Pratik uygulamalarda bu kodlama teknikleri
yalnizca kanalda tanimlanan hatalar1 bulma veya diizeltme kapasitelerine gore iyi
kodlama karakteristigine sahip olmas1 yetmez. Hizli bir sekilde uygulanabilir olmalidir.
Ornegin; dijital donanimlardaki birlesik devrelerde (integrated circuit) oldugu gibi.
Kanal kodlarinin uygulamalar1 bosluk ve uydu haberlesmesi, veri iletimi, dijital ses ve
video yayimlar1 ve mobil haberlesmeleri igerir. Bunlara ek olarak bilgisayar hafizalar

veya yogun (compact) disk gibi depolama sistemleri de sayilabilir [20].

3.2 Veri - iletim Kodlarinin Tarihi

Veri-iletim kodlarinin tarihi, 1948’de Claude Shannon tarafindan yazilan meshur
makale ile basladi. Shannon’un gosterdigi herhangi bir iletisim kanali veya depo kanali
ile iliskilendirilmis ve bu kanalin kapasitesi olarak adlandirilan bir C sayis1 (bit/saniye
olarak olciiliir) asagida belirtilen éneme sahiptir. iletisim ve depolama sistemleri igin
gerekli olan bilgi iletim hizi (oran1) R ‘nin (bit/saniye) C’den az oldugu durumlarda data-
iletim kodlar1 kullanilarak, ¢ikis hatalari ihtimalinin istenilen kadar kii¢iik oldugu

kanallar icin iletisim sistemleri tasarlamak miimkiindiir. Aslinda, Shannon’un bilgi

16



teorisinin en 6nemli sonuglarindan biri kodlanmamis modiilator-demodiilator kullanarak
ham hata oranimi (the raw error rate) ¢ok iyi yapmaya ¢aligmanin gereksiz oldugudur.
Gugli data-iletim kodlarinin kullamimi hem daha ucuz hem de sonug¢ olarak daha

verimlidir.

Ne var ki, Shannon, uygun kodlarin nasil bulunacagini bize sdylemiyor. Shannon’un
katkis1 bu kodlarin var oldugunu ispatlamak ve onlarin rollerini tanimlamak olmustur.
1950’ler boyunca istenilen rastgele hata olasiliklarini tiretecek kodlarn elde
edilebilmesi i¢in gereken belirgin yapilarin bulunmasi igin biiyiik ¢aba sarf edildi. Fakat
ilerlemeler yetersiz kaldi. 1960’larda bu iddiali hedefi ger¢eklestirmek icin daha az caba
sarf edildi. Bunun yerine kodlama caligmalar1 daha genis zamana yayilarak iki ana yola

boliinmuistiir.

Ik yol daha cebirseldir ve dncelikli olarak blok kodlarla alakalidir. ilk blok kodlar 1950
yilinda Hamming tek-hata-diizelten blok kod siniflarini tanimlamasiyla ortaya ¢ikmustir.
Bundan kisa bir siire sonra, Muller (1954) c¢oklu-hata-diizelten kod siniflarini
tanimlamistir ve Reed de ayni yil bu kodlar1 dekodlayan (¢6ziimleyen) algoritmalari
vermistir. Hamming kodlar1 ve Reed-Muller kodlar1 ne yazik ki Shannon tarafindan
vaat edilen ¢ok giiclii kodlara nazaran zayiftilar. Yiiriitiilen titiz arastirmalara ragmen
1960’larin sonuna kadar daha iyi bir kod sinifi bulunamamistir. Bu siiregte kisa blok-
uzunlukta kodlar bulunmus fakat genel bir teori olusturulamamistir. Biiyiik ilerlemeler
Bose ve Ray-Chaudhuri’nin (1960) ve Hocquenghem’in (1959) biiyiik bir ¢oklu-hata-
diizelten kod smifi (BCH kodlar1) ve Reed ve Solomon’un (1960), ayn1 zamanda bu
calismalardan bagimsiz olarak Arimoto’nun (1961) bu kod smifi ile baglantili iki
elemanli olmayan (nonbinary) kanallar i¢in bir kod smfi gelistirmesi ile
gerceklesmistir. Gelistirilen bu kod siniflar1 en 6nemli kodlar arasinda yer almakla
birlikte, konunun teorisi o zamandan beri siirekli gili¢lendirilmektedir ve yeni kodlar

kesfedilmeye devam etmektedir.

BCH kodlarinin kesfi kodlayici (encoder) ve dekoder yapabilmek i¢in gereken donanim
ve yazilm gelistirilmesi igin pratik metotlarin arastirilmasina sebep olmustur. Ilk iyi
algoritma Peterson (1960) tarafindan bulunmustur. Sonra, Berlekamp (1968) ve Massey
(1969) tarafindan dekodlama ic¢in giiglii birer algoritma gelistirilmistir ve bu
algoritmanin gerceklestirilmesi yeni dijital teknolojinin ortaya ¢ikmasiyla miimkiin

olmustur. Simdi degisik kod ve uygulamalara uyan birgok ¢esit algoritma vardir.
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Kodlama arastirmalarinda ikinci yol daha c¢ok olasilikla ilgilidir. En iyi kodlar
bilinmemesine ragmen ilk arastirmalar en iyi blok kod ailelerinin hata olasiliklarinin
tahmin edilmesine yonlendirildi. Bu ¢alismalarla iligkili olarak olasilik bakis agisindan
kodlama ve dekodlma islemleri anlasilmaya ¢alisildi ve bu c¢abalar sirali dekodlama
(sequential decoding) kavramini ortaya ¢ikardi. Sirali dekolama, bir agagla gosterilen ve
bu agaci arastiran algoritmalarla dekodlanan sonsuz uzunluktaki non-blok kod
siniflarini gerektirmistir. En kullanish agag¢ kodlar1 konvoliisyonel kodlar (convolutional
codes) olarak adlandirilan oldukga yapilandirilmis kodlardir. Bu kodlar, data dizisinde
konvoliisyon islemi gerceklestiren lineer degistir-kaydol (shift-register) devreleri
tarafindan olusturulur. Konvoliisyonel kodlar 1950’1 yillarin sonlarinda basariyla sirali
dekodlama kodlar tarafindan dekodlanmistir. Bu kodlar1 dekodlayan ve daha basit bir
algoritma olan Viterbi algoritmasinin 1967 senesine kadar gelistirilememis olmasi
oldukga sasirticidir. Viterbi algoritmasi orta karisikliktaki konvoliisyonel kodlar igin

genis bir poplilarite kazand1 fakat daha giiglii konvoliisyonel kodlar i¢in kullanigsizdir.

1970’ler boyunca, bu iki arastirma yolu bazi noktalarda birlesirken bazi noktalarda
birbirlerinden  ayrilmiglardir.  Konvoliisyonel — kodlarin  cebirsel  teorilerinin
gelistirilmesine konuya yeni bir bakis acgis1 getiren Massey ve Forney tarafindan
baslandi. Blok kodlar teorisinde, uzun blok-uzunluklu iyi kodlar (good codes)
olusturabilmek i¢in semalarin kullanilmasi 6nerildi. Baglantili kodlar (Concatenated
codes) Forney (1966) tarafindan tanimlandi ve Justesen baglantili kod fikrini iyi
performansli ve tamamen yapisal uzun blok kod smiflarinin olusturulmasi igin kullandi.
Ayni zamanda, Goppa 1970 yilinda, 1yi kodlarin nasil tanimlanacagin1 séylememesine

ragmen kesinlikle iyi kodlar i¢eren bir kod sinifi tanimladi.

1980’ler yeni dizayn edilmis dijital iletisim ve depolama sistemlerini siklikla kullanan
kodlayict (encoder) ve dekodlayicinin (decoder) varligina sahitlik etti. Bu konuda en iyi
ornek, cifte bayt hatalari diizeltmek icin basit Reed-Solomon kodlarmi kullanan
kompakt disklerdir. Reed-Solomon kodlar1 ayn1 zamanda siklikla manyetik teyp
stiriciileri, net modemleri ve simdi de dijital video disklerinde kullanilmaktadir.
Telefon-hathh modem gibi diger uygulamalarda, cebirsel kodlarin rollerini,
Ungerboeck’in (1982) trelis-kodlu (trellis-coded) modiilasyonu gibi Oklid-uzay kodlar
almistir. Bu metotlarin basarisi, Oklid uzaklik tabanli cebirsel olmayan kodlarin dizayni
izerine daha fazla caligma yapilmasina sebep olmustur. 1980°ler bilgi-iletim kodlarinin

genis bir alanda kullanimlar ile sona ermistir. Ayn1 zamanda, matematikgiler, cebirsel
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geometri konusunun Hamming uzakligini temel alan iyi kodlar1 arastirmaya basladilar

ve bu noktada git gide daha da biiyiiyen teoriksel bir gelisim dalgasi baslamis oldu.

1990’lar kodlama, sinyal isleme ve dijital iletisim arasindaki duvarlarin giderek
kayboldugu yillar oldu. Turbo dekodlama kavraminin gelismesi ve buna eslik eden
Berrou (1993) kodlar1 bu donemin ana olaylar1 olarak goriilebilir. Bu olanlar, genis bant
kanallar1 iizerinden iletisim ic¢in en az Ungerboeck’in bir onceki on yilda limitli bant
kanallar1 iizerinden iletisim ig¢in yaptiklar1 kadar etkili olmustur. Biiyiik ikili kodlarin
kolay-karar verme (soft-decision) dekodlamas1 i¢in kullanilan “iki-Yol Algoritmas1”
gibi pratik tekrarlayan algoritmalar, Shannon tarafindan vaat edilen performansin
yakalanmasina artik olanak saglamaktadir. Ungerboeck ve Berrou kodlari, onlarin
Oklid-uzay dekodlama algoritmalart ile birlikte, halen hizli bir gelisim igerisinde olan
ve modiilasyon teorisi ile bilgi-iletim kodlari1 konulari arasinda yer alan bir kisim
teknikleri olusturmustur. Shannon’un vaat ettigi kodlar i¢in halen c¢alismalar

gerekmektedir.

Bu on yil ayrica cebirsel egriler iizerinde tanimlanan biiyiik ikili-olmayan kodlarin zor-
karar verme (hard-decision) dekodlamasi igin kullanilan algoritmalarin gelistirilmesine
de sahitlik etmistir. Hermityen kodlar olarak bilinen kodlarin dekoderleri artik
mevcuttur ve bu kodlar yakinda ticari iirlin olarak temin edilebilecektir. Ayn1 zamanda,

konunun kokleri zengin matematik topraginin derinliklerine dogru biiyiimeye devam

etmektedir [21].

3.3 Haberlesme Sistemleri

Haberlesme sistemleri, veri kaynagini veri kullanicisina bir kanal yoluyla baglar.
Mikrodalga baglantilar, es eksenli (coaxial) kablolar, telefon devreleri, manyetik ve
optik diskler kanallara ornektir [21]. Sekil 3.1 bir haberlesme sisteminde bilginin

kaynaktan (source) alictya (receiver) kanal vasitasiyla iletimini gdstermektedir [19].

Kodlama Teorisi genel olarak kaynak kodlama (source coding) ve kanal kodlama
(channel coding) olarak tanimlanir [16]. Kaynak kodlamanin iki rolii vardir. Birincisi,
kaynak ciktis1 ile kanal girdisi arasinda doniistiiriicii vazifesi gormektedir. Yani kaynak
mesaj1, kanala uygun koda ¢evirmektedir. Ornegin, kaynaktan aliciya iletilecek bilgi
analog sinyallerden olusuyor iken kanal dijital verileri aliyor olsun. Kodlama sathasinda

analogdan-dijitale doniisiim gerceklesecektir. Ve dekodlama safthasinda da tersine
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dijitalden-analoga doniisiim gerceklesecektir. Ikincisi, kaynak kodlama, iletim
uzunlugunun ekonomik olmasi i¢in kaynak c¢iktisin1 (output) stkistzrir (COMpress).
Kanalin diger ucunda kaynak dekodlamasinda ise alinan sinyal veya dizi genisletilir.
Bazi uygulamalarda ¢oziicii (dekoder) alinan veriyi orijinali ile eslesmesi i¢in onarir ve
sikistirma kayipsiz (lossless) olarak nitelendirilir. Ses ve goriintii iletimi gibi bazi
uygulamalarda ise, orijinal ve onarilmis veri arasinda bazi farkliliklara -bozulmalara-

izin verir ve sikistirma kayipli (lossy) olarak nitelendirilir [19].

Kaynak Kaynak Kanal
Kodlama Kodlama
v
Kanal
Alici Kaynak Kanal
Dekodlama Dekodlama

Sekil 2. 1 Haberlesme Sistemi

Ornek 3.1: Kaynak kodlamaya 6rnek ASCII kodlardir. Her bir karakteri 8 bitlik byte’a

gevirir.
Ornek 3.2: Elma, muz, kiraz ve iiziim asagidaki sekilde kaynak kodlansin:
elma — 00, muz — 01, kiraz— 10, {izim — 11

00 olarak kodlanan ‘elma’ mesaji parazitli bir kanaldan iletilsin. Mesaj bu kanalda
bozulsun ve 01 alinsin. Alict mesajin bozuldugunu fark edemeyebilir ve bu haberlesme

basarisiz olur.

Fiziksel ve miihendislik kisitlamalardan dolayr kanallar miikemmel degillerdir.
Parazitler veya noksanliktan dolayr kanallara giren mesaj ile ¢ikan mesaj arasinda
farkliliklar olabilir. Kanal kodlamanin esas gorevi bu kisitlamalarin iistesinden

gelmektir ve kaynak ile alic1 arasinda olabildigince saydam olmaktir [19].

Kanal kodlama, mesaj1 kaynak kodlamadan sonra tekrar kodlayarak yapilmaktadir. Bu
sekilde hatanin bulunmasi ve diizeltilmesi saglanir [16].
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Ornek 3.3: Ornek 3.2 deki mesajlara 1 bit eklenerek kanal kodlama asagidaki sekilde

yapilsin:
00 — 000, O01—011, 10—101, 11—110

Kaynak ve kanal kodlamasindan sonra 000 seklinde kodlanan ‘elma’ mesaji, 1 hata
olusturan kanaldan iletilsin. Alictya 100, 010, 001 kodlarindan birisini ulasacaktir. Bu
kodlardan higbiri yukarida tanimlanan elma, muz, kiraz, {iziim mesajlarindan birine ait

olmadigi i¢in hata bulunmus olur.
Kanal kodlamadaki amaglar su sekilde siralanabilir [16]:

Mesajlart hizli kodlama,
Kodlanmis mesajlar1 kolay sekilde iletme,
Alinan mesajlar1 hizli sekilde dekodlama,

Her bir saniyede maksimum bilgi transferi,

o B~ w0 DB

Azami hata bulma ve hata diizeltme kapasitesi.

Tanmm 3.1 A:{ai,az,...,aq} kiimesi sonlu bir kiime olsun. A kiimesi kod alfabesi
olarak isimlendirilir. C < A kiimesine ’lu kod denir. C’nin elemanlarina da kodsozler
denir [22].

Ornek 3.4: Z, ={0,1} kiimesi bir kod alfabesidir. C ={00,01,10,11} ise ikili koddur.
10 € C bir kodsozdiir.

En ¢ok kullanilan alfabe Z, alfabesidir. [, lizerinde olusturulan kodlara ikili kodlar
(binary codes) denir. [J, alfabesi iizerindeki kodlara da iiclii kodlar (ternary codes)
denir.

Tanim 3.2 S = {Sl, ST Sq} sonlu bir kiime olsun. S kiimesine kaynak alfabesi (source

alphabet) denir. C bir kod olsun. f :S — C bijektif fonksiyonuna kodlama fonksiyonu

denir.

Kodlama fonksiyonu bijektif (birebir, drten) oldugundan kaynak alfabedeki her sembol
(source symbol) yalnizca bir kodséze gider. Yani her bir kod s6z kaynak sembollerle

ilgilidir. Bu da kods6z dizilerini ¢6zmede (decode) olanak saglar [22].
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Ornek 3.5: Alfabedeki 26 harf su sekilde kodlansin; Kaynak alfabesi S ={a,b,..., 7},
kod alfabesi A={0,1,..,9} ve kod C={00,0101..,25} olsun. f:S—>C sdyle
tanimlansin:

f(a) = 00 f(b) =01 f(c) =02 f(d) =03 fe) =04

f(f) =05 f(g) =06 f(h) = 07 f(i) = 08 f(j) =09

f(k) = 10 f()=11 f(m) =12 f(n) =13 f(o) =14

f(p) = 15 f(q) = 16 f(r) =17 f(s) =18 f(t) =19

f(u) = 20 f(v) =21 f(v) =22 f(x) =23 fly) =24

f(z) =25

Bu kodlama fonksiyonu herhangi bir mesaji kodlamada kullanilabilir. Ornegin;

math is fun — 120019070818032013

Her bir kodsoz i¢in iki rakamli sayilar kullanilmasinin 6zel bir amaci var. Eger kod
C'={0,1,2,...,9,10,11,...,25} kullanilmis olsaydi teklik problemi olusurdu. Oregin

1019 kodu birkag farkli mesaj seklinde sonuglanirdi;

bat — 1019 babj — 1019 kt — 1019

Tamm 33 A={a,a,,..a,} kod alfabesi olsun. i=1.,q ve weA olmak

tizereW=W,W,..w, dizisine n uzunlugunda Q’lu sé6z denir. Burada w, (W,,...,W,)
vektorii olarak diistintilmelidir [16].

Tanmm 3.4 C bir kod olmak iizere tiim kodsozleri n uzunlugunda ise C’ye n

uzunlugunda blok kod (block code) denir.

Ornek 3.6: Giinliik hayatta ¢okea karsilasilan uluslararas1 kitap numaras1 (ISBN) 10
uzunlugunda bir blok koddur. (Sembollerin arasindaki kisa ¢izgiler optik yonlendirme
oldugundan okunmamaktadir) Kod alfabesi 11 sembolden olusmaktadir: 0, 1, 2, ..., 9
ve X (okunusu: on). Ornegin; Lin ve Costello’ nun (1983) kitap numarasi asagidaki
gibidir:

ISBN 0-13-283796-X
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[Ik numara 0 iilkeyi (ABD), 13 yaymmciyr (Prentice-Hall) ve sonraki alti basamakta
yayimci tarafindan verilen kitap numarasini gostermektedir. Son sembol ise kontrol
semboliidiir ve se¢ilisi ISBN kodsozleri aa,...a,, olmak iizere

10

Z“iaﬂ_i =10a, +9a, +8a, +...+ 23, + a,,

i=0

toplamin1 11°in kat1 yapacak sekildedir. Ornegin yukaridaki ISBN ele alinirsa ,

10x04+9x1+8x3+7x24+6x8+5x3+4x7+3x9+2x6+1x10=132=11x12.

Tamim 3.5 C deki kodsozlerin sayisina C’nin biiyiikliigii denir ve |C| olarak gosterilir.

Tamm 3.6 n uzunlugundaki bir C kodunun iletim oran1 (information rate) (Iogq |C|) /n
olarak hesaplanir.
Tamim 3.7 Uzunlugu n, bityiikliigii M olan kod (n, M)-kod olarak isimlendirilir [16].

Ornek 3.7 F, ={0,1} kod alfabesi olsun (q=2).

(i) C = {OO, 01,10,11} kodu (2,4)-koddur. Iletim oran1 log,4/2 = 1°dir.
(ii) C,={000,011,101,110} kodu (3,4)-koddur. fletim orani 2/3’tiir.

(iii) C, ={000,111} kodu (repetition code) (3,2)-koddur. fletim oran1 1/2"dir.

A={a1,a2,...,aq} kiimesi bir haberlesme kanalinin kod alfabesi olsun. Bu kiimeden
alinan herhangi bir @ sembolii kanaldan a; olarak ¢ikabilir. Farkli bir zamanda ise &
girdisi a, olarak da kanaldan ¢ikabilir. Haberlesme kanalinin bu o&zelligi, sarth
olasiliklar kiimesi P(a; alman | a, gonderilen)’dir (Burada a; gonderilen, a; alinan

mesaj). Bu olasiliklara kanal olasiliklar: denir [22].
Tamm 3.8 Haberlesme (iletisim) kanali, sonlu bir A= {al,az,...,aq} kanal alfabesi ve

asagidaki denklemi saglayan iletilen kanal olasiliklarindan olusan yapidir.

q
P(a; ahnanl a, gonderilen) =1. (3.2)
j=1
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Tanim 3.9 Bir haberlesme kanalinda bir iletisim ¢iktisi, bir dnceki ¢iktidan bagimsiz ise

bu kanala hafizasiz (memoryless) denir. Yani X = XX,..X, ve ¢ = CC,..C,, N
uzunlugunda sézler olsunlar. Gonderilen € ve alinan X’in olasilig1

P(x alinan |c gonderilen)= [] P(xalnan | c; gonderilen). (3.2)

i=1

carpimindan olusur.

Haberlesme kanallar1 bir¢ok yolla tanimlanabilir. Bunlardan bir tanesi de graf insa
etmektir (Sekil 3.2). Sekilde, sag ve sol tarafta her bir kod sembolii igin birer diigiim
gosterilmistir.  Sol taraftaki her bir digiim bir kenar ile sagdaki diigiimlere

baglanmaktadir [22].

Ci o 0 C
C2 e e C
Ci o »® Cj
Cq ® e Cq

Sekil 3. 2 Graf Ornegi

Tamm 3.10 Kanal alfabesinin biiytikliigli g olan hafizasiz g-lu simetrik kanal su sekilde

tanimlanir:

(1) Gonderilen her bir semboliin olasiligr p (<1/2), hata olarak alinan sembol
ile aynidir,

(i) Eger alinan sembol hatali ise, -1 semboliin her biri ayn1 hata olasiligina
sahiptir.

Ozel olarak ikili simetrik kanal (BSC), kod alfabesi {0,1} olan hafizasiz kanaldir ve

kanal olasiliklar1

P(1 alinan | 0 gonderilen) = P(0 alinan | 1 gonderilen) = p, (3.3)

P(1 alinan | 1 gonderilen) = P(0 alinan | 1 gdnderilen)=1—p. (3.4)
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BSC de her bit hatanin olasilig1 p’dir ve gegis olasthgi (crossover probability) ismini
alir [16] (Sekil 3.3).

1 »- 4
1-p
GONDERILEN ALINAN

Sekil 3. 3 ikili simetrik kanal (binary symmetric channel (BSC))

Ornek 3.8: {000,111} kodundan alinan kod sozler, gegis olasiligt p =0.05 olan BSC

tizerinden gonderilsin. Alman mesaj 110 olsun. Gonderilen kodsoziin hangisi oldugu

bulunmak istenirse:

P(110 alinan | 000 gonderilen) = P(1 alinan | 0 gond.)* x P(0 alman | 0 gond.)
= (0.05)% x (0.95) = 0.002375

P(110 alinan | 111 gonderilen) = P(1 alinan | 1 gnd.)® x P(0 alinan | 1 gbnd.)
= (0.95)% x (0.05) = 0.045125

Ikinci olasilik birincisinden daha biiyiik oldugu igin 111 biiyiik olasilikla gdnderilen

mesajdir.
3.4 Dekodlama

3.4.1 Dekoder

C, F alfabesi iizerinde bir (n, M)-kod olsun. D: F" — C fonksiyonuna dekoder (kod

c¢oziicii) denir. D fonksiyonunun dekodlama hata olas:/igi Pe ile gosterilir ve

Perr(C) = Z P (y alinan | ¢ gonderilen)

y:D(y)#c
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olmak lizere

err err

P :nCLaCxP (c) (3.5)

dir. Burada Per(C), ¢ kodunun hatali dekodlanma olasiligini géstermektedir [19].

Ornek 3.9: C kodu ikili (3,2) tekrarli kodu olsun ve gegis olasilig1 p olan bir BSC’den
gonderilsin. D: {0,1}° — C dekoderi sdyle tamimlanir;

D(000) = D(001) = D(010) = D(100) = 000
D(011) = D(101) = D(110) = D(111) = 111

Perr olasiligy, iki ve daha fazla hatanin olasiliklarina esittir:
3 2 3 3
Perr = Pen’(OOO) = Perr(lll) = 2 p (1_ p) + 3 p

:3p2 _3p3+ p3
=p2p-DA-p)+p.

3.4.2 Maksimum Olasilikla Dekodlama

Bir C kodunun kodsozleri bir haberlesme kanalindan gonderilsin. Eger bir X kodu

alinmis ise € € C igin kanal olasilig1
P(x alinan | c gonderilen)
hesaplanabilir. Maksimim olasilikla dekodlamada (maximum likelihood decoding

(MLD)) kural, dekodlanan mesajin maksimum olasilikli ¢ €C koduna esit olmasidir.

Yani cy biiyiik olasilikla génderilen kodsozii gostermek tizere [16];

P(x alinan | Cx gonderilen) = max P(x alinan | ¢ gonderilen). (3.6)

Ornek 3.10: {000, 111} kodunun kodsézleri, gegis olasiligi p = 0.01 olan ikili simetrik
kanaldan gonderilsin. Mesajin dogru alinma olasiligi 1-p = 0.99 olur. Kanal ¢iktis1 100

olsun. Kanal olasiliklari;

P(100 alinan | 000) = P(1 alinan | 0 gonderilen) x P(0 alinan | 0 gijnderilen)2
= (0.01)(0.99)? = 0.009801.
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P(100 alinan | 111) = P(1 alinan | 1 gonderilen) x P(0 alinan | 1 g(inderilen)2

= (0.99)(0.01)? = 0.000099.
Ilk olasilik ikincisinden daha biiyiik oldugu icin maksimum olasilikla dekodlama
kuralina gore 100 kodsozi, 000 olarak dekodlanir.
Maksimum olasilikla dekodlama iki ¢esittir [16]:

Q) Tam Maksimum Olasilikla Dekodlama. Alinan X soziine karsilik en
biiyiik olasilikli kods6z bulunur. Eger bu kodsdzden birden fazla varsa keyfi
olarak birisi segilir.

(i)  Eksik Maksimum Olasilikla Dekodlama. Alman X soziine karsilik en
biiyiik olasilikli kods6z bulunur. Eger bu kodsézden birden fazla varsa tekrar

iletim istenir.

3.4.3 Hamming Uzakhg:

X=XX,..X, V& Yy=Y,¥,..y,, bir A alfabesinin n uzunluklu iki sozii olsun. X ve y

sozlerinin birbirinden farkli bilesen sayisina Hamming uzakhg denir ve d(x, y) ile

gosterilir [16]. Yani;

L #Y,;

d(Xi'yi):{O X =y

olmak tizere
d(x,y) =d(x, y,) +d(X,, y,) +---+d(X,, Y,) 3.7
bigimindedir.

Ornek 3.11: (i) A= {0, 1}, x = 01010, y = 01101, z = 11101 olsun.
d(x,y) =3, d(y, z) =1, d(z,x)=4
(i) A={1,2,3,4}, x=1234,y =1423, z = 3214 olsun.

d(x,y) =3, d(y, z) = 4, d(z,x)=2
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Onerme 3.1 X, y, Z n uzunlugunda sozler olsun [16].
(i) 0<d(x,y)<n
(i) dx,y)=0 <x=y
(i) d(x,y)=d(y, x)
(iv)  d(x,2) =d(x,y) +d(y. 2).
Ispat: (i), (ii), (iii) Hamming uzaklig1 tanimindan agiktir. Formiil (3.7)’de n = 1 i¢in

X = z almirsa d(X, z) = 0 oldugundan (iv) saglanir. Eger X # z alinirsa y # X ve y # Z

oldugundan (iv) saglanir.

3.4.4 En Yakin Komsu Dekodlamasi

C kodunun sozleri bir iletisim kanalindan gonderilsin ve bir X sézii alinsin. En yakin
komsu dekodlamasinda ( Nearest Neighbor Decoding) kural, ck, x kodunun dekodu

olmak tizere d(X, Cx)’in minimum olmasidir [16]. Yani ¢ € C olmak iizere,

d(x, cx) = rplcn d(x, c). (3.8)

Ornek 3.12: C = {0000, 0011, 1000, 1100, 0001, 1001} kodu ele alinsin. C kodundan

alinan kodsozler BSC {iizerinden gonderilsin. X = 0111 s6zii alinsin.
d(0111, 0000) =3, d(0111,0011)=1, d(0111, 1000)=4, d(0111,1100)=3
d(0111, 0001) =2,  d(0111, 1001) =3.

En yakin komsu dekodlamasi uygulanirsa X, 0011 kodsozii olarak dekodlanir.

3.5 Kod Uzakh@

Tamim 3.11 C kodu en az iki kodsoz igersin. C’nin minimum uzakhgi d(C) olarak

gosterilir ve d(C)

d(C) =min{d(X,y): x,yeC,x#y} (3.9)

ile verilir.

Tamim 3.12 Bir kodun uzunlugu n, biyiikliigii M ve minimum uzaklig: d ise (n, M, d)
kod olarak ifade edilir [16].

28



Ornek 3.13: (i) C = {00000, 00111, 11111} ikili (binary) kodu ele almnsin.

d(00000, 00111) = 3, d(00000, 11111) =5, d(00111, 11111) =2
d(C) =2 ve C kodu (5, 3, 2)-koddur.

(if) C = {000000, 000111, 111222} tglii (ternary) kodu ele alinsin.

d(000000, 000111) = 3, d(000000, 111222) = 6, d(000111, 111222) =6
d(C) = 3 ve C iglii kodu (6, 3, 3)-koddur.

Tamm 3.13 C bir kod ve u bir pozitif tamsay1 olsun. C’deki bir kodstzde en az 1, en
fazla u tane hata olugsun. Hata sonras1 olusan s6z C’de yoksa C’ye u-hata-bulan denir.

Eger u hata bulunurken (u+1) hata bulunamazsa C’ye tam-u-hata bulan denir [22].

Ornek 3.14: (i) C = {00000, 00111, 11111} ikili kodu 1-hata-bulan koddur. Ciinkii
herhangi bir kodsoziin bir bileseni degistirilince baska bir kodsdze doniismemektedir.

Yani,

00000 — 00111 ii¢ bitin degismesi gerekmektedir.

00000 — 11111 bes bitin degigsmesi gerekmektedir.
00111 — 11111 iki bitin degismesi gerekmektedir.

C kodu tam-1-hata-bulandir. Eger 00111 kodsoziiniin ilk iki biti degistirilirse 11111

kodso6ziine dontismektedir.

(it) C = {000000, 000111, 111222} iiglii kodu 2-hata-bulandir.
000000 — 000111 ii¢ bitin degismesi gerekmektedir.

000000 — 111222 alt1 bitin degismesi gerekmektedir.

000111 — 111222 alt1 bitin degismesi gerekmektedir.

C kodu tam-2-hata-bulandir. Eger 000000 kodsoziiniin son {i¢ biti degistirilirse 000111

kodsoziine doniismektedir.

Teorem 3.2 C bir kod olsun. C, u-hata-bulandir << d(C) > u + 1. Yani bir kodun
uzakligi d ise tam (d-1)-hata-bulandir [16].

Ispat: (<): d(C) > u + 1 olsun. Eger ceC ve bir x i¢in 1 < d(c, x) < u < d(C)

saglanirsa X ¢ C olur. Boylece C, u-hata-bulandir.
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(=) : C u-hata-bulan olsun. d(C) < u + 1 alalim. Buradan d(C) < u ve c,c, €C i¢in
1<d(c,c,)=d(C)<u olur. ¢, kodu gonderilir ve d(C) hata olusursa (1 < d(C) <u)
alinan sdz ¢, olur ki C’ye ait olan bir kodsozdiir. Boylece C u-hata-bulan olmaz.
Celiskidir.

Ornek 3.15: (i) C = {00000, 00111, 11111} ikili kodu 1-hata-bulan koddur. u = 1 ve
dCy=2>u+1

(ii) C = {000000, 000111, 111222} iclii kodu 2-hata-bulandir. u = 1 ve d(C) = 3 > u +1.

Tamim 3.14 v bir pozitif tamsayi olsun. Eger C’de en yakin komsu dekodlamasi, v veya
daha az hatay1 diizeltmeye olanak sagliyorsa C’ ye v-hata-diizeltir denir. Eger kod v

hata diizeltirken v+1 hata diizeltemiyorsa koda tam v-hata-diizeltir denir [22].

Ornek 3.16: C = {000,111} ikili kodu ele alinsin. En yakin komsu dekodlamasi

uygulansin.

° Eger 000 kodsozii gonderilir ve bir hata olusursa, (001, 010, 100)
sOzlerinden birisi alinir ve 000 olarak dekodlanir.
. Eger 111 kodsozii gonderilir ve bir hata olusursa, (110, 101, 011)

sOzlerinden birisi alinir ve 111 olarak dekodlanir.
Yani bir hata diizeltilmis olur. Boylece C, 1-hata-diizeltendir.

Eger en az iki hata olugsaydi dekodlama kurali yanls kodsdzii iiretebilirdi. Ornegin, 000
gonderilip 011 alinsaydi, en yakin komsu dekodlama kurali 011 soziinii 111 olarak
dekodlayacakti. Bu yiizden C tam 1-hata-diizeltendir.

Teorem 3.3 C bir kod olsun. C, v-hata-diizeltendir < d(C) > 2v + 1. Yani bir kodun
minimum uzaklig: d ise tam | (d —1)/2 |-hata-diizeltir. Burada | X |, X’e esit veya X’ten
kiiciik en biiyilik tam sayidir [16].

Ispat: (<): d(C) >2v + 1 olsun. Eger gonderilen bir ¢ kodsozii i¢in en az 1 en fazla v

hata olusuyorsa alinan bir X s6zii i¢in 1 < d(c, X) <V saglanir. Bu ise X’in C’ye herhangi
bir kodsézden daha yakin oldugunu gosterir. Eger herhangi bir d # ¢ kodsozii icin

d(x, d) < v ise liggen esitsizliginden

d(c, d) <d(c, x) +d(x,d)<v+v=2v
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olur. Bu ise ¢eliskidir. Ciinkii d(C) = 2v +1 > 2v. Bdylece en yakin komsu dekodlamasi

v veya daha az hata diizeltir.

(=) : C v-hata-diizeltsin. d(C) < 2v +1 olsun. d,ceC igin d(c, d) = d(C) < 2v olur. c

gonderilmis olsun ve en fazla v hata olussun.

Eger d(c, d) < v +1 olsa ¢ kodsozii olusan v hata ile d kodsoziine doniisebilir. d eC
oldugundan hata diizeltilmez. Bu ise C’nin v-hata-diizelten olmasiyla ¢elisir. O halde
d(c, d) > v +1°dir. v +1 < k < 2v olmak tiizere ¢ ile d arasinda ilk k = d(C) koordinati
farkli olsun. Alinan X sozi, c ile ilk k —v koordinati, d ile son v koordinati, hem ¢ hem

de dile son n—k koordinati uygun olsun.

X=X Xy Xyiam-- XKy Xyjq---Xp

Cc d c\,a

d(c, x) = v ve d(d, x) = k—v < v oldugundan ya d(c, x) = d(d, x) olur ki dekodlanan hata
bildirilir ya da d(c, x) > d(d, x) olur ki x diizeltilmeden d olarak dekodlanir. Bu ise C’nin

v-hata-diizelten olmasi ile ¢elisir. Boylece d(C) > 2v + 1.

Ornek 3.17: ikili (n, 2, n) tekrarli kodu 00...0 ve 11...1 kodsbzlerinden olusur. En
yakin komsu dekodlamasi L(n -1/ ZJ hata diizeltir.

3.6 Lineer Kodlar

GF(q), biiyiikliigii (eleman sayisi1) q olan sonlu cisim (Galois cismi) olarak tanimlansin.
Eger g asal tam say1 ise modulo g’ya gére kalan simifi ile cakisir ve Z, ile belirtilir.
Tamm 3.15 C, FF, = GF(q) cismi lizerinde taniml bir (n, M, d)-kodu olsun. Eger C, F,

tzerinde tanimli IFq”’in bir alt uzay1 ise C bir lineer kod denir. Yani, iki kodsoz

¢,,C, €C veiki skaler a,a, € IF, olmak iizere a,c, +a,c, € C olmasidir [19].

Tamm 3.16 Lineer bir (n, M, d)-kod C’nin boyutu, IFq” ’in lineer alt uzayi olarak C’nin
boyutudur. Eger C’nin boyutu k ise C’ye F, iizerinde bir lineer [n, k, d]-kodu denir

(Minimum uzaklik ¢ikarilarak [n, k]-kod olarak da gosterilmektedir). n, k, d sayilar

lineer kodun parametreleri olarak isimlendirilir.
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n—k farki C’nin artikh@ (redundancy) olarak isimlendirilir. Eger k = 0 ise trivial

lineer koddur ve yalnizca 0 = 00...0 séziinden olusur.
IF, = GF(q) iizerinde taniml lineer [n, K, d]-kodu C’nin tiim tabanlar1 k kodsdz igerir
ve tim C kiimesini iiretir. Boylece C’nin eleman sayisi |C|: M =qg* ve kod oran

R=(log, M)/n=k/n’dir [19].

Ornek 3.18: ikili C = {0000,1011, 0110, 1101} kodu Z3 ’nin alt uzayidir ve bir lineer

koddur. B= {1011, 0110} kiimesi C i¢in tabandir. Boyutu dim(C) = 2’dir. Boylece C
bir [4, 2]-koddur.

Ornek 3.19: 0121 ve 2210 sdzleri Z, iizerinde lineer bagimsiz oldugundan iglii [4, 2]-

lineer kodunu turetebilirler.

C =(0121,2210) = {a(0121) +b(2210):a,b € Z, }.

3.6.1 Hamming Agirhgi

Tanmm 3.17 X, ]Fq”’de bir s6z olsun. X'in Hamming agirhgi, X’in sifirdan farkli

koordinatlarinin sayisi olarak tanimlanir ve wt(x) olarak gosterilir. 0=00...0 olmak

uzere
wt(x) =d(x,0). (3.10)
Her bir x e I, i¢in Hamming agirlig1 su sekilde tanimlanir;

1x#0

wt(x):d(x,O):{OX:O

Buradan x e IF; olmak tlizere X = X,...X, i¢in X ’in Hamming agirlig
Wt(X) = wt(x,) +wt(X,) +---+wt(X,). (3.11)

olarak tanimlanir [16].
Ornek 3.20: C = {0000, 1000, 0100, 1100} lineer kodu ele alinsin.

Wt(1000) =1 Wt(0100) =1 WE(1100) = 2
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Ornek 3.21: C =(0121,2210) ={a(0121) +b(2210) : a,b € Z, } kodu ele alinsin.
wt(0121) =3 wt(2001) = 2 wt(1211) =4

Teorem 3.4 Eger a=-a ise d(x,y) =wt(x—y).

Ispat:

d(x, y) =d (X, yo) +-+d (X, ¥,)
=d(x —V,,0)+---+d(Xx, - Y,,0)
:Wt(xl - y1)+”'+Wt(Xn - yn)
=wt(Xx—Y)
Ornek 3.22: x = 1100 ve y = 1000 olsun.
d(1100, 1000) =1
wt(1100—1000) = wt(0100) =1.
Sonu¢ 3.5 q ¢ift tamsay1 olmak iizere her ae GF(q) i¢cin a=-a 'dir. q ¢ift tamsay1
olsun. x,y e GF(0)"(=IF}) icin d(x,y) = wt(x+y).

Ornek 3.23: x,y e GF(2) i¢in x = 1100 ve y = 1000 olsun.

d(1100, 1000) =1
wt(1100+1000) = wt(0100) = 1+d(X, y) =wt(Xx+Y)

X=(X%X..X,), Y=(WY,..Y,) € GF(2)" olsun. x*y=(XY,,...,X,Y,) olarak tanimlansin.
Lemma 3.6 x,y €, olmak iizere agsagidaki esitlik saglanir:

wt(X+Yy) = wt(X) + wt(y) — 2wt (X * y). (3.12)

Ornek 3.24: x=(11101011), y=(10100110) < F, olsun.

wi(x+y) = wt(01001101) = 4
wt(x) =6 wi(y) =4

wi(x*y) = wt(10100010) = 3 "‘L(ZEJ’_V), = Wi(x) + wi(y) - Lwt(é@ .

6 4
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Tamm 3.18 C lineer olmas1 gerekmeyen bir kod olsun. C’nin minimum (Hamming)

agirhigl, C’deki sifirdan farkli kodsozlerden, agirligt minimum olanma esittir ve wt(C)

olarak gosterilir [16].
Teorem 3.7 C bir lineer kod ise d(C) =wt(C).

Ispat: d(C) = min{d(x,y):x,yeC,x =Yy}

mifwt(x—y): X,y €C,x # y}

mir{wt(c) :c €C,c =0}

Ornek 3.25: C = {0000, 1000, 0100, 1100} lineer kodu ele alinsin.

Wt(C) =1=d(C).

3.6.2 Lineer Kodlar icin Tabanlar

Bir lineer kod, vektor uzayi oldugundan kodun her elemani taban ile belirtilebilir. Bu

boliimde, verilen lineer bir kodun tabanini bulmak i¢in iki algoritma tanimlanacaktir.

Tamim 3.19 A, F, tizerinde tammli bir matris olsun. Asagidakilerin herhangi birisi A
tizerinde gerceklestirilen temel satir islemleri (elemantary row operation) olarak
isimlendirilir:

(i) iki satirin yerini degistirmek,

(ii) Bir satir1 sifirdan farkli bir skaler ile garpmak,

(ii1) Bir satirin sifirdan farkl bir skaler ile ¢arpilip diger bir satira eklenmesi.

Tamm 3.20 Bir matris temel satir islemleri ile bagka bir matristen olusuyor ise bu iki

matrise satir esdeger (row equivalent) matrisler denir.

3.6.2.1 Algoritma 1

Tanmm 3.21 0S IFq” olsun. C = <S>, S tarafindan iretilen kod olsun. S’nin sézleri

satirlar olacak sekilde A matrisi olusturulsun. Temel satir islemleri ile A matrisinin satir

esdeger oldugu matris bulunur. Bu matrisin sifirdan farkli satirlar1 C kodu i¢in tabandir
[16].
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Ornek 3.26: g = 3 ve S = {12101, 20110, 01122, 11010} olsun. C =(S) kodu igin

taban bulalim.

12110 12110 12101
20110 02211 01122
- — :
01122 01122 00001
11010 02212 00000

Son matris A’nin satir esdeger matrisidir. {12101, 01122, 00001} kiimesi C kodu igin

tabandir.

3.6.2.2 Algoritma 2

Tanmm 3.22 0#S IFq” olsun. C = <S>, S tarafindan tretilen kod olsun. S’nin sozleri,

siitunlar1 olacak sekilde A matrisi olusturulsun. Temel satir islemleri ile A matrisinin
satir esdeger oldugu matris bulunur. Bu matriste siitunlarin ilk elemani 0’dan farkl
olanlar tespit edilir. Bu siitunlarin A matrisinde karsilik geldigi orijinal siitunlar C igin

taban olusturur [16].

Ornek 3.27: q = 2 ve S = {11101, 10110, 01011, 11010} olsun. C=(S) kodu igin

taban bulalim.

[1101] [1101] [1101]
1011| [0110| {0110
A=|1100 | - | 0001 | —| 0001 |.
0111 |0111| |0000
1010 [o0111] {0000

Son matris A’nin satir esdeger matrisidir. Bu matriste 1., 2. ve 4. siitunlardaki ilk
elemanlar sifirdan farkli oldugu i¢in A matrisindeki 1, 2 ve 4. siitun elemanlar1 {11101,

10110, 11010} C i¢in taban olusturur.

3.6.3 Uretec Matrisi

Tamm 3.23 C bir lineer [n, k, d]-kod olsun. B={b,,b,,...,b } C’nin tabani olsun. B ’nin

elemanlarim satir olarak kabul eden kxn ’lik matrise iirete¢ matris denir ve G ile

gosterilir. Yani,
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b, =byb,,..0,,
b, =b,.b,,..,,

bk = bklbk2"'bkn

olmak lizere

b, b, .. b,
G= by by o by,
b, b, .. b,

matrisi C i¢in lirete¢ matristir [22].

Cogunlukla lineer bir kodun iirete¢ matrisi tek degildir. Vektor uzaylari igin birden fazla
taban olabildiginden iiretec matrisi de birden fazla olabilir. Urete¢ matrisin satirlari
lineer bagimsizdir. Ayrica lineer bir C kodun G iirete¢ matrisinin ranki C’nin boyutuna

esittir [19].

Ornek 3.28: (i) ikili C = {0000,1011, 0110, 1101} kodunun tabani B= {1011,

0110} ’tir. C’nin iirete¢ matrisi
1011
G= :
0110
(i) C=(0121,2210) ={a(0121) +b(2210): a,b € Z,}
kodunun iirete¢ matrisi
0121
G= :
2210
Tanim 3.24 Ureteg bir matrisin [ 1, |X | formuna standart form denir.

Ornek 3.29: Asagidaki {iclii (ternary) iirete¢ matrisinin standart formunu bulalim.

12200
G =|10111
01121
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12200 21200 12100 12100 10222 10222 10012
10111 |—| 01111 | —| 01111|—| 01111 |—| 01111 | —»| 01111 |—| 01021 |.
01121 10121 10121 01021 00210 00120 00120

3.6.4 Lineer Kodun Duali ve Kontrol Matrisi
Tamm 3.25 C, I, lizerinde bir lineer [n, k, d]-kod olsun. Tiim ceC igin Xx-c' =0
saglayan biitin X € I ’lerden olusan kiimeye C’nin duali denir ve C* ile gosterilir.

C " ’nin kodsozleri C’ye ortogonaldir (diktir) [19]. G, C kodunun iirete¢ matrisi olmak

tizere dual kodun tanimi

C'={xeF :xG" =0} (3.13)
seklindedir.

Teorem 3.8 C, I, tizerinde taniml1 N uzunlugunda lineer kod olsun.

(i) [C|=q"™,dim(C) =log, |C|.

(ii) C* lineer koddur ve dim(C) + dim(C*) =n.

(iii) (CH)* =C.

Ispat: (i) dim(C) = k olsun. C’nin taban1 {b,b,,...,b } olacak sekilde k elemandan

olusur. C bir vektdr uzayi oldugu igin

C={Av, +..+ 4V, i 4,.., 4 €F}

olur. ‘Fq‘zq oldugundan her bir A,.,4, i¢in g se¢im yapilabilir. Boylece
IC|=q"™dir.

(i) x=x..x, y=y..y,eC" ve c=c..c,eC olsun. O halde c-x=0 ve
c-y=0"’dir. Teorem 2.26’dan

c-(x+y)=c-x+c-y=0

ve aeF, icin

c-(ax)=a(c-x)=a0=0
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olur. Bu ise C*’nin toplama ve ¢arpma islemine gore kapali oldugunu dolayisiyla IE‘q” ‘in

alt uzay1 oldugunu gosterir.

X=X..X, Ve y=Y,...y, olmak iizere iki vektoriin i¢ ¢arpimi

X-y=XY,+..+ XY,
seklindedir. Eger xeC* ise

XY+t XY, =0 (3.14)
esitligi saglanir. Bu esitlige C™ icin parite kontrol esitligi (parity check equation) denir.

B={b,b,,...b } C i¢in taban olsun. Coziimleri C* deki kodsozler olan parite kontrol

esitlikleri

b, % +b,X, +...+b,x, =0
b, % +0,,X, +...+b, X, =0

2n"*n

X =0

kn“*n

b, X +0,,X, +...+b

ele almsin. {by,b,,...,b } lineer bagimsiz oldugundan bir X; ,..., X; k koordinat kiimesi

vardir ki yukaridaki sistem, her bir Xij stfirdan farkli katsayili tam bir tane esitligi

belirten sisteme esdegerdir ve bu esitlikte Xij ’in katsayist 1°dir. Ornegin, eger

koordinatlar x,,...,X, olsa esdeger sistem, katsayilar d, ; € I, olmak iizere

X, + Xy, + ...+ dyx, =0
X, + dy Xy + o0+ dyx, =0
X, + O X + ... + dx, =10

formundadir. Bu sistemlerde X, ,..., X koordinatlarina keyfi degerler vererek

n

X,,..., X, degerleri hesaplanir. n—K tane degisken X, ,,..,X i¢in p tane sec¢im

k

yapilabildiginden p"™* ¢6ziim vardir. Béylece C*’nin biiyiikliigii p"™* olur ve boyutu

n—k *dir.

38



(iii) ceC olsun. ce(C")" oldugunu gostermek igin tiim X € C* olmak iizere ¢-x=0

gostermek yeterlidir. ceC ve xeC* oldugundan, C* tanimmdan c-Xx=0 saglanur.

Buradan C < (C*)*dir. (ii)’den
dim((C*)*) = n—dim(C*) = n— (n—dim(C)) = dim(C)

olur. Eger bir D kodu bir E kodunun alt uzayr ve dim(D) = dim(E) ise D = E’dir.
Buradan C = (C*)".

Ornek 3.30: (i) C = {0000, 1011, 0110, 1101} ikili kodu ele alnsin. Taban1 B = {1011,
0110¥ dir. Urete¢ matrisi

1011
G:
{0110}

olur. C’nin dual kodu

parite kontrol esitliginden bulunabilir. Yukaridaki sistemde X, ve X,’e keyfi degerler
verilerek x, ve X, ¢oziimleri bulunur. Ornegin, X, =1 ve X, =0 igin x, =1 ve x,=1

olur ki 1110 e C" olur. Bu sekilde devam edilirse
C* ={0000,1110,1001,0111} = (1110,1001)

dual kodu elde edilir. C’nin tiim kodsdzleri C*’deki kodsozlere ortogonaldir. Ornegin,

c=1011 €C ve x=1110C" alinsin.
c-x=1.1+0-1+1-1+1.0=0

olur. C’nin boyutu

dim(C) =log, |C| =log, 4 =2

buradan dim(C*) =2 olur.

(if) F, iizerinde C = {000, 001, 002, 010, 020, 011, 012, 021, 022} kodu ele alinsin.

Boyut,
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dim(C) =log,|C|=l0og,9=2 ve dim(C*) =1 olur.

Tanim 3.26 C bir lineer kod olsun.

(i) Eger C = C™ ise C’ye kendine-dik (self-orthogonal) denir.
(ii) Eger C =C" ise C’ye kendine-dual (self-dual) denir.

Ornek 3.31: F, iizerinde tanrmhi C = {0000, 1010, 0101, 1111} kodunun duali C* =

qa

{0000, 1010, 0101, 1111}°dir. C=C" oldugundan C kendine dualdir.

Tamim 3.27 C bir lineer kod ve C* de duali olsun. C*’nin iirete¢ matrisine C kodu i¢in

kontrol matrisi (parity-check matrix) denir ve H ile gosterilir.

Tamim 3.28 Bir kontrol matrisinin [Y |In_k] formuna standart form denir [16].

Ornek 3.32: C = {0000, 1011, 0110, 1101} kodunun kontrol matrisini bulalim.

C’nin duali C* ={0000,1110,1001,0111} = (1110,1001) *dir. C’nin kontrol matrisi

1110
H:
{1001}

olur ve standart formdadir.

Lemma 3.9 C, IF, tizerinde bir [n, k]-lineer kod ve iireteg matrisi G olsun. v e IF(;‘ olmak

uzere

veC' < VvG' =0.

Ozel olarak H, (n—k)xn’lik matris olmak {izere, C’nin kontrol matrisinin H olmas1
i¢in gerek ve yeter kosul H’nin satirlarinin lineer bagimsiz ve HG' =0 olmasidir [16].

Ispat: r, G’nin i. satir1 olsun. 1 <i <Kk igin r eC olur ve her ceC sozii A,..., 4, el,

olmak tizere
C=An+...+A4r
olarak ifade edilir. Eger veC' ise tiim ceC igin v-c=0 olur. Ozel olarak v, r.’ye

ortogonaldir. Yani vG™ =0.
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Tersine, eger 1 <i<kigin v-r, =0ise agiktir ki c= A1, +...+ A4 1, €C i¢in

v-e=A4V-n)+.+ 4V r)=0

saglanir. Son kisim i¢in, eger H, C’nin kontrol matrisi ise tanimdan H’nin satirlar1 lineer

bagimsizdir. H’nin satirlart C*’nin kodsézleri oldugundan HG' =0 dir.

Tersine, eger HG' =0 ise H’nin satirlar1 C* tarafindan kapsanir. H’nin satirlari lineer

bagimsiz oldugundan H’nin satir uzaymin boyutu n — k’dir. Bdylece H’nin satir uzayi

gercekten C* dedir. Diger bir deyisle H, C’nin kontrol matrisidir.

Ornek 3.33: C = {0000, 0121, 0212, 2210, 2001, 2122, 1120, 1211, 1002} kodunun
duali C* = <0110,1201> ve iirete¢ matrisi

0121
G:
{2210}

olur.v=1011eC* alinsin.

VGT:ﬂMJ]; =[0 0]=0.

O P NN DN

Teorem 3.10: C bir lineer kod ve H, C’nin kontrol matrisi olsun [16].

(1) d(C) >d < H’nin d — 1 siitunu lineer bagimsizdir.

(i) d(C) <d < H’nind - 1 siitunu lineer bagimlidir.

Ispat: (i) v=(v,,..,v,) €C agirhg1 e >0 olan bir s6z olsun. Sifirdan farkli koordinatlar

{i,,...,i,} olsun. O halde c; ise v; =0 olur. ¢; (1 <i<n), H’nin i. siitunu olsun. Lemma

3.9°’dan C’nin agirligir e olan sifirdan farkli bir s6zii (sifirdan farkli koordinatlar

ViV ) olmast i¢in gerek ve yeter kosul
0=vH" =v,¢] +..+V, ¢

olmasidir. Bu esitligin dogru olmast da H’nin e tane kolonunun (¢, ,...,c, ) lineer

bagimli olmasi ile miimkiindir.
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d(C) > d olmasi, C’nin agirligi d — 1’den kiigiik kodsozii olmamasi ile esdegerdir. Bu ise

H’nin kolonlarinin agirligi d — 1°den kiigiik olanlarin lineer bagimsiz olmasi demektir.

(if) Benzer sekilde d(C) < d olmasi C’nin agirhi@i d’den kiiglik sifirdan farkli s6z
igermesi ile esdegerdir. Bu ise H’nin kolonlarinin agirligi d’den kii¢iik olanlarin lineer

bagimli olmasi1 demektir.

Sonug¢ 3.11 C bir lineer kod ve H, C’nin kontrol matrisi olsun. Asagidakiler denktir
[16]:

(i) d(C) =d.
(if) H’nin d — 1 kolonu lineer bagimsiz ve d kolonu lineer bagimlidir.

Ornek 3.34: (i) C, F, iizerinde bir [5,2]-kod olsun.

10100
H =| 01010
01001

Kontrol matrisi i¢in 1. ve 3. kolonlarin toplami

1] |1 0
0|+/0|=|0|=0
0| |0 0

En az iki kolonun toplamu sifir oldugundan d(C) = 2.

(i) F, tizerinde taniml bir kodun kontrol matrisi

1000
H =| 0110
0101

olsun. 2, 3 ve 4. kolonlarin toplamu sifir oldugundan d(C) = 3.

Teorem 3.12 C bir [n, k]-kod olsun. Eger C’nin iirete¢ matrisinin standart formu

G =[1,]X ] ise kontrol matrisi H =[-X"|l,_, | formundadir.

Ornek 3.35: (i) F, iizerinde tanimli C = <1011, 0110> kodu ele alinsin.
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1011
G=
0110
Urete¢ matris standart formdadir. Buradan,

11 -1 . 1110
X=||o>=X"=|"|o>>][-X"|l,]= =H
10 10 1001

(ii) Urete¢ matrisi asagida verilen kodun kontrol matrisi bulunsun.

01111
G =| 21200
10121

G’nin standart formu,

10012
G =| 01021
00120

Buradan,
12

. 211 : 21110
X=l21|—>-X"= - -XT|I,]= =H
20 120 12001

3.6.5 Lineer Kodlarin Denkligi
Tamm 3.29 C,ve C,, F, lizerinde tamml iki (n, M)-kod olsunlar. Eger asagidaki

yollardan herhangi biri veya ikisi ile bu kodlardan biri digerinden elde ediliyorsa C, ve

C, ’ye denk kodlar denir [16]:

(i) Kodsozlerin n bileseninin (koordinatlarin) permiitasyonu,
(i1) Belli yerdeki bilesenlerin sifirdan farkl bir skalerle carpimi.

Ornek 3.36 (i) F, iizerinde tanimli C,= {0000, 0011, 0110, 0101} kodu ele alinsin.

Bu koda (2, 1, 4, 3) permiitasyonu uygulanirsa C,= {0000, 0011, 1001, 1010} kodu

elde edilir. C, ve C, denktir.
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(if) F, tizerinde taniml1 C, = {0000, 1220, 0112, 1002} kodu ele alinsin.

Bu koda (4, 2, 3, 1) permiitasyonu uygulansin. C,= {0000, 0221, 2110, 2001} kodu
elde edilir. Cy’nin tglincii bilesenleri 2 ile garpilirsa C,= {0000, 0211, 2120, 2001}
kodu elde edilir. C,[1C, [J C,.

Teorem 3.13 Lineer bir C kodunun iirete¢ matrisinde siitunlara permiitasyon

uygulanarak C kodu lineer bir C, koduna denk olur ve bu kodun iirete¢ matrisi G, ’dir.

Ornek 3.37: 1kili bir lineer C kodun iireteg matrisi

1100001
G =| 0010011
0001001

olsun. Bu matrisin siitunlarma 1, 3, 4, 2, 5, 6, 7 permiitasyonu uygulanirsa

1001001
G, =| 0100011
0010001
matrisi elde edilir. Bu matris bir C, lineer kodun iirete¢ matrisidir. C kodu C,; koduna

denktir.

3.6.6 Lineer Kodlarda Kodlama (Encode)
Tamm 3.30 C, I, tzerinde tamml bir lineer [n, k, d]-kod olsun ve iirete¢ matrisi G

olsun. ue IE‘(: vektorii igin U —> UG ile tanimh IF(:( — C fonksiyonu ile her bir bilgi sozii
(information words) C’nin kodsozlerine kodlanabilir. rank(G) =k oldugundan kodun
q“ kodsozii vardir ve * bilgi sozii (mesaj) ile eslesebileceginden fonksiyon 1-1’dir
[19]. UEF; vektoriiniin C’deki ¢=uUG Kkodsozii ile gosterim siirecine kodlama

(encoding) denir.

Eger G=[I|A] standart formda ise u—uG fonksiyonu u—[uluA] formuna

doniisecektir. ¢=UG kodlanmis (encoded) kodsozii igin ilk k bilesen bilgi soziinii
belirtmektedir. Kalan n—k bilesen ise kontrol semboliidiir. U mesajina eklenen kontrol

sembolleri hata olusumuna karst mesaji korur. Eger kodun iirete¢ matrisi standart
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formda degilse koda permiitasyon uygulanarak, iirete¢ matrisi standart formdaki denk
kod elde edilebilir.

Kodlamada ikinci bir yol kontrol matrisi ile olur. G iirete¢ matrisi standart formda iken
bu yol ¢ok daha kolaylasir. G=[Ik|A] icin kontrol matris H =[—AT|In_k] olur.
U=u,..U, mesaj C=cC..C, olarak kodlansin. G standart formda oldugundan

C..C, =X..Xx dir. c.,..C, kontrol semboliiniin tanimlanmasi gerekmektedir.

0=Hc' = [—AT |In7k]cT oldugundan A'X" =[c,,,...C, ]T olur [23].
Ornek 3.38: C bir [5,3]-lineer kod olsun ve iirete¢ matrisi

10110
G =| 01011
00101

olsun. u =101 mesaj1 kodlansin.

10110
¢ =uG =[101]| 01011 | =10011
00101

u mesaji ¢ = 10011 kodsozii olarak kodlanir. Bu s6zde 3 bit mesaji tasir. Eger G standart

formda olsaydi

10011
¢ =uG =[101]| 01011 |=10110
00101

U mesaji ¢ = 10110 sozi olarak kodlanirdi ve ilk 3 bit mesaj1 tagirdi.

Ornek 3.39: [6, 3, 3]-lineer kodunun iirete¢ ve kontrol matrisi

100101 110100
G =|010110| ve H =|011010
001011 101001

olsun. u =u,u,u, mesaji ¢ =C,...C; s0zii olarak kodlansin.

¢=uG = (u,,U,,U,, U, +U,,U, +U,,U, +Uy,)
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H kontrol matrisi kodlamada kullanilirsa 0= Hc" oldugundan

O=c +c,+¢,
O=c,+cC,+C,
O=c +cC,+C;

sistemi elde edilir. G standart formda oldugundan c,c,C, =uu,u, olur ve yukaridaki

sistemin ¢oziimiinden

c=uG =(u,,U,,U,, U, +U,,U, +Ug, U, +Uy,).

3.6.7 Lineer Kodlarda Dekodlama

3.6.7.1 Kaosetler

Tanmm 3.31 C, IE‘q tizerinde tanimli N uzunlugunda lineer bir kod ve Ue ]F; , N
uzunlugunda bir vektor olsun. C’nin u ile belirli koseti

C+u={v+u:veCH=u+C)

ile tanimlanir.

Ornek 3.40: F, tizerinde taniml1 C = {000, 101, 010, 111} kodu tanimlansin.

C + 000 = {000, 101, 010, 111},
C + 001 = {001, 100, 011, 110},
C + 010 = {010, 111, 000, 101},
C + 100 = {100, 001, 110, 011},
C +011 = {011, 110, 001, 100},
C + 101 = {101, 000, 111, 010},
C + 110 = {110, 011, 100, 001},
C + 111 = {111, 010, 101, 000}.

Teorem 3.14 C, F, iizerinde tanimli [n, k, d]-lineer kod olsun.

(i) Ty in her vektorii C*nin bir kosetindedir.

46



(i) Her u e F; i¢in [C+u|=|C|=0q".

(iii) Her u,veF; icin ueC+v=C+u=C+v.

(iv) iki koset ya aynidir ya da ayriktir.

(v) C’nin q"* adet koseti vardir.

(vi) Her u,ve IFq” icin U—Vv € C << u ve v C’nin ayni1 kosetindedirler.

Ispat: (i) ueF; olsun. C lineer kod oldugundan 0=00...0 vektorii igerir. u+0=u
oldugundan her u € F! , C’nin bir kosetinde vardir.

C+u=u,u+c,,..}.

(i) u € IF; olsun. Kosetin tanimindan C + u en fazla |C| =(q" eleman igerir. c, #c, iken
U+C, #U-+C, olur. Bdylece |C+u|=|C|=g" olur.
(iii) ueC+v=u+C <=C+v olur. |C+u|=q“=|C+V| oldugundan u+C=v+C

(iv) C + uve C + v C’nin iki koseti olsunlar.
xe(C+u)n(C+v)

olsun. Buradan xe(C+u) ve xe(C+v) olur. (iii)’)den x+C=C+v ve

X+C =C+u’dir. O halde C+u=C + volur.

(v) u +C :{u1+Cl,u1+C2 +}

U, +C={u, +C,u, +C, +---}

Ugp +C :{uqn +C, U, +Cy,...}

Her bir kosette g tane eleman var. g“.x=q" — x=q"* adet koset vardir.
(vi) (=): u—v=ceC olsun. Buradan

u=c+veC+v
=C+u=C+v.
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(<): u,veC+x olsun. Buradan
=>UeC+X=>U=C +X
veC+X=V=cC,+X

=u-v=(c,+x)—(c,+x)=c,—c,=c,€C.

Ornek 3.41: C = {0000, 1011, 0101, 1110} ikili kodunun kosetleri q"™* =27 =4

tanedir. Bu kosetler

0000 + C = {0000, 1011, 0101, 1110}

0001 + C = {0001, 1010, 0100, 1111}

0010 + C = {0010, 1001, 0111, 1100}

1000 + C = {1000, 0011, 1101, 0110}

Tamim 3.32 Bir kosetteki en kiigiik agirlikli séze koset lideri denir.

Ornek 3.42: Omek 3.41°deki kosetlerden 0010 + C kosetinde koset lideri 0010

sozudir.

3.6.7.2 En Yakin Koset Dekodlamasi (Nearest Neighbour Decoding)

C bir lineer kod olsun. v kodsozii kanaldan gonderilsin ve W sozii alinsin. Hata vektorii e

olmak iizere soyle tanimlanir:
e=w-vew+C.
Buradanw—e=v eC olur. Teorem 3.14 (vi)’den hata vektorii e ve alinan s6z W ayni

kosettedir. O halde alinan w sozii i¢in W + C kosetinden en kiigiik agirlikli e sozii segilir

ve gonderilen v sozii v = w — e ile bulunur [16].

Ornek 3.43: F, tizerinde tanimli C = {0000, 1011, 0101, 1110} kodu ele alinsin.
C kodunun standart dizisi olusturulursa

0oo0+C: 0000 1011 0101 1110

0o01+C: 0001 1010 0100 1111

0010+C: 0010 1001 0111 1100

48



1000+ C: 1000 0011 1101  O110.

(i) w = 1101 sozi alinsin. w + C dordiincii kosettedir. Bu kosetteki en kii¢iik agirlikli
soz 1000°dir. Boylece, 1101 — 1000 = 0101 sozii en blyiik olasilikla gonderilen
kodsozdiir. Dikkat edilirse 0101 kodsozii, alinan 1101 soziiniin bulundugu siitunda en

ust siradaki kodsozdiir.

(i) w= 1111 s6zii alinsin. w + C ikinci kosettedir. Bu kosette en kiigiik agirlikli iki tane
s0z vardir: 0001 ve 0100. Eger alinan s6z i¢in olusturulan kosette iki tane koset lideri
varsa dekodlama, dekodlama planina (tamamlanmis veya tamamlanmamis) gore yapilir.
Eger tamamlanmamis dekodlama kullanilirsa yeniden veri iletimi istenir. Eger
tamamlanmis dekodlama kullanilirsa keyfi olarak agirligi en kiiciik olan sozlerden biri
secilir. @ = 0001 sozii secilmis olsun. 1111 — 0001 = 1110 sozii en biiyiik olasilikli
gonderilen kodsozdiir. Dikkat edilirse 1110 kodsdzii almman 1111 soziiniin bulundugu

sutunda en ust siradaki kodsozdir.

3.6.7.3 Sendrom Dekodlamasi

C, F izerinde bir kod olsun. veC kodsozii gonderilmis ve r=v+e sozi alinmis

olsun. Eger C={v,,Vv,,...,V,,}, M tane kodsoze sahip kod ise, E miimkiin hatalarin

kiimesini gostermek {izere

E={r-v,r-v,,...r-v,}={r-v:veC}=r-C

olur. Alinan vektdr r olmak iizere miimkiin hatalarin kiimesi ile kodsozler arasinda
birebir esleme vardir. Yani |E| = |C| =M.

C lineer kod ise —C ={-v:veC}=C oldugundan

E=r—-C=r+C={r+v:veC}

yazilabilir. Boylece alinan soz r ile eslesen miimkiin hatalarin kiimesi r+C kosetidir.

Dekodlama i¢in bu koset incelenerek hata bulur.

Tanmm 3.33 C lineer bir kod olmak lizere H kontrol matrisi olsun. Alinan so6z r

olmak tzere r sOziiniin sendromu

S(r)=rH" (3.15)
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ile tanimlidir. Burada
S(r)=rH" =(v+e)H =vH" +eH™ =eH’
oldugu goriiliir. Yani sendrom yanlizca € hata modeline baglidir ve gonderilen kodséz
Vv ’ye bagli degildir.
Ornek 3.44 C bir kod olmak iizere kontrol matrisi
1111
H=
1001
olsun. Bir x=0111 kodsoziiniin sendromu sdyle hesaplanr:

1

s=xH’=[0 11 1) |=[0 1]

Teorem 3.15 x,y eF" iki vektor olmak iizere, bu iki vektoriin ayni sendrom olmasi

icin gerek ve yeter kosul C ’nin ayni kosetinde olmalaridir.

spat: x ve y, r+C nin aym kosetinde iki eleman olsun. Yani v,weC kodsozleri

igin X=r+vve y=r+w

O halde,

XHT =(r+V)H" =rH" +vH" =rH"

ve benzer sekilde,

yHT =(r+w)H" =rH" +wH" =rH"
olur. Boylece X ve y ayni sendromdurlar.

Tersine, X ve y ayni sendrom olsunlar. Yani

xH' =yH" = (x—y)H' =0=x-yeC.

Yani bazit veC igin X—y=Vv=X=Yy+V olur. Bu ise x’in y+C kosetinin bir

eleman1 oldugunu gosterir.
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Sendrom koset tanimladigindan ve hata modeli kosetin elemani olmasi gerektiginden bu

teorem, sendromun hata modeli tanimlamasi igin yeterli oldugunu soyler [24].

Teorem 3.15, en yakin koset dekodlamasina uygulanabilmektedir. En yakin koset
dekodlamasinda alinan s6z X olmak tizere € hata modeli ile x ayn1 kosettedir ve e
koset lideridir. Dekodlama da ¢=Xx—e seklinde yapilmaktadir. X’in sendromu € ’nin
sendromuna esit ve koset liderlerinin sendromlar1 farkli oldugundan X ile Kkoset
liderlerinin sendromlar1 karsilastirilarak € hata modeli kolaylikla bulunabilir. Bunun
icin gerekli olan koset liderlerinin listesi ve bu kosetlerin sendromlaridir ki bu tabloya

sendrom tablosu denir.
En yakin koset dekodlamasi su sekilde uygulanabilir:

1. Alinan kodsoziin sendromu S(x) hesaplanir.
2. Koset liderlerinin sendromlari ile karsilastirilir. Eger herhangi bir koset

lideri x. igin S(X)=S(x;) ise x; hata modelidir ve ¢ =Xx—x. ile dekodlanir.

Ornek 3.45 C ={0000,1011,0110,1101} kodu ve kontrol matrisi
1110

H =
1 0 01

ele alinsin. Bu kodun standart dizisi

0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 O101
0100 1111 0010 1001
0001 1010 0111 1100

seklindedir. Sendrom tablosu ise soyle olur:
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Cizelge 3. 1 Sendrom tablosu

Koset Lideri | Sendrom
0000 00
1000 11
0100 10
0001 01

X=1110 kodsézii alinmis olsun. Bu kodsoziin sendromu S(lllO):[lllO]HT =11
olur. Sendrom tablosuna bakildiginda karsilik gelen koset lideri x, =1000 dir. Boylece

en yakin koset dekodlamasi uygulanirsa X —x, = 0110 elde edilir.

3.7 Swmrlar

Hata diizelten kodlarin maksimum kapasitesini ve sinirlarini bilmek 6nemlidir. Bu bilgi,
neyin pratik olarak ulasilabilir oldugu bilgisiyle birlesirse hangi problemin hemen
hemen ¢o6ziildiigiinii ve hangisinin daha fazla calisma ihtiyac1 gerektirdigini gdsterir.
Ayrica simirlar, iletisim sistemleri dizayninin ilk etaplarinda kullanighdir. Tasarimciya

cesitli kodlarin etkilerini kolaylikla tahmin etmesine izin verir [25].

3.7.1 Kodlama Teorisinin Esas Problemi

Iyi bir (n,M,d) kodunun dizayninda en onemli iki amagctan birisi bu kodun yiiksek

performansh (high efficiency) olmasidir. Bir kodun yiiksek performansli olmasi su

sekilde olur:
. Kiiciik n (iletim (transmission) hiz1 i¢in )
. Biiyiik M ( daha ¢ok mesaj ¢esidi icin )
. Biiyiik d ( daha gok sayida hata bulmak ve diizeltmek igin )

Bunlar birbirleriyle ¢elisen amaglardir. Bu yiizden kodlama teorisinin esas problemi iki

parametreyi sabit tutarak ti¢iincii parametreyi optimize etmektir.

Diger Onemli ama¢ ise olusturulan kodun kolaylikla kodlanip (encoding)

dekodlanmasidir (decoding) [22].
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log, M
Bir kodun iletim hizi (transmission rate) $R(C)= 29, M ile tanimlanmisti. Eger kod
n

lineer ise iletim hizi ER(C):K ‘dir. Simdi uzunluk ve uzaklia bagli benzer bir
n

tanimlama yapilacaktir.
Tamm 3.34 F, izerinde tanimh bir C kodunun parametreleri (n,M,d) olsun. C
kodunun bagil uzakhg

5(C) = dT‘l (3.16)

ile tanimlanir.

Bagil uzaklik d/n ile de tanmimlanmaktadir. Ancak (d—1)/n bazi hesaplamalarda
kolaylik saglamaktadir [26].

Ornek 3.46 (i) C = I, trivial kodu igin d(C) =1 ve §(C)=0"dur.
(i) [n,4n] tekrarli kodu ele almsin. C={0",1"}dir. &(C) _n-t —1 e
n

RC) =L 1.
n

Tamim 3.35 C bir q’lu (n,M,d) kod olsun. Verilen n ve d degerleri i¢in M ’nin en

biiyiik degeri A, (n,d) ile tanimlansin.
A, (n,d) =max{M :bir (n,M,d) kodu var}.
C maksimum biiyiikliige sahipse yani M = A, (n,d) ise C ’ye optimal kod denir.

A,(n,d) sayilarinin kodlama teorisinde Onemli bir yeri vardir ve degerlerini
hesaplamak i¢in ¢ok c¢aba sarf edilmektedir. Daha dogrusu A (n,d) degerlerini
hesaplamak kodlama teorisinin temel problemidir.

A,(n,d)=K oldugunu gostermek i¢in, bazi K sayilari igin A (n,d) <K oldugunu
gostermek ve d(C)>d olmak sartiyla A (n,d)>A,(n,d(C)) =K olacak sekilde bir

q’lu (n,K) 6zel kodu bulmak yeterlidir [22].

Ornek 3.47 A, (4,3) =2 oldugunu gosterelim.
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Lemma: Eger A kod alfabesi 0’1 igeriyorsa A iizerinde olusturulan kod, 0=00..0

kodsoziinii igeren koda denktir.

Bu lemma kullanilarak verilen bir (n,M,d) kodu, C ’nin sifir kodsdziinii igeren bir

(n,M,d) kodu C'’ne denk oldugu soylenebilir.

C bir (4,M,3) kod olsun. Yukaridaki 6zellikten C ’nin 0=0000 kodséziinii igerdigi
sOylenebilir. d(C) =3 oldugundan C ’deki herhangi bir ¢ kodsozii i¢in d(c,0)>3

saglanmalidir. Bu ise C’nin en az {i¢ tane 1 igermesini gerektirir. C ’de bes tane olasilik

vardir:
1110, 1101, 1011, 0111, 1111

Bu kodsozlerin kendi aralarindaki uzaklik 3 olmadigindan sadece bir tanesi C ’de

bulunabilir. Boylece C, en fazla iki kodsoze sahiptir ki A,(4,3) <2 saglanir. Ayrica
C =(0000,1110) bir (4,2,3)kodu oldugundan A,(4,3)>2 yazlabilir. Buradan
A, (4,3)=2 olur.

n<10 ve d <7 i¢in A,(n,d) degerleri asagida verilmistir.

Cizelge 3. 2 A,(n,d) degerleri

n d=3 d=5 d=7
S 4 2 —
6 8 2 -
7 16 2 2
8 20 4 2
9 40 6 2
10 72-79 12 2

Tamm 3.36 q asal olmak {izere I, iizerinde tanimli [n,k,d] lineer kodu igin g“'nin

en bilyiik degeri B, (n,d) ile tanmimlansin.
K. i ;
B, (n,d)=max{q" : bir [n,k,d] lineer kodu var}
[n,k,d] lineer koda optimal lineer kod denir.
Teorem 3.16 g >2 bir asal olsun. Asagidakiler saglanir [16]:
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(i) B,(n,d)<A(nd)<q",1<d<n.

(i) B,(n,)=A,(nD)=q".

(iii) B,(n,n)=A,(n,n)=q.

Ispat: (i) ilk esitlik tanimdan agiktir. IF, tizerinde tammli bir (n,M,d) kodu ]F; ’in bir
alt kiimesidir. O halde M < q" yazilabilir. ikinci esitlik de saglanir.

(i) F; bir [n,n1]-lineer koddur ve F, iizerinde tammli (n,q",1)-kodu olarak
yazilabilir. Béylece q" <B,(n,1) <q" olurki B,(n,1) = A,(n,1) =q" yazilr.

(iii) C, I, tzerinde bir (n,M,n) kod olsun. Tiim koddzlerin uzunluklar1 n ve iki farkli

kodsoz arasindaki uzaklik >n oldugundan iki kod s6z arasindaki uzaklik gercekten

n’dir. Yani iki farkli kodsoziin tiim koordinatlar1 farklidir. Her bir koordinat i¢in tiim

M tane sz farkli deger alir. Yani M <q olur. Buda B, (n,d) <A, (n,d) <q saglar.

N uzunlugundaki bir tekrarh kod (n,g,n) icin A, (n,n)>q saglamr. Buradan
B,(n,n)=A,(n,n)=q olur.
Sonug 3.17 Asagidaki kodlar optimaldir:
1.  C=F.
2. Tekrarh kod C={a" |aeF,}.
Bu kodlar ve |C| =1 olan herhangi bir kod trivial optimal kodlar olarak isimlendirilir
[26].
Teorem 3.18 Eger d >0 ciftise A,(n,d)=A,(n—1,d —-1) saglanir.
Ornek 3.48 A,(9,4) = A,(8,3).

Teorem 3.17 B,(n,d) i¢in de saglanir.
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3.7.2 Kiire-Ortii Alt Smir1 (The Sphere-Covering Lower Bound)

Tammm 3.37 g >1 olmak iizere A, biiyiikligii q olan bir alfabe olsun. Herhangi bir
ue A" ve r >0 tamsayisi i¢in merkezi U Ve yarigap1 r olan Kkiire (sphere) S,(u,r) ile

gosterilir ve agagidaki kiime olarak tanimlanir:
S (u,r)={ve A" |d(u,v) <r}.
Bu kiirenin hacmi V.'(r) ile gosterilir ve |S AU, r)| ile tanimlanir [26].

Teorem 3.19 r >0 bir dogal say1i, A g-1 biiyiikliigiinde bir alfabe ve ue A" olsun.
Asagidaki esitlik saglanir:

r (N i
Vy(r) = Zi—o(ij(q—l) 0<r<n

n

q r>n

Ispat: ue A" olsun. u’dan uzaklign m olacak sekilde yani d(u,v)=m olan ve A"
n

vektorleri ele alinsin. V’nin U’dan farkli m tane koordinati ( ] farkl1 sekilde
m

secilebilir. Her bir koordinat icin de q—1 farkli se¢im yapilabilir. Béylece U’dan m

n
uzakliginda ( ](q—l)rn vektor vardir. Miimkiin olan tim m ’lerin toplanmasi ile
m

r

n )
0<r<n i¢in Z [ J(q—l)' elde edilir. Diger taraftan r>n i¢in uzaydaki tim

i=0 |
. . - PORE . o . . . n _ Ns q:
vektorlerin uzakligr r’dir ve kiire tiim uzayi igerir. Yani Vq (r)=q"dir.

Ornek 3.49 (i) C ={0%,1°} kodunda yarigap1 2 olan kiirenin hacmi
90 90 1

1+ 1 + 5 =1+90+4005=4096 =2".

(i) C ={0°,1%,2°} kodunda yarigap1 2 olan kiirenin hacmi

8 8
1+£1) (3-1* +(2} (3-1)°%=1+16+112=129.

56



Teorem 3.20 (Kiire-Ortii sinir1) Her q>1 dogal sayist ve n,d e[l olmak iizere
1<d <n igin asagidaki saglanir [26]:

n

g
Ah(n,d)zm.

Ispat: |A=q olmak iizere C={c,c,,...C,} optimal (n,M,d) kodu olsun. Yani
M = A, (n,d). C optimal oldugundan A"’de, C ’deki kodsozlere uzakligi en az d olan
bir s6z yoktur. Eger olsaydi bu s6z C ’ye eklenirdi ve (n,M +1,d) kodu elde edilirdi.
O halde her x e A" i¢in en az bir ¢, e C var ki xeS,(c;,d —1) saglar. Boylece A"’deki

her bir s6z S,(c;,d —1) kiirelerinin bir tanesinde igerilmektedir. Yani,
M

A" | JSa(c,d-1)
i=1

saglanir. |A"|=q" ve |SA(Ci,d —1)| =V;'(d 1) oldugundan

M
q" <> [SA(c.d -1)|=M -V, (d -1)
i=1

saglamir. C optimal oldugundan M = A (n,d) ve q" <A (n,d)-V;'(d ~1) oldugundan
qn

nd)>——

An.d) V/'(d-1)

esitligi saglanir.

3.7.3 Kiire-Sarma Ust Simir1 (The Sphere-Packing (Hamming) Upper Bound)

Hamming smir1 olarak da bilinen kiire-sarma iist sinir1, bir kodun alacagr maksimum

biiyiikliigii (size) belirtir. Ust sinirdaki mantik, eger her bir kodsdziin ¢evresine yarigapi

{—d 2_1J olan bir kiire konulursa bu kiireler ayrik olmak zorundadir seklindedir. Diger

tirlii olsayd:r iki kodsézden uzakligir en fazla {dT_lJ olan bir s6z olurdu ve liggen

esitliginden birbirlerinden uzakliklart en fazla d —1 olan iki kods6z var olurdu. Bu

yiizden sinir, uzayda sarmalanan (packed) kag tane ayrik kiire oldugunu soyler.
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Teorem 3.21 (kiire-ortii sinir1) q>1 ve n, d tam sayilar olmak tizere 1<d <n igin
asagidaki esitlik saglanir [26]:

n

q

AMd) s ———.
v, (LZJ)

1

Ispat: C={c,....c,}, |A|:q ve e:LdT_J olsun. d(C)=d oldugundan S,(c;,e)

kiireleri ayriktir. Boylece
M

JSa(c.e) = A"

i=1

saglanir. Burada birlesim ayriktir. [A"

=q" ve |S A(Ci,e)| =V, (e) oldugundan
n n
M-V, (e) <q

olur. M = A (n,d) esitligi kullanilarak

n

q
d)<——.
A D<=
72)
Ornek 3.50 C =[7,k,3] lineer kodunun alabilecegi maksimum boyut k bulunsun.
2’ 128 128

()

Boylece k <4 olur.

C|=2"< ~16.

Sonu¢ 3.22 Her q>1 tamsayisi ve n,d e[l olmak tlizere 1<d <n i¢in asagidaki
esitlik saglanir [26]:

q—nsAq(n,d)sq—.
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3.7.4 Gilbert — Varshamov Sinir1

Teorem 3.23 n,k ve d tamsayilar olmak lizere 2<d <n ve 1<k <n saglansin. Eger
n-1 n-k

\A (d-1D<q

ise IF, lizerinde bir [n,k] lineer kodu vardir ki minimum uzakhigi az d dir [26] .

Ispat: Eger Vq”_l(d ~1)<g"™* ise d -1 kolonu lineer bagimsiz olan bir H eIFq(”_k)X"
kontrol matrisi oldugunu gostermek yeterlidir. ¢;, H "nin j. kolunu olsun. c, € ] B
sifirdan farkli bir vektor olsun. ¢, de c, tarafindan iretilmeyen bir vektdr olsun. Bu
sekilde devam edilerek 2< j<n i¢in C; vektori ¢ yoesCj g vektorlerinin d —2 veya

daha az1 tarafindan tiretilmemis olsun.

[stenen kontrol matrisini elde etmek igin C,...,C,, vektdrleri ile 1, birim matrisini
olusturmakla baglanir. Daha sonra C_ ,.,,...,C, secilir. Bu sekilde H kontrol matrisinin
dogru olusturulmasi i¢in her zaman se¢ilebilecek bir vektoriin olmasi gerekmektedir. Bu
yiizden c,,...,c; vektorlerinden d—2 veya daha azinmn iirettigi vektdrlerin sayist
hesaplanir. i tane vektoriin iirettigi vektor sayist (q—1)' ile bulunur. Buradan
C,.Cy (2= j<n) vektdrlerinin d —2 veya daha azinin {irettigi vektorlerin sayist

S R U

i=0

olur. Bdylece ¢;(2< j<n) vektdrii her zaman bulunabilecegi sdylenebilir. Uretilen

vektor sayist " *’dan kiigiik oldugu igin yeni kolonlar eklenebilir. H kontrol
matrisinin tiim kolonlar1 lineer bagimsiz oldugundan ve kodun minimum uzaklig1 en az
d oldugundan ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.24 q>1 asal ve n,d e[l olmak iizere 2<d <n saglansin. O halde asagidaki
esitlik saglanir:

n-1

q
B (nd)y>———.
q(n ) Vq”‘l(d -2)
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Ornek 3.51 C = [9,k,5] lineer kodda boyutun iist ve alt sinir1 bulunsun.
Hamming sinirina gore {ist sinir bulunursa
2° 512 512
9 9 9) 1+9+36 46
+ |+
0 1 2

k <3 olur. Alt smir i¢in Sonug 2.23 kullanilirsa

C|=2"< ~11.13,

2° 22 256
9-1) (9-1) (9-1) (9-1) 1+8+28+56 93
+ + +
0 1 2 3

Boylece 2<k <3 olur.

~ 2.75.

IC|=2"2

3.7.5 Miikemmel Kodlar (Perfect Codes)
Tanim 3.38 Eger q’lu bir kod Hamming sinirina ulasirsa yani

n

M=__ 4
d-1
Vol ——=
2
saglarsa miikemmel kod olarak isimlendirilir. Mitkemmel olan {i¢ tane ikili kod vardir.

Tekrarli kod, Hamming kodlar1 ve Golay kodlar1 [27].

3.7.5.1 Tekrarh Kod (Repetition Code)

Tekrarli kod C=(n,1,n) kodu trivial oldugundan n tek i¢in nT—l hata diizelten

miikemmel koddur [27] .

Ornek 3.52 d =n=2e+1 oldugundan tekrarli kod tam n_;l hata diizeltir. Bu kod i¢in

Hamming sinir1

51| (0)o(1) o -2
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olur. Hamming sinirina esit kodsozii oldugundan tekrarli kod miikemmeldir.

3.7.5.2 Hamming Kodlari

r>2 ve C n=2"-1 olan bir lineer kod olsun. C ’nin kontrol matrisi olan H ’nin
kolonlar1 F, ’nin tim sifirdan farkli vektorlerinden olussun. Bu C koduna 2" -1

uzunlugunda ikili (binary) Hamming kodu denir ve Ham(r,2) ile gésterilir.
Ikili Hamming kodunun parametreleri (2" —1,2" —r —1,3) seklindedir.
Ornek 3.53 m=3 almirsa
(2°-1,2°-3-1,3)=(7,4,3)
kodu elde edilir. (7,4,3) kodunun Hamming sinir1 hesaplanirsa

L (7
24Z(i ) =2'(1+7)=2".

i=0

Boylece (7,4,3) Hamming kodu miikemmeldir.

3.7.5.3 Golay Kodlar:

Hamming kodunun varhig d >3 saglayan miikemmel kod var mi sorusunu ortaya

c¢ikardi. Golay kodlar bu 6zelligi saglayan kodlardir.

G=(l,|A) olmak iizere G , 12x 24 liik bir matris ve A matrisi asagidaki gibi olsun:
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(0011111111 111)
111011100010
11011100010 1
10111000101 1
111100010110
|11 1000101101
‘ 110001011011
100010110111
1001011011T10
101011011100
110110111000
\1 0110111000 1)

Urete¢ matrisi G olan ikili lineer koda genislemis (extended) ikili Golay kodu denir

ve G,, ile gosterilir.
G,, kodunda uzunluk n=24, boyut k =12 ve minimum uzaklik d(G,,) =8"dir. Yani
G,, =[24,12,8].

G 12x23’liik bir matris belirtmek iizere G = (1, | A) olsun. Burada A matrisi A ’nin
son kolonunun silinmesiyle elde edilsin. G iirete¢ matrisiyle iiretilen ikili lineer koda
ikili Golay kod (binary Golay code) denir ve G,; ile gosterilir [26].

Ornek 3.54 G,, =[23,12,7] kodun miikemmel kod oldugu gésterilsin.

ise kod mikkemmeldir.

Eger M =

V;'(3)
. 23 23 23 1
V,' (3) = 0 + 1 + 5 =1+23+253+1771=2048=2""
Mogro2 o 2

211 V2n(3)

Boylece G,; kodu mitkemmeldir.
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3.7.6  Teklik Simir1 (Singelton Bound) ve MDS Kodlar

A,(n,d) ve B,(n,d) degerleri igin bir diger tst sinir Teklik siniridir.

Teorem 3.25 g>1 tamsayisi ve n,d e[l degerleri igin 1<d <n olsun. Asagidaki

esitlik saglanir:
A\q (n, d) < qn—d+1-

Ozel olarak eger C =[n,k,d] lineer kod ise k <n—d +1 saglanr.

Ispat: C bir optimal (n,M,d) kod olsun. Yani M = A,(n,d). C’deki her bir sézden

son d-1 koordinat silinsin. d(C)=d oldugundan geriye kalan (n—d +1)

n—d+1

uzunlugundaki kodsozler hala farklidirlar. Su durumda en fazla q tane kodsoz

vardir. Boylece

A (n,d)=M <qg"""

saglanir.

Ornek 3.55 (i) F, iizerinde taniml1 [6,3,4] lineer kodu ele almirsa,
k=3=6-4+1=n-d+1 saglanir ve A,(6,4)=4° olur.

(i) A,(4,3) biiyiikliigi ele alinsin. Teklik sinirina gore

A 43)<q’°

olur. Kiire-sarma sinir1 ise

q4
Aq(4’3)g4r—3

olur. r >4 igin teklik sinir1 kiire-6rtii sinirindan daha kisitlayicidir.

Tamm 3.39 [n,k,d] lineer kodu i¢in k+d=n+1 saglamiyorsa bu koda MDS
(Maximum Distance Separable) kod denir [26].

Ornek 3.56 [, sonlu Abelian grup olmak iizere asagidakiler n uzunlugunda MDS

kodlardir:

(i) F" =(n,q".1).
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(ii) (n,q"",2) parite kodu {c,c,..c, 1> ¢ =0},
(iii) (n,q ,n) tekrarli kodu {aa...a:aelF}.

Teorem 3.26 (MDS kodlarinin 6zellikleri) C =[n,k,d] F, tizerinde tanimli lineer kod

olmak iizere G ve H sirasiyla C ’nin iireteg ve kontrol matrisi olsunlar. Asagidakiler

denktir:

. C MDS koddur.

o H ’nin her n—k kolonu lineer bagimsizdir.
. G ’nin her k kolonu lineer bagimsizdir.

. C* MDS koddur.

Asagida d=357 ve d<n<12 Kiire-Ortii, Hamming ve Teklik smirinm

karsilastirmalari verilmistir [16].

[ Sphere-covering  Hamming  Singleton
3 2 2 2
4 2 3 4
3 2 3 8
i 3 9 16
7 3 16 32
8 7 28 64
9 12 51 128

10 19 93 256
11 31 170 512
12 52 315 1024

Sekil 3. 4 A,(n,3) i¢in sinirlar

n Sphere-covering  Hamming  Singleton

3 2 2 2
B 2 2 4
7 2 4 b
8 2 b 16
) 2 11 32
10 3 18 6d
11 4 30 128
12 B 3l 256

Sekil 3.5 A,(n,5) igin sinirlar
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[ Sphere-covering  Hamming  Singleton

8
9
10
1

12

r

[ S o O Y S

32
64

Pl P o o P [
fad T LM L [ [od

Sekil 3.6 A,(n,7) igin sinirlar

3.7.7 Asimptotik Simirlar (Asymptotic Bounds)

Bu kisimda uzunlugu n— oo olan kodlar iizerinde sinirlar anlatilacaktir. Elde edilen
sinirlar da asimptotik sinir olarak adlandirilir. Bir kodun orani (rate) ve bagh uzakligi

log, M
sirastyla R(C) = —

ve 5(C)=tl ile tanimlanmisti. R ve o degerleri 0 ve 1
n

arasindadir. Bu iki deger 1’e yaklastik¢a kod iyi kod (good code) olur. O halde o
verildiginde R ne kadar biiyiik olabilir? [28].

Tamm 3.40 g asal ve 0<6<1 olmak lizere dell olsun. (o) fonksiyonu su

sekilde tanimlanir [28]:
. 1
a,(6) = Ilmsupﬁlogq A,(n,| 6n]).

a,(d) 'nun tam degeri bilinmemektedir ve bu fonksiyonun ist ve alt smir
hesaplanacaktir. «,(9) ile hesaplanan ist simir, bagh uzakligi & ye yaklasan tim kod

ailelerinin iletim hizina sahip oldugunu ve en fazla bu iist sinir degerini aldigini1 gosterir.

a,(9) ile hesaplanan alt sinir ise kod uzunlugu sonsuza yaklasan ve bagl uzakligi

0 ’ye yaklasan bir kod ailesi oldugunu, bu ailenin iletim hizim1 bu alt smnira esit

oldugunu gosterir [23].

3.7.7.1 Asimptotik Teklik Simir1 (Asymptotic Singleton Bound)

Teorem 3.27 5 =Ilim__, 6(C) ve R=Ilim_,_ R(C) olsun. Her bir kod Cigin 6 <1-R

saglanir.
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Ispat: Teklik sinirinda her bir (n,M,d) kodu igin d < n—log, M +1 ve dolayisiyla

d-1<n-log, M saglanmaktaydi. O halde

— log M
s)=371<n_ %M 1 wic)s1-n.
n n n

3.7.7.2 Asimptotik Kiire-Sarma (Hamming) Sinir1

Bundan sonra bazi kisaltim ve tanimlar soyle olacaktir: C , n uzunlugundaki kodu
gostermek iizere C={C } kodlar ailesi olsun. &=06(C)=Ilim __ o(C,) ve
R=REC)=Ilim __ NR(C,). Bazt durumlarda asagidaki smirlar her bir n igin
saglanmaktadir ve bu durumda C, i¢in sinirlar yazilacaktir. Bazi durumlarda da n — oo

igin sinirlar saglandigindan C igin sinir yazilacaktir [23].

0=1-1/q kiimesi ve 0<x <@ araligi igin H_(x) fonksiyonu sdyle tanimlansin:

0, x=0
Hq(x):{ Xlogq(q_l)_XIqu X_(]_—X) |qu(1—X),0< X<6 }

H, fonksiyonu Hilbert entropi (daginim) fonksiyonu olarak isimlendirilir [28].

Lemma 3.28: 0 <4 <@ olmak iizere herhangi bir A4 i¢in agsagidaki esitlik saglanir [28]:
li ! I An))=H_(4

lim~ og, A,(n,| An ) =H,(4).

Teorem 3.29 Asimptotik bagli uzaklig 53% ve iletim hizi R olan her bir ikili C
kodu i¢in asagidaki esitlik saglanir:

‘Rgl—H(g).

. log, M
Ispat: R = % oldugundan n-R =log, M yazilabilir. Kiire-Sarma sinir1 da
n

M <A (nd)<

66



oldugunu belirtir. Buradan

n

S d-1
“|%]

Rn=IlogM <log A,(n,d)<log

olur. Her iki taraf n ile sadelestirilirse

9131—H(§j.
2

3.7.7.3 Asimptotik Gilbert — Varshamov Simir1

Teorem 3.30 0 <6 <8 olmak iizere herhangi bir 6 i¢in asagidaki saglanir:

@, (8)21-H, ().
Ispat: a,(0) ’in tanimi kullanilirsa,

a,(6) = |iTS:Jp%|qu A,(n,| 6n )

> Iimsup%logq A,(n,| 6n |+1)

nN—oo

.1 q"
ZLL@;'W{WJ

= Iim(l—%logqvq(n,én)j

n—o0

—1-H,(5).
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BOLUM 4

RANK METRIK

Rank metrik ilk olarak Gabidulin tarafindan tanimlanmistir. Rank metrik iizerinde
olusturulan kodlar, kodlarin 6zel bir tipidir ve rank kodlar veya rank uzaklikli kodlar
olarak isimlendirilir. Rank metrik, alinan veride olusan hatalar1 diizeltmede daha verimli
bir kapasiteye sahiptir. Bu metrik, fakli semboller arasinda lineer bagimlilig1 amaglar ve
boylece diger metrikler lizerinde olusturulmus kodlardan daha fazla hata bulup

diizeltmeye calisir.

Bu boliimde rank metrigin daha iyi anlasilmasi i¢in 6ncelikle sonlu cisimlerin matrissel

gosterimi ve rank normu tanitilmis ve daha sonra rank metrigi ve sinirlar anlatilmistir.

4.1 Sonlu Cisimlerin Matrissel Gosterimi

F, keyfi bir cisim ve m, n ve p pozitif tamsayilar olsunlar. B eF™" bir matris ve
L,(C)=BC olacak sekilde Lg:F™ —F™" fonksiyonu tanimlansin. L, (soldan B ile

carpim) matris ¢carpim Ozelliklerine gore lineer doniistimdiir (linear transformation):
C,C,,C,eF™ ve ¢ €T igin

LB(C1+C2) = B(C1+C2)
=BC, + BC,
= LB (C1)+ LB (Cz)

ve
L; (aC) =B(aC)
=a(BC)

=al,(C).
68



Eger Iqu cisminden bir b elemani alinirsa, b ile soldan ¢arpim, Iqu =V vektor uzay1
tizerinde bir lineer doniisiim L, belirtir. Eger ]qu =V vektor uzayinda herhangi bir B
taban: segilirse bu tabana gore L, ’nin [L,]=[L,], matrisi bulunabilir. Eger farkli B
tabanlar1 segilir ve ayni yolla ]qu ’in her bir elemaninin matrisi bulunursa elde edilen
matris kiimesi ]qu ‘e izomorftur. Boylece her bir taban secimi ]qu ’nin farkli matris
gosterimini verir.

Matris gosterimini bulmadan once cisimin ¢arpim tablosunun yazilmasi gerekmektedir.

Ancak es matris kullanilarak bu zorluk asilabilir.

Tamm 4.1 Bir cisim iizerinde derecesi n olan f (X) =, + X+ +a, ;X" +Xx" monik

polinomunun es matrisi (companion matrix) asagidaki nxn’lik matris ile tanimlanir:

0 00O 0 -a
1 00 0 —o
A=10 1 O 0 -a,

000 - 1 a,
Lineer cebirden A matrisi f(A)=0 denklemini saglar. Yani I, nxn’lik birim matris
olmak iizere

al +aA++a, AT+ A" =0.

O halde, F, iizerinde tanimli f monik polinomu i¢in es matris A ise f(A)=0"dir ve

buda A’nin, f monik polinomunun kdkiinde rol oynadigini gosterir. Boylece derecesi

n’den kiicik, IFq iizerinde tanimli A’daki polinomlar Iqu ’nin elemanlarimin  bir
gosterimini (representation) saglar.
Ornek 4.1 F, cisminin elemanlarini matrissel olarak gdsterelim.

F,, F, iizerinde derecesi 2 olan genislemesi oldugundan f(x)=x*+1e[F,[x] monik

indirgenemez polinomu alinabilir. f ’nin es matrisi ¢, =1 ve o, =0 oldugundan

ST
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oldugu goriiliir. Buradan

et 3 2

olur. O halde asagidaki matris kiimesi [, cismine izomorfiktir:
F,={0,1,21, A 1+ A2l +A2A 1 +2A21 +2A}.
Ornek 4.2 F, cisminin elemanlarini matrissel olarak gosterelim.

F, iizerinde tammli f(X)=x>+x+1 monik indirgenemez polinomunu ele alalim.

f ’nin es matrisi o, =1, oy =1 ve «, =0 oldugundan

>

Il
o L o
m O o
o b k.

olur. Cismin elemanlar1 da IF23 [A]l= {O, IA,.., Ae} kiimesine izomorfiktir.

4.2 Rank Normu ve Rank Kodlar

Rank kodlarin gosterimi iki tiirlidiir: vektor gosterimi ve matrissel gosterimi.

Vektorel gosterimi: T, bir taban cismi ve ]Fqn, bu cismin derecesi n olan genislemesi
olsun. IE‘: , B tizerinde tanimli boyutu N olan normalize vektor uzay: olsun. g e IF:
olmak tizere g=(9,,0,,-,d,) vektoriiniin rank normu, F, iizerinde lineer bagimsiz
g; koordinatlarinin maksimal sayist olarak tammlanir ve r(g) ile gosterilir. C cIE‘q“n

olan kiimelere de rank kodlar veya vektor kodlar denir. g, ve g, vektorlerinin rank

uzakhg (rank distance)

d(gl1gz):r(gl_gz) (4-1)

ile tanimlidir.

Matrissel gosterimi: IF;X”, I, tizerinde tanimli derecesi N olan kare matrislerin kiimesi

olsun. M eIF;X“ matrisinin rank normu, bilinen matris ranki olarak tanimlanir. Yani
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F, tzerinde tanimli lineer bagimsiz satir veya siitunlarin maksimal sayisidir ve
rank(M) ile gosterilir. M c F;™" olan matrislere de rank kodlar veya matris kodlar

denir. M, ve M, matrisleri arasindaki rank uzakhg

d(M,,M,) =rank(M,-M,) (4.2)

ile tantmlidir.
g, e]Fqn olmak iizere 9=(9,,0,,--19,), Fqn ’in bir sirali tabani olsun. Asagidaki

fonksiyon tanimlansin;

G F —F
) (4.3)

m=(m,...m)—>M

Burada me [, iken M eFy™" matrisi, m=gM esitligini saglayan tek matristir. M

matrisi, m vektoriiniin ¢ — gosterimi seklinde de bilinir. ¢ fonksiyonu rank normu ve

rank uzakliginin korundugu bijektif bir fonksiyondur [29]:

r(m)=rank(M)

d(9,.9,) =r(9, - 9,) =d(M,,M,) = rank(M,, M,). (4.4)

Tamm 4.2 X, elemanlart GF(q") iizerinde tanimli N uzunlugunda bir kodsoz olsun.

2:GF(@@")" — A]

(4.5)
X= (X, Xy ee0s X, 1) = (N xN)
bijektif fonksiyonu ele alinsin.
(’ya gore X’in rank normu
r(x|q) =rank(A[q) (4.6)

ile tanimlanir. rank(A|q) rank fonksiyonu, A’nin GF(q) tizerinde tanimli maksimum

sayidaki lineer bagimsiz satir veya siitun sayisina esittir.

Rank fonksiyonu bir metrik tanimlar [30]. Gergekten,
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r(x|q)=0

r(x|q)=0<x=0

r(x+yla)<r(x|a)+r(yla)

r(ax|q) =la|r(x|q).

Ornek 4.3 o°=a+1 olmak iizere GF(2°)=GF(2)() kiimesi ele alinsin ve n=5

olsun. x=(a’,,0,0°,a)=(a" +1,,0,a” +ax+1, &) vektorii ele almsin. X vektorii

icin
1 0010
01 011
1 0010

matrisi elde edilir ve ranki r(X) =2 ’dir.

4.3 Rank Metrik

Tamm 4.3 GF(q™)", GF(q™) tizerinde tanimli N—boyutlu vektdér uzayr olmak lizere
a=(a,,a,.a,,)GF@™)" olsun. ¥,,7,7ns GF(Q") nin sirali taban kiimesi
olsun. Buradan aiyjeGF(q),izo,l,...,m—l ve J=0,1..,n-1 olmak iizere a;

koordinati,
m-1
=2, a7 (4.7)

seklinde yazilabilir. Boylece a;, YoV Yma sirali taban kiimesine gére m—boyutlu

(aO’ JUY: A - Wy j)T siitun vektoriine genisletilebilir. A, a vektoriiniin tim

koordinatlarinin genislemesi ile elde edilen mxn’lik matris olsun. 4.7 denklemi g6z

Oniine alinarak A matrisi asagidaki gibi yazilir:

a‘0,0 a‘0,1 a‘O,n—l
A B Bn A
am—1,0 am—l,l e am—1,n—1
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a vektoriiniin rank normu (GF(q) tizerinde) A matrisinin rank normu olarak

tanimlanir. Yani

r(alq) =rank(A[Qq).

Boylelikle Va,beGF(q™)" olmak iizere

d:.(a,b)=r(a—b|q) (4.8)

bir metrik belirtir ve rank metrigi olarak isimlendirilir [30].

Tamm 4.4 CcGF(q™)", n uzunlugunda bir kod olsun. C’nin minimum rank

uzakhg (minimum rank distance) agagidaki sekilde tanimlanir:

dR(C) :clrlligcdR(Cl'Cz)-

Ornek 4.4 o?=a+1 olmak iizere F, ={0,1,,a’} kiimesi iizerinde olusturulan
C ={(0,0),(1,@°),(a,1),(a*, @)} lineer kodu ele almsm. d,((0,0),(cx,1)) bulunmak
istensin.

(0,0) ]F:Z “dir. ]FZZZ , IFZZ kiimesi {lizerinde bir vektor uzayi olarak diistiniilebilir. O halde

(0,0) kodsoziiniin her bir koordinati ]F22 kiimesinin tabani ile gosterilebilir. IE‘zZ kiimesi
de F, iizerinde bir vektdr uzayr oldufundan F,’nin her bir elemani F, kiimesinin

tabani ile gosterilebilir. {1, a} sirali taban kiimesi ele alinirsa her bir k € F, elemam
k=x1+y-a , XYyeL,
seklinde yazilabilir. O halde,

(0,0)eF; =0eF,,0¢F,
0=01+0 -«
0=0-1+0-«

seklinde her bir koordinat taban kiimesi ile gosterilir. Tanim geregi her bir koordinat

stitun vektoriine genisletilirse (0,0) € IFZZZ kodsozii i¢in

o3
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matrisi elde edilir. Ayni islem («,1) € ]F:2 kodsoziine de uygulanirsa,

(,]) 6]1‘7‘222 —ael,leF,
a=01+1-«
1=1-140-«

elde edilir. Buradan (a,1) € F,, kodsozii igin
01
10

matrisi elde edilir. Bu iki kods6ziin rank uzakligi

(OO @) =0 -@=r(¢ o] gh=r(] ch-2

olur. Diger kodsézlerin d ’leri de bulunmak istenirse,

oo aan—rd® (L Do 1),
(O ),(,a»—r{o OHO J)—r((o h=2
0 0) (10 10
dR«o,O),(az,a»:r([o OHl 1)):«[1 D=2
1 1) (0 1 10
(L o). (@ ,1»=r([0 X —[1 0])=r((1 1j)=2.

0 0
dR<(1,a2>,(a2,a>)=r(@ i G B ;))zz_

, 0 1) (1 0 11
di (2, 1), (@ ,a))=r((1 ol 11 1P="(, 1))zz.

C kodunun minimum rank uzakligi 2 ’dir.

Ornek 4.5 C, GF(2°) iizerinde tanimhi (4,2) kod olsun. « primitif eleman olmak

luzere

0 1 1 «
G= 5 2
0O & a 1
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tirete¢ matris olsun. U=(0,1,1, &) kodsozii icin Hamming agirligi w,, =3 iken rank

agirhigl (normu) r(u) =2 ’dir. C ’nin minimum rank uzakligi d,(C)=2"dir.

Rank metrik, GF(q™)" {izerinde tanimlanan ve rank normu ile elde edilen bir metriktir.

xeGF(q™)" olmak {lizere rank metriginde kiire (sphere) ve yuvar (ball) su sekilde

tanimlanir [26]:
e X merkezli t >0 yaricapli kiire S(x,t) ={y e GF(q™)" | r(y—x) =t}.
e x merkezli t >0 yarigaph yuvar B(X,t) = U::o S(x,1).
Tamm 4.5 q asal, V;’ler GF(q) iizerinde m - boyutlu vektdr uzaylari olmak iizere

V =V, xV, x---xV,

GF(g™) tizerinde n - boyutlu vektdr uzay olsun. Eger C =V igin

UJsx.t)=v

xeC

saglanirsa C ’ye miikemmel t - hata — diizelten — kod denir [31].

Vektorlerin 6telenmesinde rank metrik degismediginden kiirelerin ve yuvarlarin
hacimleri secilen bir merkeze bagli degildir. O halde kiire ve yuvarin hacimleri

asagidaki sekilde tanimlanir [26]:

eS,, GF(q")’de t yarigapli kiirenin hacmi olsun. S,, rank =t olan mxn’lik

matrislerin sayisina esittir. Eger t=0 ise S, =1 ve t=1,...,min(n,m) igin

St:ltll(q”—q‘)(qm—OIJ) | 49)

0 q-q’

Ispat: M__(q), elemanlart GF(q)’dan olan tiim mxn matrislerin kiimesi ve

-9)@"-q")
-q

M) ={AeM,..(q)|rank(A) =t} olsun. S, =|M(t)|= H ¢

oldugu

gosterilecektir.
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P(t) = {P eM, . (q)|rank(P) :t} ranki t olan tim mxt matrislerin kiimesi ve

Q) = {Q e M, (q)| rank(Q) ='[} ranki t olan tiim txn matrislerin kiimesi olsun.

PeP(t) ve QeQ(t) olmak tlizere M (t)’deki herhangi bir matris PQ ¢arpimi ile
belirtilebilir. P(t)xQ(t) ’den M (t) ’ye asagidaki sekilde bir fonksiyon tanimlansin:

w:(P,Q)—PQ.
w oOrtendir ve bazi regiiler txt matris T ’ler i¢in
y(R,.Q)=v(R,Q) =R =RT ve Q,=TQ

vardir. Sonug olarak, L (), GF(q) tizerinde tiim regiiler txt matrisleri tanimlamak

uzere
P(©)xQ(®)]| =M ®)[L (a)
saglanir. Bu esitlik kullanilarak

POI=@" D@ -D-@"-a) ,  [QO=@-D@ -d)-@-q7)  ve

IL®[=(@" -D(g"' —)...(a" —=g"™") olur ki ispat tamamlanmus olur.

eB,, GF(Qq")’de t yaricapli yuvarm hacmi olsun. B,, rank <t olan mxn’lik

matrislerin sayisina esittir. O halde,

vt=0,..,min(n,m), B, :Zt:Si . (4.10)

i=0

Ispat: Kiirenin tamimi ve S, ’den elde edilir.

4.4 Rank Metrikte Kiire ve Yuvar Sinirlari

Onerme 4.1 t =0,...,min(n,m) olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir [26]:

2 2
q(m+n—2)t—t < St < q(m+n+l)t—t

q(m+n—2)t—t2 <B < q(m+n+1)t—t2+1 (4.11)
SDb =

Ispat: Kiire hacmi ele alinirsa, (4.11) formiilii sdyle yazilabilir:
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m+n)t—t2 = (1-g’"M@-q' "
St:q( )ttH( ql )(j_tq )
j=0 —q

Tim j=0,...,t -1 i¢in t <min(n,m) oldugundan

-9 MHA-g"H<@l-g'"MEL-g' <1
2 1_g-1
q q

1 > 1-qgq't >

yazilabilir. Ayni sebepten (L—q ) < (1—g"™" "™} yazilabilir. Bdylece,

@-29"+q?)<@-g"H)@A-g™).

q asal oldugundan q>2°dir. Bu durum (1-297%)>0 ve q°<(1-q""H)@1-g""™")
q

saglar. Ayni sart ile 11 < ’de saglanir. Boylece ¢arpimin her biri agagidakini saglar:

_ il _ N
Vj=0,..,t-1, q‘zs(l g )(1._ g )s
1-q'

g.

Yuvar hacmi ele alimirsa: Aym yaricap degerinde yuvarin hacmi kiirenin hacminden
biiyiik oldugu i¢in alt sinir direkt olarak kiirenin alt sinirindan gelir. L=m+n+1 olsun.

O halde kiire hacminin iist sinir1 asagidaki esitligi saglar:

u42:(rp¥£1+§iq0:pmpo}
i=0

o
IA

M-

o

i=0,...,t—1icin L—i—t>L—t ve (i—t)<0 saglar. Boylece q-" 0 < g0

olur. Buradan degiskenler yerlerine yazilirsa,

t
Bt < th—t2 £1+Zq(Lt)i}
=1

elde edilir. Toplam islemi hesaplanirsa,
—(L-t)(t+1) 1

174

—(L-t) —(L-t) -

t Y 1_q
1+ q (L-t)] —
2T
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t <min(n,m) ve q=>2 oldugundan W <2<( saglanr.

1

45 Teklik Sinir1 ve MRD kodlar

Bir kodun minimum rank uzakligi 6zel olarak smirlandirilabilir. Ik olarak GF(q™)
tizerinde tanimli kodun minimum uzakligi d,, m ile siirlandirthir. d, =m 6zelligini
saglayan kodlar ful rank uzaklikli kodlar (full rank distance codes) olarak isimlendirilir
ve [32]’da ¢alisilmustir.

Teorem 4.2 |C|=M olmak iizere C<GF(q")" rank kod ve d.(C)=d olsun.

Asagidaki esitlik saglanir [33]:

M < qmin{m(nfd+1),n(m*d+1)}. (4.12)

Ispat: ¢, ve ¢, iki kodséz olsun ve bu kodsédzlerin ilk n—d +1 koordinat: ayn1 olsun.
Bu durumda c,—c,’in n—d+1 koordinati 0 olur ve sonugta d(c,,c,)<d olur ki

C 'nin minimum rank uzakligi d ile gelisir. Bu durum C ’de ilk n—d +1 koordinati
esit olan iki kods6z olmadigini gosterir. Boylece C ’nin biiyiikligi n—d +1 sayist ile

iistten sinirlandirilmis olur:

M S‘GF(qm)n—dﬂ :qm(n—d+l). (413)

GF(q) tzerinde tanimli GF(qQ™) vektor uzaymndan herhangi bir b tabani segilsin ve

rank metrik tamimindaki gibi, C ’deki her bir kodsoziin tiim koordinatlar1 b ’ye gore
gosterimleri (representation) ile degistirilsin. Bu sekilde her bir kodsdz, elemanlari

GF(q)’de olan mxn’lik matrislere eslesir (map) ve bu matrisler B(c) ile gosterilsin.
Herhangi iki kodsoz c, ve ¢, i¢in r(c,cC,) ranki, B(c,)—B(C,) matrisinin rankina
esittir. Bir matrisin ranki, o matrisin satir rankina esit oldugundan, B(C) = {B(C) ‘ce C}
kiimesinde ilk m—d +1 satir1 ayn1 olan iki matris yoktur. Boylece, B(C) ’deki eleman
sayisi, GF(Q) iizerindeki tim (m—d+1)xn matrislerinin kiimesinin bilyikligi

n(m-d+1) »:

q i gecemez. Ancak C’den B(C)’ye olan fonksiyon birebir oldugundan

M < q" ™Y yazilir. Bu esitlik (4.13) ile birlestirilerek ispat tamamlanmus olur.
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Biiyiikliigii teklik simirma esit olan rank metrik kodlara maksimum rank uzakhkh
(Maximum Rank Distance - MRD) kodlar denir [15]. Yani, GF(q™) tizerinde tanimli
(n,M,d) kodu asagidaki esitligi saglarsa MRD kod olarak isimlendirilir [26]:

° M — qm(n—d+1)’ n S m

° M — qm(n—d+1)’ n>m

Ornek 4.6 GF(q") iizerinde tanimli [n,1,n] kodu MRD koddur.

MRD kodlarin ingasinda gerekli lemma ve teoremler i¢in [33] ve [34] makalelerine
bakilabilir. Asagida MRD kodlarin insasindan kisaca bahsedilecektir.

M, GF(g) lizerinde tanimli nxn’lik matris olsun. Bu matrisin kolon elemanlari,
GF(q) tizerindeki herhangi bir tabanin genislemesi olan GF(Q") cisminin bir
elemaninin gosterimi (representation) olarak diistiniilebilir. Bu ise, M <>m birebir
fonksiyon tanimlar. Burada m, elemanlari GF(Q")’de olan n uzunlugunda bir

vektordiir. m ’nin ranki, lineer bagimsiz koordinatlarinin sayisi olarak tanimlanmisti.
Bu rank M matrisinin rankina esittir. Boylece MRD kodu insa edilebilir ve daha sonra

matrisler lizerine eslestirilir (map).

Genel olarak bir vektorden matris ingast su sekildedir: g,,9,,..,9,, GF(q") cisminin

lineer bagimsiz elemanlart olsunlar. Sonlu cisim lineer kod C ’nin iirete¢ matrisi

asagidaki gibi olsun:

g g, 03 g,
G=| : : : : :

k-1 k-1 k-1 k-1

o 9 9 - 0
Bu C kodu, rank uzaklig1 d; =n—k+1 olan MRD koddur.

Ozel olarak ful-rank MRD kodun insas1 su sekildedir: o, GF(q")cisminin ilkel

eleman1 olmak uzere C:(l,a,az,...,a"*l) kodsozi tanimlansin. Bu vektorin tim

elemanlar1 GF(q) tizerinde lineer bagimsizdir ve kod q" vektorlii kiime olarak verilir,
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C= {0,0{i -¢,i=0,...,q" —2}. Karsilik gelen matris kod, C’nin elemanlarinin, bu

elemanlarin GF(q) tizerinde kolon gosterimi ile degistirilmesi ile elde edilir. Rank

MRD kodlarin 6zel formu es matris ile tanimlanir:

c-| ° : . :
_bo _bl _bn—l

C:[a,az,...,a”]T
[lkel indirgenemez polinom f(x), b e GF(q) katsayilarii tanimlar ve C kodunu
Verir:

f(X)=x"+b, X" +---+bx+Db,
o {O,C,CZ,...,C“"’Z,an’l} .

C’nin nxn’lik matrisleri, rank uzakligt n olan " elemanl lineer MRD kodu
tanimlar. Es matris, cismin matrissel gosterimi ile ilgilidir. Bu sebeple f(X) ’in se¢imi

MRD kodun, kod 6zelliklerini etkilemez [35].

Ornek 4.7 GF(2°)* vektor uzayr ele alinsin ve ilkel polinom f(X)=x*+Xx+a«
segilsin. Bu polinomun katsayilari GF(2?) cismindedir ve GF(2) iizerinde tanimh

a’+a+1=0 ilkel polinomu ile hesaplansin. MRD kodu tanimlayalim.

MRD kodun matris gosterimi es matris kullamlarak GF(2°)* vektdér uzayindan

asagidaki sekilde elde edilebilir:

CO—O 0 Cl—o ) . (2 @
loo) T 1 1) T L
c o a2 1’ C4:1 a7 cs_[@ 0
a1 10 0 o
co 0 o cT a’ o co o’ «a
a a) a 1) 1l «




CS_1o
o 1)

Boylece rank kod {C°,C*,C?,...,C*} bir MRD koddur.

Ornek 4.8 GF (5°) iizerinde taniml [2,1,2] MRD kodu tanimlayalim.

GF(5) iizerinde tanimli f(X)=Xx*+4x+2 ilkel polinomu ele alinsm. Es matris

asagidaki gibi olur:

0 -2 0 3
C= = .
1 4 11
GF(5) tizerinde, C :{O,(C,(CZ,...,(C24} ile tanimlanan matrissel kod minimum rank

uzaklig1 2 olan MRD koddur.

Tamm 4.6 n<m i¢in g=(9,,9,,..,9,) €GF(Q™) lineer bagimsiz elemanlar olsunlar.

[i(]=9" olmak iizere G iirete¢ matrisi sdyle tanimlansin:

9 % - 9
1 1 1
o' g . g
G=| g g7 gy
k-1 k-1 k-1
g[ ] g[ ] gr[1 ]

G ile iretilen koda Gabidulin kodu denir. Boyutu k ve minimum rank uzakligi

d, =n—k+1"dir.

Ornek 4.9 GF(2*) iizerinde tamimli Gabidulin kodu i¢in n=4 ve k=3 olsun. «

primitif eleman olsun. O halde «”® =1 ve a* = +1 olur. Buradan
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GF(16)={0,1, a,0? &’ a+l o’ +a,a® +a’,a* +1a’ +a,a’ +a+l,a’ +a’ +a,
ad+a’+a+la’+a’+1,a° +1}
olur. (La,a®,a®), GFE(16) igin taban olsun. g =(9,,9,.95.9,) €F;, clemanlari su

sekilde secilsin:

g, = o — 0100
g, =a® — 0010
g, =a® — 0001

g,=a’ =a+1-1100

0=(9,,9,,95,9,) lineer bagimsizdur.

gl gZ g3 g4
_| g gl g gl
G - 1 2 3 4

[21 421 42 42
9° 97 G 0,

a a’ ad a+1

G=| a* a+1 a’+a’ a’+1

a+l a’*+1 d+a’+a+l o

G, Gabidulin kodun tirete¢ matrisidir. d bu kodun minimum rank uzaklig1 olmak iizere

d —-1=n-k esitligine bakalim.

0 0 0 1 01 01
1 0 0 1 01 00
d((a,a?, &, a+1)—(a®, a+1,a’ +a®,a’ +1) = -
01 00 1 011
0 010 0 010
01 0O
11 0 1
- =3
1111
0 00O
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0101 11
0100 10
d((e®,a+La’+a,a* +)—(a+la’*+l,a* +a* +a+1la)) = —
1 011 0 1
0010 00
1 011
1111
= =3

1101
0 00O

0 001 1110

1 0 01 1 011

d((a,0?, &, a+1)—(a+La* +La* +a’ +a+1,a)) = -

0100 0110

0010 0010

1111

0010

= :2
0010
0 00O

d(C) =2 oldugu goriilmistiir. O halde d —1=n-Kk esitligi i¢in
2-1=4-3

saglanmaktadir.

4.6 Kiire — Sarma Sinir1 ve Mitkemmel Kodlar

Kiire — Sarma sinir problemi, GF(Q™), n uzunlugu ve r yarigapt verildiginde

GF(g™)"’de yarigap1 r olan ve kesismeyen maksimum yuvar sayisi ile ilgilidir. Yine
bu problem, r yarigapli kodsozlerinin olusturdugu kiireleri birbiriyle kesismeyen,
minimum uzakhigr d >2r+1 olan n uzunlugundaki kodun maksimum kardinalitesini

bulmaya esdegerdir. Ayrica bu kesigsmeyen kiireler tiim uzayi sariyorsa kod miikemmel
kod olarak adlandirilir [36].

Teorem 4.3 (Kiire — Sarma Sinir1) t = L(d -1/ ZJ ve CcV t - hata — diizelten — kod

olsun. Asagidaki esitlik saglanir [31]:

IC|-B,<q™.
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Ispat: C, t- hata — diizelten — kod olsun. x kodséziiniin ¢evresindeki t yarigaph

kiireler ayrik oldugundan |C| tane kiirenin her biri B, tane vektor igerir ve V

uzayindaki toplam vektor sayis1 @™ tanedir.
Lemma 4.4 Eger C miikemmel kod ise |C| =q™(k e N) [31].

Ispat: C, t- hata— diizelten — kod olsun.

o1+ £ 0 -+ LA gy g)...

q-1 @*-1)(a*-q)
L@ D@ =) 0y (g tlJ
F @D g @ e (414
=q™

q=p° ve p asal olsun. (4.14) esitligi, 1< s<emn olan bazi pozitif tamsay1 s ’ler i¢in

IC| = p* saglar. Bu nedenle,

1+L_1(qm ~1)+ (@"-1(q"-q) (qm _1)(qm ~q)

q-1 (9*-1)(a* -q)
L@ =D.@ =0 o ) (qn g
e L AU Y
:pemns
veya

em_q)( 4 =1, @ -D(@ -0)
(p )(q—1+(q2—1)(q2—q>(q )

L@ -D.@" -9 m —
@ -, (q —gny (A" ~a)-(a" - )j

emn-s

=P

emn-s

olur. Boylece p*™° -1, p*" -1 tarafindan boliinebilir. Buradan em, emn—s’nin

bolenidir. Yani s=emk .
Teorem 4.5 1- hata — diizelten miikemmel kod yoktur [31].

Ispat: C, 1- hata — diizelten miikkemmel kod olsun. O halde
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of 1+ LH a9 -0

Lemma (4.4)’ten

" -1 m mr
149 (q"-1)=q
-1
veya
@ -D@" " +...+q+D) =q™ —1. (4.15)

Burada r=n- Iogqm

C| tamsayidir. Eger r=1 ise (4.15)¢ gore ya q"—1=0 yada

q""'+...+q+1=1 olmalidir. Yani m=0 veya n=1. Bu 3=2t+1<d <m,n saglayan

1- hata — diizelten kod i¢in imkansizdir.

Eger r>2 ise (4.15)’ten

Q" +q" .+ q+1=(g") T+ +Q" +1,

Boylece m=0, n=r olur. Buise C ’nin 1- hata — diizelten kod olmasiyla ¢elisir.

Lemma 4.6 t >1 i¢in asagidaki esitlik saglanir [31]:
t n .

1+Z . (qm _1)".(qm_q|—l)<qt(m+n).
i—o ||

Ispat: t =1 icin agiktir. t > 2 olsun. Herhangi bir t >i>2 i¢in

"-1)..(q" - - m m i— i(m+n 1 i(M-+n)—i+i
9 =920 ) (). (q" g <qn L <qen

(@ -D..(a" -9 @-97)

Bu nedenle,

i-1 t

t n n —.
Q" -D..(9"-9"7) , n mo il m+n i(men)—i%+i _ ~t(mn)
1+§ ; i i i (q _1)(q —q )<q + 2 ,q <( .
= (0'-D..(0'-q™) i

Teorem 4.7 V;’ler GF(q) {lizerinde m- boyutlu vektdr uzaylari olmak iizere

V =V, xV, x...xV_’de n<m uzunlugunda trivial olmayan hata — diizelten milkemmel

kod yoktur [31].
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C|, minimum uzakhi@g d olan herhangi bir C kodu igin

Ispat: 2t<d-1<n- Iogqm

saglanir. Boylece Lemma 4.6’dan
Lln ; n-log ,|CPm mn
\C\(HZL}(q”‘ -1)...(q" —q"l)J <|C|g*™ S\C\q( D qm™.
i=0

Bu esitlik, t >1 olan miikkemmel kod olmadigin1 gosterir.

4.7 Gilbert — Varshamov Sinir1
Onerme 4.8 m, n, M ve d pozitif tamsayilar olsunlar. Eger

MxB,,<q™.
(4.16)

ise GF(q™) tizerinde tanimli bir (n,M +1,d) kod vardir [26].

Ispat: n,d,M tamsayilari icin (4.16) esitligi saglansin. ilk olarak verilen parametrelerle
bir kod insa edilsin: ceGF(q™)" keyfi kodu segilsin. M >1 oldugu igin (4.16)
esitliginden

GF(q™)"\B(c,d-1) =

olur. Béylece en azindan bir tane d e GF(q™)"\B(c,d —1) vardir. ¢ ve d ’den olusan
kod ele alinsin. Bu kodda minimum rank uzakligi en az d ’dir.

M'<M olmak flizere insa edilen C kodu (n,M'd) kod olsun. Kodsozlerin

cevresindeki d —1 yarigapli yuvarlarin birlesiminden olusan kiime ele alinsin. Yani,

Vv = JB(c,d-1).

ceC

Bu kiime [\/| <M xB, ; saglar. (4.16) esitliginden aeGF(qQ™)"\V vardir. Boylece

C'=Cw{a} bir (n,M'+1,d) koddur.

Tamm 4.7 Eger bir (n,M,d) kodu asagidaki sinir1 sagliyorsa GV iizerindedir denir
[26]:

(M-)xB,,<q™<MxB,,. (4.17)
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Kodlama teorisi anlatilarak kodlar tizerindeki sinirlar incelenmis ve bu smirlar rank
metrigine uygulanmistir. Rank metrigi lizerinde tanimli kodlarin yapisi incelenmis ve
MRD kodlarin ingas1 anlatilmistir. Hamming metrikte miikemmel kod olmasina karsilik

rank metrikte miikemmel kod olmadig: ispatlanmistir.

Rank metrik icin ozellikler ve ilgili problemler, Hamming metrik 6zellikleri kadar
derinlemesine kesfedilmemistir. Ornegin, bir lineer kodun minimum rank uzakhg: ile
dualinin minimum rank uzaklig1 arasindaki baglantiyr kuracak MacWilliams doniisiim

esitligi ¢oziilmeyi bekleyen bir problemdir.
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