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ONSOz

“Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Matris Yardimi ile Cozimleri” adl calismam
Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Muhendisligi Ana Bilim
Dalina Yiksek Lisans Tezi olarak hazirlanmis olup konusu, lineer diferansiyel denklem
sistemleri ve bu sistemlerin ¢dzimleri ile ilgilidir. Calismamin tamami dort bélimden
olusup, ilk bélimde calismamin amacindan ve bulgulardan bahsedilmistir. ikinci
boliimde, lineer diferansiyel denklem sistemlerini matrisler yardimi ile ¢6zen metodlar
icin gerekli olan temel bilgiler verilmistir. Uclincii béliimde sabit katsayili lineer
homojen olan diferansiyel denklem sistemi, sabit katsayili lineer homojen olmayan
diferansiyel denklem sistemi, degisken katsayili lineer homojen olan diferansiyel
denklem sistemi ve degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemi ele alinmistir ve bu sistemlerin matrisler kullanilarak ¢éziimlerinin ne sekilde
yapilacagl arastirilmistir.  Konuyu tamamlayici mahiyette ¢6zimli  6rnekler
konulmustur. Dordiinci bélim ise sonug ve 6neriler bolimuddr.

Herkes icin vyararli olacagina inandigim bu tez c¢alismasinin planlanmasinda,
arastirilmasinda, yuritilmesinde ve olusumunda ilgi ve destegini esirgemeyen,
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OzET

LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ MATRIS YARDIMI iLE
COZUMLERI

Kemal Gokhan NALBANT

Matematik Mihendisligi Anabilim Dall

Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Fiigen TORUNBALCI AYDIN

Lineer diferansiyel denklem sistemlerinin cgesitli ¢6zim yollari bilinmektedir. Bu tez
calismasinda, bu metodlar disinda, lineer diferansiyel denklem sistemleri matrisler
yardimi ile farkh yontemlerle ¢ozilmustir.

Bu calismada matris ile ilgili kisim, bir program dahilinde lineer diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢ozimlerinde kullanilmak Gzere ele alinmistir ve bu mertebede
derinlestirilmistir. Matris ile ilgili kissmda, elemanter donlisiimler, elemanter matrisler,
denk matrisler, matrisi kanonik sekle donustiirme yontemi, polinom matrisler, denk
polinom matrisler ve denk polinom matrisler icin elemanter dontistimler, denk polinom
matrislerin kanonik sekli (smith normal form), lstel matris, bir matrisin 6zdeger ve
Ozvektorleri, kanonik formlar gibi konular tizerinde durulmustur.

Sabit katsayil lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemleri eleminasyon
metodu, determinant (cramer) metodu, 6zvektorler yontemi, smith normal form,
rasyonel kanonik form, licgen matris yontemi ve (istel matris yontemi ile ¢ozulmustr.
Sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemleri eleminasyon
metodu, determinant (cramer) metodu, kodsegenlestirme yontemi, parametrelerin
degisimi yontemi, smith normal form, rasyonel kanonik form, licggen matris yontemi ve
Ustel matris yontemi ile c¢o6zllmistir. Degisken katsayil lineer homojen olan
diferansiyel denklem sistemleri ve degisken katsayili lineer homojen olmayan
diferansiyel denklem sistemleri de matrisler yardimi ile ¢ézilmustir. Ayrica degisken
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katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemleri Peano-Baker metodu ile
de ¢ozilmistar.

Anahtar Kelimeler: Sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemleri,
sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemleri, degisken
katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemleri, degisken katsayili lineer
homojen olmayan diferansiyel denklem sistemleri, matrisler.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU



ABSTRACT

SOLUTIONS OF SYSTEMS OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
MATRIX

Kemal Gokhan NALBANT

Department of Mathematics Engineering

MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Fligen TORUNBALCI AYDIN

A variety of solutions to systems of linear differential equations are known. In this
study, except for these methods, systems of linear differential equations are solved in
different ways with the help of matrices.

In this study, section of the matrix, according to a program is considered to be used in
solutions of systems of linear defferential equations and is deepened at this state. In
the section of the matrix, issues such as elementary transformations, elementary
matrices, equivalent matrices, the canonical way of transforming the matrix,
polynomial matrices, equivalent polynomial matrices, elementary transformations for
equivalent polynomial matrices, the canonical form of equivalent polynomial matrices
(Smith Normal Form), exponential matrix, eigenvalues and eigenvectors of a matrix,
canonical forms are focused.

Systems of homogeneous linear differential equations with constant coefficients are
solved by elimination method, determinant (cramer) method, eigenvectors method,
smith normal form, rational canonical form, triangular matrix method and matrix
exponential method. Systems of non-homogeneous linear differential equations with
constant coefficients are solved by elimination method, determinant (cramer) method,
diagonalization method, variation of parameters method, smith normal form, rational
canonical form, triangular matrix method, matrix exponential method. Systems of
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homogeneous linear differential equations with variable coefficients and systems of
non-homogeneous linear differential equations with variable coefficients are solved
with the help of the matrices. In addition, systems of homogeneous linear differential
equations with variable coefficients are solved by Peano-Baker method.

Key words: Systems of homogeneous linear differential equations with constant
coefficients, systems of non-homogeneous linear differential equations with constant
coefficients, systems of homogeneous linear differential equations with variable
coefficients, systems of non-homogeneous linear differential equations with variable
coefficients, matrices.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bu tez calismasinda sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemi,
sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi, degisken katsayil
lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemi, degisken katsayili lineer homojen
olmayan diferansiyel denklem sistemi ve bu sistemlerin matrisler yardimi ile ¢6zim

yontemleri arastiriimistir.

Ayres vd. [1]'de ¢cok kapsamli bir sekilde matrisler izerinde durmustur. Ayres vd. [1]'de
kanonik formlar, smith normal formu, 6zdeger ve 6zvektdr konularini ayrintil bir
sekilde ele alip sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi, smith normal form ve rasyonel kanonik form ile, sabit katsayil
lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini smith normal form ve rasyonel
kanonik form ile ¢o6zmustlir. Lineer diferansiyel denklem sistemlerini matrisler
kullanilarak ¢ozimlerini yapan Tasdizen [2]'de sabit katsayili lineer homojen olan
diferansiyel denklem sistemini, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel
denklem sistemini, degisken katsayili lineer homojen diferansiyel denklem sistemini,
degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini incelemistir.
Tasdizen [2]'de sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi, smith normal form, rasyonel kanonik form, ticgen matris yontemi
ve Ustel matris yontemi ile sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemini sabitlerin degisimi yoéntemi, smith normal form, rasyonel kanonik form, licgen

matris yontemi ve Ustel matris yontemi ile degisken katsayili lineer homojen olan



diferansiyel denklem sistemini Peano-Baker metodu ile ¢ézmistiir. Ayrica Tasdizen
[2]'de degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin de
¢O0zUmuini incelemistir. Bronson [3]'de matrisler ve Ustel matrisin nasil hesaplanacagi
hakkinda bilgi vermis ve sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerini Ustel
matristen faydalanarak ¢oézmdustiir. Yildiz [4])'de sabit katsayili lineer homojen olan
diferansiyel denklem sistemini, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel
denklem sistemini ve degisken katsayill lineer diferansiyel denklem sistemini
incelemistir ve matrislerden yararlanmistir. Yildiz [4] de sabit katsayili lineer homojen
olan diferansiyel denklem sistemini Ozvektorler yontemi ile, sabit katsayili lineer
homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini parametrelerin degisimi yontemi ile

¢Ozmustar.

Caghyan vd. [5]'de sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi ile, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemini parametrelerin degisimi yontemi ile ¢cozmustiir. Aydin vd. [6]'da sabit katsayih
lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini ele alip, 6zvektorler yontemi ile
¢Ozmustlir. Gozukizil [7]'de sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklem
sistemini inceleyip, 6zvektorler yontemi ile ¢ozmistiir. Dernek vd. [8]’'de sabit katsayil
lineer diferansiyel denklem sistemlerini ve degisken katsayili lineer diferansiyel
denklem sistemlerini ¢cozmiustir. Dernek vd. [8]'de liggen matris yonteminin kullanildigi
ornekler mevcuttur. Bayram [9]'da determinant yontemini ve parametrelerin degisimi
yontemini kullanarak sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem
sitemini, Ozvektorler yontemi ile sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel
denklem sistemini ¢ozmistlr. Bayram [9])'da Ustel matris yontemini ayrintili olarak

inceleyip, Ustel matrisin bulunmasi ile ilgili rnekler kullanmistir.

Hamzaoglu [10])’da sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi ile, sabit katsayil homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemini parametrelerin degisimi yontemi ile ¢cozmistir. Faydali olabilecek bircok
ornek kullanmistir. Edwards vd. [11]'de matrisler ve lineer sistemler konularini ele
almistir ve sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi ile, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemini parametrelerin degisimi yontemi ile ¢ozmustiir ve Ustel matris yontemi
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Uzerinde durmustur. Cerit [12]'de sabit katsayili lineer diferansiyel denklem
sistemlerinden bahsetmistir. Cerit [12]'de sabit katsayili lineer homojen diferansiyel
denklem sistemini 6zvektorler yontemi ile, sabit katsayili lineer homojen olmayan
diferansiyel denklem sistemini parametrelerin degisimi yontemi ile ¢6zen pekistirici

ornekler kullanmistir.

Cesur [13])'de matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorlerinin nasil bulunacagini anlatmis ve
sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerini ele almistir. Cesur [13]'de sabit
katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini 6zvektorler yontemi ile
¢6zmus, sabit katsayil homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini
kosegenlestirme (diyagonallestirme) metodu ve parametrelerin degisimi metodu ile
¢Ozmustilir. Rainville vd. [14]'de sabit katsayili lineer homojen olan denklem sistemini
ve sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini incelemistir.
Raiville vd. [14] de sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemini
Ozvektorler yontemi ile, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem

sistemini cramer(determinant) yontemi ile ¢ozmastdr.

1.2 Tezin Amaci

Diferansiyel denklem sistemlerinin gesitli ¢6zim metodlari bilinmektedir. Bu tez
calismasinin amaci, bu metodlar disinda, lineer diferansiyel denklem sistemlerinin
matrisler kullanilarak ¢céziimlerinin ne sekilde yapilabilecegini arastirmaktir. Bu suretle,

lineer diferansiyel denklem sistemleri incelenmis ve ¢oziim yollari ele alinmistir.

Sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemi eleminasyon metodu,
determinant (cramer) metodu, Ozvektorler yontemi, smith normal form, rasyonel
kanonik form, lG¢gen matris yontemi ve Ustel matris yontemi ile ¢ozllmustlr. Sabit
katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi incelenmistir. Sabit
katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi eleminasyon metodu,
determinant (cramer) metodu, kosegenlestirme yontemi, parametrelerin degisimi
yontemi, smith normal form, rasyonel kanonik form, licgen matris yontemi ve (stel
matris yontemi ile ¢oziilmustiir. Degisken katsayili lineer homojen olan diferansiyel
denklem sistemi incelenmistir ve ¢ozulmustiir. Degisken katsayili lineer homojen

olmayan diferansiyel denklem sistemi incelenmistir ve ¢ozilmustar.
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1.3 Hipotez

Bu tez calismasinda, lineer homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢esitli ¢6zim metodlarinin disinda baska metodlarla da ¢oziimlerinin

yapilabilecegi gorilmastir.

Sabit katsayil lineer homojen olan diferansiyel denklem sisteminin ¢6zimu icin
eleminasyon metodu ve determinant (cramer) metodu kullanilmistir. Determinant
metodu ile ¢6zim daha pratiktir. Sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel
denklem sisteminin ¢6zimiinde kullanilan 6zvektorler yonteminde matrislerden
faydalanilarak, matrislerin karakteristik denklemi elde edilir ve karakteristik
denklemden o matrisin 6zdegerleri bulunur. Ozdegerlerin durumuna gore inceleme
yapildigi gérilmustir. Ug¢ tane farkli durum vardir. Birincisi dzdegerlerin reel ve
birbirinden farkli olmasi durumu, ikincisi 6zdegerlerin eslenik kompleks sayi cifti
seklinde olmasi durumu, (g¢lincist de kath 6zdeger olmasi durumudur. Kath 6zdeger
durumunda 6zdegerler reel veya kompleks olabilir. Sabit katsayili lineer homojen olan
diferansiyel denklem sisteminin ¢o6zliminde, matrisin 6zdegerine karsilik lineer
bagimsiz 6zvektér mevcut oldugunda temel ¢dziim matrisi bulunur. ilk iki durumda her
farkli 6zdeger icin birbirinden lineer bagimsiz 6zvektér bulunur. Ama katli 6zdeger
durumunda o6zdegerler icin lineer bagimsiz 6zvektdér bulunmayabilir. Ozdegerin
kathhgina gore degisik ¢c6ziim yollari vardir. Ozdegerin katliligi iki oldugunda, iki durum
ortaya cikar. Birinci durumda, iki katli 6zdegere karsi iki tane lineer bagimsiz 6zvektor
karsi gelir. ikinci durumda, iki katli 6zdegere karsi bir tane lineer bagimsiz 6zvektér
karsi gelir. Bu durumlara gore ¢dziimler yapilir. Ozdegerin kathhgi (i¢c oldugunda, Uc
durum ortaya cikar. Birinci durumda, lc¢ kath 6zdegere karsi ¢ tane lineer bagimsiz
dzvektor karsi gelir. ikinci durumda, lic katl 6zdegere karsi iki tane lineer bagimsiz
ozvektor karsi gelir. Uglincli durumda ise Ui¢ kath dzdegere karsi bir tane lineer
bagimsiz 6zvektor karsi gelir. Bu durumlara gére ¢oziimler yapilir. Ozdegerin kathhig

dort oldugunda ¢oziim yolu daha karmasik bir hal alacaktir.

Sabit katsayili lineer homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan smith normal form ydnteminde denk polinom

matrislerden faydalanilir. Bir matrisin kanonik sekle donustirilmesinde elemanter



donidsimlerden  faydalaniir.  Denk  polinom  matrislerin  kanonik  sekle
donistirdlmesinde de elemanter donlisimlerden faydalanilmistir. Sabit katsayil lineer
homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde
faydalandigimiz polinom matrisinin Smith Normal formu elde edilir ve kullanilr.
Polinom matrisin Smith Normal bi¢ciminin kdsegeninde bulunan polinomlar, o polinom

matrisinin degismez carpanidir.

Sabit katsayili lineer homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6zimiinde kullanilan rasyonel kanonik form yodnteminde sistemin
karakteristik matrisi bulunur. Bu matrisin de Smith normal formu elde edilir. Elde
edilen polinom matrisin kanonik seklindeki degismez carpanlara ait es matrisler
bulunur. Bu yontemde de polinom matrislerden, polinom matrislerin kanonik seklinden

ve es matrislerden faydalanilir.

Sabit katsayili lineer homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6ziminde kullanilan lg¢gen matris yonteminde, kullanilan matris Ust
Ucgensel hale getirilerek ¢oziim yapilir. Sabit katsayili lineer homojen olan ve homojen
olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziiminde kullanilan Ustel matris

yonteminde Ustel matristen yararlanilarak ¢éziim yapilir.

Sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinde
kullanilan kdsegenlestirme yonteminde ozvektorleri iceren matris yardimi ile ¢6zim
yapilir. Sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin
¢0ziiminde kullanilan parametrelerin  degisimi yonteminde temel matristen

faydalanilarak ¢6ziim yapilir. Temel matris ise 6zvektorler yontemi ile olusturulur.

Degisken katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sistemi ve degisken
katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziminde
matrislerden yararlanilmistir. Degisken katsayili lineer homojen olan diferansiyel

denklem sistemi Peano-Baker metodu ile de ¢oziilmustiir.



BOLUM 2

TEMEL BiLGILER

Bir y = f(x) fonksiyonunun, x serbest degiskeni, y bagimli degiskeni ve bunun sonlu

herhangi bir mertebeye kadar olan tilrevleri arasinda kurulmus bir bagintiya

diferansiyel denklem denir.

Bu tanima gore, bir diferansiyel denklemin genel ifadesi,

2 3 n
F(xydy dy dy d'y

s VT 5 LEREY) :0 2.1
dx dx* dx’ dx") 2.1)

seklinde veya tamamen benzer sekilde,
F(x,p,y,¥,¥ 5., y")=0 (2.2)

seklindedir. Bazi durumlarda, bir diferansiyel denklem, tirev operatéri kullanilarak da

ifade edilmektedir. Bu durumda,

F(x,y,Dy,D’y,D’y,..,D"y)=0 (2.3)

d
seklinde yazmak mimkiindir. Burada D = d_ olup, tlirev operatoriddr.
X

n>0 ve tam sayidir. Bu n dogal sayisi, denklemdeki en yiksek tlirev mertebesini
belirttiginden, bu ayni zamanda diferansiyel denklemin mertebesi olur. Bu en yiksek
mertebeli tlirevin herhangi bir kuvveti sdzkonusu ise, buna diferansiyel denklemin
derecesi denilecektir. Her teriminin tlrevlere gore derecesi 1 olan bir diferansiyel

denkleme lineer denir [15].



2.1 Matrisler

Bir matris, yatay satirlar ve dikey situnlar biciminde dizenlenmis elemanlarin
olusturdugu dikdortgensel bir dizeydir ve cogunlukla koseli parantez icinde gosterilir.
Eger bir matrisin tim elemanlari reel sayilar ise veya reel-degerli fonksiyonlar ise
matris reel-degerlidir. Eger en azindan bir eleman kompleks bir sayi ise veya kompleks
degerli bir fonksiyon ise, matris kompleks degerlidir. Eger matrisin tim elemanlari

sayilar ise, matrise sabit matris denir [16].

2.1.1 Bir Matrisin Ranki

Sifirdan farkli bir 4 matrisinde, eger bitiin (»+1) kare mindrler sifirken, en az bir tane

r kare minor sifirdan farkli ise, bu matrisin ranki »’dir denir. Bir sifir matrisin ranki

0’dir.

1
Ornek2.1: 4=|2
3

hn W N

3
4 | matrisinin rankini bulalim.
7

|4|=0 fakat 1
2

2
3‘=—1;:&O’d|r. A matrisinin ranki 2 ‘dir [1].

2.1.2 Matrisin Tekillik Durumu

Bir n kare 4 matrisinde r =n ise, yani |A|¢0 ise bu matris tekil degildir denir. Aksi

durumda A4 matrisine tekil denir.

1 2
Ornek2.2: 4=|2 3 matrisinin tekilligini arastiralim.
35

N b~ W

|A| =0 olduguicin 4 matrisi tekildir [1].

2.1.3 Determinant
Determinant karesel bir matrisi reel sayiya donistiren bir fonksiyondur.
nxn boyutlu bir 4 kare matrisinin determinanti det(A4) :|A| ile gosterilir.

7



a, a, .. q

ay

det() =| 4] =| dir [17].

a

nl cee cee nn

2.1.4 Bir Determinantin Minorleri ve Kofaktorleri

A=[a;],, kare matrisinin i. satir ve j. sutunu silindikten sonra elde edilen yeni

nxn

matrisin determinantina a, elemaninin alt determinanti veya minéru denir ve ‘M”‘ ile

gosterilir.

‘Aij‘:(—l)”j Mij‘ ifadesine de a, elemaninin kofaktoru denir.
1 2 3

Ornek 2.3 : A=|3 1 4| matrisinin 1. satir elemanlarinin minér ve kofaktdriini
2 3 1

bulalim.

- 1 4
a,, 'in mindri |M,,|:3 . =-11

kofaktdriiise |4, |= (=)™ M, | =|M,,|=—11

3 4

a,, 'in mindri |M12|=‘2 ) =-5

kofaktori ise |A12| =(-D"? |M12| = —|M12| =5

3 1
23

=7

a,;'in mindri |M13| =‘

kofaktori ise |A13| =(-1™ |M13| = |M13| =7

olarak bulunur [17].



2.1.5 Elemanter Doniisiimler
Asagidaki islemlere elemanter dontstimler adi verilir :
1.a) Bir matrisin i ve j numarali satirlarinin yerlerini degistirmek; bu islem H, ile
gosterilecektir.

b) Bir matrisin i ve j numarali situnlarinin yerlerini degistirmek; bu islem K, ile

gosterilecektir.

2.a) Bir matrisin i numarali satir elemanlarini, sifirdan farkli, bir & sayisi ile carpmak;

buislem H (k) ile gosterilecektir.

b) Bir matrisin i numarali stitun elemanlarini, sifirdan farkh, bir £ sayisi ile ¢garpmak;

buislem K, (k) ile gbsterilecektir.

3.a) Bir matrisin j numarali satir elemanlarini bir k sayisi ile ¢arpip bu elemanlara
kargiik gelen i numaral satir elemanlarina eklemek; bu islem H (k) ile
gosterilecektir.

b) Bir matrisin j numarali situn elemanlarini bir k sayisi ile garpip bu elemanlara
kargiik gelen i numarali sutun elemanlarina eklemek; bu islem K, (k) ile

gosterilecektir.

Yukarida bahsedilen H  donisimlerine elemanter satir dontslimleri, K

doénistmlerine de elemanter situn dontstimleri denir [18].

2.1.6 Elemanter Matrisler

Bir /, birim matrisine, elemanter satir(siitun) déntsimlerinin uygulanmasiyla bulunan

matrise, elemanter satir(stitun) matrisi denir. Burada bir elemanter matris, bu matrisi

veren elemanter donlisimin semboli ile gbsterilecektir.

Ornek 2.4 : [, = matrisinden elde edilebilecek bazi elemanter matrisler

oS o =
S = O
- O O

sunlardir:



- O O

1 00 1 00
=K,, Hy(k)=]0 1 0[=K;(k) Hy(k)=|0 1 k|=K,(k)
0 0 &k 0 0 1

Bir mxn A matrisine, bir elemanter donidsiimiin uygulanmasinin sonucu, A4’nin bir
elemanter matris ile carpimindan bulunabilir.

Bir mxn A matrisine verilen bir elemanter satir dondsiminidn uygulanmasinin
sonucu, dénisimi [, matrisine uygulayarak elde edilen H matrisini, soldan 4 ile

carparak elde edilen matristir.

A matrisine bir elemanter stitun déntigiimuniin uygulanmasinin sonucu, déntsimu 7,

matrisine uygulayarak elde edilen K matrisini, sagdan A4 ile carparak bulunan

matristir.
1 2 3
Ornek2.5: A=|4 5 6] olsun.
7 8 9
0 0 1]1 2 3 7 8
H;A=|0 1 0|4 5 6|=|4 5 6|, A matrisinin birinci ve Gg¢lncl satirlari yer
1 0 0f|7 8 9 1 2
degistirmistir.
1 2 3|1 0 O 7 2
AK,(2)=4 5 6{|0 1 0|=|16 5 6|, 4 matrisinin Gglnci sttununun iki kat
7 8 9|2 0 1 25 8

birinci situna eklenmis oldu [1].

2.1.7 Denk Matrisler
Elemanter satir ve sltun donlsimlerine karsi gelen ve 4 matrisini B matrisine
donlgtiren elemanter satir ve sttun matrislerini alalim. Bunlar H ,H,,...H ;

K.K,,..K

. ile gosterilir ve H, birinci satir déntgimu, H, ikinci satir dénigimd,...;

K, birinci situn dénusum, K, ikinci situn donlisimd,... olur. Boylece,
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H._..H,H.AK K, K =PAQ=B (2.4)

seklinde yazilabilir. Burada

P=H_.H,H ve O=K.K,.K, (2.5)

seklinde olur.

iki 4 ve B matrislerinin denk olmasi icin gerek ve yeter kosul PAQ = B olacak sekilde,

tekil olmayan P ve Q matrislerinin bulunmasidir [1].

2.1.8 Matrisin Kanonik $ekle Doniigtiiriilmesi

Sifir olmayan bir 4 matrisinin rangi r olsun. Elemanter satir islemleri ile 4 matrisi
asagidaki ozellikleri olan bir B matrisine donUstlriilmus ise 4 matrisine kanonik sekle

donistirdlmistir denir:

1) B matrisinin ilk » satirinin her birinde en az bir eleman sifirdan farkh, diger

satirlardaki elemanlarin timu sifirdir.
2)Her satirda sifir olmayan ilk eleman 1’dir.
3)1’in bulundugu situndaki diger elemanlarin tim sifirdir.

4) 1’in 6ntinde bulunan sifirlarin sayisi, satir numarasi arttikca cogaliyor.

1 2 -1 4
Ornek2.6: A= 2 4 3 5| matrisini kanonik sekle doéniistiirelim.
-1 -2 6 -7

H, (-2) elemanter doniisimii ile

1 2 -1 4
A~ 0 0 5 -3
-1 -2 6 -7

H, (1) elemanter dontstim ile

11



H,(-1) elemanter déntstimi ile

I 2 -1 4
A~{0 0 5 -3
0 0 0 0

H,(1/5) elemanter doniisimii ile

I 2 -1 4
A~|0 O 1 -3/5
0 0 O 0

H,,(1) elemanter doniisimii ile

1 2 0 17/5
A~10 0 1 -=3/5
0 0 O 0

A matrisinin kanonik sekli elde edilmis olur [18].

2.1.9 Kanonik Sekle Doniistiirme Yontemi
Bir 4 matrisinin kanonik sekle donustlirtilmesinde asagidaki yoéntem uygulanabilir:

1) Butun elemanlari sifir olmayan ilk situnun birinci elemani sifirdan farkh olsun (eger
sifirsa, birinci satirla, ayni stitunda sifirdan farkli elemani bulunan baska bir satirin yeri

degistirilmek sureti ile ilk eleman sifirdan farkl yapilabilir).

Uygun elemanter satir islemleri ile bu eleman 1 yapilir. Ornegin birinci satir elemanlari

bu sayinin tersi ile garpilabilir.

2)Boylece elde edilen 1’in bulundugu sttundaki diger elemanlar (k) déntgimleri

ile sifiryapilir (i =2,3,...).

12



3)Eger (1) ve (2) islemleri sonunda elde edilen matrisin birinci satir disindaki
elemanlarin timi sifirsa kanonik sekil elde edilmis olur. Aksi takdirde, 1’in bulundugu
sttunu takip eden ve bitin elemanlari sifir olmayan ilk situnun ikinci elemani (1)’deki
gibi 1 yapilir. Sonra (2)’deki islem uygulanir. Kanonik sekil elde edilinceye kadar benzer

islemler uygulanir [18].

2.1.10 Normal Sekil

Elemanter satir ve situn islemleri ile rangt »>0 olan bir 4 matrisi, asagidaki

sekillerden birine donisturdlebilir :

I 0 I
I, [, 0],
0 o0 0
Boyle bir sekle 4 ’nin normal sekli denir [18].

2.2 Polinom Matrisler

Elemanlari A 'va ait birer polinom olan,

a,(4) a,(4) ... a,(1)
A2 = a, (1) ay(A) ... a,,(4)
aml(ﬂ’) amZ(ﬂ’) amn(ﬂ’)
matrisine bir polinom matris veya lambda matris denir. a,(4) polinomlarinin en blyuk

olanin derecesi p ise, A(A) matrisi

AA)= A" + A" + .+ A, A+ A, (2.6)

seklinde p. dereceden bir matris polinomu olarak yazilabilir. Burada polinomun 4,

katsayilari A ’ya bagh birer mxn matristir [2].

.. AT+ A+l AP422° 4327 +5
Ornek2.7:A(/1)={ AT " " +}

A —4 A’ =327

O 1}{, {0 2, |1 3/, |10 15
= AT+ A+ A+ A+
0 0 11 0 -3 0 0 -4 0
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bir A matristir veya dordlinci dereceden bir matris polinomudur [1].

A(A) polinom matrisinin rangi soyle tanimlanabilir; A(A)'nin r. mertebeden

minorlerinin en az birisi 6zdes olarak sifir degilse ve r'den daha blyik mertebeden

minorlerin hepsi 6zdes olarak sifir ise, 0 zaman A(A) 'nin rangi » 'dir denir.

Eger A(A) bir kare matris ise, A(/1)|'n|n 0zdes olarak sifir olup olmamasina gore,

sirasiyla tekil veya tekil olmayan polinom matris denir.

24-2 A+2 -3 2 1 0 2 2 -3
Ornek 2.8: A(A)=|31-1 4 1 =3 1 0fA+|-1 0 -I
1 42-3 -a+1| |0 4 -1 -1 -3 1

|A(/1)| #0 igin, A(A) Uglincli mertebeden birinci dereceden tekil olmayan bir polinom

matristir. Rangi da 3 'tdr [2].

2.2.1 Denk Polinom Matrisler ve Denk Polinom Matrisleri icin Elemanter

Donlistimler

Bir A(A) polinom matrisine uygulanan elemanter dontstimler sunlardir:

(1) i. ve j. satirlarin degistirilmesi H, ile gosterilir; i. ve j. sttunun degistirilmesi K,
ile gosterilir.

(2) i. satinin, sifirdan farkli bir &k sabiti ile ¢arpiimasi, H,(k) ile gosterilir. i. siitunun
sifirdan farkl bir & sabiti ile carpilmasi K, (k) ile gosterilir.

(3) /(4) polinomunun, j. satirla carpiminin i. satira eklenmesi, H;(f(1)) Iile
gosterilir.

S (4) polinomunun, j. sttunla carpiminin i. situna eklenmesi K,;(f (1)) ile gosterilir
[3].

Bir A(A) polinom matrisine bir takim elemanter dénusiimler uygulayarak bir B(A)

matrisi elde edersek, A(A) ile B(A) matrislerine

B(A) = P(A)A(A)O(A) olacak sekilde,
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P(A)=H..H,.H, ve O(1)=K,.K,..K, varsa, birbirine denktir denir. Denk polinom

matrisler ayni ranga sahiptirler [2].

2.2.2 Denk Polinom Matrislerin Kanonik Sekli (Smith Normal Formu)
Benzer tarzda denk polinom matrislerinin kanonik seklini arastirabiliriz.

Teorem 2.1 Rangi r olan her A(A) polinom matrisi elemanter dénlsiimler vasitasiyla

Ay 0 .. 0 .. 0
0 f£,(A) .. 0 .. 0
NAO=| 0 0 .. f(A) .. 0
0 0 0 0
0 0 0 0 |

matrisine indirgenebilir. A(A)’ya denk olan bu N(4) matrisine A(A)’ nin kanonik sekli
veya Smith normal formu denir. Bu matristeki bitin f, polinomlarinin en yiksek
dereceli terimlerinin katsayilari 1’dir ve f,(4) polinomu f, (1) (i=12,...,r=1)
polinomunu boler [2].

Teorem A(A) =0 igin dogrudur. A(A)# 0 oldugunu varsayalim. Minimum dereceli bir
a;(1)#0 elemani vardir. Bu eleman 2. tip donlstmlerle monik yapilabilir ve yeni

a,;(4)'y1 elde etmek igin, satirlar ve sttunlarin uygun yer degistirmeleri ile matrisin

(1,1) konumuna getirilebilir.

a,(A)’'min  A(A)'min bitin diger elemanlarini boldigini varsayahm. 3. tip

donistmlerle, A(A)

[fl(ﬂ) 0} (2.7)
0 B(A)

sekline indirgenebilir, burada f,(1) =q,,(4) 'dir.
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a;;(A)'min, A(A)'ninbutin elemanlarini bélmedigini varsayalim. q,;(4), birinci
satirda, a,,(4) tarafindan bélinmeyen bir eleman olsun. Polinomlarin tizerine bélme
kaidesi uygulanarak,  a,;(1)=q(41)a, (1) +r,(1)  yazabiliriz. Burada r£,(4) 'nin
derecesi, a,,(4)'nin derecesinden daha kiglktir. j. situndan g(4) ve birinci
sutunun carpiminin cikartilmasiyla, ilk satir ve j. sutundaki eleman 7,(4) olur. 2. tip

donidsimlerle bu eleman monik olan birinin yerine konur ve slitunlarin
degistirilmesiyle (1,1) konumuna getirilerek yeni a,,(1) elde edilir. Eger simdi a,,(4),
A(A) 'nin her elemanini bdlerse (2.7)'yi buluruz. Aksi halde yukaridaki islemin sonlu

sayida tekrarlanmasiyla, ilk satir ve ilk situndaki her elemani (1,1) konumlu elemana

bolinebilen bir matris elde edilir.

Eger bu eleman, A(4)'nin her elemanini bolerse (1)'i buluruz, aksi halde a;(4) 'nin
a,,(4) tarafindan bélinmedigini varsayalim. a,(A)=q,(A)a, (1) ve
a,;(A) =¢q,;(A)a,, (1) olsun. i. satirdan, g,(4) ve birinci satirin carpimi ¢ikarilirsa, bu
a,(4) yerine 0 ve a;(4) yerine a,(1)—q,(1)a,;(1)'y1 getirir. Simdi i. satir, ilk satira

ekleyelim. Bu a,,(4)'yr degistirmez fakat a, (1) yerine,
a; (A —g; (/1)“11‘ (A)+ a; (A= a; (A)+ q,; (4) {1 —d4; (/1)} a, (1) (2.8)

ifadesini getirir. Bu ifade a,,(1), ile bélinemediginden, a,,(A) ile bélinerek , bundan
once oldugu gibi, a,,(4) igin yeni bir kalan buluruz. a,,(1) matrisin bltin elemanlarini

bolmediginden, son monik ¢ok terimli elde edilinceye kadar bu isleme devam edilir.

Sonlu sayida adimdan sonra, her elemani bélebilen a,,(4)'yi elde eder ve (2.7)'ye

ulasiriz.

Bundan sonra, B(A) igin ayni yol izlenerek,

HA) 0 0
0  f@A) 0
0 0 C)

bulunur. Sonug olarak Smith normal bigimini elde etmis oluruz.
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fi(4), B(A) 'nin her elemani ve f,(A)'nin béleni oldugundan, B(A) 'nin elemanlarinin
ve f,(A4)'nmin en buylk ortak bdéleni, f,(4)'y1 da bdler. Benzer bigimde, f,(4)'nin,

S (A) 'y1 boldigi bulunur.

A(A)ile N(A) denk olduklarindan dyle iki P(4) ve Q(A) matrisleri vardir ki PAQ =N

olur [1].

A A-1 A+2
Ornek2.9: A(A)=| 1>+ A2 A2 +24
=20 A=34+2 A+1-3

matrisinin Smith Normal Formunu bulalim.

A(A) matrisinin elemanlarinin en biyuk ortak béleni 1'dir. ( f,(4) =1)
K,,(=1) elemanter dénisiimii ile,

1 A—1 A+2
AA)~| 2 22 2422
A=2 A*=3142 A*+1-3

H, (—A) elemanter donlsimii ile,

1 A-1 A+2
AA) ~| 0 y) 0
A=2 A*=31+42 A*+1-3

H, (-4 +2) elemanter dénugimiiile,

1 A-1 A+2
AN~0 1 0
0 0 A+l

K, (=4 +1) elemanter dénlsimii ile,

1 0 A+2
AN ~|0 2 0
0 0 A+l
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K, (=4 -2) elemanter dénugiimui ile,

1 0 0
1 0

A ~|0 42 0 |=
0 B(1)

00 A+l

B(A) 'nin elemanlarinin en blyuk ortak béleni A’dir.

H,,(=1) elemanter déniisimdi ile

1 0 0
AA)~|0 A -4-1
0 0 A+1

K,;(1) elemanter dénigimi ile

10 0
AN ~[0 -1 —i-1
0 A+l A+l

H,,(A+1) elemanter donlsumu ile

1 0 0
A ~|0 -1 -a-1
0 0 -A*-1

H,(-1) elemanter dénlsimi ile

10 0
AN ~|0 1 A+l
00 -A>-1

K,,(=4-1) elemanter dénlsimi ile

10 0
AN~|0 1 0
00 -A>-1
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K,(-1) elemanter dénisimii ile

10 0
A ~NA)=[0 1 0
00 A+

kanonik sekli yani Smith normal formu bulunur. Buna gére A(A) matrisinin f,
polinomlar f,(1)=1, f,(A)=1, f,(A)=2"+1

dir ve her biri bir sonrakini boler [1].

2.2.3 Elemanter Bélenler

A(A) bir n kare matris olsun ve bunun degismez ¢arpanlari,

L) ={p, (D} {p, (D} .. {p,(A)}",(i=1,2,...,r) seklinde ifade edilsin.

Burada p,(4), p,(4),.... p,(4) indirgenemez(birden fazla polinomun ¢arpimi bi¢iminde
yazilamayan) monik polinomlardir.

q; lerin bazilar sifir olabilir ve karsi gelen carpanlari yazilmayabilir; ama f,(A),
fia(A) 'y boldigunden, g, 2 ¢q, (i=12,.,r-1;j=12,..,5) olur.

f,(A4)'nin {pj(ﬂ)}q’f" #1 c¢arpanlarina, A(A)’nin elemanter bélenleri denir.

Ornek 2.10 : Bir 10 kare A(A) matrisinin, Smith normal biciminin

1 0 0 0 0 00000
0 1 0 0 0 00000
0 0 (A-D(A*+]) 0 0 00000
0 0 0 (A-D)(A*+1)°4 0 00000
0 0 0 0 A=1D)*(A+1P2°(A*=3) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 00000
0 0 0 0 0 00000
0 0 0 0 0 00000
0 0 0 0 0 00000

0 0 0 0 0 0000 0

seklinde oldugunu varsayalim. Rank 5’dir.
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Degismez carpanlar;

L) =1, L (A)=1, f,(AD)=(A-DA* +1), LD =(A-DA*+1)4,
fo(A)=(A-1)(A* +1)’A*(A* =3) olur.

Elemanter bolenler;
(A=1)7, -1, A=1, (A*+1)*, (A*+1)*, (A*+1), A*, 4, A* =3 dir.

Elemanter bolenlerin farkli olmasi gerekmez. Her elemanter bdlen degismez

carpanlarda kac¢ defa bulunuyorsa, elemanter bolenler listesinde de o kadar bulunur

[1].
2.3 Bir Matrisin Minimum Polinomu

2.3.1 Degismez Carpanlar

A(A)'min Smith normal biciminin kdsegeninde bulunan  f(4), f,(4),..., f.(4)
polinomlarina, A(4)'nin degismez carpanlari denir. Eger f,(1)=1, k<r ise

Si(AD) = f,(A)=...= f,(A) =1 dir ve herbirine agik degismez carpan denir [1].

2.3.2 Es Matris

A bir non-derogatory matris ve bunun acik olmayan benzerlik degismezi

gA)=f,(D)=A"+a, A" +..+ai+a, (2.9)

gibi olsun. g(A) nin es matrisini sdyle tanimlariz; eger g(1)=A+a ise, C(g)=[—a]

dir. n>1 igin,

0 1 0

0 0
Clay| e o e e e
©= o o 0 0

0 0 0 0 0

L% —4 T4 Ay T4, Td,
olur [1].
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2.3.3 Direkt Toplam

A, 4,,4,,..., A, boyutlari sirasiyla m,,m,,m,,...,m_ olan kare matrisler olsun

4 0 0
0 AZ .

A= :dlag(AlaAZ:v---:As)
0 0 A

kosegen matrisine A ’lerin direkt toplami denir.

Ornek 2.11:

1 2 -1
A=[2], 4= 2 A4=|2 0 3
= , = ve =
1 2 3 4 3

4 1 =2

olsun. 4, 4,, 4,’tn direkt toplami,

2 0 0 0 O 0
01 2 00 0
d'(AAA)O34OOO
la 9 9 =
S A= 0001 2 21
00 0 2 0 3
000 4 1 -2
olur [1].
2.3.4 Monik Polinom
f(AM=a " +a, A" +.+al+a, (2.10)

a, =1 ise, polinoma monik denir [1].

2.3.5 Minimum Polinom

Cayley Hamilton teoreminden her n kare A matrisi, n. dereceden, ¢(1)=0

karakteristik denklemini saglar. m(A4)=0 olacak sekilde minimum dereceli, m(A1)
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monik polinomuna, A’nin minimum polinomu ve m(A)=0’a, A’nin minimum

denklemi denir.

A#0"in minimum polinomunu bulmak icin elemanter islem asagidaki yoldur.
i) Eger A=a,l ise m(1)=A-a,,

i) Eger butiin a’larigin A#a,l fakat A4* =a,A+ayl ise m(A)=1"-al-a,,
iii) Eger butin a ve b’lerigin A° # ad+bl fakat 4’ =a,A> +a,A+a,] ise
m(A) =1 -a,A* —ald—a, (2.11)
olur. Boylece devam edilir.

Ornek 2.12: 4 =[1] minimum polinomunu bulalim.

A=a,0 [l]=ay[l] a,=1

m(A)=1-1

Ornek 2.13 : 4 =[-1] minimum polinomunu bulalim.

A=a,] [-1]=a,[1] a,=-1

m(A)=A1+1
1 2 2

Ornek2.14: A={2 1 2| minimum polinomunu bulalim.
2 21

A—a,l =0 olanaksizdir.

9 8 8 1 1
A*=|8 9 8|=q|2 1 2|+q,|0
8 8 9 2 0

0
1
2 1 0

- O O

diyelim. Her bir matrisin birinci satirinin ilk iki elemanini kullanarak, 9=a, +a, 8=12q,
denklemlerini elde ederiz; buradan a, =4 ve q, =5dir. A*'nin her elemanini kontrol

ettikten sonra, 4> =4A4+5I oldugunu anlariz.
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A matrisinin minimum polinomu A% —41 —5"dir [1].
Teorem 2.2 n. mertebeden bir A4 kare matrisinin m(4) minimum polinomu, 4 'nin en

ylksek dereceli f (1) benzerlik degismezine esittir [2].

2.3.6 Non-Deragatory Matrisler

Karakteristik polinomu ve minumum polinomu 6zdes olan bir n kare 4 matrisine,
non-derogatory denir. Aksi halde derogatory adini alir [1].

0
0

Ornek 2.15: 4= matrisi non-derogatory matris midir?

[
S o =
S = O

A matrisinin karakteristik polinomu bulalim.

2 -10
AT-4]=[0 4 -1|=2"+1 dir.
10 2

A matrisinin minimum polinomunu bulalim.

1) A—a,l =0 olanaksizdir.

2) A* =a,A+a,l durumunu kontrol edelim.

0 1 00 1 O 0 0 1 0 10 1 00
0 0 1{j0 O If=|-1 0 O|=¢|0 O 1|+a,O0 1 O
-1 0 Of|-1 0 O 0 -1 0 -1 00 0 01

bitiin alarigin 4° =a,A+a,l esitligi saglanmiyor.

3) A’ =a,A* +a,A+a,I durumunu kontrol edelim.

-1 0 0 0 0 0 010 1 00
0 -1 0|=a,|]-1 0 0|+q|0 0 1|+a|0 1 0
0 0 -1 0 -1 0 -1 0 0 00 1

a,=-1, a,=0 ve a, =0 olarak bulunur.
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m(A) =1 -a,A* —al—a,
m(A)=1"+1

Karakteristik polinomu, minumum polinomuna 6zdes oldugundan 4 non-derogatory

matristir.

2.3.7 Benzerlik

2.3.7.1 Benzer Kare Matrisler

n. mertebeden 4 ve B gibi iki kare matris olsun. Eger B =R AR olacak sekilde tekil

olmayan bir R matrisi mevcut ise, 4 ve B matrislerine birbirine benzerdir denir.

Teorem 2.3 Benzer matrisler ayni 6zdegerlere sahiptir [2].

2.3.7.2 Kosegen Matris

Eger bir matrisin sadece kosegeni lizerinde deger varsa ve diger elemanlar sifir ise

boyle matrislere kdsegen matris denir [19].

a, 0.0
4o 0 ay,..O0
0 0..a

* nm

2.3.7.3 Bir Matrisin Diyagonalizasyonu

Diyagonal bir matrise benzer olan bir 4 matrisine diyagonalize edilebilir bir matris

denir.

Diyagonal bir D =diag(a,,a,,...,a,) matrisinin 6zdegerleri agikar olarak diyagonaldeki

elemanlardir. Diyagonal bir matris daima »n tane lineer bagimsiz vektore sahip olur.

Teorem 2.4 n tane lineer bagimsiz 6zvektore sahip olan n. mertebeden herhangi bir

A kare matrisi, diyagonal bir matrise benzerdir.
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ispat :

A matrisinin 4,4,,...,4, 6zdegerlerine karsilik olan n tane lineer bagimsiz 6zvektor

n

U.,U,,..,U, olsun. R=[U,U,,..,U,] matrisini géz &niine alahm. AU, =AU,

n

(i=12,...,n) oldugundan

AR=[AU,,AU,,..,AU,|=[4U,,AU,,...AU,] (2.12)
veya
40..0
04,..0 _
AR=U,U,,..,U,] = Rdiag(A,2,,... A,)
00..4,
olur. Buradan da
R'AR = diag (A, 4,,.... 4,) (2.13)

elde edilir. Yani 4 matrisi diyagonalinde A4 'nin 6zdegerleri bulunan bir diyagonal

matrise benzerdir.

Buna 4 matrisinin diyagonalizasyonu denir. Yani 4 'yl diyagonalize eden tekil olmayan

R matrisi, 4 'nin modlar matrisidir.

1 1 =2
Ornek2.16: A=|-1 2 1 | matrisini diyagonalize edelim. Bu matrisin 6zdegerleri
0 1 -1

|/11—A|=0 kullanilarak,
A-1 -1 2

A-2 -1|=2-24"-21+2=0"dan
0 -1 A+1

A=-1, 4, =1ve A, =2 elde edilir,

ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler ise
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(AI-AU=| 1 21-2 -1 |u|=0 (2.14)
0 -1 A+1]|u

O0zvektor denkleminden elde edilerek her bir 6zdeger icin 6zvektor bulunur.
A, =—1igin,
2u, +u, —2u, =0

—u, +3u, +u,; =0 (2.15)
u, =0

homojen sistemi elde edilir. (2.15) sisteminin rangi 2 olacagindan bir bilinmeyen keyfi
secilerek lineer bagimsiz bir tek ¢ézim bulunabilir; u, keyfi segilirse, u, =u,, u, =0
olacagindan mesela u, =1 igin

U, ={1,0,1} &zvektérii elde edilir. A,=1 ve A, =2 ozdegerleri icin 6zvektorler

sirastyla U, ={3,2,1} ve U, ={1,3,1} olarak bulunur. Buna gére

1 3 1
R=[U,U,,U;]=|0 2 3
1 1 1
olarak alirsak
-1 =2 7
R’lzl 3 0 -3
6
2 2 2

olur. Burdan da

| -1 =2 71 1 =201 3 1 -1 00
R_IAR=E 3 0 3||-1 2 10 2 3|=0 10
-2 2 210 1 —-1f1 1 1 0 0 2
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olur [2].

2.4 Ustel Matris

Teorem 2.4 (Cayley - Hamilton teoremi) Herhangi bir kare matris kendi 6z denklemini

saglar. Yani eger

det(A—AD) =b A" +b _A"" +..+b,A> +bA+b, (2.16)

seklinde ise, bu durumda

b A" +b, A" +..+b,A> +bA+bI=0 (2.17)

seklindedir.

2 2 1
Ornek2.17: A=|1 3 1 |nin karakteristik denklemi 2> —=74*+114-5=0 dir.
1 2 2

7 12 6 32 62 31
A*=|6 13 6 A =31 63 31
6 12 7 31 62 32

ve

32 62 31 7 12 6 2 21 1 00
31 63 31|-7{6 13 6|+11j1 3 1|-5/0 1 0|=0
31 62 32 6 12 7 1 2 2 0 0 1

olur [2].
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2.4.1 " nin Hesaplanmasi

Bir A4 kare matrisiicin

e 51+1Az+1A2t2+...=Z—A"z" (2.18)
12 = n!

sonsuz serisi her 4 ve ¢ icin yakinsak olup, bdylece e, tim kare matrisler igin

tanimlidir [3].

e’ elemanlarini hesaplamada (2.18) genellikle kullanissizdir. Bununla beraber,

Teorem 2.4'in At matrisine uygulamasi ile sonsuz seri t'ye gore bir polinoma

indirgenebilir. Bunu bir teoremle ifade edelim :

Teorem 2.5 Eger A4, n satir ve n slitunlu bir matris ise, bu durumda

e =a A ra, AT+ a, A+ At + o, ] (2.19)

seklindedir. Burada «,,a,, ...,a,,, her bir A4 igin belirlenecek olan, t'ye bagh

fonksiyonlardir.
Eger A iki satir ve iki situna sahipse, bu durumda n=2 ve

' =a, At +a,l (2.20)

olur. Eger (g satir ve situna sahipse, bu durumda n =3 ve

e =a, A’ +a At + a1 (2.21)

dir.
Teorem 2.6 A4, Teorem 2.5'deki gibi ve

r(A=a, A" +a, A"+t A o it e, (2.22)

olsun. Bu durumda eger A, At 'nin bir 6zdegeri ise

e =r(d) (2.23)

dir. Ayrica, eger 4,, k (k >1) katli bir 6zdeger ise, asagidaki esitlikler de saglanir.
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e =—r(A)

dA a=i

2

=4 —r(A)

dA i

(2.24)

dk—l

e I r(A)
A=A

Teorem 2.6, At'nin o6zdegerlerini icerir: Bunlar A4'nin 6zdegerlerinin ¢ katidir.
(2.24)'deki turevleri hesaplarken, dnce (2.22) ifadesinin A'ya gore uygun tirevleri

hesaplanir ve daha sonra A=A, alinir [3].

2.5 Ozdeger ve Ozvektor

Elemanlari reel sayilardan olusan bir 4 =[a,] kare matrisi verilmis olsun. Sifir olmayan
reel veya kompleks bir U ={u,u,,..,u,} vektoérine gore AU =AU icin
(A1 = A)U =0 ya da daha acik olarak, bu 4 matrisini teskil eden a, ,4q,,a,, ,a,,

sayilariile A sabitiicin

(A - AU =0 (2.25)

esitliginden elde edilen
A—a)u,—a,u, —...—a,u, =0

—a,u, +(A—a,)u, —...—a,u, =0

.......................................................... (2.26)

—a, U, —a, U, —...+(A—a, Ju, =0

nn

sistemini gbz 6nune alalim. Bu sistemdeki A sayisina 4 matrisinin karakteristik (6z)

degeri denir. U sltun matrisine de 4 matrisinin A karakteristik degerlerine karsilik
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gelen karakteristik(6z) vektor denir. Bu sistemin hepsi birden sifir olmayan yani U #0

olan bir ¢c6ziminin mevcut olabilmesiicin A1 — A katsayilar matrisi icin

A-a, -a, . -a,
-a, A-a, .. -—a,,
AL - 4| = =0 (2.27)
-a, -a, . A-a,

olmasi gerekli ve yeterlidir. Bu determinantdan elde edilen ve A’ya gore n. dereceden

olan

P(A)=A"+b A" +b,A"* +..+b, ;A2 +b, A+b, =0 (2.28)

esitligine karakteristik denklem denir [9].

Ozvektorleri birer stitun olarak kabul eden

Uy Uy ... U4,
U= Uy Uy, .o Uy,
u,u,..u,

matrisine modlar matrisi denir [2].

2.5.1 Bir Matrisin Ozdeger ve Ozvektorleri

-1

Ornek 2.18: 4= matrisinin 6zdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen

N — =
oo O

1
3
ozvektorlerini bulalim.

Once 4 matrisinin karakteristik polinomunu bulalim.

-4 0 -1
K,(A)=det(d-AD=| 1 2-1 1

=1 +64*-111+6
=—(A-D(A-2)(1-3)
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seklinde karakteristik polinomu buluruz. Béylece A nin karakteristik denklemi

K, (A)=—(A-1)(A-2)(1-3)=0 (2.29)

seklinde olup, buradan A4 matrisinin 6zdegerleri A4 =1, 4, =2 ve A, =3 olarak

bulunur. Simdi ise, bu 6zdegerlere karsilik gelen Ozvektorleri bulalim. Bunun igin

(A—- AU =0 homojen denklem sistemini agik olarak asagidaki gibi yazariz.

1-u, +O0u, —u, =0

u,+2-Au, +u, =0 (2.30)
2u,+2u, +(3—A)u,; =0

Daha sonra A, =1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektéri bulmak icin (2.30) denkleminde

A =1 0Ozdegerine karsilik gelen 6zvektori bulmak igin (2.30) denkleminde A=1

koyarak

—u, =0
u, +u, +u, =0 (2.31)

2u, +2u, +2u, =0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

¢6zlimu bize A, =1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoéri verecektir.

(2.31) lineer denklem sisteminin rangi 2 olup (n—r=3-2=1) bir keyfi bilinmeyen

u, = a olarak alinir. O zaman
—u, =0

u, +u, =—a (2.32)

olup (2.32) denklemlerinden u, =—a ve u, =0 bulunur. Béylece A, =1 6zdegerine

karsilik gelen 6zvektore U, dersek, o zaman
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u, a 1
U=l|u,|=|-a|=a|-1](0#£aeR)
u, 0 0

olarak bulunur. Simdi A, =2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori bulalhim.
Bunun igin (2.30) denklem sisteminde A =2 yazarak
—u, —u; =0

u,+u; =0 (2.33)

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

rangi da 2 olup bir keyfi bilinmeyen u, = b seceriz. Buna gore
u, =-b

2u, +2u, =-b (2.34)

olup (2.34) lineer denklem sisteminin ¢dziiminden u, =-b, u, :g degerlerini elde

ederiz. Boylece 4, =2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektére U, dersek, o zaman

-b -1

b 1
U,=\u, |= > =b 5 (0#beR)

b 1

buluruz. Son olarak A, =3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori bulmak igin yine (2.30)'

da homojen lineer denklem sisteminde A =3 koyarak

—2u, —u, =0
u, —u, +u; =0 (2.35)
2u,+2u, =0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sisteminin de rangi 2

oldugundan yine bir tane keyfi bilinmeyen segeriz. Buna da x, =c diyelim. O takdirde
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u, = —% ve u, :% olarak buluruz. Eger A, =3 06zdegerine karsilik gelen 6zvektére U,

dersek, o zaman

I
u, 2 2
U, =|u,|=| < |=c 1 (0#ceR)
3 2 2 2
U c 1

bulunur [20].

2.5.2 Vektorlerin Lineer Bagimsiz Olusu

Vektorlerin lineer bagimsizligi kavrami, fonksiyonlarin lineer bagimsizligi kavramina
benzerdir. Eger bir vektor baska vektori bir sabit ile carparak elde edilemiyorsa, bu iki
vektore lineer bagimsiz denir. Geometrik olarak lineer bagimsizlik bu iki vektoriin

paralel olmadigini ifade eder. Daha genel bir ifadeyle eger U,,U,,...,U, olarak verilen

n

n tane vektor icin

cu +GU,+CU,+..+CU, =0 (2.36)

esitligi yalnizca C, =C, =...=C_ =0 icin saglaniyorsa, bu vektérler lineer bagimsizdir.

Aksi halde ise lineer bagimhdir ( C'ler birer sabittir)

n tane lineer diferansiyel denklemden olusan bir sistemde her birinin eleman sayisi n
olan n tane vektor s6z konusudur ve bu vektérlerin lineer bagimh olup olmadiklar

onemlidir. Su sistemi ele alalim:

a,C,+bC, +¢,C;=0

a,C, +b,C, +¢,C, =0

a,C, +b,C, +¢,C; =0 (2.37)

Burada 3 bilinmeyen (C,,C,,C;) ve 3 denklem vardir ve bu sistem matris bigiminde

yani AX =0 olarak yazilabilir:
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a b ¢ G 0
A=|a, b, c¢;| X=|C,| ve0=|0
a, by ¢ G, 0

Bu sistem ancak katsayilar matrisinin determinanti sifir degilse X =0 veya

C, =C, =(,; =0 adi ¢6zimune sahiptir:

a b ¢
detd=|a, b, c,|#0
a, by ¢

Buna gore her biri n elemandan olusan n tane vektoér, situnlari bu vektérlerden

olusan nxn boyutundaki matrisin determinanti sifirdan farkliysa lineer bagimsizdir.

2 1 2
Ornek2.19: U, =|0|, U,=| 1| veU,=| 1] verilmigolsun.
1 -1 -3

2 1 2
0 1 -1|=-5#0 oldugundan bu vektorler lineer bagimsizdir.
1 -1 -3

Lineer bagimhlik veya bagimsizlik kavramlari vektér fonksiyonlarina da uygulanabilir.

Ornegin;
v, (9) v, (2) vi5(9)

V(@)= vy (D) |, vo(t) =| vy () | ve vi(t) =| v,5(¢) | verilmis olsun. Eger
vy, (1) V3, () V(1)

V(@) v () v (0)

W)=y, (1) vy() vyu()|=0 iset <t<t, arahgindaki tim ¢ 'ler icin bu vektor
vy (t) v () vi(0)

fonksiyonlari lineer bagimhdir. Bu determinanta wronskian determinanti denir. Eger
ntane vektor fonksiyonu séz konusu ise, bu durumda W determinanti su sekilde ifade

edilecektir:
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v, (9) v, (2) v, (1)

V(1) = :"210) v, (1) = :sz(t) v v ()= :"2;1(1‘)
v, (?) V,2(0) V,, (1)
v (1) v, (@) .oy, (0)

W (1) = V() vy (2) oo vy, (2)
V(D) v, (@) ... v, (D)

dir [21].

Ornek 2.20 : Verilen vektérlerin 0 <t <oo araliginda lineer bagimli olup olmadiklarini

bulalim.
e e2' t
vi(@©)=|0 |, v,()={0 |vev(t)=|1
el e3t 0

Wronskian determinanti soyledir:

e et
Wit)=0 0 1|l=e"—e" =0

e e o0

O halde verilen aralikta tim ¢ degerleri igin bu vektoérler lineer bagimsizdir [5].

2.6 Kanonik Formlar

2.6.1 Rasyonel Kanonik Bigim
A bir n kare matris olsun. Once bunun karakteristik matrisinin tam bir tane acik
olmayan f (4) degismez ¢arpani oldugunu varsayalim. f (4)’e ait C(f,) es matrisi,
A'ya benzerdir. Bunu A4 'yva benzer tim matrislerin, S rasyonel kanonik bicimi olarak
tanimliyoruz.
Bundan sonra, A — A4 'nin Smith normal biciminin,
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diag (L., £,(2), £ (Aseess £, (A)) (2.38)

oldugunu varsayalim. f,(1), s, (i=j,j+1L,...,n) dereceli, acik olmayan, degismez

carpandir. 4 'ya benzer tim matrislerin Rasyonel kanonik bigimi,

c(f) 0 0 .. 0
. 0 C(f) 0 . 0

§ = diag(C(f,).C(f;1):--C(f;)) = / (2.39)
0 0 0 .. C(f)

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 2.6 Her A4 kare matrisi, A/ —A’nin, acik olmayan degismez carpanlarinin es

matrislerinin, direkt toplamina benzerdir.

Ornek 2.21 : 4’nin acik olmayan benzerlik degismezleri

fi(D)=2+1, f,(A)=A"+1 ve f,,(A)=4°+22"+1 olsun.

Buradan,
C(fy) =[-1]
0 1 0
C(f)=[0 0 1
-1 0 0
0 1.0 0 0 O]
0 01 0 00
C(f)_000100
0 000 0 10
0 00 0 01
-1 00 -2 0 0
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-1 0 00 0 00 0 00
0 0100000 00

0 001 0000 00

0 -1 00000 0 00

, 0 0000 10 0 00
§ =diag(C(fCUCUD=l " 0 0 0 0 01 0 0 0
0 000000 T1 00

0 000000 O0 10

0 000000 O 011

(0 0 00 -100 =2 0 0]

Not: Kdsegen boyunca siralanan es matrislerde boyut 6nemli degildir. Degisik bir bicim

olarak her bir es matrisin transpozu alinarak kullanilabilir [1].

100 0 00000 O
000100000 0
0100 00000 O
001 0 00000 O
000 000000 -I
000 0 10000 O
000001000 O
0000 00T100 2
000000010 O
(0 00 0 0000 1 0]

2.6.2 ikinci Kanonik Form

A’nin  karakteristik matrisi, acik olmayan degismez carpanlar olarak, (2.6.1)

bolimiindeki  polinomlarina sahip olsun. Dereceleri farkh p, (A1), p,(4),..., p,(1)

indirgenemez polinomlarin elemanter bolenler oldugu kabul edilsin.
Fi(D) ={p, (D" {p, (DY .. Ap ()} (i = j, j+],....,n) (2.40)

(2.40)'da bazi ¢'lar sifir olabileceginden, her g¢arpan goriinmeyebilir. Mevcut her

carpanin C(p,i‘i) es matrisi sadece acik olmayan benzerlik degismezi olarak

{p, (M)} dir.Yani C(f,) diag(C(p/"),C(p3),...,C(p/"))'ye benzerdir.
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Teorem 2.7 Her A kare matris A/ —A'nin elemanter bdlenlerinin direkt toplamina

benzerdir.

Ornek 2.22 : Ornek 2.21'deki A4 matrisi icin verilen benzerlik déniisimlerinden elde

edilen elemanter bolenler,

A+1,A+1, (A+1)?*, A2 =2 +1, (A* = A+1)*"dir. Her birinin es matrisleri

0O 1 0 O
0 1 0 1 O 0 1 0
o P Y P N P B
1 2 1 1 0O 0 0 1
-1 2 3 2
olur. Teorem 2.7'den kanonik formu
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 O]
O -1 0 0 0 O O O 0 o
o 0 0 1 O O O 0O 0 o
O 0 -1 -2 0 0 0 0 0 O
o 0 0 O O 1 0 0 0 o
o 0 0 O -11 0 0 O0 O
O 0 0 O O 0 o0 1 0 o
O 0 0 O O 0 0O o0 1 o
O 0 O O 0 0O 0 0 o0 1
0 0 0 0 0 0 -1 2 -3 2]
olur [1].

2.6.3 Jakobson Kanonik Formu

A indirgenemez polinomlarin kuvvetleri olarak ifade edilen karakteristik matrisinin
elemanter bolenleriyle yukarida bahsedilen matris olsun. {p(1)}? elemanter béleni

goz Onune alinsin. Eger g =1 ise C(p) es matris olarak kullanilir; eger g > lise,
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C(p) M 0 0 0 |
0 C(p) M 0 0
O (py=| s (2.41)
0 0 C(p) M
i 0 0 C(p)

olusturulur. Burada M, C(p) ile ayni boyutlu bir matristir. M matrisinin sol alt

késedeki elemani 1, diger elemanlan sifirdir. (2.41)'deki C, (p) matrisi C,(p)=C(p)

oldugu anlasilarak {p(A)}?’nun Ust es matrisi olarak adlandirilir. (2.41)'de kdsegenin

hemen Gstindeki 1'ler stirekli bir dogru olusturur.

C'(p) alterne es matrisi kullanildigi zaman {p(A1)}? 'nun st es matrisi

C(p) 0 0 .. 0 ]
N C(p) 0 .. 0
0 N C(p) ... 0 0
G, (p)= () (2.42)
0 0 0 . C(p) 0
0 0 0 N C(p)

seklinde olur. (2.42)'deki N, C'(p) ile ayni boyutlu bir matristir. N matrisinin sag st

kosedeki elemani 1, diger elemanlari sifirdir. Bu bicimde, kdsegenin hemen altindaki

1'ler stirekli bir dogru olusturur.

. , . {o 1 } {0 0}
Ornek 2.23: {p(1)}! =(1"+24—-1)" olsun. O zaman C(p) = M =

1 -2 1 0
0 1 0 0 0 0 0 O]
1 21 0 0 0 0 0
0 0 01 0 0 0 0
C(p)zo 01 21 0 0 0
‘ 0 00001 0 0
0 0001 =21 0
0 0000 0 0 1
00 0 0 0 0 1 -2
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bulunur.

Teorem 2.8 Her A4 kare matrisi, Al—A'nin elemanter bdlenlerinin Ust-es

matrislerinin, direkt toplamina benzerdir.
Ornek 2.24 : Ornek 2.22'deki 4 matrisinin ¢ =1 haline karsilk gelen A1+1, 1+1 ve
A*—A+1 elemanter bélenlerinin st es matrisleri, bunlarin es matrisleridir. ¢ >1

haline karsilik gelen (1+1)* elemanter béleninin st es matrisi

0 1 0 O
-1 1 2 2 e R
ve (A°—A+1)" elemanter béleninin Ust es matrisi dir [3].
0 -1 0 0 1
0 -1 1

Boylece Teorem 2.8'deki kanonik bicim;

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0O -1 0 0 00 00 0 0
0 0 -1 10000 0 0
0 0 0 -1 00 00 0 0
0 0 0 0 01 00 0 0
0 0 0 0 -1 100 0 0
0 0 0 0 000 1 00
0 0 0 0 0 0-11 1 0
0O 0 0 0 0000 0 1
(00 0 0 0 0 0 0 -1 1

2.6.4 Klasik Kanonik Formu

A 'nin karakteristik matrisinin elemanter bélenleri lineer polinomlarin kuvvetleri olsun.

Teorem 2.8'in kanonik formu {p(4)}? =(1—a,)? elemanter bélenlerine karsi gelen st

es matrislerinin

(a,10...0 0]
0a1..00
C, (D)= e e (2.43)
000..q,1
1000...04,
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bicimindeki direkt toplamidir [1].

Teorem 2.8'in kanonik formunun bu 6zel hali Jordan yada Klasik Kanonik Form olarak

adlandirilir.

Teorem 2.9 O carpanlari lineer polinomlar halinde olan bir 4 matrisinin karakteristik
polinomlarinin alani olsun. O zaman A4, O zerinde (2.43) formundaki Ust es

matrislerin direkt toplamina benzerdir. Her matris bir (1—a,)? elemanter bélenine

karsilik gelir.

Ornek 2.25 : A/ —A'nin kompleks alanda elemanter bélenleri A—i, A+i, (1—i)’,

(A+1i)* olsun [1]. 4 matrisinin klasik kanonik formu su sekildedir:

i 000 0 0
0 - 00 0 0
0 0 i 0 0
000 i 0 0
00 00 — 1
00 00 0 —i

2.6.5 Rasyonel Kanonik Forma indirgeme

Bir 4 kare matrisi ile onun S rasyonel kanonik formunu géz éniine alalim. S = R™'4R
olacak sekilde tekil olmayan bir R matrisi vardir. R matrisinin nasil bulunabilecegini

arastiralim.

Eger 4 n. mertebeden bir kare matris ve X n boyutlu bir vektor ve egerg(4),
g(A)X =0 olacak sekilde, en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1 olan minimum

dereceli bir polinomise, X 'e, 4 matrisine gére g(A) polinomuna ait bir vektor denir.

Tanim 2.1 Eger X, 4 matrisine gore p. dereceden g(A) polinomuna ait bir vektor

ise; X,AX,..., A" X lineer bagimsiz vektorleri X 'e sahip bir zincir olarak adlandirilir.

m(A), n. mertebeden bir 4 kare matrisinin minumum polinomu ise, m(A4)=0

olacagindan n boyutlu her X vektori igin m(A)X =0 olacaktir.
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n. mertebeden bir A4 kare matrisinin agik(asikar) olmayan benzerlik degismezleri

fi(A) (i=k,k+1,...,n) olsun.

[ =2"+a, A" +a, A"+ +a, A+a, (2.44)

ir;—1

ise bunlara ait es matrisler

000 ..0 —a
100..0 —a
Clf(M]=C={010..0 —q,,

ve A matrisinin rasyonel kanonik formu da

R'AR =S =diag(C,,C,.,,....C,)

dir. Buradan

AR = RS = Rdiag(C,,C,.,,...,C,) (2.45)

seklinde yazabiliriz. R matrisini R,,R,,,,...,R seklinde siitun bloklara ayirmig olalim.
R matrisinin bu ayirmasini, R ve C, (i=k,k+1,...,n)’ler ayni sayida situnlar ihtiva

edecek sekilde yapalim. (2.46)'dan
AR = A[R,,R, ,,...R ]=[R,,R,.,,....R )diag(C,.C,.,,....C))

= [Rka ’Rk+1Ck+l > ""RnCn]
ve burdan

AR =RC, (i=k,k+1,..,n) (2.46)

elde edilir. Her bir R situn bloklarinin 7, situn vektérlerini R, R, R, ile

1275290

gosterelim. Bu taktirde C, matrisi g6z 6nlne alinip carpim yapilirsa,
RC =|R,.Ry...nR, |C, = Rl.z,RB,...,Riri,—Z;R”am_(j_l)}
=
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elde edilir. Diger taraftan,

AR, AR,

AR = AR, ,R,,...R, 1=[AR

oldugundan (2.46)'dan

_ — gl
Rirl- - ARir,-—l - A Ril
n
-2, Rya, 1y = AR,
j=1

olur. Bu toplam acilip Ustteki degerler yerine konursa,

_(Rflafri +Rya, +Rsa, ,+..+R, a,+R, a,)= AR,

2 =2 =1 _qnh
—-(R,a, + ARya, ,+ A" Rya, ,+..+ A" Rya,+ A" R,a,)=A"R,

(A" +a, A" +a, A7+ +a, A+a, )R, =0 (2.47)

bulunur.

(2.44) g6z 6nine alinirsa,

Si(ADR, =0 (2.48)
yazilabilir.
R,'l X, ile gosterelim.

Si(AX, =0

X, A matrisine gore f,(1) degismez carpanina ait olan bir vektér olur.

X, AX,, A’ X,,..., A X, (i=k,k+1,..,n) (2.49)
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vektorleri lineer bagimsizdir. Boylece her bir R 'nin sttun vektorleri, f,(1) degismez
carpanina ait olan bir X, vektériine ait bir zincirdir. (2.49) seklindeki bu zincirin

elemanlari lineer bagimsizdir ve sayilari f;(4) degismez ¢arpaninin derecesi kadardir.

Sonu¢ olarak 4 matrisini R'AR=S rasyonel kanonik forma indirgeyecek R

matrisinin lineer bagmsiz n tane sutunu, f/(1) (=k,k+1,..,n) degismez

carpanlarina karsilik olan (2.49) zincirleridir. Yani

R=[X, AX, , AX, ... A" X ; X, AX, ., A°X

k+1° k4120

Ark+l 71Xk

+1°

s X AX X, ATTX ] (2.50)

n

olur [2].

2.7 Lineer Sistem Tiirleri

Degisik tiirlerde lineer diferansiyel denklem sistemi vardir. ilk akla gelen diferansiyel

denklem sistemi, bagimsiz degisken ¢, bagimli degiskenler x ve y olmak Uzere birinci

mertebeden degisken katsayili ve iki bilinmeyenli bir lineer diferansiyel denklem

sistemidir. Bu sekil bir denklem sistemi, genel olarak,

a4 a0V Y v a3+ a, (0 = F(1)
dt dt
dx dy

() b, 4 by (1) + b, (0)y = Fy (1) (2.51)
dt dt

seklinde yazilir. Bu sekilde tanimlanan bir denklem sisteminin x= f(¢), y=g(¢) gibi
bir ¢ozim takimi vardir. Bir a<t<b araliginda, bu fonksiyonlar birlikte (2.51)
denklemlerinin herbirinde ayri ayri yerlerine konuldugunda denklemler saglanir.
Yukarida verilen (2.51) numarali denklem sistemi birinci mertebeden iki denklemden
olusmaktadir. Bagimli degisken ve denklem sayisi iki veya daha fazla olabildigi gibi,

ayrica denklemler ikinci veya daha ylksek mertebelerden tiirevler icerebilir.

(2.51) nolu diferansiyel denklem sistemi, yukarida gorildigi sekilde verildigi gibi, genel

olarak,
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dx
— = aOx+ a0y F)
%:bl(t)x+b2(t)y+Fz(f) 2:52)

seklinde verilir. Bu sekil, "Normal Form" basligi altinda tanimlanir ve ¢ok yaygin olarak
kullanilir. Yukarida degindigimiz gibi boyle bir sistem, bagimh degiskenlerin sayisina
baglh olarak iki veya daha fazla sayida bilinmeyenli olabilir. Ornegin, ti¢ bilinmeyenli bir
sistem igin x=f(t), y=g() ve z=¢(t) gibi Ucli bir ¢dzim takimi, birlikte
diferansiyel denklem sisteminin ¢ozimun verir.

Bagimli degisken sayisi n ve n sayida diferansiyel denklemden olusan normal form'da

verilmis bir lineer denklem sistemi g6z 6niine alalim. Burada bagimsiz degisken ¢ ve

bagimh degiskenler x,x,,x;,...,x, olsun. Bu sekilde tarif edilmis bir denklem sistemi

asagidaki sekilde yazilabilir [13].

dx

B O+ a0, @, (O3, + ()
% =ay ()X, + a5, ()X, +...+ a,,()x, + F, (1) (2:53)
dx

d" = an] (t)X] + anz (t)xz to.t ann (t)xn + F;r(t)
t

2.7.1 Normal Form Lineer Sistemler

iki bilinmeyenli ve iki denklemli "Normal Form" bir lineer diferansiyel sistemi, daha

once de belirtildigi gibi, genel olarak asagidaki sekilde verilir.

o _ a,(t)x+a,(t)y+F(t)
dt

D @b,y + EO) (2.54)
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Burada a,,a,,b,,b,,F, ve F, fonksiyonlarinin hepsi de, ¢'nin bir a<t<b araliginda
srekli fonksiyonlardir. Eger, ¢'nin butlin degerleri icin F(¢) ve F,(t) fonksiyonlarinin

ikisi de "sifir" ise, (2.54) lineer denklem sistemi homojen bir sistem ve bu
fonksiyonlardan ikisi veya yalniz birisi sifirdan farkl ise, adi gecen sistem, homojen

olmayan bir sistem olur.

Normal form bir lineer denklem sistemi, burada oldugu sekilde iki bilinmeyenli oldugu
gibi Uc¢ bilinmeyenli veya daha fazla sayida bilinmeyenli, (x,y,z,...) olabilir. Ayrica,
bilinmeyenlerin katsayilan a,,a,,b,,b,,... serbest degisken ¢'nin fonksiyonlari oldugu
gibi, genel olarak sabit sayilarda olabilirler.

iki bilinmeyenli ve iki denklemden olusan normal form bir lineer denklem sisteminin
¢ozimi de x = f(¢), y=g(¢t) iki fonksiyonlu bir sistemdir ve fonksiyonlarin tlrevleri
de a<t<b araliginda suirekli fonksiyonlardir. Yukaridaki tanima gore, (23) denklem

sisteminin bir ¢éziimi, x= f(f), y=g(t)

gibi bir c¢ift fonksiyondan olusmaktadir. Bu fonksiyonlarin herbiri, sistemin

denklemlerinde yerlerine konuldugunda denklemlerin ikisi de saglanir.

Diferansiyel denklemlerin temel teoremi olan "Tek Co6zim" teoremini tekrar

hatirlarsak, a<t<b araliginda 6yle bir 7, degeri vardir ki, f(¢,)=c, ve g(t,)=c,
degerleri tekdir [6].
2.7.2 Sistemler icin Temel Varlik Teoremi

y = f(x,,2)

, }y(xo) =Yy » 2X()=Z, (2.55)
z =g(x,y,2)

diferansiyel denklem sistemindeki f ve g fonksiyonlari

Z—ZO|SC} (2.56)

D={(x,y,z):|x—x0|3a, y—y0|Sb,

bolgesinde siirekli ve sinirli olsunlar.

|f(xoy1921)_f(xayzvzz)| < A|y1 _y2|+B|Zl _Zz|
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|g(x,3,,2) = g(x,,,2,)| S A|y, = ¥, |+ Bz, - 2)| (2.57)
olacak sekilde A4, B sabitlerinin mevcut oldugunu kabul edelim :

Pl(xaylazl)

} D bolgesinde iki nokta olup A4,B sabitleri F,P, noktalarindan
P(x,,,2,)

bagimsizdir.
Yukarida bahsedilen sartlara Lipschitz sartlari denir.

M =max(f,g):(x,y,z€ D) olsun.

b y
h< Min(a,ﬁ,ﬁj olmak Uizere sistemin |x—x0| <h aralginda y(x))=y,, z(x,) =z,
sartina uyan bir tek ¢6zimu vardir.

Burada (x,y,,z,) ve (x,,,z,) ayni apsisli iki noktadir [7].
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BOLUM 3

LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ ¢OzUMU

3.1 Sabit Katsayili Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sistemi

a; 'ler sabit sayilar olmak Uzere,

v, _
o a,x, +a,x, +..+a,x,
dx
2 _
Z—aux1 +ayx, +...+a,,x, (3.1)
dx,
o a,x,+a,x, +..+a,x,

denklem sistemine sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklem sistemi denir.

Bu sistemi kisa olarak

dx, .
&S =12 .

seklinde ifade edebiliriz. Matrisyel gosterilimi ise

a, 4 a, X
a a a X
21 22 2 2
A — n ) X =|
anl anZ e ann xn

olmak Uzere
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X _ux (3.3)
dt

dir [2].

3.1.1 Sabit Katsayil Lineer Sistemlerde Operatdr Metodu

iki bilinmeyenli ve sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklem sistemi asagidaki

sekilde yazilabilir :

Lx+Ly=F(t)

Lx+L,y=F,(t) (3.4)
Burada L,,L,,L, ve L, sabit katsayili ve herbiri

L=aD"+aD""'+..4a _D+a (3.5)
0 1 m—1 m

seklinde polinom operatérleridir. a,,q,,a,,...a, katsayilari da herhangi sabit sayilardir.

Amacimiz (3.4) denklem sisteminin genel ¢6ziminU bulmaktir. Bunun igin, sistemin

birinci denklemine L, operatérini ve ikinci denklemine de L, operatérini

uygularsak,

L Lx+L,Ly=LF(t)

L,Lx+L,Ly=LF,(t)

elde edilir. Burada ikinci denklem birinciden c¢ikartilirsa,

(LL,—L,L)x=LF —-L,F, (3.6)
olur. (3.6)'da L, L, — L,L, operatéri L, ile gosterilirse,

Lx=F(x) (3.7)

bulunur. L, operatéri, sabit katsayili bir polinom operatéridir ve mertebesi de n ile

gosterilirse, (3.7) denklemi sabit katsayili ve 7 'inci mertebeden bir lineer diferansiyel

denklem olur. Bu denklemin genel ¢6zim,

49



x(t)=c fi+e, f,+.+e, f,+x,() (3.8)

olur. Burada f,, f,,.... f, fonksiyonlari , (3.7) denkleminin homojen kisminin lineer
bagimsiz 6zel ¢6zimleri ve x (7) fonksiyonu da, homojen olmayan (3.7) denkleminin
sabit sayl icermeyen bir 6zel ¢ozimuddir.

(3.4) denklem sistemine geri donelim. Ayni prosediir tekrarlanarak,

Lyy=G(x) (3.9)

denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii ise

y@O) =k fi+kfo+..+k, [, +y,0) (3.10)

olur. (3.8) ve (3.10) denklemi (3.4) numarali denklem sisteminin genel ¢c6zimun verir.

Gordaliyor ki x ve y ¢dzim takimi, c,c,,...c,,k,k,,....k, olmak Uzere 2n tane keyfi

sabit sayl icermektedir. Bu sabit sayilarin hepsi de birbirinden bagimsiz degildir ve

siphesiz bazilarinin digerleri cinsinden ifade edilebilmesi gerekmektedir.
(3.4) denklem sisteminin bagimsiz katsayilar sayisi sistemin Wronskian'i olarak bilinen

L L

12

LL” LL,—LL,

operatériiniin mertebesine esittir ve bu sayida n'dir. Oyle ise denklem sistemi n

sayida keyfi sabit icerir [6].

Operatoér Metodunu iki sekilde uygulayabiliriz. Bunlardan birincisi Eleminasyon

yontemi, ikincisi ise Cramer yontemidir.

3.1.1.1 Eleminasyon (Yok Etme) Metodu ile C6ziim

Eleminasyon yontemi ile sistemi ¢dzmek, bu sistemi bir tek diferansiyel denkleme
indirgeyerek ¢6zimi elde etmek demektir. Bu ydntem, cebirsel denklemlerin
¢Ozlimlerinde uygulanan eleminasyon yontemini hatirlatir. Ayni ¢éziimlere sahip olan
iki diferansiyel denklem denk oldugundan, verilen bir sistem yerine, ¢6ziimi daha kolay

olan denk bir sistem ¢ozilir. Verilen bir sistemi basit bir sisteme indirgemek igin bir
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dizi islem vyapilir. Bu islemlerin her bir adiminda bir denk sistem elde edilir.
Eleminasyon, Uc¢ tir islemle yapilabilir. Birinci tir islemler, sistemdeki denklemlerin
yerlerini degistirmektir. ikinci tir islemler, sistemdeki bir denklemi sifir olmayan bir
sabitle carpmaktir. Uciincii tir islemler, sistemin bir denklemindeki bir terim yerine

diger bir denklemden bulunan degeri yazmaktir [8].

Ornek 3.1:

Dx=—y (3.11)
Dy=x (3.12)
sabit katsayili lineer homojen denklem sisteminin genel ¢6zimiini eleminasyon (yok
etme) metodu ile bulalim.

(3.11) denkleminin her iki yaninin tiirevi alinirsa,

D’x=-Dy=—x

D’x+x=0

sabit katsayili denklemi elde edilir. Bu homojen denklemin genel ¢6ziimu, keyfi ¢, ve
¢, sabitleriigin

x(t) =c, cost+c,sint

dir. Bu deger (3.12)'de yerine yazilirsa

Dy =c, cost+c,sint

ve bu denklemin integrasyonundan

y(t)=c¢,sint—c, cost

elde edilir.

Denklem sisteminin Wronskian'ini bulalim.

D 1
-1 D

‘=D2+1
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Wronskian'in degerine baktigimizda, mertebesi "2" olduguna goére, sistemin bagimsiz

sabit sayisi iki tane olmak zorundadir [8].

3.1.1.2 Determinant (Cramer) Yontemi ile C6ziim

L,L, L, L, sabit katsayil lineer diferansiyel operatérler olmak lzere, x ve y

degiskenlerine bagl bir lineer diferansiyel denklem sistemi;
Lx+L,y=0
Lx+L,y=0 (3.13)

seklinde yazilir. Yok etme yontemi kullanilarak, bu iki denklemden 6nce y ve sonrada

x degiskeni yok edilirse:

(LL,—LL)x=0 ve (LL,~LL)y=0 (3.14)

bulunur. Burada (3.13) ifadesi determinant yontemi kullanilarak,

Ll LZ Ll L2
x=0 ve y=0
L L, L L,
o Ll L2 . . . T
olur. Eger, L1 #0 ve n. mertebeden bir diferansiyel operatér ise,
3 4

(3.13) sistemi x ve y'ye bagh 2n. mertebeden diferansiyel denklem sistemi olarak

yeniden yazilabilir.

(3.13) sisteminde bulunan her bir diferansiyel denklemin karakteristik denklemleri ve

tamamlayici fonksiyonlari aynidir.

x ve y'nin her ikisi de gorinlste toplam 2n sayida sabit igerirler. Fakat lineer

bagimsiz sabitlerin sayisi n kadardir.

Eger
L L

1 2 :0
L L,
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ise (3.13) sisteminin, birden fazla sayida lineer bagimsiz sabit ihtiva eden ¢6zimu vardir

veya ¢O0zUimu yoktur. (3.13) sistemi daha fazla degiskenler icin de gecerlidir.

Homojen dogrusal denklem sistemleri, cebirsel denklem sistemlerin ¢6zimiinde

uygulanan Determinant yontemiyle ¢ozilebilir [9].

Ornek 3.2:
Dx+y=0
Dy—x=0 (3.15)

sabit katsayili lineer homojen denklem sisteminin genel ¢6zimini determinant

metodu ile bulalim.

Homojen denklem sisteminin ¢ozimuni bulalim.

D 1
x=0
1D
bt (3.16)
1 p’~ '

determinantlarin hesaplanmasiyla sabit katsayil, x ve y bilinmeyen fonksiyonlarina

gore,
(D2 +D)x=0

sabit katsayili denklemi elde edilir.

Bu homojen denklemin genel ¢6ziimd, keyfi ¢, ve ¢, sabitleri igin
x(t) =c, cost+c,sint

t)=c sint—c, cost (3.18)
Y 1 2

elde edilir.
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3.1.2 Ozvektorler ile Coziim
A reel veya kompleks bir sayi olmak tizere U # 0 siitun matrisi icin

X =Ue" fonksiyonunun, ikinci tarafsiz

X _ux (3.19)
dt
sisteminin bir ¢o6ziimi olmasi icin

AU =AU olmasi, yani A 6zdeger ve U ={u,u,,...,u,} vektérinin bu vektoérlere

karsilik gelen 6zvektorler olmasidir.

Eger A bir 6zdeger ise o zaman karakteristik denkleme gore sifirdan farkli bir ¢c6zimi

mevcut olup 4 matrisinin 4,,4,,...,4, 6zdegerine karsilik U,,U,,...,U, lineer bagimsiz

n n
vektorleri mevcut ise o zaman X (¢) = {Ulei",Uzeiz’,...,Une’l"’} matrisi, bir temel ¢6zim
matrisi olur [4].

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde 6zdegerlerin durumuna gore inceleme yapilr.

3.1.2.1 Ozdegerler Reel ve Birbirinden Farkli ise :

Bu durumda her farkli o6zdeger icin birbirinden lineer bagimsiz 0Ozvektor

bulunabilecektir [7].

Ornek 3.3:

o =—x, +2x,

dt

dx

d_t2 =4x, +x, (3.20)

lineer diferansiyel denklem sisteminin genel ¢c6zimiini bulalim.

-1 2 X ..
A= X = olmak Uzere,
4 1 X,

X _ux
dt
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1 0] [-1 2] [4+1 =
A—A=2 - =
I P

karakteristik matrisi icin

|AI-A|=

A+l =2
=0
4 A-1

A*=9=(A1-3)(1+3)=0

A=-3,4,=3

O0zdegerleri bulunur. Bu 6zdegerlere gére
(A+Du, —2u, =0

~4u, +(A-Du, =0 (3.21)
sistemi dikkate alindiginda

A=A =-3 igin sistem,

—2u, —2u, =0

—4u, —4u, =0

u, +u,=0

u,+u,=0

seklinde olup eger keyfi olarak u, =u,, =k segilirse o zaman u, =u,, =—k olup k=1

almakla

olarak elde edilir.
A=4,=3 icin sistem,

4y, —2u, =0
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—4u, +2u, =0
2u,—u, =0

2u,—u, =0

seklinde oldugundan keyfi olarak u, =u,, =2r alinirsa u, =u,, =r olup r =1 almakla

fsHH:

U, ve U, dzvektorleriicin denklem sisteminin ¢6ziimleri bulunur.

1
X1 = Ule/llt = €_3t|: 1:|

1
X, =U,e™ =¢*
=0, M

Genel Coziim

_ =y 3¢
X, =ce  +ce

_ —3t 3¢
X, =—ce " +2ce

olup, Temel Co6zim Matrisi

=3t 3t

e e
S 2631} dir [4].

X(f)=[
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3.1.2.2 Ozdegerler Kompleks ise :

Bazi ozdegerler, eslenikleri ile birlikte eslenik kompleks sayi ciftleri seklinde olabilir.

Bunlara karsi gelen 6zvektorlerde kompleks esleniklidir.

Ornek 3.4:

dx, 1

—L=——x +x,

dt 2

dx, 1

—==—Xx,——X 3.22
dt o (8:22)

denklem sistemi matris formda yazilirsa

1y

x =| 2 |x
1 =
2

Lo LTS B O S
ﬂJ—A:ﬂL)l}— 2 e 2 =R eae2=0 (3.23)
-1 - 1 A+—

den elde edilir.

(3.23) denkleminin kékleri 4, =—%+i ve A, = —%—i gibi iki eslenik kompleks sayidir.

Bunlar katsayilar matrisinin 6zdegerleridir.
1
/1+5 u,—u, =0
1
u, +(/1+§]u2 =0 (3.24)

sistemi dikkate alindiginda,

A = —%+i Ozdegeri igin
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iu,—u, =0
u, +iu, =0 (3.25)

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminden u, =1 ve u, =i elde edilir. Buradan

U, 6zvektoru

Denklem sisteminin U, ve U, 6zvektérlerine karsilik gelen ¢6ztimleri

1 (—%-%—i)t 1 (—%+i)t
Xl(t)= ; e Xz(t): . |€

seklinde olur.

Genel Coziim

1| —Leiy |~
X()=c [i}( 2" +c{_l}e( 2

olarak bulunur [10].

3.1.2.3 Ozdeger Katli ise :

Eger mnxn tipindeki A4 matrisi n tane farkh (reel veya kompleks) 4,4,,...,4

n

6zdegerlerine karsilik gelen U,,U,,...,U, 6zvektérlerine sahip ise,

n

dﬁ:AX
dt

sisteminin genel ¢6zimu c,c,,...,c, 'ler keyfi sabitler olmak tizere
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X@t)=cUe" +c,U,e™ +..+c,U, e (3.26)

seklindedir.

|A—/1]| =0 karakteristik denkleminin n tane farkli kéke sahip olmamasi, yani en az bir

tekrarlanan koke sahip olmasi durumu incelenecektir. Bir 6zdeger eger karakteristik

denklemin bir k& kath koku ise, k kathdir. Herbir A 6zdegeri igin (A—A)U =0

Ozvektor denklemi sifirdan farkli en az bir U ¢6ziimiine sahiptir. Dolayisiyla A'ya
iliskin en az bir 6zvektor vardir. Ancak &k >1 kathhgina sahip bir 6zdeger, ona karsilik
gelen, k'dan daha az sayida lineer bagimsiz 6zvektore sahip olabilir. Genel ¢6ziim igin
ihtiyacimiz olan n tane lineer bagimsiz ¢6ziimden olusan bir "tamamlanmis kiime"

elde edemeyebiliriz.

Bir k kath A 0Ozdegerine, k& tane lineer bagimsiz 6zvektor karsilik geliyor ise bu

O0zdegere tam diyelim.

Eger, A matrisinin her 6zdegeri tam ise bu durumda, farkli 6zdegerlere karsilik gelen

ozvektorler lineer bagimsiz oldugundan, 4 matrisi 4,,4,,...,4, ©6zdegerlerine karsihk
gelen n tane lineer bagmsiz U,U,,...,U, vektérlerinden olusan bir tam kiimeye

sahiptir. (Ozdegerlerin her biri kathliklari kadar tekrarlanir). [11].
r =A 6zdegerinin kathliginin iki olmasi durumu :
1. durum:

r=A iki katl 6zdegerine U,,U, lineer bagimsiz 6zvektorleri karsi gelsin. Bu durumda

lineer bagimsiz ¢ézlimler
X, ()=U,e"

X,t)=U,e"

seklindedir.
2. durum:

r=A iki kath 6zdegerine karsi gelen bir tane lineer bagimsiz U, 6zvektori olsun. Bu

durumda sistemin ¢6zimd,
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X, ()=U,e"

seklindedir. U, vektoru

(A-AU, =0 (3.27)
denklemini saglar. Sistemin ikinci cozimi

X, (1) =U,te” +U,e" (3.28)
seklinde aranir. (3.28) denklemindeki U, (3.27) denklemini saglar, U, ise

(4-A1U, =U, (3.29)

denklemi bulunur. Kisaca iki kath kok durumunda bulunan ilk ¢ézim, esitligin sag

tarafina yazilarak ikinci kok degeri icin ¢6ziim elde edilir. Genel ¢oziim

X

genel

= X,()+c, X, () =qU,e" +c,(Ut+U,)e" (3.30)

seklindedir [22].

Ornek 3.5:

o =9x, +4x,

dt

dx,

—==—-6x,—X (3.31)
dt 1 2

dx, _

el 6x, +4x, +3x,

A katsayilar matrisinin karakteristik denklemi

9-1 4 0
|[A-all=| -6 -1-2
6 4 3-2

=CB-D[O-A)(-1-1)+24]

=(3-)(15-81+4?)
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=(5-2)(3-4)°=0

dir.O halde 4, 4 =5 ve A, =3 olmak lizere farkli iki 6zdegere sahiptir ve 4, =3

Ozdegerinin kathhg 2 'dir.

Durum 1: A, =5 icin (4—AI)U =0 6zvektdér denklemi

4 4 01w ] [oO
(A-5DU=|-6 -6 0 ||u,|=|0
6 4 2|ul |0

dir. ilk iki 4u, +4u, =0 ve —6u, —6u, =0 denklemlerinden u, =—u, bulunur.
O halde, lgiinci denklem 2u, —2u, =0 dolayisiyla u, =u, bulunur. Bu denklem
sisteminin de rangi 2 oldugundan yine bir tane keyfi bilinmeyen (n—r = 3—2) seceriz.

u, =1 segimiyle A4, =5 6zdegerine karsilik gelen dzvektor

1
U =|-1
1
A, =3 igin
6 4 0y 0
(A-3DU=|-6 -4 Ofu,|=|0
6 4 0} u 0
olur.

Bu denklem sisteminin de rangi 1 oldugundan iki tane keyfi bilinmeyen (n—r:3—1)

segeriz.

6u, +4u, =0 denklemiicin u, =0 ve u, =1 segersek,

0
U, =|0]| 06zvektorini elde ederiz.
1
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Eger u, =0 ve u, =2 secersek u, =-3 olur.

iki kath A, =3 6zdegerine karsilik gelen ikinci lineer bagimsiz 6zvektordiir.

Denklem sisteminin U, ,U, ve U, 6zvektorlerine karsilik gelen ¢éziimleri

!
X, (t)=|-1|e"
1
0
X,()=|0le"
|1
2
X,(t)=|-3|e"
0

seklinde olur.

Genel Cozliim

1 0 2
X(t)=¢/|-1]|e"+¢,|0|e" +c,| -3 |&”
1 1 0

olarak bulunur [11].

Ornek 3.6 :

1 —
X'= L 3 }X diferansiyel denklem sisteminin genel ¢6zimiini bulalim.

/U_A{(l—ﬂ) | }

1 (3-2)
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karakteristik matrisi icin

|/11—A|=‘(1_/1) ! ‘:o
1 (3-2)
(A-2)*=0

A=2

iki katli 6zdegeri bulunur. 4, =2 6zdegeri i¢cin 6zvektor denklemi

-1 —1{u | |0
11w |0
dir. Bu denklem sisteminin de rangi 1 oldugundan bir tane keyfi bilinmeyen

(n—r=2-1) segeriz.

1/[1 = —Mz

1
dir. Bu durumda A, =2'e karsilik gelen her 6zvektor U:{ J vektérindn sifirdan

farkli bir katidir. Dolayisiyla iki kath 4, =2 6zdegerine karsilik gelen bir tek bagimsiz

ozvektor bulunur.

1
Eger u, =1 segersek u, =—1 olur. U, ={ J bulunur.

iki kath kok durumunda bulunan { J ¢O0zUimu esitligin sag tarafina yazilarak ikinci kok

degeri icin ¢6zim elde edilir.
-1 1w | [ 1
BRERIRE

-1 -1 I [-1 -1]1
1 1|-1/10 o01]0

Bu denklem sisteminin de rangi 1 oldugundan bir tane keyfi bilinmeyen segeriz.
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—u, —u, =1

1
Eger u, =1 segersek u, =2 olur. U, = {_2} bulunur.

Genel ¢oziim

1 2t 1 1 2t
X ot =€ _1 e’ +¢, 4 X+ 5 e

olur [22].
r = A 6zdegerinin kathliginin li¢ olmasi durumu :
1. durum:

r=A Ug katl 6zdegerine U,,U,ve U, lineer bagimsiz dzvektorleri karsi gelsin. Bu

durumda lineer bagimsiz ¢céziimler

X,(t)y=U,e"

X,(t)=U,e"

X,(t)=U,e" (3.32)
seklindedir.

2. durum:

r=A Ug katl 6zdegerine bir tane lineer bagimsiz U, 06zvektori karsi gelsin. Bu

durumda sistemin ilk ¢c6zim{,

X, ()=U,e" (3.33)

seklindedir.
Sistemin ikinci ¢6zimu

X,(t)=Ute” +U,e" (3.34)

seklinde aranir.
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Uglincii ¢éziim ise

2

X,(6)=U, %e*’ LUt +ULe" (3.35)

ile bulunur.

U, vektoru
(A- AU, =0 denklemini saglar. U, ise

(A-ADU, =U, (3.36)

denkleminden bulunur. U, ise

(A-ADU, =U, (3.37)

denkleminden belirlenir.
U, ve U, vektoriine genellegtirilmis 6zvektorler denir.
3. durum:

r=A ug kath 6zdegerine karsi iki tane lineer bagimsiz U, ve U, Ozvektorleri karsi

geliyorsa, denklem sisteminin iki ¢6zimi
X,(t)=U,e"

X,(t)=U,e" (3.38)

seklindedir. Uclincii ¢éziim ise

X,(t) = Ete” +U e (3.39)

Burada & =c, X, (¢)+c, X, () segilirse

(A= ADU, =& (3.40)

denklemi ¢oéziilebilir. ¢, ve ¢, Oyle secilebilir ki (3.40) denkleminden U, ¢ozilebilir.
Burada X,(?),X,(t) ve X,(¢) ¢oziimleri r =1 6zdegerine karsi gelen lineer bagimsiz

¢Ozlimler olurlar [22].
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Ornek 3.7 :
X, =3x, + X,
X, =2x,+3x, — X, (3.41)

x, =2x, +3x,

sisteminin genel ¢c6zUmanG bulalim.
Denklem sistemi X = AX biciminde ifade edilebilir.

0 X,

3
A=|2 =1| ve X =|x,
0

D W —

3 X,

Katsayilar matrisinin 6zdegerleri det(4— A7) =0 denkleminden belirlenir :

3-4 10
det(A-Al)=| 2 3-1 —1|=G-2)+23-1)-23-1)=(3-4) =0
0 2 3-2

Sonug¢ olarak A=3"tlir ve U¢ kath koktir. Bu ozdegere karsilik gelen 6zvektor

(A—Al)v =0 denkleminden bulunur:

01l v 0
=1{v,|=|0 (3.42)
0|l v, 0

denklem sisteminin ¢6ziminden

v, =2y, (3.43)

elde edilir. Keyfi olarak v, =1 alinirsa, v, =2 bulunur. Dolayisiyla A =3 karsilik gelen

tek 6zvektor,
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olur. Bu A =3 igin tek bir lineer bagimsiz 6zvektordir, ¢linkii v, icin baska bir deger

secmis olsaydik, bu 6zvektoriin sabit sayi ile carpilmis halini elde ederdik. Buna gore
verilen sistem Durum 2'ye uymaktadir. Oncelikle sabit u ve w vektérlerini

belirleyelim. v vektérini (4— Al)u =v denkleminde yazarsak,

0 0 ||y 1
0 -1{lu,|=|0 (3.44)
0 || u, 2

elde edilir. Bu sistemi ¢ozersek,

u, =1

u, =2u, (3.45)

elde edilir. Keyfi olarak u, =1 alinirsa, u, =2 bulunur. Buna gére u vektoéri

1
u=|1| olarak elde edilir.
2

Simdi de bunu (4 - Al)w=u denkleminde yazalim:

01 0w 1
2.0 —1|w|=|1 (3.46)
0 2 0w 2

denklem sistemini ¢ozersek,

wy =2w, —1 (3.47)
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sistemi elde edilir. Keyfi olarak w; =1 alinirsa, w, =1 olarak bulunur. w vektéri séyle

olur:
1
w=|1
1

Boylece verilen sistemin lineer bagimsiz li¢ ¢6zimii su sekilde yazilir:

1
X, =ve" =|0|e"
2
1 1 t+1
X, =vte" +ue* =|0 |t +|1 | =| 1 |
2 2 2t+2
- ;
. . 1 5t2+t+1
)(3Zlvtzel’+uteﬂ’+wel’:l 0| +|1 |t +|1|e"=| t+1 |
2 2 1 £ +t+1

Sistemin genel ¢6zimii ise

X=CX,+C,X,+C,X,

P -
1 P Et +r+1
=C|0|e"+C,| 1 |&+C| t+1 |
2 2t+2 £ +t+1

veya skaler bicimde
X, ={C1 +C,(t+1)+C, (%tz +t+1ﬂe3’

X, =[C, +C,(t+1)]e”
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X, =[G +2GC,(t+ 1)+ Cy(F +1+1) |e” (3.48)

seklinde elde edilir [21].

Ornek 3.8:
5 -3 =2

X'=| 8 -5 —4|X sabit katsayil lineer diferansiyel denklem sisteminin genel
-4 3 3

¢O6zUmun{ bulahm.

5 -3 =2
Burada A=| 8 -5 -4 dir.
-4 3 3

5-4 3 -2
|[A-21|=| 8 —5-12 —4|=(1-1)=0
-4 3 3-4
A =1 koki Gg kath 6zdegerdir.

Ozvektorleri bulalim.

5-14 =3 =2 7&7 o
(A-Dé=| 8 —5-1 —4 ||&|=]0 (3.49)
4 3 3-ill&l o

denkleminde A =1 koyarak

4 3 21§ 0
(A-1)é=| 8 -6 —4|&|=|0
-4 3 2]¢ 0
ve buradan
451 _3‘52 _253 =0

Bu denklemde matrisin rangi bir oldugu igin iki bilinmeyen keyfi segilir.

& =1, <&, =0 segelim. & =2 bulunur.
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1 1
51: 0 Xl(t):é:let: 0|
2

bulunur.

& =0, & =2 segelim. & =-3 bulunur.

0 0
&= 2 Xz(t)=§let =| 2|é
-3 -3
bulunur.

X, () ve X,(?) lineer bagimsizdir. Lineer bagimsiz liglincii ¢6zimi bulamayiz. Lineer

bagimsiz li¢clinct ¢6zimi bulmak icin;

k, ve k, sabit bliyuklukler

1 0 k,
E=k&E +hE =k|0|+k| 2|=| 2k (3.50)
2 3| | 2k, -3k,

olmak lzere lineer bagimsiz tglincl ¢d6zim

X, (2) = Ete" +ne’ = Ete' + e’
iligkisi ile belirlenecektir. 7 ise
(A=A =(A-Dn=¢

den bulunacaktir.

4 -3 27 k,
(A-Dnp=| 8 —6 —4|n|=| 2k
4 3 2|nm| |2k-3k

(birinci satirin iki katini ikinci satira, birinci satiri Gglincl satira ekleyerek)
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4 -3 2n k,
0 0 0| n|=|2k -2k
0 0 0 |[n| |3k-3k

ve (3.51) sisteminden
4n, —3n, -2n, =k,
2k, =2k =0

3k —3k, =0

denklemleri elde edilir.

2
k, =k, bulunur. k;, =2 atamasiniyapalm. £ =| 4| olur.
-2
k, =2 oldugu da degerlendirilerek,
1
U 25(4771 —3n,)-1
ve
Ui Ui 1 0 0
n=\1, =\ 1, =m|0|+m| 1|+ 0
m, 4n, - 3n, 1 2 -3/2 -1
L2 i
2 1 0 0
X,(t)=| 4|te'+|n|0|+n, L+ 0f|é
-2 2 =3/2] | -1

olur. Genel ¢6zim

X(0)=CX )+ CX,()+ C3X3(t)

71

(3.51)

(3.52)



1 0 2] 1 0 0
=C|0e+C,| 2|e"+Css| 4lte'+|n|0|+n, Li+] 0]le
2 -3 -2 2] |-3/2] [
1 0] 2 0
=(C,+n)|0 e +(C,+2m,)| 2|e+C,|| 4lt+| 0]|e
2 -3 2| [+
1 0 2 0
=C/|0e'+C,| 2|e"+C,|| 4lt+| O]]e (3.53)
2 -3 -2 -1

olarak bulunur [12].

Ozdegerin katliligi dért oldugunda ¢dziim yolu daha karmasik bir hal alacaktir.

3.1.3 Smith Normal Form ile C6ziim

dX

o Ax (3.54)
dt

sabit katsayilll homojen diferansiyel denklem sistemini géz oniine alalim. D tirev

operatori olmak tzere (3.54)'l

(D-A)X =0 (3.55)
seklinde yazalim. D - 4= B dersek B matrisi bir polinom matris olmak tizere (3.54)
sistemi

BX =0 (3.56)

seklini alir. B polinom matrisinin PBQ =N smith normal formunun bulundugunu

farzedelim. Buna gore (3.56)'da
X =QY donlisumu yapilirsa
BQY =0 ve her iki tarafi soldan P matrisi ile ¢arparsak

PBQY =0 ve
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NY =0 olur.

N bilindigine gére Y situn matrisi hesaplanir. Bulunan Y yerine konarak Q belli

oldugu icin X yani (3.54)'nin ¢c6zim bulunur.

Ornek 3.10:

dx

d_tl =X +2x, +x,
d

ﬁle +3x, +2x,
dt

ax =-2x,

dt

diferansiyel denklem sistemini smith normal form ile ¢o6zelim.

D tirev operat6riini kullanarak sistemi
(D-Dx, —2x,-x,=0
-x,+(D-3)x,-2x,=0

2x,+Dx; =0

seklinde yazabiliriz veya

D-1 -2 -1
B=| -1 D-3 2
0 2 D

dersek
BX =0 olur.

B matrisinin Smith normal formu, H

1
H23' Hz (5

uygulanarak
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(3.58)

127 Hl(_l)l KZI(D_3)' K31(—2), HZ](_D+1)I

1
j, K32(—5Dj, H,(-D*+4D-1), K,(-2) elemanter dénusumleri



10 0
N=PBO=|0 1 0
0 0 D'-4D*+5D-2

seklinde bulunur. P ve Q matrisleri

P=H,(-D*+4D-1).H, Gj H,.H, (-D+1).H,(-1).H,,

0=k, (D- 3)-K31 (_2)-K32 (_%DJ-IQ (-2)

olacagindan herbir elemanter donisiime ait elemanter matris yazilir ve bunlar

carpilarak P ve Q matrisleri bulunur.

0 -1 0
P=/0 O 1
2

1 D-1 —1D2+2D—l

L 2 2]

1 D-3 D*-3D+4

ve O0=|0 1 D
0 0 -2

olur.

BX =0 idi.

X =QY doéntsumi yapilirsa,

BQOY =0

PBQY =0

NY =0 olur.

1 0 0 b2 0
0 1 0 ¥, =0
0 0 D’—4D*+5D-2 Vs 0

74



den

t t 2t
»=0,»,=0 ve y,=ce +cte' +cse

olacagindan
X =QY dende
X, 1 D-3 D’-3D+4 0
x, =0 1 D 0
X, 0 0 -2 ce +cte +ce’

x, =(2¢, —c, +2c,t)e’ +2c,e”

x, =(c,+c, +ct)e +2c,e” (3.59)

x; = (=2¢, —2¢c,t)e’ —2c,e”
olarak bulunur [2].

3.1.4 Rasyonel Kanonik Form ile Coziim

X _ Ly (3.60)
dt

sabit katsayill homojen diferansiyel denklem sistemini géz 6niline alalim. A4 kare

matrisinin S =R 'AR rasyonel kanonik formunun bulunmus oldugunu kabul edelim.

(3.60)'da R tekil olmayan bir kare matris olmak tzere
X =RY (3.61)

donisimi yaparsak,

RC;—Y= ARY ve bunun her iki tarafini soldan R™' ile carparsak

t

C;—Y:R“ARY:SY (3.62)
t

seklinde olur. § matrisi bilindigine gore (3.62)'den Y ve bu (3.61)'de yerine konarak

(3.60)'In X ¢6zUmi bulunur.
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Ornek 3.9 :

dx,

T =x,+2x, +Xx,

dx

d—tzle +3x, +2x, (3.63)
%: —2x,

dt

diferansiyel denklem sistemini Rasyonel Kanonik Form ile ¢ozelim.

Al — 4 matrisinin Smith normal formu

1 0 0
N=|0 1 0
0 0 A’—41°+51-2
dir. O halde A/ — A'nin degismez carpanlari sadece ]‘3(2):/13—412+51—2'dir. Bu

degismez carpana ait es matris ise

0 1 0
C(f;(A))=| 0O 0 1
—-a, —a, —4,

fi(AD) =2 +a,A* +ali+a,

0O 1 0
C(f,(A))=C,=l0 0 1

2 -5 4
dir.

0O 1 0
S =diag(C;)=|0 0 1

2 -5 4

Es matrisin transpozu alinarak kullanilabilir. 4 matrisinin rasyonel kanonik formu
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0 0 2
S=diag(C;)=|1 0 -5
01 4

olur. Eger X, A matrisine gore p. dereceden g(A) polinomuna ait bir vektor ise;

X,AX,...,A”"' X lineer bagimsiz vektorleri X 'e sahip bir zincir olarak adlandirilir.
Simdi S=R'4R vyapan R matrisini bulaim. 4 matrisinin minimum polinomu
fi(A)=4> =42 +54-2"dur. £,(1) minimum polinom oldugundan f;(4)=0"dir. O
halde X vektori keyfi olarak segilebilir. X ={1,0,0} secilirse, AX ={1,1,0} ve
A*X ={3,4,-2} olarak bulunur. Dolayisiyla

3
4
-2

=

Il
o o =
O =

olarak bulunur. d—Y= SY ifadesi kullanilarak

dt
wl fo o 27
yyz =1 0 5|y
y'3 0 1 4|y,
YJ:2y3
y; =y, -5y, (3.64)
Vs =2+ 4y,

denklemleri elde edilir. (3.64) sisteminden kolayca

ys =4y, +5y, -2y, =0 (3.65)

sabit katsayili denklemi bulunur. Bu ¢oziliirse,

_ t t 2t
Y, =ce +cte +ce

bulunur.

77



(3.64)'deki denklemlere gore integral alarak
¥, =(2¢c, —2¢, +2c,t)e' +ce” +c,

v, = (=3¢, +¢, =3c,t)e’ —2c,e” +c,t+c

oldugu gorilir. Fakat (3.64)'e gore y'3 =y, +4y, olmasiigin ¢, =c; =0 olmalidir.

(3.64) sisteminin ¢ozimu

¥, =(2¢, —2¢, +2c,t)e' +c e

v, =(=-3¢, +¢c, =3¢, t)e’ —2c,e”

v, = (¢, +c,t)e’ +c,e”

olur. X = RY donisimiinden faydalanarak,

X, 1 1 3 ||»
x (=101 41|y
X, 0 0 2|y

x, =(2¢, —c, +2c,t)e’ +2c,e”
x, =(c,+c, +ct)e +2¢c,e”

x; = (=2¢, = 2¢c,t)e’ —2ce”
¢Ozlimleri bulunur [2].

3.1.5 Uggen Matris ile C6ziim

(3.66)

(3.67)

Diyagonalinin altindaki veya Ustiindeki elemanlari sifir olan herhangi bir kare matrise

Ucgen matris denir.

dﬁ:AX
dt

sisteminin D tirev operatorini kullanarak

(D-A)X =0 ve D-—A=B diyerek
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BX=0 (3.69)

seklinde yazalim.

Simdi B matrisini, sadece elemanter satir islemlerini kullanarak ona denk olan Ul¢gen

matris haline getirelim. Bu liggen matrise M dersek (3.69) sistemi

MX =0 (3.70)

sistemine denk olur. Clinkii elemanter satir dénlsiimlerine gore:

a. ki satirin yer degistirilmesi, iki denklemin yer degistiriimesine karsilik gelir. Bu

durum sistemin ¢6zimiini degistirmez.

b. Bir satirin sifirdan farkli bir sabitle carpilmasi, bir denklemin sabitle carpilmasi

demektir. Bu durumda sistemin ¢6zimi ayni kalir.
c. Herhangi bir satirin bir (D) polinomu ile carpilip diger bir satir ile toplanmasi, bir

denkleme f(D) diferansiyel operatoriiniin uygulanmasi ve sistemin diger bir denklemi

ile toplanmasi demektir. Herbir donilisiim tersine cevrilebilir oldugundan elde edilecek

sistem Onceki sisteme esdegerdir.

Sonuc olarak (3.69) sistemine denk olan (3.70) sistemi acik olarak

myy myy My ... My, 11X, 0
0 my,my..m,, || x,
0 0 my..my,

veya

my X, +m,x, +m,x; +...m, x, =0

n
My Xy + My Xy +...m,, X, =0
.......................................... (3.71)

+m _, x =0

n—1,n""n

mn—l,n—l‘x

n-1

m x =0

nn-'n
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seklinde olur [2].

katsayilar matrisi Ust Ucgensel hale getirilen denklem sisteminin ¢6zimi en son

bilinmeyenden baslanarak geriye dogru gerceklestirilir [23].

Sonra bu bir Gstteki denklemde yerine konarak x, , ve bdylece devam ederek bitin

x, (i=1,2,...,n) bilinmeyenleri bulunmus olur [2].

Ornek 3.11:

x+(D+1x, +2x,=0

(D-2)x,+3x,+3x,=0 (3.72)

—X,+x,+Dx; =0

homojen denklem sistemini ¢ozelim.

1 D+1 2 X,
B=|D-2 3 31 X=|x,
-1 1 D X,

B katsayilar matrisidir. B matrisine H,,, H, (1), H,(2-D), H,(D-3), H,,
H.,,(D+2) elemanter déntsumleri uygulanirsa, B matrisine denk olan M ligen

matrisi elde edilir.

1 D+1 2
M=|0 -1 D?>-3D+1
0 0 (D+2)(D*-3D+2)

Boylece verilen sisteme denk olan
x,+(D+1)x, +2x,=0
—x, +(D*=3D+1)x, =0 (3.73)

(D+2)(D*-3D+2)x, =0
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sistemi bulunur. Ugtinci denklemden x, ¢ozuliir ve ikinci denklemde yerine konursa

x,, birinci denklemden de x, ve x, yerine konarak sistemin genel ¢cé6ziima bulunur [8].

X, dee’ +5¢,e” +11c,e”™
X(t)=|x, |=|—ce —c,e +1lce™
2 1 2 3
Xy ce +ce’ +ce
Ornek 3.12:

D’x, +(14D)x, —x, =0
x,—(D* +3)x, +2x, =0 (3.74)

(D* +2D)x, —2x, =0

homojen denklem sistemini ¢ozelim.

D’ 14D -1 X,
B=| 1 —(D*+3) 2|, X=|x,
0 (D*+2D) -2 X

B katsayllar matrisidir. B matrisine H,,, H,(-D*), H,, H,(-D*+2D-17)

elemanter dontsliimleri uygulanirsa, B matrisine denk olan M (ggen matrisi elde

edilir.

1 -D*-3 2
M=|0 D*+2D -2
0 0 —4D+13

Boylece verilen sisteme denk olan
x, —(D* +3)x, +2x, =0
(D* +2D)x, —2x, =0 (3.75)

(14D +13)x, =0
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sistemi bulunur. Ugtinci denklemden x, ¢ozuliir ve ikinci denklemde yerine konursa

x,, birinci denklemden de x, ve x, yerine konarak sistemin genel ¢cé6ziima bulunur [8].

12 =
———ce* +3c,+Tc,e”™
N 273
! 13¢
32 =
X(@)=|x, |= 573G oy, e
X3 &
ce’

3.1.6 Ustel Matris ile Goziim
x(t) = Ax(¢t) 'nin ¢6zimi

x(t) = ek seklindedir. Burada k gelisigiizel bir sabit vektérdir.

Ornek 3.13 :
X=x+y
y=9%x+y (3.76)

diferansiyel denklem sistemini ¢ozelim.

_— [x] (r)} {1 1}
Bu denklem sistemi x(¢) = A=
»i(0) 91

olmak lzere Xx(¢) = Ax(¢) matris sistemine denktir.

A iki satir ve iki situna sahip, n =2 oldugundan,

at at+a, at
e" =aAt+a,l = (3.77)
9ait at+a,
10 t t A—t —t
01 9t t -9t A-t
A-t s s
det(Al — At) = =A"-2t-8¢
Ot A-t
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At’nin 6z denklemi A°> =24t —8¢* =0 olur. A¢ nin 6zdegerleri 4, =4t ve A, =-2t"dir

ve her ikisi de tek kathdir.

A, At’nin bir 6zdegeri oldugu igin, e* =r(1) dir.
r(A)=al +a,

r(4)=e" =4ta, +a,

r(d,)=e”" =2ta, +a,
denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden «, ve «, ¢ézllirse;

a, :é(e‘”—e”) ve a0=§(€4t+2€2t) buluruz. Bu degerleri (3.77)'de kullanip

sadelestirirsek

eAt ~ l 3e4t +3e—2t e4t _e—Zz
6]9¢* —9¢ 3e* +3e7

ve béylece ¢ozimi

et e

6| 9e* —9¢™ 3e* +3e7 || k,
1 4t 1 -2t
g(3k1 + k2 )8 +g(3kl — k2 )8

%(3/«1 +k,)e" —% 3k, —k,)e™

dir. O halde

x(t)=x,1)= %(3]{1 +k2)e4t +%(3k1 —kz)efzt
3 4¢ 3 -2t
y(t):yl(t):g(3k1+k2)e _g(3k1_k2)e

_ 3k +k)

dir. Eger iki yeni gelisigiizel sabiti £k, 5

tanimlarsak,
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x(t) = kye* + ke ve

(t) =3k,e* —3k,e olur [3].

Ornek 3.14 :
oy =3x, +x,
dt
dx
a{—;::%x2 + X, (3.78)
% =3x,
dt

diferansiyel denklem sistemini ¢ozelim.

x,(1) 310
Bu denklem sistemi x(z)=| x,(f)| 4= |0 3 1
0 0 3

x;(7)
olmak Uzere x(¢) = Ax(¢) matris sistemine denktir.

A g satir ve Ug slituna sahip, n =3 oldugundan,

e =, A’ +a At + a1 (3.79)
9 6 0 310 I 00
—a,|0 9 6|+a|0 3 1lt+e [0 1 0
0 0 9 0 0 3 0 0 1
Yo, t” +3at + ba,t” +ayt at’
= 0 Yo, t* +3at + ba,t’ +at
0 0 9a,t’ +3at +a,

1 00 310 A=3t  —t 0
Al=At=4]0 1 0(—-|0 3 1it=| O A=3t
0 0 1 0 0 3 0 0 A =3t
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det(AI—Any=| 0  A-3t —t |=(A-3t)

0 0 A—=3t
At’nin  karakteristik  (6z) denklemi (/1—3t)3 =0 olur.4t’nin
A=A, =4, =3t olup, ug kath tek 6zdeger oldugundan, Teorem 2.6'dan
A., At’nin bir 6zdegeri oldugu icin, el = r(4,) dir.

2
e’ =ir(ﬁ,) ve ¢ = d ~r(4) esitlikleri de saglanir.
dA i, di

A=A

r(A)=a,A* +a,A+a, olur.O halde

dr(2) =2a,A+a,
dA
2

d r(;%) “a,
da

dir.

' =a,9 +a,3t+a,
e =a,6t+a

3t
e’ =2a,

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden ¢, «, ve «, ¢6zilirse;

ve béylece ¢ozimi
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k +k,t+(t7 ] 2)k,
=e" | k, +kit
k3

dir. O halde
t2
x,(t) = (kl +kt +Ek3Je3t

x,(t) = (k, + kit)e™

x,(t) = ke’

dir.
Ornek 3.15 :

&,
e’

ax,

dr

1

diferansiyel denklem sistemini ¢ozelim.

' ) xl(t) 0 1
Bu denklem sistemi x(¢) = 5 (0) A= 10

olmak lzere x(¢) = Ax(¢) matris sistemine denktir.

A iki satir ve iki situna sahip, =2 oldugundan,

o, ot
e =aqdt+a =] "
—at a,

=il (L]
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A,
det(Al — At) = =A%+t
t A

At’nin 6z denklemi A° +¢> =0 olur. At’nin 6zdegerleri A =it ve A, =—it’dir ve her

ikisi de tek katlidir. Teorem 2.6'dan

A, At’nin bir 6zdegeri oldugu igin, e* =r(1) dir.
r(A4)=al +a,

r(A)=¢" = (i, +a,

r(A)=e" =(-it)a, +a,

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden «, ve «, ¢6ziip, Euler bagintisini

kullanirsak,
a =L(e"’—e‘”)=m ve a =l(e”+e‘”)=cost buluruz. Bu degerleri (3.81)'de
b2it t )

kullanirsak,
o cost sint
—sint¢ cost
ve béylece ¢ozimi
p cost sint || k
x(t)=e"k = .
—sint cost || k,

k, cost+k,sint
- —k, sint + k, cost

dir. O halde
x(t)=x,(t) =k, cost+k,sint

y(t)=y,(t) =~k sint +k, cost
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dir [3].

3.2 Sabit Katsayili Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemi

a;'ler sabit sayilar olmak tzere, 4,(¢)'ler de a <t< f aralginda strekli fonksiyonlar

olmak Gzere,

dx
7; =a, X, +a,x, +..+a,x, +h(t)

d.
i=c121xl +ay,x, +...+a,x, +h(t) (3.82)

dx
dtn =a,x,+a,x,+..+a,x +h(t)

denklem sistemine sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi

denir. Bu sistemi kisa olarak,

&:zaﬁxj+hi(t) (i=1,2,..,n) (3.83)
d S

seklinde ifade edebiliriz. Matrisyel gosterilimi ise

al 1 alZ aln xl h] (t)
A= a, ay a,, , X = 'xz H= .hz (?)
a, a, .. a, X, h, (1)
olmak Gzere
X _ xem (3.84)
dt
dir [2].
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3.2.1 Eleminasyon(Yok Etme) ile Coziim
Ornek 3.16 :
Dx+(D+1)y=¢
(D+2)x—Dz=t (3.85)
(D+1)y+(D+2)z=0
sabit katsayili lineer homojen olmayan denklem sisteminin genel ¢6zimini
eleminasyon (yok etme) metodu ile bulalim.

Ugtincii denklem birinciden ¢ikarildiginda,

Dx—(D+2)z=¢ (3.86)

elde edilir. Bu denklem ile ikinci denklem birlikte ¢oziilebilir. ikinci denkleme D

operatori ve (3.86) denklemi de D +2 operatori uygulanarak taraf tarafa cikarilirsa,

4D+1)z=1-3¢

Bu denklemden

—t t l
z=ce —ge +—

4

elde edilir. z degiskeninin bu degeri (3.86)'da yerine yazilirsa,

1
Dx=ce'—=e' +—
8 2

olur. Bu denklemden

B P P
x=-ce ——e +—+c,
8 2

bulunur. x degiskeninin bu degeri denklem sistemindeki birinci denklemde yerine

yazilirsa,

9 1
D+l)y=—ce ' +=¢ ——
( )y 1 3 >
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olur. Buradan

9
y=—cte”’ +Eet —E+ ce’

bulunur.

x, v,z 'nin degerleri verilen denklem sisteminin her bir denkleminde yerine yazilirsa,

1
6’2 = —Z
bulunur.

O halde iki bagimsiz sabit iceren genel ¢6ziim

_ t 1
x=—ce' ' ——e' +———
2 4
1 _
y=—cte ' +—e' ——+ce’
1 2
- 1
z=ce ' —=e +—
4

Denklem sisteminin Wronskian'ini bulalim.

D D+1 0
W=\D+2 0 -D |=-4D*-8D—4
0 D+1 D+2

Wronskian'in degerine baktigimizda, mertebesi "2" olduguna goére, sistemin bagimsiz

sabit sayisi iki tane olmak zorundadir [9].

3.2.2 Determinant (Cramer) Yontemi ile Coziim

L.,L,,L,,L, sabit katsayil lineer diferansiyel operatérler olmak lzere, x ve y

degiskenlerine bagl bir lineer diferansiyel denklem sistem:i;
Lx+L,y=g/t)

Lx+Ly=g,(t) (3.87)
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seklinde yazilir. Yok etme yontemi kullanilarak, bu iki denklemden 6nce y ve sonrada

x degiskeni yok edilirse:

(LL,—LL)x=f(t) ve (LL, —LL)y=f (3.88)

bulunur. Burada
fi®)=Lg@®)—Lg, (1) ve f,(t)=Lg,(t)—Lg ()

seklindedir. (3.88) ifadesi determinant yontemi kullanilarak,

L L L L L L
1 2 _g1 2| e 1 o h & (3.89)
L, L, g L, Ly L, L, g,
olur. Eger,
L L
S |
L L,

ve n. mertebeden bir diferansiyel operator ise,

(3.87) sistemi x ve y'ye bagh 2n. mertebeden diferansiyel denklem sistemi olarak

yeniden yazilabilir.

(3.87) sisteminde bulunan her bir diferansiyel denklemin karakteristik denklemleri ve

tamamlayici fonksiyonlari aynidir.

x ve y'nin her ikisi de gorunliste toplam 2n sayida sabit igerirler. Fakat lineer

bagimsiz sabitlerin sayisi n kadardir.

Eger
L L

1 2 :0
L L,

ise (3.87) sisteminin, birden fazla sayida lineer bagimsiz sabit ihtiva eden ¢6ziimi vardir

veya ¢6zimu yoktur. (3.87) sistemi daha fazla degiskenler icin de gecerlidir [16].

Homojen olmayan dogrusal denklem sistemleri, cebirsel denklem sistemlerin

¢O6zliminde uygulanan determinant yontemiyle ¢ozulebilir.
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Ornek 3.17:
2D+D)x+(BD+1)y=¢e"'

(D+5)x+(D+7)y=t (3.90)

homojen olmayan denklem sisteminin ¢ozimuni bulalim.

2D+1 3D+1 e’ 3D+1
D+5 D+7 t D+7

2D+1 3D+1 2D+1 ¢!
D+5 D+7 D+5 t

Determinantlarin hesaplanmasiyla sabit katsayih x ve y bilinmeyen fonksiyonlarina

gore,
(-D*-D+2)x=6e" —t-3
(=D’ -D+2)y=—4e" +t+2

dogrusal denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin integrasyonundan c,,c,,c;,c, keyfi

sabitleri gostermek Uzere
_ Lot 7
x=ce ' +ce +3e” e

t 5
y=ce +ce —2e " +—+=
seklinde bulunan degerler (3.90) sisteminde yerine yazildiginda,

3 3
C,=——=¢, C=——c¢C
3 17 >4 2
4

5

elde edilir. Boylece (3.90) sisteminin ¢6zUmu su sekildedir:

x(1)
X(f) =
* {y(t)}
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_ Lot 7
cetl e +3e ————

2 4
3

3 .t 5

—Zcet —=ce 2" +—+=

5 4 2 4
sistemin genel ¢dziimU, katsayilar matrisinin determinantin mertebesi kadar bagimsiz

sabit icerir [8].

Ornek 3.18:

@+ﬂ—2x—4y=e’

dt dt

dx  dy 4

e Yy, 3.91
a dt (3.91)

lineer diferansiyel denklem sistemini operatér metodunu kullanarak ¢ozelim.

Once operatdr kullanarak denklem sistemini yeniden yazalim.
(D-2)x+(D-4)y=¢
Dx+(D-1)y=¢e"

x ve y 'nin degerlerini Cramer metodunu kullanarak su sekilde bulabiliriz.

¢ D—4‘

e e"D-1]  (D-De'—=(D-He" 0
D-2D-4] (D-1)\D-2)-D(D—4) D+2
D D-1

ve

(D+2)x=0

bulunur. Bu denklem ¢6zilirse,

X =ce

elde edilir. y 'nin bulunmasina gelince,
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D-2¢
D e4t 4e4t _Ze4t _et
y: =

D+2 D+2

elde edilir. Denklem diizenlenirse,

(D+2)y=2e"-¢
olur. Bu denklemin homojen kisminin ¢6ziimd,
yc — ke—Zt

ve homojen olmayan kisminin bir 6zel ¢c6zimi,

Y, = Ae* + Be'  bulunur. Ozel ¢oziimii (3.92) denkleminde yerine koyulursa,

44e" + Be' +24e* +2Be' =2e* —¢'

A= B= —% olarak bulunur.

1
3I

Bu durumda verilen lineer diferansiyel denklem sisteminin genel ¢6zimdi,

kaefzt +§(e4t _et)

bulunur.
(3.91) denklem sisteminin Wronskian'ini bulalim.

_|p-2D-4
D D-1

‘:(D—Z)(D—l)—(D2—4D)=D+2

(3.92)

Wronskian'in degeri (D +2) olduguna, yani mertebesi "1" olduguna gore, sistemin

bagimsiz sabit sayisi bir tane olmak zorundadir. Buna gére k ile c

arasindaki

bagintiyi bulmak icin, x ve y'nin bulunan degerleri (3.91) denklem sisteminin

denklemlerinden birine yerine konursa,
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—2ce™ —2ke™ + 4 et — le’ —ke™ — 1 et + 1 e =e*
3 3
(=2¢-3k)e™ =0

k=—zc
3

Buna gore, denklem sisteminin genel ¢6zimdi,

X =ce

1
:__ce—2t+_ e4t_et
y=-3 3( )

bulunur [6].

3.2.3 Kosegenlestirme Yontemi ile Coziim
Bu metodla, A nxn'lik kosegenlestirilebilen sabit bir matris olmak tzere
x =Ax+g(t) (3.93)
formundaki sistemin ¢ozimi aranir. Eger A katsayilar matrisi kosegenlestirilebilirse

denklem sistemi c¢Ozilebilir. Denklem sisteminin kdsegenlestirme metoduyla

¢Ozlilmesi, su sekilde olur:

A matrisinin dzdegerlerine karsi gelen UV, ...,U"™ 6zvektdrleri bulunur. Siitunlari bu

Ozvektorlerden olusan T' matrisi

v ... u™

uvo...gn
seklinde olusturulur. Bu 7T matrisi ile x=7y olacak sekilde yeni bir y bagimh

degiskeni tanimlanir. Bu donlisiim (3.93)'de dikkate alinirsa
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Ty = ATy +g(1) (3.94)

olur. (3.94) denkleminin her iki tarafi soldan 77" ile carpilirsa,
y =(T7AT)y+T"'g(t)= Dy +h(t) (3.95)

denklem sistemi elde edilir. Buradaki D matrisi, 4'nin 6zdegerlerini kdosegeninde

bulunduran bir matristir. D matrisi

7, 0 .. 0]
0y, ..
D=T"AT = .
. 0
0. .0y,]

seklinde bir matristir. Ayrica A(t) ise h(t) =T "'g(¢) dir [13].

Ornek 3.19:

[ e
x'= X+
4 -2 —2¢'
diferansiyel denklem sisteminin genel ¢6zimiini kdsegenlestirme metodu kullanarak

bulalim.

1-2

det(A— A1) =
4 2-2

‘=/12+/1—6=0

ile 4, =-3,4, =2 06zdegerleri bulunur.

A, =-3i¢in

RN

ozvektor denklemi elde edilir.

_ 1
4u,, = —u,, 'den
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R

ozvektori elde edilir.

ol

ozvektor denklemi elde edilir.

_ 1
u, =u,,'den

o]

oOzvektord bulunur.

Ozvektorleri iceren matrisi T ile gdsterirsek,
1 1
T =
—4 1
x=Ty x'=Ax+ f(t)'de yerine konursa Ty'= ATy + f(t) olur.
Bu denklemin her iki tarafi 77" ile carpilarak
V' =T AT)y+T f(t)

elde edilir.

T7"'i hesaplayalim.

C111]10
-41]01
(10 1]1/5 -1/5
01 |4/51/5

i 1/5 —1/5
“14/5 1/5
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olarak bulunur.

o -3 0
T AT =

0 2
dir.

y'=(T"AT)y+ T f(¢) olusturulursa,

ni [-30 nl, 1/5 -1/5][e™
vl L0 2w 4/5 1/5 ] -2

_ 1 _
=—e+—c' +ce
Vi s 10 1
1 -2t 2 t 2t
=——e X+ +eye
V2 5 5 2

denklemleri elde edilir.

le_z’ +iet +ce
_{M} 5 10
y =

o 2
72 ——e 2tJrgetJrczeZt

Sistemin her iki tarafi 7 donligim matrisi ile ¢arpilirsa, genel ¢ézim (x =T7y)

olur [24].
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3.2.4 Parametrelerin Degigsimi Yontemi ile Coziim

X = AX homojen denkleminin genel ¢6zimii

X, =¢()C (3.96)
bigiminde yazilabilir. Burada ¢(¢), denklemin temel matrisi ve C sabit situn vektorddr.
X, (1) =)V (1) (3.97)
vektorel fonksiyonu, homojen olmayan

X = AX + F(1) (3.98)

denkleminin bir 6zel ¢6zimi olacak sekilde V(¢) sutun vektéri bulunup

bulunamayacagini arastiralim.

Ozel ¢d6ziimi (3.98) denkleminde yerine koyalim.
W (1) +¢ OV (1) = Ap(t)V (1) + F(t)

¢ (t) = Ag(t) oldugundan,

gV (t)=F(1) (3.99)
olur.

(3.99) denkleminin her iki tarafi ¢~'(¢) ile carpilirsa
Vi()=¢"(OF ()
veya

V()= [¢" OF )di (3.100)

elde edilir.

(3.98) denkleminin

X, (0 =g 4 (0)F (D)t
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ile verilen bir 6zel ¢c6ziime sahip oldugu anlasilir.

Boylece homojen olmayan denklemin genel ¢6zimii

X=X, +X,=¢t)C+9(t) j ¢ ()F (t)dt (3.101)

dir.

Ornek 3.20:

yo=" Myl 3.102
o2 el 0

denkleminin genel ¢c6zimiind bulalim. Bunun icin 6nce

, 3 1
X=X (3.103)

homojen denkleminin genel ¢6zimund bulalim. Karakteristik polinom

P(r):|A—rI|:‘ ‘=(r+2)(r+5)

—4—r

ve 6zdegerler 1, = -2 ve r, = =5dir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler

1 I
U = ve U, = dir.
1 -2

Boylece (3.103) denkleminin ¢6ziim vektorleri

1 -2t 1 -5t
X, =|. le" ve X,= e
1 -2

dir. Bu vektorler lineer bagimsizdir. (3.103) denkleminin temel matrisi
-2t -5t
e e

W= o]

olup
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T g

—e

ORI R
leSZ _Le
3 3

dir. Boylece (3.101)'den

4 B e’ e 2¢¥ /3 /3 || 3t
x;—ﬂM¢(ﬂF@m—L% _kﬁﬁ{gq3 %ﬁwJ{ﬁ}h

6, 27,1
_|5 50 4
30211
p— __+_
550 2

6,27 1,
vole et flal |5 50 4
e—Zt 9 =5t c, é _2 l .
5 50 2
6 27 1
1 1 5 50 n
X=¢| e +c, ey 2204 4 e
Tpe 3 FY o P Y
5 50 2

dir [5].

3.2.5 Smith Normal Form ile Coziim

;{—XzAX+H (3.104)
t

sabit katsayili homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini gézonine alalim. D

tlrev operatori olmak tzere (3.104)'l
(D-A)X=H

seklinde yazallm. D — 4= B dersek B matrisi bir polinom matris olmak lzere (3.104)
sistemi
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BX=H (3.105)

seklini alir. B polinom matrisinin  PBQ =N smith normal formunun (2.2.2)'de
gosterildigi sekilde bulundugunu farzedelim. Buna gore (3.105)'de

X=0Y (3.106)
doénisimi yapilirsa

BQY = H ve her iki tarafi soldan P matrisi ile garparsak

PBQY = PH ve
NY =PH (3.107)
olur.

N ve P matrisleri bilindigine gore (3.107)'den Y matrisi hesaplanir. Bulunan Y
(3.106)'da yerine konarak Q belli oldugu icin X vyani (3.104) sisteminin ¢6zimi

bulunur [2].

Ornek 3.22:

Dx, +(D+1)x, =0

(D+2)x,—(D-1)x, =1t (3.108)
(D+Dx, +(D+2)x, =€

diferansiyel denklem sistemini smith normal form ile ¢6zelim.

d .. P . o -
D:z tirev operatorini kullanilmistir. Burada x,,x,,x; bir ¢ gercel degigkeninin
t

bilinmeyen gergel fonksiyonlaridir.

Sistem matris notasyonuyla,

D D+l 0 X, 0
BX=|D+2 0 -D+1||x,|=|t |=H
0 D+1 D+2 || x e

olur.
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B matrisinin Smith normal formu, K,,(-1), H,(-1), K, (D+1), H,(-D-2),

H, (D+1), K,;(D), H,,(-4), Kz(%j, K,,(5D+17), H32(—%DJ,H3(2), K{%j

elemanter donilsimleri uygulanarak

1 0 0
N=PBO=|0 1 0
9 4

0 0 D’+=D+—
5 5]

seklinde bulunur. P ve Q matrisleri

P=H,(2).H,, [—%DJ.H% (-4).H,(D+1).H,,(-D-2).H,(-1)

0=K,(-D).K,(D+1).K;(D).K, (%j K,(5D+7).K, (%)

olacagindan herbir elemanter donisime ait elemanter matris yazilir ve bunlar

carpilarak P ve Q matrisleri bulunur.

-1 0 0
P= 5D+6 1 —4
-5D*-8D-2 -D 4D+2

~ | | _
1 —(D+1) —(5D*+12D+7
2( ) 10( )
ve O=|-1 1p —L(5D2+7D)
2 10
1 1 5
0 —D — (D +7D+2)
i 2 10 |
olur.
BX = H idi.

X =QY doéntsumi yapilirsa,

BOY =H
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PBQY = PH

NY = PH olur.
1 0 0 b2 -1
0 1 0 ¥, 5D+6
2
0 0 D 42p+2|lys] [P -8D=2
L 5.
dan
J’1=0
v, =t—4é

(Dz +%D+%)y3 =6¢'

4

-— 5
=Ke S +Ke'+=e —=
Y3 1 2 3 4

elde edilir.

-1

5

0 0o 7o
"
D 4D+2|¢

Son olarak istenilen ¢6zimu bulmakigcin X = QY kullanilir ve

1 l(D+l)
2
X, .
x, |=|-1 ——D
X3
o 1p
A 3

i(502+121)+7)
10

1
——(5D*+7D
10( )

i(5D2 +7D+2)
10

t—4e'
4 5
Ke 3 +K2e”+§ '
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3.2.6 Rasyonel Kanonik Form ile C6ziim

X _ux+nH (3.109)

dt

sabit katsayill homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini gz 6niine alalim. A4
kare matrisinin S =R"'4R rasyonel kanonik formunun bulunmus oldugunu kabul
edelim.

(3.109)'da R tekil olmayan bir kare matris olmak lizere

X =RY (3.110)

doénisimi yaparsak,

dY

Rd—:ARY+H ve bunun her iki tarafini soldan R™' ile carparsak

t

d—YzR"lARY+R"1H

dt

CZ—Y:SY+R1H (3.111)
t

olur. § ve R matrisleri bilindigine gore (3.111)'den Y bulunur ve bu (3.110)'da yerine
konarak (3.109)'un X ¢6zimid bulunur. R matrisi (2.6.5)'de izah edildigi sekilde

hesaplanacaktir.

Ornek 3.21:

dx,

— =-3x, +4x, - 2x

dt 1 2 3

&2—2)(1 +3x, —x, + 2sint (3.112)
dt

dx,

—=2x,—2x,+2x

dt 1 2 3

diferansiyel denklem sistemini Rasyonel Kanonik Form ile ¢ozelim.
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Al —A matrisinin Smith normal formu H,,, K,;, K,,3-1), K,,(-2), H,,(-2),

H, (2-1), Hz(—%j, K, (%), H,,(1—-4) elemanter dénlisimleri uygulanarak

1 0 0
N=|0 A1-1 0
0 0 A-2

dir. O halde A/ — 4'nin degismez ¢arpanlari sadece f,(1)=A1-1ve f,(1)=A4%—21"dir.

Bu degismez carpanlara ait es matrisler ise

0 0
C(f,() =[1]ve C(fa(/i)){1 J

dir.

A matrisinin rasyonel kanonik formu

S = diag(C,,C;) =

S O

0 0
0 0
1 1

olur.
Simdi S=R"'AR yapan R matrisini bulalim. Bunun igin f,(1) ve f,(4)'ya karsilik
gelen vektor zincirlerini bulalim.

HADX =(4+DHX =0 (3.113)

ve X vektorini gosteren zincir f,(A)'nin derecesi kadar yani 1 tanedir. Bu vektori

bulmak icin (3.112) matrisyel denklemi bilesenler cinsinden yazilirsa

—4 4 27[x7 Jo
2 2 -1 x|=|0
2 2 1|x| |0
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ve burdan bir tek 2x, —2x, +x, =0 denklemi elde edilir. Clinkii katsayilar matrisinin

rangl 1'dir. O halde 2 bilinmeyen keyfi secilerek aranan X vektori sonsuz tirld

secilebilir. Mesela x, =1 ve x, =1 alinirsa x; =0 olacagindan X ={1,1,0} olur.

A matrisinin  minimum polinomu  f;(4) =A% —2"dur. f;(1) minimum polinom
oldugundan f;(4)=0’dir. O halde Y vektéri keyfi olarak segilebilir. Y ={1,0,0}

secilirse, AY ={-3,-2,2} olarak bulunur.

Dolayisiyla
1 1 -3
R=|1 0 -2
0 0 2

0 1 1
R'=|1 -1 ldm
2
0 0 1
L 2]

O halde d—Y: SY + R'H denkleminden faydalanarak,

dt
wl oo oy |9 ! 1 0
y'zzOOOy2+l—152sint
vl 101 1y LlLo
0 0 —
L 2]

olacagindan,

¥, =y, +2sint
y, =-2sint
Y=+
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ve bunlarin ¢éziimiinden de
¥, =ce' —sint—cost

¥, =c, +2cost

Yy =—C, + ¢y’ +sint —cost
elde edilir.

X = RY donusliminden faydalanarak,

X, 1 1 3|y
x |=l1 0 2|y,
X, 00 2|y

x, =4c, + (¢, —3¢;)e’ +4(cost —sint)
x, =2¢, +(¢, —2¢;)e' +cost —3sin¢

x, =—2¢, +2¢,e' +2(sint —cos?)

bulunur [2].

3.2.7 Uggen Matris Yontemi ile C6ziim

X _ixim (3.114)
di

sabit katsayill homojen olmayan diferansiyel denklem sistemini D tilirev operatoéri

kullanarak (D—-A)X =H

seklinde yazalim. D — 4 = B dersek

BX=H (3.115)
olur. Bu sistemin

C=[B:H]

arttirlmis matrisini distnelim. Yalniz elemanter satir dontsiimlerini kullanarak C
matrisine denk dyle bir
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C =[M:K]

matrisi bulabiliriz ki, M matrisi Gggen matris olur . Bu durum da (3.115) sistemi

MX =K (3.116)

sistemine denk olur.
Cunkl elemanter satir dontslimlerine gore:

a. ki satirin yer degistirilmesi, iki denklemin yer degistiriimesine karsilik gelir. Bu

durum sistemin ¢6zimiini degistirmez.

b. Bir satirin sifirdan farkli bir sabitle carpilmasi, bir denklemin sabitle carpilmasi

demektir. Bu durumda sistemin ¢6zimi ayni kalir.
c. Herhangi bir satirin bir (D) polinomu ile ¢arpilip diger bir satir ile toplanmasi, bir

denkleme f(D) diferansiyel operatoriiniin uygulanmasi ve sistemin diger bir denklemi

ile toplanmasi demektir. Herbir donlisiim tersine cevrilebilir oldugundan elde edilecek

sistem Onceki sisteme esdegerdir.

Sonuc olarak (3.115) sistemine denk olan (3.116) sistemi acgik olarak

myymy, myy . my, || X k,
0 m,, my,..m,, || x, k,
0 0 my..my, || xy |=| k;

veya
my X, +m,X, +mx; +...m x, =k
MyXy + My Xy +...my x, =k,
.......................................... (3.117)
m, X, +m, X, =k,
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olur [2].

katsayilar matrisi Ust Ucgensel hale getirilen denklem sisteminin ¢6zimi en son

bilinmeyenden baslanarak geriye dogru gerceklestirilir [23].

Ornek 3.23 :

(D-4)x,—x,-2x,=¢""

x, +(D-1)x, +x, =2e" (3.118)

3%, +x, +(D+1x, =—€"'

sisteminin arttirilmis matrisi

D—-4 -1 -2 e’
C=|1 D-11 i=22¢"
3 1 D+1i g

dir. Bu matrise H,,, H,(4-D), H,(-3), H,, (%—?j, H,,(-27D +36) elemanter

dontstimleri uygulanirsa, C'ye denk olan

lD—1 1 —2¢”!
c=lo-L _1p 8p 4 U
9 3 9 9 . 9
0 9D’ -36D*+45D—18 —72¢"
bulunur.

Boylece verilen sisteme denk olan

t

x,+(D-Dx, +x, =-2e
_lxﬁ(_lgzﬁg_ij)% __ 1 (3.119)
9 3 9 9 9

(9D -36D* +45D -18)x, =—72¢”
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sistemi bulunur. Ugiinci denklemden x, ¢oziliir ve ikinci denklemde yerine konursa

x,, birinci denklemden de x, ve x, yerine konarak sistemin genel ¢6ziimu bulunur.

2
2t ! —t
—ce” —(c,+c,+ct)e ——e
xl 1 2 3 3 3

X(@)=|x, |=|(c, +2¢c; +ct)e' +e

X 2
3 ce’ +(c, +cyt)e +=e”
1 2 3 3

olur [2].

3.2.8 Ustel Matris Yontemi ile Coziim

x(t) = Ax(t)+ f(¢)'nin ¢dzimi

x(t) = ek +e" j e F(t)dt

seklindedir. Burada & gelisigtizel bir sabit vektorddr.

Ornek 3.24:
xX=y
y=9x+6y

diferansiyel denklem sistemini ¢6ziinlz.

—— {x] (r)} {0 1}
Bu denklem sistemi x(¢) = A=
() -9 6

olmak lzere x(¢) = Ax(¢) matris sistemine denktir.

A iki satir ve iki situna sahip, n =2 oldugundan,

ot+oa, ot
e’”:0511<1t+05012{1 ¢ }

9ot at+a,

10][o¢] [4 —
Al—At=2 = =
01| |9 6| |9r A—6t
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A
det(A] — At) :‘

=A% -6t +9¢*
9 A-6¢t

A;, At’nin bir 6zdegeri oldugu igin, e* =r(4,) dir.

e’ = ir(/i)

esitligi de saglanir.
a7 sitlig g

A=k
r(A)=aA+a, olur. O halde

dr(A) —a
dl

dir.
' =a3t+a,

e =aq,

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerden «, «, ¢6zilirse;

3t

a, = (1-30)e ve a, =€ bulunur. Bu degerleri (3.122)'de yerine yazarsak

| @=30e" te’
e’ =
—9te™  (1+3t)e”

. | +30)e™ —te™'
e =
9te™ (1-3t)e™

elde edilir. Homojen kismin ¢6zimd :

(1-30)e"  te ]kl}

x(t)=e'k =
© { -9t (1+30)e” ||

3k k) ke
[(—9k, +3k,)t +k,Je* |

dir.
—At _ (1 + 31‘)673[ —1‘873[ 0 ~ _t26—3t
‘ f(t) - |: 91‘673[ (1 — 3t)€3t:||:[:| B |:(t _ 3t2)e3t:|
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2073y ll‘2+gt+i e
~Jre 3927

j e f(t)dt = =
2N -3t
[t=3t)ear (tz+lt+lje3t
39

P+ =t+— e
[(—3kl+k2)t+k1]e3’}(3 9 27)

e'Jes (t)dt:[[(—%,+3k2)t+k2]e3’

x(t)= ek +e" j e F(t)dt

12
[(=3k, + k)t +k e’ +§t+2—7
[(—9k, +3k,)t +k,]e" +é

olur [3].

3.3 Degisken Katsayili Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sistemi

a,(t)'ler bir a <t <b araliginda surekli fonksiyonlar olmak tizere

dx
7; =a,,(1)x; +a,(Ox, +...+a,()x,
dx
d_tzzazl(t)x1+a22(t)xz +..4a,, ()X, 3423)
a;c” =a,(O)x +a,Ox,+...+a,()x,
t

denklem sistemine degisken katsayili lineer homojen diferansiyel denklem sistemi

denir. Bu sistemi kisa olarak,

B @0, (i=12,.0m) (3.124)
dt j:1

seklinde ifade edebiliriz. Matrisyel gosterilimi ise
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a, (1) ap(®) ... a,) x,(2)

A1) = a,(t) a,(t) .. a,(t) ’ X(1)= :xz(t)
a,() a,@® .. a,() x,(9)
olmak Gzere
ax
E =AHX (3.125)
dir [2].

3.3.1 Peano-Baker Yontemi ile Coziim

ax _ ADX (3.126)
dt

diferansiyel denklem sistemini dikkate alalim. Sistemin baslangic sarti =0 icin

X(0)=X, olsun.

(3.126)'nin integralini alirsak asagidaki denklemi

X=X, +jA(s)X(s)ds (3.127)

elde ederiz.
Eger
t
0= [()ds
0
operatorund kullanirsak (3.127)'yi
X=X,+04X (3.128)

seklinde yazabiliriz. Bu X degerini (3.128)'lin sag tarafinda yerine koyarsak

X = X, +0AX, +0A0AX

olur. Bu isleme sonsuz defa devam edersek
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X =(I+0A+QA0A+ QA0A0A+..) X, (3.129)

ve

G(A)=1+QA+QAQA+QAQAQA+ ... (3.130)
dersek

X =G(4)X, (3.131)

elde edilir. G(A) serisine 4 matrisinin matrizanti denir. Bu seride / n. mertebeden
birim matris ve ikinci terim QA4 da, 4 matrisinin 0 ile ¢ limitleri arasinda alinmis
integralidir. Q4AQA'y1 elde etmek igin, A ve QA matrisleri garpilir ve bu ¢garpim Q ile ¢
arasinda integre edilir. Diger terimler de benzer tarzda teskil edilir. Eger A(¢)
matrisinin elemanlari O ile ¢ arasinda sinirliise, G(A) serisinin yakinsak bir seri oldugu
gosterilebilir. Boylece bu seri tek bir sekilde G(A4) matrisini belirtir. (3.131), (3.126)'nin

¢OzUmuddir. Turevini alip (3.126)'da yerine koyarsak

aX _dG4) ,
==K, = ADGAX,
AL sor6ax,)

olur ki bu da (3.131)'in, (3.126)'nin ¢6ziim oldugunu ifade eder.
Simdi G(A) serisinin yakinsakligini gosterelim ;
A(t) matrisinin a,(¢) elemanlar 0 ile ¢ arasinda sinirli olsun. a,(#) elemanlarinin bu

aralik icerisindeki Gst sinirlari k; olsun. Yani ‘al.j(t)‘sk[j "dir. K sayisi, k; <K olacak

sekilde pozitif bir sayi olsun. Buna gore, [1] bltlin elemanlari 1 olan n. mertebeden

bir matris olmak tGzere
04 = [ A(s)ds < K[1][ ds = K[1]¢
0 0

04 < Ki[1]
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olur. Benzer sekilde
Q404 = [ A0Ads < [ K[1]K[1]ds = K*[IT" [ sds
0 0 0

ve [1]* = n[1] olacagindan

nK’t’
2!

0404< "=y

olur. Bir terim daha hesaplarsak

t t 2.2 3 1 2t 5
040404 :.([AQAds < .({K[l] ”K2!S [1]ds = anE ] .!.s ds

Kt

040404 <—

[1]

bulunur. Dolayisti ile

2,2 2 3,3
G(A)£I+Kt[l]+nl;t n+2 I;t ]+

elde edilir. nK =« dersek

2 2 3 .3
Gy < IT+E M+ m+ L.
n n n2! n 3!

G(A)< I+m[at+ at + @t +]
n 2! 3!
G(A)£I+m(e‘” ~1)
n

nl —[1]+[1]e"™
G(A) < -

olur. Su halde G(A4) matrisinin her elemani, sag taraftaki matrisin en bliylik elemani
olan
n—1+e™

n
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den daha kiguk kalir. O halde G(A) serisinin limiti sonlu bir sayidan daha kiigik

kaldigindan seri yakinsaktir.

Eger A matrisinin elemanlari sabit ise, o takdirde A4’nin G(A4) matrizanti,

QA:Ajds:At
0

0404 =jAQAds - Azjsds _A
0 0

t A3t 5 A3t3
0AQAQA = !AQAQAds =7J.S ds ==

2.2 3.3 n.n
G(A):I+At+At +At +...+At +
2! 3! n!

G(A)=e"

olur. Dolayisi ile, eger (3.126) sabit katsayili bir sistem ise ¢6ziim
X=e"X,
olur.

Ornek 3.25 :

d2y

dt*

+1y=0

diferansiyel denklemini ¢ozelim.

rove o
y=*4 dt dt
dersek

dr*  dt !

olacagindan, verilen diferansiyel denkleme denk olan
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dt
& = —Ix,
dt

sistemi elde edilir. Bu da

0 1 X,
A= —~t 0]’ x= x

olarak

dX
—=AX
- A0

matrisyel sekilde yazilir. Baslangic¢ sarti olarak =0 igin

|: :|t
0
2 =0

alinirsa bu sistemin ¢6zimii Peano Baker metoduna goére

X =G(A)X,

dir. 4 matrisinin G(A4) matrizantini hesaplayalim;

il ® 1. 2 !
It N % B Y
2
— Z'3
0 ¢ 2 — 0
0 1 Loy 23
QAQA=Q o £ 0 =0| 2 = 5
X 0 - 0 —-—
| 2 3
B 3 3 4
0o 11755 ° o -3l 0 -3
0A404=0Q ' =0 . = ] '
-t 0 t t t
o -L Lo |- 0
L 3 2.3 2.3.5

benzer tarzda devam edilirse,
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o 1] |-Z o
G(A4) = + 2 +

-——+ —..
23 2356

tS

235

G(A) =

t2
——+

2
olarak bulunur. Buna gore

Xl x,(0)
Lj o Lz (OJ

dan

3

_é 0 0 _3l_4 _23156 0
N 4| 235 .

o - |- 0 0 -
3 235 34.6

t4

—— ..

3.4

£

3346

r t° r!
=y=[l-—+ = | X (0)+| t——+... | %, (0
ey ( 23 2356 Jxl() ( 34 JXZ()

elde edilir [2].

3.3.2 Degisken Katsayili Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sisteminin

Cozimu

dX
—=AX
- A0

(3.133)

diferansiyel denklem sistemini gézonine alalim. Homojen denklemin » tane lineer

bagimsiz ¢6ziminin yani X (¢) temel matrisinin bilinmesi gerekir.

Homojen denklemin (a,b) araliginda lineer bagimsiz m tane (m <n) ¢dzimu bilinsin.

Dolayisi ile
x,, (1) x,,(2) x,, ()

(X, X, X, } = 20 X (0) (3.134)
"
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nxm boyutundaki matrisinin rangi (a,b) arahigindaki her ¢ degeri igin m’dir. Clnku
X,(j=12,..,m) vektorleri lineer bagimsiz oldugundan (a,b) araligindaki her ¢ igin

bu matrisin sifir olmayan bir mxm determinanti vardir.

Herhangi bir a <#, <b segelim ve bir an i¢in elemanlari xl.j(l)(i,jzl,2,...,m) olan
X,(t) matrisinin ranginin bu ¢, degeri icin m oldugunu yani det X,(¢,) #0 oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde x,(¢) fonksiyonlarinin ¢, civarinda strekliliginden, (a,b)

araliginin ¢, degerini ihtiva eden bir (a,f) alt araligindaki her ¢ degeri icin

det X,(z) =0 ’dr.

Simdi ilk m sutunu X, (?),X,(¢),..., X, (¢) lineer bagimsiz vektorleri ve son n—m

situnuda e, ,e,,,,...,e, birimvektorleriolan
(50 %) . x, @0 00 ]
@ X)) . x,() 00
U(t) — xml (t) ‘me (t) xmm (t) 0
‘xm+l,l(t) X120 xm+1,m(t) 1
X2, (0) X2, () B Xpiom(®) 0
| x,,(0) x,,(t) X, @& 0 0 .. 1]

nxn boyutundaki matrisini gézoniine alahim. X, (¢) Ustte izah edildigi sekilde (a,b)’nin
bir (a,f) alt araliginda det X,(¢) #0 olan bir mxm matris, X,(t) bir (n—m)xm
boyutlu matris, 0 mx(n—m) boyutlu sifir matris ve 7’de (n—m). mertebeden bir

birim matrisi gdstermek tizere U(¢) matrisini kisa olarak

U(t) = X 0 (3.135)
Ok 1 '

seklinde ifade edelim. Bu taktirde

X)) =U@)Y (1) (3.136)
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donldsimi (3.133)'4n homojen kismini («,f) Uuzerinde daha asagl bir sisteme

indirgenir. (3.136)'nin tirevini alip (3.133)'de yerine koyarsak,

d—UY+Ud—Y = AUY
dt dt
Ud—Yz(AU—d—UjY
dt dt
ve U'(¢) ile soldan carpilirsa
ﬂ:Ul(AU_d_ij (3.137)
dt dt

olur. X,(¢)'nin se¢iminden (e, ) araliginda detU(¢) # 0’dir. Dolayisiyla U() 'nin tersi

» X' 0
U= B (3.138)
-X X1

olur. Diger taraftan X, ve X, (3.133)'in homojen kisminin ¢6ziimleri oldugundan

dx,

o
AX, 0 X, 0
au _| dt (A U (3.139)
dr | dx, AX, 0 X, 0
dt

dur. 4,,(t) ve A4,,(¢) sirasiyla m ve (n—m) mertebeden kare matrisler olmak tizere

A(t) matrisini

(3.140)

A(t):|:A11(t) A12(t):|

A21 (t) A22 (t)

seklinde; Y, m satirl, ¥, de (n—m) satirh birer situn matris olmak lzere Y sutun

matrisini
Y,
Y= (3.141)
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seklinde distinelim.

(3.138),(3.139),(3.140) ve (3.141)'u kullanarak (3.137) denklemini

o du _ [[X o] [x o]\ _[4, 4.][0 0] _[0 4,
di X, I |x, 0 A, A, |0 1| |0 4,

o ap-d0) [ F o0 AT o kil
dt _XzXlil 10 4, 0 _X2X171A12+A22

U—I (AU_d_UjY: 0 X171A12 Yl _ X171A12Y2
dt 0 _X2X|71A|2+A22 Yz (—X2X171A|2+A22)Y2

ar,

dt :{ X|_1A12Yz }
ﬁ (_XzXlilAlz +4,)Y,
dt

olarak bulabiliriz. Buradan da

dY .

d_t] =X l‘412Y2

dy, _

d—;: (-X, X4, + A,)Y, (3.143)

elde edilir. Buradan Y, bilinince Y, birinci denklemden integral alinarak bulunabilir [2].

Ornek 3.26 :

dx, 1
—=—X X,
t

dt

dx, _ . (3.144)
dt t

degisken katsayili homojen diferansiyel denklem sisteminin bir 6zel ¢6zimi
X, =tsint
X, =Cost

olarak bilindigine gére genel ¢6zimiini bulalim.
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Ut = tsint 0
| cost 1
1
- t
At = tl
— 0
t

oldugundan

[sint+zcost t
AU = .
—sint 0

dU |sint+tcost 0

?__ —sint 0
0 ¢]
qu-_9yv
dt 0 0]
Ly
U = tsint
_cc?st |
tsint
auY o -
U_I(AU_EJZ sint
0 —cott

olur. Diferansiyel denklem sisteminde
X)) =U0)Y (@)

doénistimi yaplilirsa,

-2y

dt dt
den

a 1

| |0 — { }
J = st

oe3 0 —cott |72
dt
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olacagindan

>

dt sint
dyz
—2 =—cot

" ,

elde edilir. Buradan da ikinci denklemden y, bulunup, birinci denklemde yerine

konarak y, ¢6zilurse
»y, =-—¢cott+c,

__G

Y :
: st

olarak bulunur.

Sonunda X =UY 'den
. —c, cott+c
X, tsint 0 : 2
= c
X, cost 1| ——
sint
olup sonug olarak
X, =tsint(c, —c, cott)

X, =¢ sint+c, cost

olur [2].

Ornek 3.27 :

ﬁ—%x +(1—z]x -X

et t )

dx, 1 1

—==-x,+|1-—|x,—x 3.145
et ( zj 2 ( )
dy, 11

d ¢t ' 7’
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degisken katsayill homojen diferansiyel denklem sisteminin X, = {11} X, ={2¢,¢,¢}

gibi iki 6zel ¢6zimii bilindigine gbére genel ¢c6ziminl bulalhm.

1 2t 0
Uin=|1 ¢t 0
1 ¢ 1
2 .2
t t
A(z):l 1—1 -1
t t
1 1
- =0
L7 t i
oldugundan
0 2 -1
AU =0 1 -1
01 0
; 0 2 0
_U: 01 O
dt
010
0 0 -1
=Y _lo o0 i
dt
0 0 0
-1 2 0
vt=| L Ly
t t
0 -1 1
p 0 0 -1
Ul(AU——sz 00 O
dt
0 0 1
olur.

Diferansiyel denklem sisteminde
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X =U@®Y(Q)

donistimi yaplilirsa,

dl:U'l(AU—d—UjY'den
dt dt

elde edilir. Burdan
y =—ce +c¢
Y, =6
_ t
Y3 =ce

olarak bulunur. X =UY 'den

X, 1 2t 0] —¢e +c,
x,|=|1 t Ofc

x| 1t 1]¢e
olup sonug olarak
x, =—ce +2c,t+c,
x, =—¢e +ct +¢,

X, =Ct+¢,

elde edilir [2].
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3.3.3 Degisken Katsayili Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sisteminin

Coziimiiniin Liouville Teoremi ile Gergceklenmesi

Tanim 3.1 nxn boyutunda bir 4 matrisinin izi, kdsegeni Gizerindeki elemanlarin

toplamidir :

IzA=a, +a,+..+a,,

Teorem 3.1 ( Liouville Teoremi) t € [ igin X (t)= A(t)X(¢) ise tel ve t, el igin
X ()] =|X(0)].Lz4(0)
ve

t
LA(s)ds

| X ()| =|X(1,)| "
dir.
Degisken katsayili diferansiyel denklem sistemi, parametrelerin degisimi ile ¢dzilebilir:

Ornek 3.28 :

26°x, = ’x, +3x,

2tx, =—t'x, +9x, (3.146)
sistemin temel ¢6zimini bulmak igin birinci denklemde x, =y yazilirsa,

3x, =20y —t’y (3.147)

bulunur. Bu deger ikinci denklemde yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa, bilinmeyen

fonksiyonuna gore, degisken katsayili

'y =2ty +2p =0 (3.148)

denklemi elde edilir. Bu denklemin y/(¢) =t" bigimindeki dogrusal bagimsiz ¢oziimleri,
v (1) =ct

ve w, (1) =c,t* "dir.
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3
X, =y, =¢t igin x, =C1?

2 .. 4
X, =W, =C,t" I6IN X, =yt

olur. Buna gore sistemin dogrusal bagimsiz u ve v ¢éztimleri ve U(¢) temel matrisi,

¢, =3 ve c,=1igin

3t 1 3t
HHUL y

bicimindedir.

Boylece, k, ve k, keyfi sabitler olmak tizere, denklem sisteminin genel ¢6ziimi
x, =3kt +kt

x, =kt +kt*

dir.

Bu sistem icin, /z4 =§ ve |U(1)|=2¢"dir.
U@ =106 =2¢° % =|U()|Iz4

Liouville teoremi gerceklenir. Bu ise ¢oziimiin dogrulugunu ifade eder.

Ornek 3.29:

X, =x +e'x,

x, =-2e ', +x, (3.149)
denklem sistemini ¢ozelim.

X, =y igin sistemin birinci denkleminden,

e'x, =y —y (3.150)
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sistemi bulunur. e3’x2 ve x'z, w cinsinden hesaplanip ikinci denklemde yerine
yazilirsa,

v =5y +6y =0 (3.151)
sabit katsayili denklemi elde edilir. Bu denklemin dogrusal bagimsiz ¢oziimleri

w, () =ce”, w,(t) = c,e’’dir. Bu degerler sistemde yerine yazildiginda

x, =y, (t)=ce” igin x, =ce”’

3t

x, =y,(t)=c,e’ icin x, =2c,

bulunur. O halde sistemin dogrusal bagimsiz u ve v ¢éziimlerive U(t) temel matrisi,

¢, =1vec,=1igin

621 3t 2t 3t
Y= = e U= e e
e’ 2 e’ 2

bicimindedir. Boylece, k, ve k, keyfi sabitler olmak lizere, denklem sisteminin genel

¢6zumi

x, = ke’ + ke

x, =ke " +2k,

dir. [U(r)|=¢" ve IzA=2 'dir.
U(0)] =2¢" =[U(1)) 124

Liouville teoremi gerceklenir. Bu ise ¢coziimiin dogrulugunu ifade eder. [8]
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3.4 Degisken Katsayili Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemi

a;(t)ve h(t)'ler a <t <b araliginda surekli fonksiyonlar olmak tzere

dx.
— = wOx +ayOx, + .t a, (Ox, + ()
% =dy (t)xl ta, (t)xz t...+a,, (Z)xn + hz (®) (3.152)
dx,
= (0% + (0%, +.t a, (O, +h, (1)

denklem sistemine degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem

sistemi denir. Bu sistemi kisa olarak,

%:Zalj(t)xj+h[(t) (i=1,2,..,n) (3.153)
dt j=1

seklinde ifade edebiliriz. Matrisyel gosterilimi ise

a,(t) ay(®) ... a,(t) x,(t) B (2)
A = @) ap) . @) X(0)= x(0) H() = n(0)
00 0,0 - a0 50 ()
olmak tizere
ax _ A X +H (1) (3.154)
dt
dir [2].
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3.4.1 Degisken Katsayili Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem

Sisteminin Coziimii
L X+ H (3.155)
t

diferansiyel denklem sistemini gézoniine alalim. Bunun genel ¢6zimiini bulabilmek
icin, bu sistemin homojen kisminin genel ¢6ziminl bulmamiz gerekir. Bunun icin de

homojen denklemin n tane lineer bagimsiz ¢6ziminin yani X (¢) temel matrisinin

bilinmesi gerekir.

Homojen denklemin (a,b) araliginda lineer bagimsiz m tane (m <n) ¢dzima bilinsin.

Dolayist ile

x, (@) x,(0) . x,,(0)

{XI’X29"'9Xm} _ X (0) X, () oo x,,(0) (3.156)

x,(O)x,@) ... x,()

matrisinin rangi (a,b) araligindaki her ¢ degeri igcin m’dir. Clinki Xj.(j=1,2,...,m)
vektorleri lineer bagimsiz oldugundan (a,b) araligindaki her ¢ igin bu matrisin sifir

olmayan bir mxm determinanti vardir.

Herhangi bir a <t, <b secelim ve bir an icin elemanlari x,.j(t)(i,jzl,Z,...,m) olan
X,(t) matrisinin ranginin bu #, degeri icin m oldugunu yani det X,(#,) # 0 oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde x,(¢) fonksiyonlarinin ¢, civarinda surekliliginden, (a,b)

araliginin ¢, degerini ihtiva eden bir (a,f) alt araligindaki her ¢ degeri icin

det X,(z) =0 dir.

Simdi ilk m sutunu X, (¢),X,(¢),..., X, (¢) lineer bagimsiz vektorleri ve son n—m

situnuda e, ,e .,e, birim vektorleri olan

m+1° “m+2°°"°
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[ x,(t) x,(1) x, () 0
x,,(t) X,,(1) x,, () 0
50 xm® . xa@ 0
vin= Xpa @) X000 o X, (0 1
xm+2,1 (t) xm+2,2 (t) xm+2,m (Z) 0

| x,,(0) X, (1) X,@ 0 0 .. 1]

nxn boyutunda olan matrisini gézonline alalim. X, (¢) uUstte izah edildigi sekilde
(a,b)nin bir (a,p) alt araliginda det X,(t) #0 olan bir mxm boyutundaki matris,
X, (t) bir (n—m)xm boyutunda olan bir matris, 0 mx(n —m) boyutundaki sifir matris

ve [’de (n—m). mertebeden bir birim matrisi gostermek tzere U(¢) matrisini kisa

olarak

U(t) = X 0 (3.157)
Ok 1 '

seklinde ifade edelim. Bu taktirde

X)=U@)Y (@) (3.158)

donusimi (3.155)'in homojen kismini (a,f) uzerinde daha asagl bir sisteme

indirgenir. (3.158)’in tlirevini alip (3.155)'de yerine koyarsak,

Wy v quy+n

dt di

U£=(AU—d—UjY+H
dt dt

ve U'(¢) ile soldan garpilirsa

ar _ U™ (AU—d—UjY+U"H (3.159)
dt dt

olur. X,(¢) nin seciminden (a, ) araliginda detU(¢) # 0’dir. Dolayisiyla U(t) 'nin tersi
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,1 0
U'= . (3.160)
-X, X1

olur. Diger taraftan X, ve X, (3.155)'un homojen kisminin ¢6ziimleri oldugundan

ax,
AX, 0 X 0
au _| dt I G B B (3.161)
dr | dx, AX, 0 X, 0
dt

dir. 4,,(¢) ve A4,,(¢) sirasiyla m. ve (n—m). mertebeden kare matrisler olmak lzere

A(t) matrisini

(3.162)

A, (1) A,(1)

seklinde; Y, ve H, m satirh, Y, ve H, de (n—m) satirli birer stitun matris olmak tizere

Y ve H siUtun matrislerini

HESH
Y= H = (3.163)
Y, H,

seklinde distinelim.

(3.160),(3.161),(3.162) ve (3.163)'l kullanarak (3.159) denklemini
AU—d—U=A X, 0 B X, 0 _ 4, 4,110 0 _ 0 4,
dt X, 1 X, 0 4, 4,10 I 0 4,
oag-20) [ X0 oo e o i,
dt ~X, X7 T)|0 4, |0 —X,X['4,+4,
U—l (AU_d_UjYz O X171A12 Y] — X171A12Y2
dt 0 _X2X171A12+A22 Yz (_X2X171A12+A22)Yz

dr,

E — X1_1A12Y2 + Xl_] 0 Hl
dy, | XX A, A, | —Xx 1| H,

dt
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olarak bulabiliriz. Buradan da
Y
%:XflAlez +X1_1H1

dyY, . _
7; =(-X,X'4,+A4,)Y, - X, X 'H +H, (3.164)

elde edilir. ikinci denklem Y, igcin n—m boyutlu homojen olmayan bir sistemdir.

Burdan Y, bilinince ¥, birinci denklemden integral alinarak bulunabilir [2].
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, lineer homojen olan ve homojen olmayan diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢esitli ¢6zim metodlarinin disinda baska metodlarla da ¢éziimlerinin
yapilabilecegi gorilmustir. Sabit katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem
sisteminin, sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin,
degisken katsayili lineer homojen olan diferansiyel denklem sisteminin ve degisken
katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin ¢ozlimleri

matrislerden faydalanilarak yapiimistir.

Lineer diferansiyel denklem sistemlerinin matrislerden faydalanilarak vyapilan
¢Ozlimlerinde yeni metodlar gelistirilebilir. Sabit katsayili lineer diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6zim metodlarindan biri rasyonel kanonik form yontemiydi. Tez
¢alismamin ikinci boliminde kanonik formlar konusunu incelemistim. Kanonik formlar
Uzerinde daha detayl calisilarak, sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerini
¢Ozebilecek yeni bir yontem bulunabilir. Bunun icin ikinci kanonik form, jakobson

kanonik form ve klasik kanonik form Uzerinde arastirma yapiimalidir.
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