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OZET

ADOMIAN AYRISIM METODU YARDIMIYLA
KOMPOZIT MALZEMELERDE DALGA YAYILIMI

Gilsemay YiGIT

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Mustafa SiVRI
Es Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Bu calismada, fonksiyonel derecelendiriimis malzemeden imal edilmis, dordiinci
mertebeden degisken katsayili kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade edilen, Euler-
Bernoulli kirisinin titresim problemi Adomian Ayrisim Metodu (AAM) yardimiyla ele
alinmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler iki veya daha fazla malzemenin
belirli bir oranla karisimindan elde edilen kompozit malzemelerdir. Bu karisim orani bir
fonksiyon ile ifade edilerek farkh karisimi olusturan malzeme vyizeyleri arasindaki
gecisten olusan tekillikler mimkin oldugu kadar azaltiimaya calisiimistir. Problemin
sinir degerleri basit mesnetli kiris icin ele alinmis olup, Adomian ayrisim metodunun
yapisi geregi ¢coziim esnasinda genellestirilmis Fourier serisi ile ifade edilmislerdir. Elde
edilen sonucglar homojen malzemeden imal edilmis Euler-Bernoulli kiris denklemi ile
karsilastirilarak ¢c6zimiim dogrulugu kontrol edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian ayrisim metodu, fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler, Euler-Bernoulli kiris teorisi, genellestirilmis Fourier serileri.
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In this study, vibration problem of Euler-Bernoulli beam manufactured with
functionally graded material, which is expressed by fourth-order partial differential
equations with variable coefficients, is examined by using Adomian Decomposition
Method (ADM). Functionally graded materials are composites mixed by two or more
materials at a certain rate. This mixture at a certain rate, is expressed with a function
and singularities from transition between different surfaces of metarilals are tried to
minimize as much as possible. Boundary values of the problem dealing with simply
supported beam, Fourier series expansion method is used because of the structure of
Adomian decomposition method. Results are compared with homogeneous Euler-
Bernoulli beam vibration problem.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1980°li yillarin basinda George Adomian [1] tarafindan gelistirilen, Adomian Ayrisim
Metodu (AAM), adi ve kismi diferensiyel denklemler ile integral, integro-diferensiyel,
diferensiyel ve integral denklemler sistemlerine kolaylikla uygulanabilmesi ve analitik
¢O6zliime ulasmada gosterdigi yakinsaklk sayesinde, basta matematik, fizik, kimya ve
biyoloji olmak lizere, bircok alanda ortaya konan problemlerin ¢6ziminde kolaylik
saglamistir [2]. Lineer olmayan operatér denklemin ayrisimini temel alan bu metotta,
serinin her bir terimi analitik fonksiyonun kuvvet serisine acilimindan gelen

polinomlardan elde edilir ki bu polinomlara Adomian polinomlari denir ve 4, ile

gosterilir.

AAM’nin yakinsakligini inceleyen Abbaoui ve Cherruault [3] metodu diferensiyel
denklemlere uygulamis, Adomian vyakinsaklik probleminin ispatini, sabit nokta
teoremini kullanarak gostermistir. Fakat bu ispat uygulamada pratiklik saglamamistir.
Daha sonra Abbaoui ve Cherruault [4] AAM yardimiyla lineer, yari-lineer ve lineer
olmayan problemleri ¢6zmis ve bu problemlerin sonucunda uygun sinir kosullar
verildiginde AAM’nin hizli yakinsayan sonuglar verdigini gérmustir. Ayrica, Cherruault
ve Adomian [5] metodun yakinsakhgi ile ilgili calismalar yapmistir. El-Kalla [6] metodun

yakinsakhigini nonlineer Volterra denklemini ¢ozmede kullanmistir.

Adomian ayrisim metodu icin yeniden diizenleme ilk olarak Wazwaz [7] tarafindan
yapimistir. Wazwaz bu dizenleme ile sadece iki iterasyon kullanarak ¢6zime

ulasmistir. Ayrica Wazwaz, mevcut hesaplamalari gelistirerek ve islem vyikini



hafifleterek hizli yakinsayan sonuclar elde etmistir. Yeniden diizenlenmis bu metoda
modifiye Adomian ayrisim metodu (MAAM) denilmektedir. Diger yandan Wazwaz [8]
AAM ile Taylor serisi yontemini karsilastirmis, Wazwaz AAM’in daha az islem yiki
gerektirdiginden dolayr kullanish  oldugunu gostermistir.  AAM’in  yeniden
dizenlenmesine iliskin bir diger calisma gelistirilmis Adomian ayrisim metodu (GAAM)
olarak bilinir ve Abassy [9] tarafindan ortaya konulmustur. Abassy, GAAM'yi kullanarak
Adomian polinomlarinin bulunmasina iliskin calismalar yapmis ve GAAM ile standart
AAM’yi karsilastirmali olarak yakinsaklik ile ilgili bazi problemlerin ¢6zimiinde
kullanmistir. Sonuc olarak, GAAM’nin standart AAM’ye gore bazi adimlarda daha hizli
yakinsadigi gortlmuistir. Abassy bu metodu ayrica lineer olmayan baslangic deger

problemlerin ¢o6ziimiinde de kullanmistir.

Babolian vd. [10],[11] AAM'’yi lineer ve lineer olmayan denklem sistemlerinin
¢Ozlimine uygulamis ve bu yontemin Jakobi iteratif yontemi ile baslangic degerleri

disinda ayni oldugunu gostermislerdir.

Adomian polinomlarinin hesaplanmasinda algoritmalar; Taylor serisi [1], Neumann
serisi [12] ve parametrizasyon [13] yontemi olmak Uzere (¢ kisimda incelenir.
Algoritmalar adi ve kismi diferensiyel denklemlerde, integral denklemlerde veya sinir
deger problemlerin ¢ozimiinde kullanilabilir. Ayrica Lou [14] AAM’yi uygun
doéndstmler kullanarak homojen olmayan sinir kosullari iceren durumlara uygulamistir.
Bu metoda iki adimli (two-step) AAM denilmektedir. Bazi farkliliklar olmasina ragmen,

temelde bu yontemlerin amaci AAM’yi daha kullanish ve verimli hale getirmektir.

Lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemle ifade edilen bircok fiziksel model
AAM yardimiyla kolaylikla incelenebilmektedir. Kirislerin titresim problemi s6zi edilen
modellerdendir. Glinimiizde kiris ve kolon tasiyici sistemlerinin kopriiler, yliksek
binalar, uzay istasyonlari, otobis, tren ve gemi gibi yapilarin saglamlik analizleri,
roketlerin kontrolleri ve dinamik yapilari gibi genis bir uygulama alani oldugundan bu
elemanlarin titresim hareketlerinin incelenmesi olduk¢ca 6nem tasimaktadir. Burada
ozel olarak, Euler Bernoulli kiris teorisini ele alacagiz. Euler-Bernoulli kiris teorisi, ilk
olarak 1750 yilinda Leonard Euler ve Daniel Bernoulli tarafindan gelistirilmistir. Bu
tarihten sonra kirislerin serbest ve zorlanmis titresimi bircok arastirmaci tarafindan ele

alinmistir [15],[16],[17]. Gere ve Timoshenko [18] kiris cesitlerini tanitarak, farkh sinir
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kosullari altinda, homojen veya homojen olmayan kiris problemlerinin ¢oéziimiine iliskin
calismalar yapmistir. Ote yandan, Rayleigh-Ritz ve Galerkin gibi yaklasik ¢6ziim
metotlar bazi distk dogal frekansi ve salinim bicimini hesaplamada kullanilmistir.
Fakat bu metotlar ile ylksek dogal frekans ve salinim bicimini hesaplamada bazi
zorluklar ortaya cikmistir. Register [19] titresim frekansina iliskin genel bir ifade
tiretmis ve simetrik yayh sinir kosullarina sahip bir kiris icin 6zdegerleri hesaplamistir.
Wang [20] Fourier seri acilimindan yararlanarak kirislerin titresim analizini yapmistir.
Bu konuyla ilgili diger bir calisma J.N. Reddy'ye aittir. Reddy [21] kitabinda Euler-
Bernoulli denklemi ile iliskili bir boyutlu dordiincii mertebeden diferensiyel denklemin
sonlu eleman formilasyonunu vermistir. Buna ek olarak farkh destek sartlarina sahip
kirisleri tanitmistir. Haddadpour [22] AAM ile dordinclii mertebeden parabolik kismi
diferensiyel denklem ile ifade edilen homojen malzemeden imal edilmis bir kirisin
titresim problemini ¢ozmustir. Calismasinda Fourier seri acilimdan yararlanmis, elde
ettigi analitik sonucu ortogonal fonksiyonlardan yararlanarak ifade etmistir. AAM ile
yapmis oldugu ¢6zliimi klasik model analizi teknigi ile karsilastirmis ve sonuglarin ayni
oldugunu gostermistir. Ele alinan kirisin homojen olmayan malzemeden Uretilmis

olmasi da ayri bir arastirma konusudur.

Teknolojik gelismelere uygun malzeme arayisi tarihin basindan bu yana dek
siirmektedir. Bu arayis Il. Dlinya savasinda, mevcut malzemelerin teknolojik gelismeler
karsisindaki gereksinimlere cevap veremez hale gelmesi ile ivme kazanmustir. iki ya da
daha fazla sayida, ayni veya farkli gruptaki malzemelerin en iyi 6zelliklerini, yeni ve tek
bir malzemede toplamak amaciyla, makro diizeyde birlestirilmesi ile olusturulan
kompozit malzemeler, teknolojik gereksinimleri karsilayacak ¢6ziim olarak
gortlmustiir. Bu malzemelerin Gretimi ve mekanik 6zellikleri tizerine ARGE calismalari
halen devam etmektedir [23]. Kompozit malzemeler, basta tip olmak lizere, ucak ve
gemi sanayilerinde, ¢cagdas teknigin kullanildigi bircok alanda, ozellikle asinma, is1 ve
radyasyona karsi dayanikli olmasindan dolayr yaygin kullanim alanina sahiptirler.
Arastirmalar icerisinde en onemli alanlardan birini kompozit malzemelerin ve bu
malzemelerden hazirlanmis yapi elemanlarinin, dinamik ve statigine ait problemlerinin
matematiksel modellenmesi almaktadir. Ancak, geleneksel kompozit malzemeler

ylksek sicakliklara sahip ortamlarda yetersiz kalmaktadirlar.



Metallerin, yliksek mukavemeti sayesinde mihendisligin bircok alaninda yaygin olarak
kullanildigi bilinmektedir. Fakat metallerde yiksek sicaklik altinda, geleneksel kompozit
malzemelerde oldugu gibi, asinma ve oksitlenme sorunu vardir. Diger yandan, seramik
malzemeler sicakliga dayanikhiligi ile bilinir, fakat dislik sertlikte olmalari nedeniyle
kullanim alanlar daralmistir. Metal-seramik kompozitler, bu malzemelerde katmanlar
arasindaki silireksizlik nedeniyle olusan vyiksek isil ve artik gerilimlerden dolayi
teknolojinin talep ettigi tasarimlara istenilen diizeyde cevap verememistir. Metalin
yliksek mukavemet 06zelligi, seramiklerin de vyiksek i1siya dayanma gliclerinden
yararlanilarak fonksiyonel derecelendirilmis malzeme (FDM) fikri ortaya ¢cikmistir. Bu
malzeme tipi iki veya daha fazla malzemenin belli bir hacimsel oranda birbiri ile
karistirilmasi ile Gretilir [24]. FDM, ilk olarak 1980’li yillarin ortalarinda, Japonya’ da bir
grup arastirmaci tarafindan kesfedilmistir. FDM baslangicta yiiksek sicakhk
uygulamalari, uzay aracglari ve havacilikla ilgili yapilarin tasarlanmasinda ve flizyon
reaksiyonlarinin olusumunda kullanilmistir. Daha sonra, FDM kullanilarak yapilan
yiksek direncli malzemeler bliyik 6nem kazanmis, FDM teknolojinin gelismesiyle

birlikte genis bir alana yayilmistir.

Kompozit malzemelere; dogadan, yumusak dokusu olan bitki ve hayvanlar, kendi
viicudumuzdan ise, iskelet ve disler 6rnek verilebilir. Bambu, kabuk ve hindistan cevizi
yapragl basit orneklerdir. Bambu, kabuk dis ylizeyinde yiksek mukavemete ic
ylizeyinde ise yumusak ve dayanikli bir yapiya sahiptir. Ayrica bambuda merkezden
bosluga kadarki basamakli yapi sayesinde mukavemet ve elastikiyet 6zellikleri bir arada

gorulir [25],[26],[27].

FDM’lerde malzeme ozelliklerinin siirekli olmasindan dolay;, malzeme icerisinde
gerilme yigilmasinin olduk¢a az olmasi, onu bircok uygulama icin uygun kilmistir.
Bunlara 6rnek olarak fonksiyonel derecelendirilmis kiris ve plakalar tzerine yapilan
calismalar verilebilir. Sankar ve Tzeng [28] Euler-Bernoulli kiris teroisini kullanarak
fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin isil gerilim yayilmasi problemini ele almislardir.
Oatao ve Tanigawa [29] gecisli hal 1s1 iletimi problemleri {izerinde calismislardir. Bir
boyutlu 1si dagilimini Laplace donidsim metodu yardimiyla incelemislerdir. Li vd. [30]
FDM seramik takviyeli aliminyum plaklarin visko-plastik davranislarini incelemislerdir.

Bezerovski vd. [31] cok katmanli metal seramik kompozitleri ve icinde rastgele yayilmis



seramik parcaciklar gdmuli metallerin mekanik davranislarini incelemislerdir. Yaptiklari
calisma sonucu malzeme o6zelliklerinin diizgiin degisen sekilde modellemenin olayin

fizigine daha yakin sonuclar verdigini gormuslerdir.

Sonug olarak FDM, yiksek sicakliga ve asinmaya karsi diren¢ gosterebilen malzeme
olmasi dolayisiyla bircok uygulama alanina sahiptir. Japonya ve ABD’nin FDM’ye 6nem
vermesi, bu iki Ulkenin uzay sanayinde, endlstride ve iletisimde hizla gelismesine

katkida bulunmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden imal edilmis, dordiinci
mertebeden degisken katsayili kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade edilen, Euler-
Bernoulli kirisinin titresim problemi Adomian Ayrisim Metodu (AAM) yardimiyla

¢Ozlilmesi hedeflenmistir.

1.3 Hipotez

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde, malzeme yizeyleri arasindaki gecisten
olusan tekillikler mimkin oldugu kadar azaltilmaya calisilmistir. Ele alinan Euler-
Bernoulli kirisi belirtildigi gibi homojen olmayan bir malzeme kullanilarak Gretilmistir.
Titresim problemin sinir degerleri basit mesnetli kiris icin ele alinmis olup, Adomian
ayrisim metodunun yapisi geregi ¢6zim esnasinda genellestirilmis Fourier serisi ile

ifade edilmislerdir.



BOLUM 2

EULER BERNOULLI KiRiS TEORISi

2.1 Genel Bilgiler

Bu boliimde kiris teorisi tanitilacak, kirislerin egilmesi ve titresim analizi ele alinacaktir.
Kiris ve kolon tasiyici sistemleri makine, havacilik, insaat miihendisligi v.b. alanlarda
oldukca sik kullaniimaktadir. Bu ylizden bu elemanlarin titresim hareketlerinin
incelenmesi olduk¢a 6nem tasimaktadir.

Euler Bernoulli kiris teorisi ilk olarak 1750 yilinda Leonard Euler ve Daniel Bernoulli
tarafindan gelistirilmistir. Bu teoriye gobre, egilmeden Once tarafsiz eksene dik ve
dizlem olan kesitler egilmeden sonra da tarafsiz eksene dik ve dizlem kalirlar. Bu
kabule gore, kiristeki kayma yer degistirmeleri ile deformasyonlar ihmal edilmis olur.

Kiris Uzerindeki herhangi bir noktanin ancak diisey dogrultuda hareket ettigi kabul
edilerek, bu hareket miktarina o noktanin ¢ékmesi (v) denir [21] (Sekil 2.1). Daha
sonralari, Euler ylikine alternatif olarak kayma kuvvetlerinin ve deformasyonlarin da

hesaba katildigi yeni formulasyonlar verilmistir. Bu kiris cesidi ise Timoshenko Kkirisi

olarak bilinir [33].

<

Sekil 2. 1 Ele alinan yapi elemani ve yiikleme durumu



Euler- Bernoulli kirisinin Adomian ayrisim metodu yardimiyla ¢c6zimdi ile alakali titresim
analizi konusunda calismalar mevcut olup bu konu 4. Bélimde ayrintih olarak ele
alinacaktir.

Kirisler destek durumlarina gore isimler alirlar. Sekil 2.2’de bazi kiris cesitleri verilmistir.
Kirisin destek durumu kiris probleminin ¢6ziimiinde kullanilan sinir sartlari ile alakahdir

[32].

& 3

| L 1
[ L
a) Basit mesnetli kiris b) iki uctan sabitlenmis kiris
J ¢ | ) k 1
¢) Bir uctan sabitlenmis kiris d) Bir uctan sabit diger uctan
(Cantilever beam) mesnetli kiris

Sekil 2. 2 Kiris cesitleri

2.2 Gerilim (Stress) ve Gerinim (Strain) iliskisi

Yik altindaki bir elemanin davranisini tanimlamakta kullanilan gerilim (stress) ve
gerinim (strain) kavramlari Gzerinde duralim.

Kuvvet etkisinde dengede olan bir elemanin icindeki herhangi bir noktadaki i¢c kuvvetin

siddetine, yani birim alana disen i¢ kuvvete gerilim adi verilir.

Sekil 2. 3 Gerilim

Sekil 2.3’te dengede olan bir cisimden kesilerek alinan bir parcanin kesim duzlemi

uzerinde alinan herhangi bir O noktasi ve bu nokta civarindaki A4 alani ile bu alana
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etkiyen AF kuvveti gésterilmistir. O noktasina yapistirilan koordinat takimi x ekseni
kesim dizlemine dik olan dogrultu ile cakistinlmistir. AF i¢c kuvvetinin eksenler

dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla AF,,AF,,AF, olarak tanimlansin. Bu gerilim

bilesenlerini AA alanina bolerek, AA sifira giderken limiti alinirsa her bir eksen
dogrultusundaki gerilimin bileseni tanimlanmis olur. Yizeye dik dogrultudaki gerilime
normal gerilme adi verilip o ile gosterilirken, kesim ylizeyi icindeki gerilime de kayma
gerilimi denir ve 7 ile gosterilir. Her gerilim bilesenine eklenen iki indisten birincisi
kesim diizleminin normalinin dogrultusunu, ikinci indis ise gerilim bileseninin kendi

dogrultusunu belirtir. Ornegin; 7 normali x ekseni olan diizlemde z ekseni

Xz

dogrultusundaki kayma gerilimidir.

o,=0,= lim AF, = ar, , (2.1)
AA— oo AA dA
) AF dF
r = lim Y=Y (2.2)
Y Aoo| A4 dA
T, = lim AK, = dr, . (2.3)
AA—o00 AA dA

Ote yandan gerilime maruz kalan bir parca gerinim (strain) altindadir.

F * : F
P —
81 s

at T s N
Sekil 2. 4 Gerinim

Sekil 2.4’de goruldiigu gibi F' kuvvetiyle gekilen ve Luzunlugunda bir gubuk ele alalim.
Bu durumda cubuk eksen boyunca uzar veya kisalir. Bu uzunluk degisimi 6L dogrusal

yayihmlidir. Gerinim, birim uzunluk basina disen yayilimdir [32].

AL
S_T_ (2.4)

Gerinim ile gerilim arasindaki dogrusal iliski £ elastisite moduli olmak lzere,

pogeiim _o ke (2.5)
Gerinim ¢

seklinde ifade edilir. Elastisite modilli, malzemenin kuvvet altinda elastik sekil
degistirmesinin 6lgusudur. Sekil 2.5’deki gibi kesit alani 4 olan bir BC Kkirisini ele
alalim. Bu kirise bir P yuki uygulandiginda Sekil 2.5 ile gosterildigi gibi bir degisim

8



gorilir. Bu normal gerinimdir (normal straindir) ve herhangi bir aci degisimi
olmamistir. Uzunlugun degismedigi fakat acilarin degistigi duruma ise kayma gerinimi

(Sekil 2.6) (shear strain) adi verilir [32].

Sekil 2. 6 Kayma Gerinimi (Shear Strain)

2.3 Euler Bernoulli Kirisinin Egilme Titresimi

Bu kisimda s6z konusu kirislerin egilme titresimi analizi Gzerinde duracagiz. Euler
Bernoulli titresim denklemi ¢okme cinsinden (v) dordincli mertebeden parabolik bir

diferensiyel denklemdir. Denklemin elde edilmesi, model analizi ve farkli sinir sartlari
altindaki kirisler incelenecektir.

2.3.1 Kiris Denklemi

Kirisin yanal titresimini ifade eden Euler Bernoulli denklemini elde etmek igin xy
dizleminde Sekil 2.7'de gorildtugi gibi egilmis bir kiris ele alinsin. Denklemin elde
edilmesi icin moment-egilme iliskisi donel dinamikler ve kirisin enine dinamiklerinin

incelenmesi gerekir.



2.3.2  Moment-Egilme iliskisi

Sekil 2.7 ile gosterildigi gibi uzunlugu 6x, egilme momenti M olan bir kiris ele alalim.

2 2

ox
> X
Sx ‘
g o4
2 T, i '
- ““Tarafs1z Eksen _z)
£ 1B (It w
\ 1 =~
\ '
; '
\Z \R| }
¥ \ g !
V80
1 1
T
\ 1
\ 1
) | 1
) ) 1
1 1}
A\
s

Sekil 2. 7 Kirisin Egilmesi

Kayma gerilmesinden dolayi olusabilecek enine deformasyonlar ihmal edilmek Uzere,

kesit alani 64 olan seritsel bir bélge distinelim. Sekilde géruldugu gibi egilmeden

kaynakl uzaklik w olsun. Tarafsiz eksen (neutral axis) kiris boyunca normal gerilim
(stress) ve gerinimin (strainin) sifir oldugu noktalarda sisteme katilir.
0 A yuzeyindeki normal gerinim (strain),
(R~|—w)69—R69
R0

(2.6)
ile ifade edilir. Boylece, R egilmis kirisin egrilik yaricapi olmak tzere gerinme,
£=—

R

olarak bulunur. Eksenel yonlii normal gerilim (stress) ise

U:E.&“:EK
R

ile ifade edilir ki, £ burada elastisite modulu (Young modulii) olarak bilinir. O halde

egilme momenti, I kiris kesit alanin ikinci momenti olmak Gzere,

M:[wa.dA:fWZ%dA:%fwsz:EI

(2.7)
_E

R

M

(2.8)
seklinde bulunur [33].

10



2
A noktasindaki egim @ ve Bnoktasindaki egim B:@—ka—;éx olmak Uzere,
0x ox Ox

burada v, 6x elemaninin yanal egilmesidir. 60, Sekil 2.7’de gésterilen 6x Kkiris

2
elemaninin olusturdugu aci olmak Uzere, egimdeki degisme a—‘;éx:(ﬁe ile ifade
X

edilir. Ayrica,
Ox = R0 (2.9)
oldugundan,

2
97 R =60 (2.10)
ox

bulunur ki denklemin dizenlenmesi ile,

1 9%
—_—=— 2.11
R Ox? 2.11)
elde edilir. Sonug olarak (2.11) ve (2.8) denklemlerinden,
2
M= Ela—‘; (2.12)
ox

ifadesi bulunur [33].
2.3.3  Donel Dinamikler
Ox kiris elemanini ve Gzerindeki kuvvet ile momentleri Sekil 2.8’de gosterildigi gibi ele

alalim.

M \L T Ox -
\ o 04225,

y Ox

Sekil 2. 8 Kirisin egilmesi dinamikleri

f(x,t), x yonindeki birim uzunluga uygulanan cikis kuvveti olsun. Kiris elemaninin

donel eylemsizliginin ihmal edildigini disinelim. Momentin denge kosullarindan elde
edilen acisal hareket denklemi,

M+Q6x—[M +66—Max]:o (2.13)
X
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veya (2.12) denkleminde momentin (M)yerine yazilmasiyla kiristeki kayma gerilmesi,

0

2
_oMm _ 90 [Elﬂ] (2.14)

T ox ox| ox

seklinde elde edilir. Burada I:I(x) kirisin uzunlugu boyunca degisken olarak ele

alinmistir [33].
2.3.4 Enine Dinamikler

Newton’un ikinci kanunundan dx elemani igin p kirisin kitle yogunlugu olmak tzere,

enine hareket denklemi,
9% 60
(pAéx)W: f(x,t)éx—l—Q—[Q—i—aéx] (2.15)

ile ifade edilir. Boylece (2.14) denklemi

2*v 90
A—+—= ,t 2.16
pA—+o-=/ (x.1) (2.16)
denkleminde yerine konursa
v 0% | 9%
A + EI = f(x,t 2.17
Mo o (9x2] f ) 2:17)

Euler-Bernoulli kiris denklemi elde edilir [33].
2.3.5 Model Analizi

Serbest hareket eden bir kiris icin verilen denklemi ele alalim,

%

2
El 6—5
ox

82

x>

Eger kiris duzgun ise, EI sabittir ve bu durumda kiris denklemi,

c= £l (2.19)

P

olmak Uzere,

62v(x,t) ) 64v(x,t)
N A N 2.20
e T o (2:20)

dordinclii mertebeden parabolik bir denklem olarak elde edilebilir. Bir kirisin diizgiin

olmasi, kirisin Gretildigi malzemenin homojen olmasi anlamina gelmektedir.
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ny mn, 1y my

A

Yig(t) Yoq(t) Yzq(z) Y,q(2)

Sekil 2. 9 Toplu parametreli sistem modeli

(2.20) ile ifade edilen kiris denklemi belirli sinir sartlari altinda degiskenlerine

ayristirma metodu ile ¢oziilebilir. Aranilan v(x,t) fonksiyonu
v(x,t) :Y(x)q(t) (2.21)

olarak degiskenlerine ayrilsin. Sekil 2.9 ile gosterildigi Gzere bu donlsimde m;

eylemsizlik elemanlarini ve Y, de salinim bigimini temsil ederken, q(t) dogal frekansa

karsilik gelen harmonik fonksiyonu ifade eder. (2.21) ile tanimlanan denklemin (2.18)’

de yerine yazilmasiyla,

d’Y
dx?

1 d?
pAY dx*

== (2.22)

bulunur ki boéylece biri ¢ degiskenine ve digeri x degiskenine bagl iki denklem elde

edilir.
d’q(t)
% +w2q(t) =0, (2.23)
2 2
4 gl Ygx) —w?pAY (x)=0. (2.24)
dx dx

Bu iki denklemin ¢6zUmd kirisin salinim bigimi Y(x) ile iliskili

]
pA

w=MNc=)\? (2.25)

dogal frekanslarini verecektir. Bunun (zerine (2.24) denklemi tekrar vyazilirsa

d4Y(x)

4

~AY(x)=0 2.26
dx (x) ( )

elde edilir. Boylece (2.26) ‘da verilen denkleme ait karakteristik denklem,

pt=Xt=0 (2.27)
olur. Karakteristik denklemin kokleri, p =4\, p = £i\ olmak lzere (2.26) denkleminin
¢ozima,
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Y(x)= 4™ + dye ™ + 4™ + A, (2.28)
veya

Y (x) = C, coshAx+ C, sinh Ax + C; cos Ax + C, sin Ax (2.29)
olarak bulunur. C, C,, (5, ve C, bilinmeyenlerinin elde edilebilmesi icin sinir

kosullarina ihtiyacg vardir [33].

2.3.6  Sinir Kosullari

ihtiyac duyulan sinir kosullari bir kirisin iki ucundaki sartlara bagh olarak degisir.
Ornegin, bir bitim noktasini x =x, olacak sekilde tamamen serbest bir kiris olarak ele

alalim. Bu durumda moment ve kayma kuvveti bu bitim noktasinda sifir olacaktir.

(2.12) ve (2.14) denklemleri,

2
Ela V(xzo,t)
Ox

£ 62v(x0,t)] _o

=0, (2.30)

0

o (2.31)

Ox?

yazilabilir. (2.30) ve (2.31) denklemlerinin (2.21) denkleminde yerine yazilmasi ile,

2
Elay—(zx‘))q(t) —0, (2.32)
Ox
d . 0°Y(x,)
L e g(1)=0 2.3
dx ox* () (233

elde edilir. Her q(t) icin bu denklemlerin dogru oldugu distndlirse, serbest ug icin

kosullar,
%Y
%Y
diEl—a <2x°) —0 (2.35)
x X

olarak sadelestirilebilir. Kirislerin egilme titresimine iliskin en sik karsilasilan sinir
kosullari Cizelge 2.1’de bes farkli durum altinda incelenmistir. Bu tabloda v ¢okme, M

egilme momenti ve Q ise kayma gerilmesidir. ilk olarak basit mesnetli bir kirisi ele

alalim.
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Cizelge 2. 1 Sik kullanilan kirislere ait sinir kosullari

Kiris Modelleri Sinir Kosullari
| | v(0,6) =v(L,) =0,
A A P
) L | Mzﬁv(o,t):yv(u):o
Basit Mesnetli Kiris
(Simply Supported )
V(O,t):v(L,t): 0,
3v(0,t) B 8V(L,t) _0
[ L 1 ox  Ox
Sabitlenmis kiris
(Fixed-Fixed )
82 2
M :—zv(O,t) =— v(L,t) =0
Ox X
2 2
Serbest Kirig Q:g Elé? v(0,1) _9 Ela v(L.1) —0
(Free-Free) x ox* Ox Ox
von)=o 200,
0x
2
_ 0 V(S’t) o,
Ox
) g 0= 2L,
2
Ankastre Kiris Ox Ox
(Cantilever)
von)=o 200,
0x
4 v

Sabit -Mesnetli Kiris
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2.3.7 Uygulamalar

Ornek 2.1 Basit Mesnetli Bir Kirisin Serbest Titresimi

[ uzunluklu basit mesnetli bir kirisi ele alalim. Bu durumda sinir kosullarina gére hem

¢okme hem de egilme momenti sifir olacaktir

Y(0)=0=Y(/), (2.36)

d’Y(0) d*Y(l)
dr

=0. (2.37)

Bu sinir kosullarini (2.29) denklemine uygularsak;

Y(0)=C +G;, (2.38)

Y (I)=C, cosh N +C, sinh Xl +Cy cos Al +C, sin N/, (2.39)
2

fl—f = \*C, cosh Ax + \*C, sinh Ax — A\*C; cos A\x — \*C, sin Ax (2.40)
X

elde edilir. (2.37) kosulunun (2.40) denkleminde kullaniimasiyla,

¢ -G =0, (2.41)
C, cosh A/ + C, sinh Xl +C; cos Al +C, sin X =0 (2.42)
bulunur. (2.38) ve (2.41) denklemlerinin birlikte saglanabilmesi icin C, =C;=0
olmalidir. Boylece,

C, sinh A/ +C, sin X =0, (2.43)
C, sinh A\l - C,sin \l = 0. (2.44)
C, sinh A\l =0 olmasi durumu ancak sinh X =0 yani A\ =0olmasini gerektirir. Bu ise
hi¢ salinim olmadigi anlamina gelir ki bu dogru olmayan bir ifade olur. Buradan C, =0
olarak bulunur. O halde,

C,sin\ =0 (2.45)
elde edilir. Burada C, sabitinin sifir olmasi asikar ¢6ztim vereceginden sin \/ =0 olur.
Boylece 6zdegerler,

Nl =jm j=12,3,.. (2.46)

olarak bulunur. Bu sonug, (2.25) esitligi ile iliskili olarak verilen problem icin sifirdan

farkli dogal titresimlerin bulundugunu gosterir. O halde,
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2 2
w, = JZ;T /E—/Il, i=1,2,3.. (2.47)
P

(2.45) denkleminden 6zfonksiyonlar,

Y, (x)= sin%, j=12,3.. (2.48)

J
olarak bulunur. Buradan Yj(x) salinim bicim (mode shape) fonksiyonlarinin sonsuz

kiimesini elde edebiliriz. Yj(x) fonksiyonu,

\/szdx\/fsm ; j%xdx:\/g_
i:\/zsinjﬂ
Il Ve

seklinde ortonormallestirilebilir. Gorildugl gibi Yl(x) denkleminin her bir 6zdegere

(2.49)

karsilik sonsuz sayida ¢o6zimdi vardir. Boylece (2.23) ve (2.24) denklemleri vasitasi ile

q(t) her bir 6zdegere karsilik sonsuz sayida ¢6zim icerir. Boylece, genel ¢6zim
%)=, (x)g; () (2.50)
seklinde elde edilir. Buradan 6zfonksiyonlarin genislemesi metodu yardimiyla q; (t)

r'ye bagh ¢oziime ulasilabilir. d(x) ve S(x), 0<x </, araliginda tanimli fonksiyonlar

olmak Uzere,

v(x,O) :d(x), (2.51)
ov
E(x,O) =s(x) (2.52)

baslangic kosullari verilsin. Verilen kosullarin (2.50) denkleminde yerine yazilmasiyla,
> Y, (x)q;(0)=d(x), (2.53)
>V (x)a; (1) =s(x) (2.54)

Jjmx

elde edilir. Yj (x):sinT fonksiyonlarinin ortogonallik 6zelligi kullanilirsa,
0 =k
I > J
f s1nﬂs1nmdx— / ) (2.55)
o 1 / A =k
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0:(0)=7 [ (x)5 (x)a (256
0 (0) =7 [['s(x)7, (x) v (257

elde edilir. S(x) ve d(x) degerlerinin bilinmesi ile g; (t) belirlenmis olur. Boylece kiris
probleminin ¢6zimi

V(%) =2, (x)g; (1) (2.58)
olarak elde edilir [33].

Ornek 2.2 Ankastre Kirisin Serbest Titresimi

Cizelge 2.1’de belirtildigi gibi / uzunluklu ankastre kirisi ele alalim. Bu durumda

sabitlenmis uc ile serbest uctaki sinir kosullari,

3v(0,t)
0,t/)=0, ———~2=0, 2.59
v(0,2) W (2.59)
62v(l,t) 0 62v(l,t)
M=——~+=0,0=—I|FEI =0 2.60
Ox? 0 ox ox? ( )

seklinde verilmistir. Kiris denkleminin ¢6zimi (2.29)’ da
Y (x)= G coshAx +C, sinh Ax + C; cos Ax + C, sin Ax (2.61)
olarak bulunmustu. O halde ilgili sinir kosullari,

2 3
Y(()):()’ dY_(O):O’ dLZU):O, dY—EO):O (2.62)
dx dx dx

yardimiyla (2.61) esitliginin ilk G¢ tlrevi alinirsa,

dY
d(x) — C\sinh Ax + C,\ cosh Ax — CAsin Ax + C A cos Ax, (2.63)
X
dy?
p 5") = C,\* cosh Ax + C,\” sinh A\x — C;\* cos Ax — C,\* sin \x, (2.64)
X
ay’
y g") = C,\’ sinh Ax + C,\° cosh Ax + C; A\ sin Ax — C,\* cos Ax (2.65)
X

denklemleri elde edilir. (2.63)-(2.65) denklemlerine (2.62) ile verilen sinir sartlarinin

uygulanmasiile,
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C,+C=0, C,+C,=0, (2.66)

C, cosh A/ +C, sinh Al —C;cos Nl +C, sin A\l =0, (2.67)
C, sinh N +C, cosh Al — C;sin A\l —C,cos A =0 (2.68)
bulunur.

C, =-G;, C, =—C, oldugundan (2.67) ve (2.68) denklemleri C; ve C, cinsinden
yeniden yazilirsa,

[cosh M + cos NI| C; +[sinh M +sin M| C, =0, (2.69)
[sinh M —sin X/ C; +[cosh N +cos M| C, =0 (2.70)
elde edilir. (2.69) ve (2.70) denklemleri matris formunda,

0
0

cosh A/ +cosA sinh M +sin \/
sinh A/ —sin A\  cosh A/ 4 cos \/

G
¢,

(2.71)

seklinde gosterilir. Burada, C; ve C, katsayilarinin sifir olmasi C; ve C, katsayilarinin
da sifir olmasi demektir ki bu asikar (trivial) ¢6ziimdir. O halde (2.71) sisteminde

verilen matrisin determinanti sifir olmalidir. Boylece,

(cosh Al +cos \l)* —(sinh A/ +sin A7) (sinh M —sin \/) = 0 (2.72)

cosh” M +2cosh X cos Ml +cos” M —sinh® A/ +sin®* Xl =0 (2.73)
elde edilir. Burada,

cosh? M —sinh* M =1,  cos* M +sin’ M\ =1 (2.74)
oldugundan,

2cosh M/ cos A =—2, (2.75)

cosh N cos A\ =—1 (2.76)

elde edilir. Boylece her )\, degerlerine karsilik sonsuz sayida,

w =\ [EL (2.77)
pA

dogal titresim fonksiyonlari mevcuttur. (2.61) denkleminde, (2.66), (2.67) ile (2.69)

veya (2.70) denklemlerinin kullaniimasi ile,
Y, (x) = Gy (cos \x —cosh A.x) 4 C, (sin \x —sinh A x) (2.78)

1

denklemi elde edilir. C; katsayisinin,
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(sin \,/ —sinh A7)
(cos A,/ —cosh A7)

3=

olarak C, cinsinden yazilmasi ile,

Y, (x)=C,sin \x—sinh \x +C,

sin \,/ —sinh \,/

elde edilir. C, =1 alinirve
a=1, b=—-1, c=-1, d=1,ve ;=

olarak kabul edilirse,

cos \,/ —cosh \/

[cos N, x —cosh \.x]

sin \,/ —sinh \,/

cos \,/ —cosh A,/

Y, (x)=asin \x +bsinh \x + o [ccos x +d cosh A, x]

¢Ozliimi elde edilir. Genel ¢6zliim
v(xt) =3 Y;(x)g; (1)

seklinde elde edilir [33].
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BOLUM 3

ADOMIAN AYRISIM METODU

3.1 Adomian Ayrisim Metodu

Adomian Ayrisim Metodu (AAM), lineer veya lineer olmayan, integral, integro-
diferensiyel, diferensiyel ve integral denklem ile bunlarin olusturdugu sistemlere
kolaylikla uygulanabilir olmasi ve daha hizli yakinsama hatta tam ¢6ziim elde etme gibi
avantajlari sayesinde, basta matematik, fizik, kimya ve biyoloji olmak Uzere, bircok
alanda kolaylk saglamistir [1]. Ayni zamanda bu metot, lineerlestirme, pertiirbasyon
veya benzeri yontemleri kullanmadan ¢6ziime ulasmayi saglar. Metot, zaman icerisinde
bircok arastirmaci tarafindan daha kullanish ve verimli hale getirmek amaciyla yeniden
dizenlenmistir.

Bu kisimda, oncelikle metodun prensipleri genel hatlar ile incelenecek, Adomian
polinomlarinin hesaplanmasina iliskin algoritmalar ile bu polinomlarinin elde edilisini
destekleyen ornekler verilecektir. Daha sonra modifiye Adomian ayrisim metodu
(MAAM) ele alinacak, AAM ile MAAM’ nin uygulamalari yapilacaktir. Burada, ayrica
akiskanlar mekanigi, plazma fizigi ve kuantum teorisinde ve ayni zamanda biyoloji ve
kimya gibi oldukca genis bir alanda karsimiza cikan, lineer ve lineer olmayan kismi
turevli diferensiyel denklemlerin uygulamalarina da yer verilecektir.

F hem lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren diferensiyel operatdr olmak

Uzere,
Fu (x): g(x) (3.1)
denklemini ele alalim. (3.1) denklemindeki F operatori, L tersi mevcut olan ve

diferensiyel denklemin en ylksek mertebeden tirevini, N diferensiyel denklemin
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lineer olmayan terimini, R de lineer operatérin kalan kismini gostermek Uzere;
Lu+Ru+Nu=g (3.2)

seklinde ayristirilarak yazilsin. (3.2) denklemi yliksek mertebeden tirevi yalniz kalmak
Uzere,

Lu=g— Ru— Nu (3.3)

seklinde vyazilabilir. Esitligin her iki tarafina n-kath integral ile ifade edilen L

operatorinin tersi,

= [()a (3.4)

uygulanirsa,
L'Lu=L"'g—L"'"Ru—L "'Nu (3.5)

denklemi elde edilir. Bu durumda (3.5) esitligi;

2 n—1
L_lLu:u(x,t)—u(x,O)—tu’(x,())_%u”(x,())_ ...... _ !

" (x,0) (3.6)

seklinde vyazilabilir. (3.6) denklemi (3.5) denkleminde vyerine vyazilirsa u(x,t)

ayristirilmis ¢6ziim fonksiyonu;

u(x,1) —u(x,0) =t (x,0) —-veeo— (nf"__ll)!u@ Y(x,0)= L 'g—L " (Ru)— L' (Nu),
u(x,t)zf(x,t)—{—L_lg—L_l(Ru)—L_l(Nu) (3.7)

olarak elde edilir ki burada f'(x,¢) fonksiyonu

f(x,t)zu(x,0)+tu’(x,0)+ ...... +

u(x,t) = Zun (x,t) (3.8)

seklinde sonsuz seri biciminde ifade edilirken diger yandan (3.7) denklemindeki Nu

lineer olmayan terimse,
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Nu:iAn(uo,ul,-~-,un) (3.9)

n=0

biciminde sonsuz seri ile ifade edilir. Buradaki 4, polinomlarina Adomian polinomlari

denir. Bu polinomlarin hesaplanmasi ileride gosterilecektir. (3.8) esitliginin (3.7)

denkleminde yerine yazilmasi ile,

i f(xt)+L g (x,1)— 1RZu —L—‘ZA (3.10)

n=0

denklemine ulasilir.

uy = f(x,8)+ L g (x,1),
w=—L"(R(uy))— L' (4),
uy=—L"(R(w))—L"(4)

(3.11)
bulunur ve genellestirme ile,
u

n+1 :_L_I(Run)_L_l(An)’ n=0 (3'12)

iteratif iliskisi elde edilir. Buradaki A4, polinomlar lineer olmayan her bir terim igin
genellestirilebilir. Bu genellestirmede A4, sadece u,’a, 4, sadece u, ve u’e, 4, ise,

uy,u,,u, 'ye bagli ve benzer sekilde devam eder.

Cozume ait sayisal degerleri bulmak icin,
®, (x,t):Zui (x,t), n>0 (3.13)

olmak Uzere,

lim ®, =u(x,z) (3.14)

n—oo

denklemi kullanilir. Buna ek olarak (3.13) seklindeki ayrisim seri ¢6zimi, genellikle

fiziksel problemlerde ¢6ziime ¢ok hizli olarak yakinsamaya neden olmaktadir [34].
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3.2 Adomian Polinomlarinin Hesaplanmasi

Bu kisimda Adomian polinomlarinin hesaplanmasina iliskin Ug¢ algoritmayi irdeleyegiz.
Bunlardan ilki Taylor seri acilimindan yola c¢ikarak hesaplanan genel formdl, ikincisi
Neumann serisi yardimiyla polinomlarin hesaplanmasi ve son yontem ise
parametrizasyon yontemidir.

3.2.1 Taylor Serisi Yontemi

Bu metot George Adomian tarafindan gelistirilen ve en sik kullanilan yontemdir. F(u)

lineer olmayan teriminin u,, civarindaki Taylor seri agilimi,

F(u):F(uo)—i—F'(uo)(u—u0)+2l!F”(u0)(u—u0)2+%F”’(u0)(u—u0)3+... (3.15)

seklindedir.
u:u0+u1+u2+u3+"':>u—u0:u1+uz+u3+"' (3.16)

olup bu deger (3.15) denkleminde yerine yazilirsa

F(u)=F(ug)+F"(ug ) (s, + 1y +y +"')+%F”(”o)(ul+“z +u; +"')2

- . (3.17)
+§F (utg ) (u + 1ty +uy +-+-) 4+
elde edilir ki burada,
(14 + 1y +uy +---)2 = u + 2uu, +us + 2u,u, +u32 + 2u5uy +2uy +- -,
(14 + 1y +uy +---)3 =u; +3ulu, + 3uw; +u; + 6y +- - (3.18)

(3.18) denklemi (3.17) denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

F () = )+ )+ (gt + F e - F a1+ ()

olarak elde edilir. Bu denklemde, indis toplami O olan terimler A4, polinomu, indis
toplami 1 olan terimler 4, polinomu, indis toplami 2 olan terimler 4, polinomu ve

benzer sekilde indis toplami n olan terimler 4, polinomlari olarak gruplandirilirsa
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Ay =F (u,)
A =uF' (uy)

1
A4, :uzF’(uO)—F;ul F”(uo)
1
Ay = u3F’(u0)+ulu2F”(u0)+§ul F" (ug)
4, :“4F/(“0)+[%“22+“1“3]F”(“0)+%“12”2F”/(”0)+%”14F(4)(”0)

As :usF/(“0)+(“2”3 +”1”4)]:”(”0)+[L

1
2 2
2!”1”2 +2_!”1 ”3]Fm(”0)

+%ul3u2F(4) (uo)—k%ufF(S) (uo).

(3.19)

seklinde Adomian polinomlari elde edilir [1].

o0 o0
A € R parametre olmak lizere u = Zun ¢Ozlim serisi, u = Z)\”un ve lineer olmayan
n=0 n=0

terim F ZX’A seklinde parametrik olarak yazilabilir. A € R noktasinda F( )
n=0
fonksiyonu analitik olmak Gizere (3.19) ile verilen Adomian polinomlari

d)\” [i Ak”"]

k=0

A

n

, n>0 (3.20)
A=0

n'
formiilinden elde edilebilir [1]. Benzer sekilde, F (u;,u,,us,...,u;,..u,) seklindeki bir

nonlineerligin Adomian polinomlari

d)\” [Z)\kulk,Z)\ Unp s Z)\k T ZM ]

k=0

A

n

, n>0 (3.21)
A=0

n'

formulinden hesaplanabilir [34].

Ornek 3.1 F(u) =u*, nonlineer terimi igin Ay, A4, 4,, A, ve A, Adomian polinomlarini
hesaplayalim.

4
4, :F(”o):”o»

A =uF' (uy) = dugu,,

Ay = o (g () = i +
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A4, = u3F'(u0)—|—u1u2F"(u0)+%u13F'” (uo)

— 4,3 3 2
= duguy + dujuy +12uyuu,,

1 1 1
A, :“4F/(“0)+2_!(“22 +“1”3)F”(”0)+2—!u12u2F”’(u0)—|—4—!u14F<4) (”0)

1
= 4u3u4 —i—;(uzz —l—u1u3)12ug —|—12uoulzu2 +u

= 4u3u4 + 6u§u22 + 12u§u1u3 + 12u0u12u2 +u.

Ornek 3.2 F(u)=uu,, nonlineer terimi igin A4y, 4,4, 4, ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.

A, = F(”o”ox ) = Ugly_»

Y _
A =uF (”o”ox ) =gty T+,
A =y F' _'_l 2 _ + +
o = Uplt \Uglhy X U Uglhy | = Uplly T U Uy T UglUy
A —u.F' + F" +l 3pm _ + + +
3 = Ul (Ugly | T UUH LT (Ugly 3,“1 Ugly | = Uslly T Ul T Uy T Uglls

F”(uouox)—i—%ufuzF”/(uouox)—l—% fFW(uouox)

1

=Uglty Uzl Uiy Uty Uiy

Ornek 3.3 F(u)z(ux)z, nonlineer terimi igin A4,,4,,4,,4, ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.
Ay = F((”o)x) = ”gxa

4 = ulF'((uo)i) =2uy u_,

o, 220,15,

N
I
<
o}
R
—
<
S
~—
[\S}
~—
+
N | —
<
[\S}
gl
—
—
<
(=)
~—
= N
~—
I
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_ 2
=uy +2us uy +2u, uy

Ornek 3.4 F(u)=¢""", nonlineer terimi icin Ay, 4,4,,4; ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.
A() :F(uo):ecosuoj

— / _ : COS Uy
A =uF' (uy) = —sinu,e",

Ay = 1, (uy) %ufﬂ(%)

) 1 ) )
= —u, sinu, " +—u? (—cosu,e®" + sinu, sin u,e*"0
2 0 T 0 0 0

1
_ . cosuy |~ 22 cosuy cos
= —U, SInuye + 2'u1 (sm uye cosuye ,

4, = u3F'(u0) —I—uluzF"(uo)—i—%u]}FW(uo)

_ : COS 1) : 2 cosuy cos
= —uUzsinu,e + u i, (sm uye cosuye )

SU

1 COS U,
- . 0 . cosuy 12 cos
+ 3 Uy (sm uye +3cosu, sinuye sin” u, cos uye ) ,

A, :“4F/(“0)+[5“22 +“1“3]Fﬁ(“o)+5u12u2F/”(u0)+—4'u14F(4) (uo)
. | ,
= —u, sinu,e™" 4 [5 ujy + u1u3](s1n2 Uy ®" —cosuye " )

2 . . .2
+—uuye”" (sm uy +3cosu, sinu, —sin” u, cos uo)
21

4 . . . )
+—u (—sm uye (sm Uy + 3 cosu, sinu, —sin” u, cos ”o)
4!

.2 2 . .
+efM (cos 1y — 3sin” uy 4 3cos” uy — 2 cos u, sin u, + sin’ uo)).

3.2.2 Neumann Serisi Yontemi

Bu algoritma icin islem adimlari asagidaki gibidir:

1.Adim: X bir parametre olmak Gzere,
oo

U, = Zul)\i = uy + Ny + Ny +Nuy +--4+N'u, olsun,
i=0

2.Adim: F(uA) fonksiyonu belirlenir ve acilimi yapilr.
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3.Adim: \ parametresinin katsayilari cinsinden Adomian polinomlari yazilir. Ornegin,
4, sabit, 4,, A parametresinin katsayisi ve 4,, A2 parametresinin katsayisi v.b.
bicimdedir [12].

Ornek 3.5 F(u)=u4, nonlineer terimiicin A4, 4,, 4,, A; ve A, Adomian polinomlarini

hesaplayalim.

1.Adim:

U, :Zul)\i = 1y + Ny + Ny +Nuy +-- N,

i=0

2.Adim:
F(uk):(uo + Ay + Ny + Ny +---+)\”un)4
F(uy)= ug —|—)\(4u8u])+)\2 (4u8u2 +6u§u12)+)\3 (4u3u3 + dugu; +12u§u1u2)

2
+)° (4u8u4 —|—6u§u§ +12u§u]u3 +12u0u12u2 +u14) 4.

3.Adim:
Ay =uy,
A = dugu,,

A, = 4udu, + 6ugu;,
A, = 4u3u3 + 4u0u13 + 12u§u1u2,
A4, = 4u3u4 + 6u§u§ + 12u§ulu3 + 12u0ulzu2 +u;.

Ornek 3.6 F(u)=uu nonlineer terimi igin Ay, 4,,4,,4; ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.
1.Adim:

U, :Zul)\i = uy + Nty + N1y + Ny o+ N,

i=0
Uy, = Zuix)\i =uy + Ay + )\zuzx + )\3u3x +e A,
i=0

2.Adim:
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F(”/\):(uo + Ay +/\2u2+/\3u3+...+/\"u”)

X[ty Xy + Ny +Nuy 4o+ N, ),
F(uy ) = uguy, —l—)\(uluox —l—u]xuo)—l—)\z (uzuox oy +”0”2x)
+2° (u3u0x +uyuy g, —l—u0u3x)

+ A (u4u0x Fuguy Fupuy s uguy )—l—
3.Adim:
4, = Uglhy, »
A = uuy +uy +uy,
4, = Uplhy  F Uty +Uglty
Ay, = Usty tupuy gy +ugls
Ay =uguy usiy Fupiy Fugy gy,

Ornek 3.7 F(u)z(ux)z, nonlineer terimi icin A4,,4,,4,,4; ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.

1. Adim:

Uy, = Zul-x)\i =uy_ +Auy_ —I—)\zuzx —|—)\3u3x +e A,
i=0

2. Adim:

F(uy)= (uox + Ay —|—)\2u2x +)\3u3x + A, )2 ,

F(uy)= (qu + Ay —|—)\2u2x —|—)\3u3x —|—-~-+)\”unx)
X \uo, + ity —|—)\2u2x —I—)\3u3x —I—-~-+)\”unx),
F(uy)= ugx +)\(2u0xu1x)+)\2 (ulzx —|—2u0xu2x)

+\° (2u1xu2x +2u0xu3x)—|—)\4 (u%x +2u5 +2u0xu4x)+..._
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A =2uy uy

2
A4, = (ulx) +2uy u,
Ay =2u3 uy +2u, u,_,

_ .2
Ay =uy +2u3 wy +2u uy

3.2.3 Parametrizasyon Yontemi
Parametrizasyon yontemi ile Adomian polinomlarini tic adimda elde edebiliriz. Bu
metot icin islem adimlari asagidaki gibidir [13].
1.Adim:
u(A)=> u A" ve F(u)=> M4, tanimlansin.
k=0 k=0

2.Adim:

Zuk)\k = Z)\kAk oldugunu kabul edelim.
k=0

k=0
3.Adim:
0 SN 4, _9 F (1t 4+ Xty + N1ty + Nty 44N,
oN" k=0 \=0 oN" A=0

Ornek 3.8 F(u)=u4, nonlineer terimiicin 4, 4,, 4,, A; ve A, Adomian polinomlarini

hesaplayalim.

1.Adim:
n 4 )
M(A)Z[ZW’“] = (ttg + Auty + X2ty + Nty 4o+ N,
k=0
2.Adim:

i)\k/lk = (A A4+ XAy + N Ay N4, )
k=0

i)\k/lk = (A A4+ XAy + N Ay N4, )
k=0

3. Adim:

n=0 igin, 4, =u;,
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n=1 igin,

0(4y+24)
oA

O (ug + Ny )4

n=1 icin,
¢ B

A3
A = dugu,,

A=0 A=0

02 (1t + Mty + Xu, )4‘
ON°

= A, = dugu, +6ugu;,

A=0

n=73 icin,

O (A + 24 + 224, +)\3A3)‘
oN’

oM (uo + A+ Nuy + Ny )4 ‘
N

=

o

A=0

A, = 4u3u3 + 4u0u13 + 12u§u1u2,

n=4 icin,

0 (AO + A4, + )‘zAz + )‘3143 + >‘4A4)‘
oN*

N (uo + Ay A+ Ny + Ny + N, )4
N

Y

-

A=0

A4, = 4u3u4 + 6u§u§ + 12u§ulu3 + 12u0u]2u2 +u.

Ornek 3.9 F(u)=uu,, nonlineer terimi igin Ay, 4,4, 4 ve A, Adomian

x?

polinomlarini hesaplayalim.

1.Adim:

w(N) = | DA | = (g X + Ny + Nty 4 X' ),
k=0

u(N) = u | = (uox +Auy +)\2u2x +)\3u3x +---+)\”unx).
k=0 X
2.Adim:

i)\kAk = Ay + A4 AN Ay + XAy 4N 4, ).
k=0
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3. Adim:

n=0icin, Ay =uyu,_,

n=1 icin,
O\ (ug +Auy )1y + Au ‘
o(arra) el e )
x| oA ‘ S
_ A=0
n=2 icin,

R (Ao + 4, +)\2A2)‘ o ((uo + Ay, —I—)\zuz)(uox + iy "')\Z“ZX ))‘

= =
O\ | O\ ‘
A=0 A=0
4, = Uglly Ul + gy
n=73icin
O (g + 24, + X2 4, +)\3A3)‘
oN |
A=0
o’ ((uo + Ay + N, +)\3u3)(u0 Ay, +Nu, + N, ))‘
— 3 X x X X j
DA ‘
A=0
Ay =uzuy Fuyuy Fugy +ugus
n=4icin,
O* Ay + Ay + X4, + X 4y +)\4A4)‘
oA |
A=0
o* ((uo + Ay + Ny + Ny + N, ) (uox + Ay + )\zuzx + )\3u3x + )\4u4x ))‘
- oA ‘ ’
A=0

Ay =uguy Fusuy +usu, s +uguy

Ornek 3.10 F(u):(ux)z, nonlineer terimi igin A, A4,A4,, 4, ve A, Adomian

polinomlarini hesaplayalim.
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1.Adim:

u ()\) = [Zuk)\k] = (uox +)\u1x +)\2u2x +)\3u3x 4. +)\nunx)
k=0 .

2.Adim:

i)‘kAk :(Ao A4+ N4, + N 4 +"'+X’An)
k=0

3. Adim:
n=0 igin, 4, :(uox)z’
n=1 igin,
|
oy +rd) 0wt |
8)\ a)\ 1 0, 41,0
A=0 L
n=72 igin,

0 (4 + 24 +274,)|
oN?

‘)\:0
2

4, = (ulx ) +2uy u,_,

n=73 igin,

O (Ay+2dy + X2 4, +)\3A3)‘
oN?

2
0 (g, + Xy, + Ny + N | ‘
oN?

=

‘AZO A=0

Ay =2u3 uy +2u, u,_,
n=4 igin,

0" (Ao A N4, + N 4, +)\4A4)‘
ox*

s

2
64 (l/lox + )\u]x + )\zuzx + )\3u3x + )\4u4x ) ‘
)N

=

A=0
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_ 2
Ay =uy +2u3 wy +2uy uy

3.3 Modifiye Adomian Ayrisim Metodu

Adomian ayrisim metodunun ortaya cikmasi ile birlikte bu metodun gelistirilmesine
iliskin bircok calhsmalar yapilmistir. Modifiye Adomian ayrisim metodunun standart
metoda gore daha hizli yakinsamasi ve daha az islem yiki gerektirmesi onu daha
avantajli kilmistir. Metot analizi standart metoda benzemekle birlikte birtakim
farklihklart mevcuttur. Buna gore,

Lu+Ru+Nu=g (3.22)
denklemini gbz oniine alalim. Standart metotta oldugu gibi (3.22) denkleminin her iki
yanina L operatorind uygulanirsa,

u(x)zf(x)—L_l (Ru)—L_1 (Nu) (3.23)
esitligi elde edilir. Burada f(x) fonksiyonu g(x) kaynak teriminin integrallenmesi ile

elde edilmistir. Bu adimdan sonra Adomian polinomlari standart Adomian ayrisim

metodunda oldugu gibi hesaplanabilir. Standart ve modifiye Adomian ayrisim metodu

arasindaki fark burada ortaya c¢ikmaktadir. Standart metoda gore u,(x), f,(x)
fonksiyonu ile verilirken, modiye metoda gére f(x) fonksiyonu, f;(x) ve f(x)
olmak (zere iki ayri fonksiyonun toplami cinsinden verilir [34].

S(¥)=fo(x)+ A1 (%)

olmak Uzere,

t (x) = fo (%),

u, (x)=f; —L " (Ruy)— L' (Nuy),

uy (x)=—L" (R, )— L"" (Nuy),

Uy (x)=—L"(Ruyy)— L (Nuy ), k>0. (3.24)

olarak elde edilir [34].
3.4 Adomian Ayrisim Metodunun Uygulamalari
Ornek 3.11 Adomian ayrisim metodunu kullanarak verilen homojen olmayan kismi

turevli diferensiyel denklemi ¢oziiniz.

U, +u, =x+y, u(O,y)zO, u(x,O):O. (3.25)

34



0
Coziim 3.11 (3.25) denklemi operatér formda L, = — ve L, :82 olmak lzere,
X Y

Lu=x+y—Lu (3.26)

seklinde yazilabilir. L, ve L, operatérunun tersi,

o0

L= [ (dxve £, ()= [ ()

seklinde ifade edilmek Uzere,

X- cOziimii:

Bu ¢6zim bulunurken (3.26) ile verilen denklemin her iki yanina L;l uygulanir.
L;leu(x,y) = u(x,y)—u(O,y) = L;l (x—l—y)—L;l (Lyu) (3.27)
(3.27) esitligi, u(0,y)=0 kosulunun kullanilmasi ve f(x)=x+y nin x’ e gore

integrallenmesi ile,
u(x,y)=u(0,y) —Ir%x2 +xy—L.' (Lyu) = %xz +xy—L (Lyu) (3.28)

esitligi elde edilir. Adomian ayrisim metodu tanimi geregi (3.8) esitliginin (3.28)

denkleminde yerine koyulmasiyla;

ni:un (x’y):%szrxy—L;l L, iou (%) (3.29)
elde edilir.

u0+u1—I—u2+---:%x2+xy—L;](Ly(u0+u1 +uy+o)) (3.30)
flxy)=x+y

fonksiyonunun integrallenmesi ile

1y (x,y):%xz +xy (3.31)

olacagindan ardisik iliski belirlenmis olur. Boylece,
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1
U, (x,y):§x2 +xy (3.32)

_ - 1
u, (x,y) = —Lx1 (Lyuo) = —Lxl [Ly 5

-l -l I
U, (x,y) =—L (Lyul) =—L, [Ly [—Ex ]] =0, (3.33)
Upy (x,y)zL;ILy(uk), k>0 (3.34)
elde edilir ki burada u, =0, k>0, oldugu aciktir ve bdylece u(x,y) bilesenlerinin

belirlenmesiyle ¢6ziim,

1 1
u=ty b iy =yt = (3.35)

olarak bulunur.

y-¢c6zimii:

Kesin ¢ozimi bulmada y-¢c6zimi de kullanilabilir. Coziimde benzer islemler tekrar
edilir. (3.25) denklemi operator formda,

L,=x+y—Lu (3.36)

seklinde yazilabilir. L;l mevcut ve

L'()= fooc (.)dy (3.37)

1,

seklinde tanimli olup, her iki tarafa L; nin uygulanmasiyla,

u(x,y):xy—l—%y2 —L,' (L) (3.38)

olarak bulunur. (3.8) esitliginin (3.38) denkleminde yerine yazilmasiyla,

ni:un (xy)=xy +%y2 ~L,'|L, iou (x,») (3.39)
elde edilir.

g+t + ity +ooe = xy+%y2 — L, (L (g + 1y + 1y +++4)), (3.40)
f(xy)=x+y

fonksiyonunun integrallenmesi ile
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1
u, (x,y):xy—l—Ey2 (3.41)

olacagindan ardisik iliski belirlenmis olur. Boylece,

1
g (x,y):nyrEy2 (3.42)
—1 -1 1 2 1 2
ul (x’y):_Ly (LXMO):_Ly Lx xy—i_E ]]:_Ey )
uz(x,y)z—L;‘(Lxul)z—L;‘[Lx[—% 2]]=0 (3.43)
U (x,y)zL;le (uk), k>0 (3.44)

elde edilir ki burada u, =0, k>0 oldugu agiktir ve u(x,y) bilesenlerinin

belirlenmesiyle ¢6ziim,

1 1
u:uo—l—ul—|—u2+---:xy+§y2—5y2:xy (3.45)

olarak bulunur.

Ornek 3.12 Adomian ayrisim metodunu kullanarak asagida verilen denklemi ¢dziiniiz.

u,+cu, =0, u (x,O) =x, c sabit. (3.46)
Coziim 3.12 (3.46) denklemi L, = E olmak lizere, operator formda,

Lu (x,t) =—cL.u (3.47)

seklinde ifade edilir. L, ters gevrilebilir bir operatér oldugundan, tersi mevcut olup
-1 !
L' ()= [ () (3.48)

seklinde tanimlanir. Ll_l in (3.46) denkleminin her iki yanina uygulanmasi ve verilen

sinir kosulunun kullanilmasiyla,
u(x,t)zx—th_l (Lxu(x,t)) (3.49)

elde edilir. u(x,t) ayrisim serisinin (3.49) denkleminde yerine yazilmasiyla

8]

Zun (x,t) =x—cL'

n=0

L

X
n=0

iun (x,t)]] (3.50)
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elde edilir. u(x,t) ayrisiminin birkac teriminin kullanilmasiyla, (3.50) denklemi
uO +u1 +u2 +"':x_th_l (Lx (uo +u1 +u2 +')) (3.51)

halini alir. Boylece, u,,u,,u,,... bilesenleri asagidaki ardisik iligki yardimiyla bulunur.

<
—
=
~
~
Il

—cLl_l (Lx”o) =—ct, (3.52)
uy (x,1) = —cL;" (Lay)=0.

Buradan, u, =0, k>2, oldugu gorilir ki aranan ¢6ziim,

u(x,t) =x—ct (3.53)
olarak elde edilir.

Ornek 3.13 Verilen adi diferensiyel denklemi Adomian ayrisim yéntemiyle ¢6ziiniiz.

u'(x)—u(x)=xcos—xsinx+sinx, u(0)=0. (3.54)

Coziim 3.13 L, :8i ve L'!()= fx(.)dx olmak tzere, L', (3.54) denkleminin her
X 0

iki tarafina uygulanirsa;

L! [u'(x)] — ! [u (x)] =L [x COS— X Sin x + sin x], (3.55)

u(x)—Lf1 [u(x)] :j; xcosxdx—j;) xsin xdx+j;) sin xdx, u(O)zO. (3.56)
seklinde elde edilirken, ilgili integrallerin hesaplanmasiyla ve denklemin dizenlenmesi
ile,

u(x)=xsinx+xcosx—sinx+L;l(u(x)) (3.57)
denklemi elde edilir. Buradan,

Uy = XSIN X + X COS X —SIn X,

X
ulzf Uydt = —xCcos x +sin x +xsinx +2cos x — 2,
0

(3.58)
Uy, = j; udt = —xsinx —2cosx +3sinx —2x + 2,
olarak bulunur ve boylece kesin ¢coziim,
u(x)=xsinx (3.59)

olarak elde edilir.
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Ornek 3.14 Verilen 1si denklemini Adomian ayrisim metodu yardimiyla ¢éziiniiz.

O<x<m, >0,

3.60
u(ﬂ',t):(), f20a ( )

Coziim 3.14

t-coziimi:

2

0
(3.60) denklemi L, :E ve L, = F olmak lizere, operator formda,
X

Lu(x,t)= Lau(x,t) (3.61)

olarak yazilir. L, ve L operatorlerinin tersleri,

5'()=['Car, 1= [ ["()dvax (3.62)

seklinde tanimlanmak (izere, (3.61) denklemin her iki yanina L ' operatori

uygulanirsa,
Lt_lLtu(x,t) = u(x,t)—u(x, 0) (3.63)
elde edilir ve u(x,0)=sinx kosulunun kullanilmasi ile,

u(x,t) =sinx—i—Lt_1 (Lxu (x,t)) (3.64)

olarak bulunur. (3.8) esitligi (3.64) denkleminde yerine yazilirsa,

iun (x,t)=sinx+L"|L, iun (x,t)]] (3.65)
n=0 n=0

elde edilir veya diger bir deyisle,
Uy 1y +tty +---=sinx 4L’ (Lx (”0 +u +u, +)) (3.66)
olur. Boylece tekrarlayan algoritma,

uy (x,1) =sinx,

uy (x,t) =L (L, (uy)) = —tsinx,
1 (3.67)
uy (x,t) =L (L, (u))= Etz sin x,

olarak elde edilir. Sonuc olarak u(x,t) ¢Ozliminiin seri formdaki hali,
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u(x,t) =uy (x,8)+uy (x,0)+uy (x,0) 4+,

: (3.68)
u(x,t):smx ]_t_{_itz ..
2!

seklinde olur ki e’ ’nin McLaurin seri acilimi yardimiyla,

u(x,t)=e"'sinx (3.69)

olarak bulunur. Bulunan sonug baslangic ve sinir kosullarini saglamaktadir.
x-¢6ziimii: (3.60) denklemi operator formda,
Lou(x,t)=Lu(x,t) (3.70)

seklinde yazilir. L ’e ait ters operator

L;l :j;)xj;)x(.)dxdx (3.72)

olmak lzere, L;l in (3.70) denkleminin her iki yanina uygulanmasiyla,
u (x,t) = u(O,t) + xu, (O,t) —l—L;1 (L,u (x,t)),

u(x,t) = xh(t)—l—L;l (L,u(x,t)) (3.72)

elde edilir. u, (0,#)=/(t) seklinde tanimlanirsa ve (3.8) denklemi (3.72) denkleminde
yerine yazilirsa,

8]

Zun (x,t)= xh(t)—l—L;1

n=0

iun (x,t)]] (3.73)

esitligi elde edilir. Boylece h(t) fonksiyonuna bagli olarak tekrarlayan algoritma

U (x,t) = xh(t),

_ 1
a(60) = 1, (L) = 20 (),

’ (3.74)
u (x,1) = L' (L, )= axsh”(t),
seklinde elde edilir. Buradan ¢6ziimin seri formdaki hali,
_ 1 377 1 510
u(x,t)_xh(r)+§x h (t)+§x R (t)+- (3.75)

seklindedir. 7 (1) bilinmeyen fonksiyonunu bulmak igin
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u(x,0)=sinx (3.76)

baslangi¢ sarti kullanilabilir. (3.75) denkleminde #=0 iken (3.76) baslangi¢ sarti ile

sinx’in x =0 civarinda Taylor aciliminin kullaniimasi ile,

1 5, 1 5.4 . 1 5 1 5
PRk (0)+§xh (0)+---—x—§x T (3.77)

xh(0)+
bulunur. Buradan x’in kuvvetlerinin katsayilarinin esitlenmesiyle,

h(0)=1, K'(0)=—1, K" (0) =1, (3.78)
elde edilir. Bu degerler yardimiyla 4 (t)'nin t =0 civarinda Taylor serisi agiliminin,

lhm(O)f—l—---,

h(e) = h(0)+ B (0)c-+ " (0)* ~.

:1—t+lt2—lt3—l—---, (3.79)
2! 3!

—t
—=e

degerine esit oldugu gozlenir. Boylece u(x,t) ¢6zUimu seri formda,
_ 1
u(x,t):e X——x ——x7 +--- (3.80)

seklinde ifade edilir ki kapali formda yazilmak istenirse,
u(x,t)=e"'sinx (3.81)

sonucuna ulasilir.

Ornek 3.15 Verilen dalga denklemini Adomian ayrisim metodu yardimiyla ¢oziiniz.

Uy, =U,, O<x<m, t>0,
u (0, )zl—l—smt u(m,t)=1=sint, (3.82)
u(x,0)= u, (x,0) = cos x.
2 82
Coziim 3.15 Verilen dalga denklemi L, =57 ve L =52 olmak Uzere, operator
t X
formda
Lu(x,t)= Lau(x,t) (3.83)

olarak yazilir. L, operatérinin tersi

:j:j:(.)dtdt (3.84)

seklinde tanimlanmak Gzere, (3.83) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,
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u(x,zf)=1—f—1fcosx-|—Lt_1 (Lxu(x,t)) (3.85)

ifadesi elde edilir. AAM geregi (3.8) denklemi (3.85) denkleminde yerine konursa,

fpgnﬂ] (3.86)

n=0

8]

> u, (x,0)=1+tcosx+ L
n=0

LX

elde edilir. Buradan tekrarlayan algoritma,

Uy (x,1)=1+1cosx,

w (x,t)=L" (L, (uy))= —%f COS X,

(3.87)
uy (x,8) = I, (L, (1)) = %P cos,
seklinde bulunur. Béylece u(x,t)seri formda
u(x,t)=ug (x,8)+uy (x,8)+u, (x,8) 4
=1+cosx t—%t3+%t5—--- (3.88)
elde edilir ve kapali formda,
u(x,t)=1+cosxsint (3.89)

ifadesine dontsturulir.
Ornek 3.16 Verilen homojen olmayan dalga denklemini Adomian ayrisim metodu

yardimiyla ¢6ziiniz.

u, =u, —2, 0<x<m, t>0,
u(0,¢)=0, u(mt)=m>, >0, (3.90)
u(x,O) =x?, u, (x, 0) =sinx.

2 2
Coziim 3.16 Verilen dalga denklemi L, :y ve L, :y olmak lizere, operator
formda,
Lu(x,t)=Lu(x,t)—2 (3.91)

olarak yazilir. Burada, L, operatériiniin tersi (3.91) denklemin her iki yanina
uygulanmasi ve verilen kosullarin kullaniimasi ile,

u(x,t)zxz-|—z‘sinx—t2 +L (Lxu(x,t)) (3.92)
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olarak elde edilir. AAM geregi (3.8) denklemi (3.92) denkleminde yerine konursa,

o

Zun (x,2)= x* +tsinx—1* + L (Lx (un (x,t))) (3.93)
n=0
elde edilir. Buradan tekrarlayan algoritma,

Uy (x,¢)=x" +tsinx—1*,

w (x,6) =L (L, (uy)) =1 —%P sin x,

(3.94)
uy (x.8) = I, (L, (1)) = %ﬁ sinx
seklinde bulunur. Boylece u(x,t) ¢6zimu seri formda,
u(x,t) =y (x,0) 4wy (x,8)+uy (x,2) 4+,
= x* +sinx t—%t3~l—ét5—---] 3.93)
olarak bulunur ve kapal formda
u(x,t)= x> +sinxsint (3.96)

ifadesine donlsdir.
Ornek 3.17 Verilen lineer olmayan adi diferensiyel denklemi Adomian ayrisim metodu

yardimiyla ¢6ziiniz.

y'=y*=1 »(0)=0 (3.97)

0
Cozlim 3.17 (3.97) denklemi L, =— olmak lzere operatdr formda,
X

nyzl—i—y2

olarak yazilir. L, operatorinin tersi,

olmak lizere, (3.97) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,
y:x+L;‘(y2) (3.98)

elde edilir. AAM’ nin tanimi geregi,

y(x) = Zyn (x) (3.99)
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oldugundan, y2 lineer olmayan terimler,
oo
2
yi=> 4,
n=0

seklindedir. Burada y,(x), n>0, y(x)in bilesenleridir ve A4, Adomian

polinomlarini temsil etmektedir. (3.99) denkleminin (3.98) denkleminde yerine

yazilmasiyla,

oy (x)=x+L">"4, (3.100)
n=0 n=0
elde edilir. Boylece tekrarlayan algoritma,
Vo (X)=x,

(%) . (3.101)
Vin(x)=L"(4,), k=0
seklinde ifade edilirken Adomian polinomlari,
4=
A =2y0,
A, =2y, + ¥}

A =2Y0y3 +2)),,

2

4, = 2y0ys +20y3+ 13 (3.102)
seklinde bulunur. Bulunan polinomlarin (3.101) esitliginde kullanilmasiyla,
yO (x):x,

_ _ 1
n(x)=L"4 =L 1()’02):5963,
=L'4=L"(2 2y
yz(x)— | = ( J’oyl)—gx ,
17

X)=L'4, =L (2y,p, + v ) =—x',

J’3( ) 2 ( Vo2 )ﬁ) 315
(3.103)
elde edilir. Boylece ¢6zlim seri formda,
1 5 2 5 17 ;4

X)=X+=—X +—xX +——=x +-- 3.104

e TRIETY (3.104)

seklinde bulunur ve kapali formda,
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y(x)=tanx
ifadesine dontstlrulir.

Ornek 3.18 Verilen denklemi modifiye Adomian ayrisim metodu ile ¢6ziin{iz.

2.2
u, +u, =3x7y", u(0,y)=0 (3.105)
Cozim 3.18 (3.105) denklemi L, :8_ olmak Uzere, operator formda,
X
2.3 3.2
Lu=3x"y"+3x"y —u, (3.106)

olarak yazilir. L, operatdériiniin tersi,

olmak (izere, (3.97) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,

u(x,y)=x"y’ +%x4y2 — L, (u,) (3.107)

3
elde edilir. MAAM metoduna gbre, f(x,y)=x"y’ —I—Zx“y2 olmak tizere,

fl(x’y):x3y3
3 45 (3.108)
fz(x,y)zzx Yy

seklinde iki ayri fonksiyon cinsinden yazilsin. Béylece modifiye tekrarlayan iliskisi,

Uy (X,Y):x3y3a

u, (x,y) = %x“y2 ! (”o )y , (3.109)
uz(x,y):—L_l(uk)y, k>1
seklindedir.

Uy (an’) :x3y3a

u, (x,y):%x“y2 —L! (3x3y2):0, (3.110)
uk+l(x,y):0, k>1

elde edilir. Boylece ¢6zlim,

u(x,y)=x3y3 (3.111)

olarak bulunur.
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Ornek 3.19 Verilen Ricatti denklemini modifiye Adomian ayrisim metodu ile ¢éziiniiz.
V' =1-x*+y% »(0)=0 (3.112)
Coziim 3.19 (3.112) denkleminin her iki yanina L operatoriinin tersi

L'()= fx(.)dx olmak tizere (3.112) denklemine uygulanirsa,
0
1
y:x—§x3 +Ly? (3.113)

denklemi elde edilir. y(x) ayrisim serisinin kullaniimasi ve y2 ifadesinin Adomian

polinomlari cinsinden yazilmasi ile,

Zyn (x)zx—%)f—{—L_l ZAn (3.114)
n=0 n=0

1 1
elde edilir. Modifiye ayrisim metodu geregince, x—gx3 polinomu x ve —§x3 olarak

iki kisima ayrilir. Boylece, modifiye rekiirans iliskisi

Yo =X,
i =—§x3 +L'(4), (3.115)
Vit :_L_](Ak-i-l)’ k>0

olarak bulunur. Buradan bilesenler,

Yo =X,

1 3 —1 1 3 —1 2
n= P L () =34 £ ) =0 a1
J’k+2:0> k=0

seklinde bulunur. Buradan verilen Ricatti denkleminin genel ¢6zimdi,
y(x)=x

olarak elde edilir [34].
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BOLUM 4

FONKSIYONEL DERECELENDIRILMiS MALZEMEDEN YAPILMIS KiRISLERIN
ADOMIAN AYRISIM METODU YARDIMIYLA TiTRESIM ANALIZi

Bu kisimda, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden (retilen Euler-Bernoulli kirisinin
titresim probleminin, Adomian ayrisim metodu vyardimiyla ¢6zimu yapilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM), 6zellikleri bir noktadan diger bir
noktaya degisen, iki veya daha fazla maddenin belirli oranlarda karistirilmasiyla
Uretilen malzemelerdir. FDM’lerin 6zelliklerinin strekli degisimi, yiksek isiya dayanikl
olma ve malzeme icerisinde gerilimler olusmasina yol acacak yigilmalar icermemesi,
onlari birgcok farkli uygulama alani icin uygun hale getirmistir [24]. Euler-Bernoulli kiris
teorisi, kirisin diizlem kesit alaninin, kirisin egilmesinden sonra diizlem ve kiris eksenine

dik kalmasi kabuliine dayanir. Bu teoride kiristeki ¢cokmeyi ifade eden diferensiyel

denklem w(x,t) ¢8kme, EI(x) egilme momenti (Young Modiili), f(x) birim

uzunluga disen kitle, q(x,t) birim uzunluktaki yik olmak Gzere,

0w

ox?

(x)82w+82
o a2

EI(x) =q(x,1) (4.1)

seklinde dordiincii mertebeden parabolik kismi tirevli diferensiyel denklem ile
modellenir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden vyapilmis Euler-Bernoulli
kirisinde, egilme momenti (Young modiili) ile kirisin birim uzunluga disen kitlesi, «

homojenite parametresi, £/, ile 1, sabitler olmak tzere,

El(x) = Ey ™, ,u(x) = ppe™” (4.2)
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bicimininde Ustel fonksiyonlari seklinde ifade edilir.

4.1 Titresim Probleminin Analizi

Euler-Bernoulli kiris titresim problemi,

0w

ox?

82w+ H?
orr  ox*

p(x)

El(x) = q(x,t) (4.3)

seklinde dordiincii mertebeden parabolik dalga denklemi ile verilir. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme kullanildigindan (4.2)'deki ifadelerin (4.3) denkleminde

yazilmasiyla,

ax azW 82 ax azW
Ho€ W—'—ﬁ Eoloe ? ZQ(X,I) (44)
veya,
O*w 1 9? 0w x,t) _

Y — B e Y= 451) o (4.5)
ot pye™ Ox X Lo

denklemi elde edilir. (4.5) denklemi operator formda,

0? 1 9? 0? xX,t)
t o2 ! x ax 9.2 E()[Oeax_z ve Me "= Q(X,t)
ot foe™ Ox Ox Lo
olmak Uzere,
Lw+Lw= Q(x,t) (4.6)

olarak yazilir. L, operatori ilgili tirevler alinarak yeniden diizenlenirse,

9’ 9 E,l
_ —ax ax __~—~0fo
Lx —=ce ﬁ ﬁ , S —M—, (47)
0
2 62
w
. —0x ax
Lw=ce 3 — |
Ox Ox
_ —axi ax + ax
=ce I ae W, rTe Wl
- —ax 2 ax ax ax
=ce “a e w, +2ae W,  +eTw .|, (4.8)
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Lw=a’ew, +2aew, +ew, . (4.9)
ifadesine dondstaraldr. w(x,t) genel ¢6zimd, u(x,t) homojen kismin ve v(x,t)
homojen olmayan kismin ¢ozimiinii gdstermek Uzere,

w(x,t)=u(x,t)+v(x,1) (4.10)
seklindedir veya operator formda,

Lu+Lu+Lyv+Ly= Q(x,t) (4.12)
0 Q(x,l)

olarak gosterilir.

4.2 Homojen Problem
Ele alinan kiris probleminde, (4.11) denkleminin sag tarafindaki kaynak teriminin ihmal

edilmesiyle homojen kisim,

Lu+Lu=0 (4.12)

operator gosterilir. Denklemin her iki yanina L, operatérinin tersi olan ve iki-katli

integral ile tanimlanan,

- :j;tj;t(.)dtdt (4.13)

operatorinin uygulanmasiyla,
L' [Lu|+ L 'Lu=0 (4.14)

elde edilir. (4.14) denkleminde L' [Lu] ifadesi,

_ n 9

L Lu fj;@s@n X,S dsdn, (4.15)
n ‘
]

Lt_] [Ltu] =u (x’ 77)‘; - 1’]14" (x’ 0) ; ’

%u(x,n)—%u(xﬁ) dn,

_ t 0
£ L= [ 3l

Lt_1 [Ltu] =u(x,t)—u(x, 0)—tut (x, O), (4.16)
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oldugundan, (4.16) denkleminin, (4.14)" de yazilmasiyla,

u(x,t) =u(x, O)—i—tut (x, O)—Lt_1 [Lxu] (4.17)
elde edilir. Baslangic sartlari,
0
u(x,O) =aq, (x), —u(x,O) =aq (x)
ot
olmak lizere u(x,t) ¢Ozliim fonksiyonu,
u(x,t) =a, (x)—i—tal (x)—Lt_leu (4.18)

seklinde bulunur. AAM’ye goére, u(x,t) ¢Ozliim fonksiyonu,

u (x,t) = Zui (x,t) (4.19)

biciminde sonsuz seri ile ifade edilir ve (4.19) esitliginin (4.18) denkleminde yerine

yazilmasiyla,

zoo:ui (x,)=a, (x)+1a, (x)—Lt_lef:ui (x,2) (4.20)
i=0 i=0

elde edilir. Ayni indeksli terimlerin birbirine esitlenmesi ile,

uy (x,1) = ay (x)+ta; (x)

olarak bulunur. Boylece tekrarlayan baginti,

u, (x,t) =—L'Lu, (x,t) (4.21)
iteratif denklemi ile gésterilir. Homojen ¢6zim olan ; (x,t)' nin bilesenleri,

uy (x,1) = ay (x)+ta, (x),

wy (x,t)=—L, 'Lty (x.t) =L {L,

a, (x) +ta, (x)]},

1l 2 " " " 2 N " "
u, (x,t):—L, a‘eay, +2aca, +ea —H(a ea, +2aea; +ea; ||,

A(x)

B(x)
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1 { TR NG
e R P e

seklinde bulunur ve boylece devam edilirse genel ¢6ziim,
. .
LIX = LXEX

olmak Uzere,

w, (x,0) = —L, "L, (x,0) = (—1) L |a, (x)%ju a, (x) (;;i:l)! (4.22)
olarak elde edilir. Baslangic sartlari,

u(x,0) = a (x) = £ (x). (4.23)
9 o (x,0)= 4 (x) = g (x) (4.24)

ot

seklinde verilsin. Basglangi¢ sartlari olan g, (x) ve q (x) fonksiyonlari sinir kosullarini
da saglar. Homojen ¢6zim u; (x,t) bilesenlerinin toplami seklinde olup, eger tiim
u (x,t) bilesenleri ayri ayri tim sinir sartlarini saglarsa, o halde bilesenlerin toplami da
sinir sartlarini saglar. Fakat (4.22) de gosterildigi gibi ¢6zim, f(x) ve g(x)
fonksiyonlarina (—l)iL’;C operatoriinin uygulanmasi ile elde edilmektedir ki bu

operator tlrev operatori oldugundan (x,t) fonksiyonlari sifir olabilmektedir. Bunu

onlemek igin f(x) ve g(x) fonksiyonlarini ¢, (x),qﬁz (x),q§3(x)... seklinde bilinen

ortogonal fonksiyonlar cinsinden Fourier serisine acalim. Buna gore,
f(X)Zij% (x), g(X)ZZCj% (x) (4.25)
J=l Jj=1

seklinde tanimlanir ki ortogonalite 6zelliginden yararlanarak,
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bj :j;lf(x)¢jdx, ¢; :ng(x)¢jdx, (4.26)
katsayi degerleri elde edilir. Ele alinan fiziksel problemin ¢6zimdi,

L.p=Mp(x), (4.27)
Bp(x)=0 (4.28)

seklinde verilen kendine-es (self-adjoint) sistemin 6zdeger ve 06zfonksiyonlarinin

bulunmasi ile ilgilidir. (4.27) ve (4.28) denklemlerinden,
Lg;(x)=Xo;(x), (4.29)
I, (x)= Ny () (430

A Ozdegerleriile ¢, (x) ozfonksiyonlari elde edilir. (4.29) Denkleminde, (4.9) denklemi

ile tanimlanan L, ’in yazilmasiyla,

O’ o 9%
2
a‘e 52 Q€ P € Py ¢(x) ( )

elde edilir. Boylece denklem,

6" +200" +0%"—2 =0 (4.32)
€

seklinde dordiincii mertebeden bir diferensiyel denkleme donisir. O halde denklemin

¢ozima,

A

Z-p* (4.33)
€

olmak Uzere,

_g+\l(xz+4ﬁ2

2 2

@ \/az -i-4;82

2 2

o \/a2—452

+

2 2

2

_a \m2—4ﬁ2
2

qS(x) =ce +cye +cye +cye ] (4.34)

seklinde bulunur. Diger yandan (4.23) ve (4.24) baslangic sartlarinin (4.25) ile ifade

edilmesi ve (4.22) denkleminde ifade edilmesiyle,
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00 ; Z2i Z2i+1
00 00 ; 00 t2i o0 t2i+1
=5 p , -1y L b )
; /¢1 (x)—i_tjzlcj(b_l (x)+lzl( ) X ; 1¢/ (x)(zl)'—i_;clgbl (X)(21+1)'
2i 2i+1
o oy Py P X
_ b i J + T i J ,
3o 3o g 4 S g e
00 C.
= b. Nt +—L=sin \.t|o. 4.35
; 1, €os A, \/)\Tsm ' ]gbj (x) (4.35)
genel ifadesi elde edilir.
4.3 Homojen Olmayan Problem
Homojen olmayan kisim, (4.11) denklemine gore,
Q(X,t) o — Q(x,t) (4.36)
Ho
olmak Uzere,
Lv+Lv= Q(x,t) (4.37)

olarak operatér formda vyazilir. Benzer sekilde, denklemin her iki yanina L,

operatorinin tersi olan ve iki-katli integral ile tanimlanan,

L'= j;t j:() dt dt (4.38)

operatorinin uygulanmasiyla,
v(x,t)= —L'Lv+ Lt_lQ(x,t)

elde edilir. AAM’ ye gore, v(x,z‘) ¢Ozliim fonksiyonu,

v(x,t) = Zvl- (x,t) (4.39)

biciminde sonsuz seri ile ifade edilir ve benzer sekilde
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o0 o0

Zvl- (x,2)= —L,_ILXZVZ- (x,2) —{—L,_lQ(x,t) (4.40)

i=0 i=0

elde edilir. Ayni indeksli terimlerin birbirine esitlenmesi ile tekrarlayan algoritma,

vo =L '0(x,1), (4.41)
w=-L 'Ly, =—L"[L,0(x1)],

vy=—L Loy =L { L' [LO(x1)]},

v=(-1) (' )W) L.Q(x,1) (4.42)

olarak elde edilir ve (4.41) denkleminden
v = (1) (£ Ly (1) (4.43)

ifadesi elde edilir. Homojen problemin ¢oziimiinde oldugu gibi benzer sekilde, (4.36)

denklemi ile verilen Q(x,t)’nin Fourier serisine acilimi kullanilirsa,

0(1)= 3N, (1)6, x) (.40
N,(0)= [. 0.6, (x)ds (4.45)

elde edilir. (4.42) denkleminde (4.45) esitliginin yazilmasiyla,

i i+ i S
=1 () LN, (00, (3 (0.46)
J=l
olarak bulunur ve bdylece (4.30) denkleminden,

(0= 20 (1) X, ()N, (o) (4.47)

J=1

olarak elde edilir. Lt_l, L, operatoériniin tersi olup, iki kath integral ile
tanimlandigindan,

i

L, =N, (r)(L;‘) (4.48)
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olmak Uzere,

LO=N,0(5")= [ [N (o)dodr = [' N, (o)
11<r>:N.,~<r>(L:‘)2:L:w),

= [ 1(o)(e-

— [(t=0) [N, (0) o) drdo.

= [0 [N, ()(o=7)(t—0)dodr,

= ['n,(7) [ (o=7)(t0)dodr,

- f [N —0)drdo,

:fO’NJ.(T)(t‘T}

:foth(U)(t_

olarak bulunur ve genellestirilirse,

I.,=N, (t)(Lt_l)i _ ft N, (U) (t —'O')ZH-] B

0 (2z+1)!

seklinde elde edilir. Boylece (4.47) denklemi,

v (x,1) = é(_ 1 N, (x) [N, (o) <’(;"+)1; do

U)da,

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

ifadesine donlstardlir ve (4.39) esitliginin de kullanilmasiyla homojen olmayan kismin

¢ozimu,

=SS, ) (e

i=1l j=1
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ol eser 2

(2i+1)!

i=0

:é%ﬁj)ﬁl]\fj (U)sin\/Yj(t—U)da (4.53)

seklinde elde edilir. Boylece (4.10) ile verilen homojen ve homojen olmayan kisimlarin

toplami ile elde edilen w(x,t) genel ¢6ziimd,

w; =\

kirisin dogal salinimini géstermek Uzere,

o0 C; 1 t
)= |b, t+—Lsinwit+— | N, (o)sinw,;(t—0c)dop, 4.54
w(x,1) ; ; cosw_lt—l—wj s1nwjt—i—wj j; i(o)sinw; (1—0) ‘7}@/ (x) (4.54)

olarak bulunur [22].

Ornek 4.1 Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme kullanilan basit mesnetli bir kirisin
titresimini AAM yardimiyla inceleyelim. FDM kullanildigindan kirisin birim uzunluguna
disen katlesi ile egilme momenti (4.2) denklemi ile verilsin. Bolim 2’'de belirtildigi gibi
boyle bir kirisin uclarinda cokme ve egilme momenti sifirdir (Cizelge 2.1). Buna goére bu

kirise ait sinir sartlari,

2

w(0.0)=0, 2¥(0,1)=0, (4.55)
Ox
2

w(l,t)=0, 6—2”(“):0 (4.56)
Ox

seklinde verilir. Baslangic kosullari,
w(x,O) =f(x)=x—2x3 +x*,

%(x,O)zg(x)zO

olarak verilsin. Ele alinan titresim problemi,

82
Eylye™
Ox

0w 1 9
2 + ax 2
ot pye™ Ox

q (X, t) e—ocx
Ho
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seklindedir. ilk olarak kiris Gizerinde herhangi bir yiik olmadigini varsayalim ve homojen

kiris problemini ¢ozelim. (4.34) Denkleminin diizenlenmesiyle,

,042"‘452)6 ,042—1—4[32 x]
2 2

—Q

¢(x)=e? |¢ cosh + ¢, sinh

462_052

+c5 cos [#x + ¢, sin (4.57)

482 _ o2
N4 —a”
2 ]

elde edilir. (4.57) Denklemindeki bilinmeyenlerin bulunmasi icin ihtiyac duyulan sinir

kosullari bir kirisin iki ucundaki sartlara bagh olarak degisir. Basit mesnetli kirise ait sinir

sartlari kullanilirsa, qb(x)'e ait sinir sartlari,

_ d°6(0) _
$(0)=0, e 0, (4.58)
2
¢(1)=0, d ¢§l) =0 (4.59)
dx

seklinde ifade edilir. (4.58) ve (4.59) sartlarini, (4.57) denkleminde kullanalim. ilk

olarak,
:\/a2~|—4[32 0:\/452—042
2 2
olmak uzere
¢(0)=¢,+¢; =0, (4.60)
o(l)= e [¢; cosh (1) + ¢, sinh (k) +c; cos (61) + ¢, sin (01)] = 0 (4.61)

. " e I .. .
denklemlerive ¢ (x)' in ikinci trevinin alinmasi ile,

¢"(0)=c +¢;—a [Czl'i +c49] + ¢k —cy0” =0, (4.62)

2 o
¢”(l):%e 2 [¢; cosh (ki) + ¢, sinh (k1) +c; cos (01) + ¢, sin (61)]

«

+2 —%e 2 [¢yrssinh (k1) + ¢y cosh (k1) —c,0 sin (01) 4 ¢,0 cos (01 )]

57



o

+e 2 [clmz cosh (k) + c,k” sinh (HZ)—C3¢92 cos (1) —c,0%sin (91)} =0 (4.63)

denklemleri elde edilir. Elde edilen dort bilinmeyenli denklem sistemi, (4.60) ve (4.62)

denklemleri yardimiyla, ¢, ve c; katsayilarinin ¢, ve ¢, cinsinden yazilmasiyla,

ac, +bc, =0,

(4.64)
cc, +dc, =0

seklinde iki bilinmeyenli denklem sistemine donustirilmis olur. Bu denklem sistemi

matris formda,

:

olarak gosterilir ki buradaki katsayilar matrisinin icerigi Ek A’da verilmistir. Eger

a b
c d

(&)

0 (4.65)
0 .

Cy

¢, =c4, =0 ve dolayisiyla ¢, =c; =0 kabul edilirse agikar ¢6ziim elde edilir ki bu da

kiris Gzerinde titresim hareketlerinin olmamasi anlamina gelmektedir. Bunun igin (4.65)
denkleminde verilen katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi gerekir. Gerekli

islemler yapildiginda,

a=1, I=1ver=¢e3", e=1

sinh

J1+45°
2

olmak Uzere,
1445 Sin[\/wzl]
’ ’ + V165" 1 =0 (4.66)
4
COS[\Mﬁ;l]l (85 ~1)

cosh

denklemine ulasilir. (4.66) Denkleminden elde edilen (3, i=1,2,3,...,degerleri ile

aranilan dogal salinim bulunmus olur. Niimerik hesaplama ile (4.66) denkleminin ilk g

kok,
B,=3.127, [3,=6290, B,=9.432

seklinde elde edilmistir. Diger yandan (4.57) denkleminde ¢,,c, ve c; katsayilarinin ¢,

cinsinden yazilmasiyla,
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sin

(\/1+4ﬁ2 “H;wz

45221] —J43% —1sinh

G
g sinn | V14 +(\/1+452)cos[4ﬁ;1](m)cosh @
G
X cosh —“H_;wzx]
—\4p* —1|cosh 1+24ﬁ2 sin[“‘w;l]]4ﬁz sin \/45221”
+cy
G
xsinh @x}
1+ 447 sin g —\43* —1sinh ﬂ
Ve sn V2L o J :
G4
—43 sinh @ —l—m cos[\/éwzzil]cos[@
S
X COS —“4%2_1)( +c,sin —\/‘wzzlx”

seklinde ifade edilir. Her (3 degerine karsilik ilgili katsayilar hesaplanir. Ornegin,

B, =3.127 igin ¢, =1 alinmak Uzere,
¢ =0.1335, ¢, =—0.1500, c; =—0.1335
katsayilari elde edilir. Benzer sekilde 3, =6.290 igin,

¢ =0.0734, ¢, =-00730, ¢, =-—0.0734
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katsayilarive 3; =9.432 igin,
¢, =0.0502, ¢, =—0.0502, ¢; =—0.0502

katsayi degerlerine ulasilir. Problemin 6zfonksiyonlari qﬁj (x),

I
,(f@éfdxzu%
0

seklinde ortonormallestirilir. Oyleyse qﬁj (x) salinim fonksiyonlari j=1,2,...,5 igin,

9
/]

2

1
¢ (x)=03679x10"¢ 2 (0.6679>< 10” cosh (3.1658x)—0.7501x10” sinh (3.1658x)

—0.6679 %10 cos(3.0859x) +5x10” sin (3.0859x))

1
¢, (x)=0.3558x10""%e 2 (0.3670>< 10" cosh (6.3103x) — 0.3654x10'"" sinh (6.3103x)

—0.3670x10" cos (6.2765x )+ 5x 10" sin(6.2765x))

1
x)=0.8886x10 % 2" (0.1005x10"° cosh (9.4456x) — 0.1005x 10" sinh (9.4456x
¢ () e 2 | " cosh( ) Y sinh )

—0.1005x10" cos(9.4191x)+2x10" sin(9.4191x))

olarak bulunur. Secilen salinim fonksiyonlari ortogonal oldugundan,

u(x,t):i bjcos\/rjt+ % sin\/rjt]aj(x) (4.67)
= ' W

denkleminde bj ve ¢ katsayilari,
1 1 1 1
3, .4
b =] f(x)¢di= [ x=20+x"¢,dc ;= | g(x)g dr= [ 0-¢,dx=0
oldugundanyine j =1 igin,
1
b= [ x—2x ', de=022168

olarak elde edilir. O halde,

u, (x,t) = (x)b1 cos\/)TIt ,
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1
uy (x,t)=0.8157x10"""e 5x(0.6679><109 cosh (3.1658x)—0.7501x10” sinh (3.1658x)

—0.6679%10” cos (3.0859x )+ 5x10” sin (3.0859x)) x c0s(9.7729¢)

olarak elde edilir. Burada, A= 3" oldugundan, ﬂ=ﬁ12=9,77350 seklindedir.

Benzer sekilde u, (x,t) 'yi hesaplayalim. j =2 icin, b, =0.03144 ve \/g=39.57026
olmak Uzere,

1
uy (x,6)=0.1118x10""¢ 2° (0.3670>< 10" cosh (6.3103x) —0.3654 10" sinh (6.3103x)

—0.3670x10' cos (6.2705x) 4 5x10'"° sin(6.2705x))>< cos(39.570¢)
olarak elde edilir. Boylece devam edildiginde, j=3 icin, b; =0.00244 ve

JAs =88.97054 olmak iizere,

1
uy (x,1) = 02175x10 B¢ 2 (0.1005x10‘° cosh (9.4456x)—0.1005 x 10" sinh (9.4456x)

—0.1005%x10" cos (9.4191x) +2x10'"" sin (9.4191x))><cos(88.970t)
seklinde ilk ¢ bilesen hesaplanmis olur. Simdi, ele alinan kiris Gizerinde herhangi bir

yik olmasi durumunu ele alarak homojen olmayan kismin ¢6zimiuni yapalim. (4.1)

Denklemindeki ¢(x,¢) yiki,

2 —x—t

q(x,t) =xe (4.68)

seklinde tanimlansin. O halde (4.36) denklemi,

2 —x—
xexl

Ky

e = Q(x,t) (4.69)

olarak yazilabilir. Burada, 1, sabit ve ao=1 alinmasiyla,

Q(x, t) — 22

olarak elde edilir ve bulunan deger (4.45) denkleminde yerine konursa,

N, (0= [ 0(x0), (x)dx= [ X%, (x)dx (4.70)
elde edilir. /=1 ve qﬁj (x) degerlerinin, j=1,2,...,5, (4.70) denkleminde yerine
konulmasiyla Nj(x) degerleri bulunur. Bu degerlerin v(x,t) genel ifadesinde
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yazilmasiyla homojen olmayan ¢6ziim elde edilir. Homojen, u(x,t), ve homojen

olmayan denklemin, v(x,t) , cozimleri birlestirildiginde,
w(x,z‘) = u(x,t)+v(x,t)

problemin genel ¢c6zimu elde edilir. Bu ¢6ziime ait sayisal degerler Ek B’da verilmistir.
Homojenite parametresi o =0.01 durumunu inceleyelim. Bu durumda, homojene
yakin bir malzemeden Uretilmis kirisin titresim problemi ele alinmis olur. o« = 0.01 igin,

problemin 6zdegerleri

B,=3.1415, B,=62831, [B,=9.4247

seklinde elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse,

1
¢ (x)=0.1417x10 e 2 (0.1588x10' cosh (3.14160x) —0.1732x10'" sinh (3.1416x)

—0.1588%10" cos(3.1415x) +10x10"" sin (3.0859x))
b =0.22182

olarak elde edilir. Boylece bulunan degerler,

gb cos [\, \/C)I\T i \/th](b_j(x)

denkleminde yerine yazilirsa,

y (x,£) = 0314410 %" (0.1588x10' cosh (3.1416x) —0.1732
10" sinh (3.1416x)—0.15588x10'" cos (3.1415x)
+1x10' sin (3.1415x) |cos (9.7729¢)

elde edilir. Devam edilirse b, = —0.00049 ve b, = 0.00083,

t (x,£) = 0.45382x10 e % (0.1588 10 cosh (6.283 1x) — 0.1732
10" sinh (6.2831x) —0.15588x10'" cos (6.283 1x)
+1x10 sin (6.283 1x) | cos (39.4784¢ )
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(x,£)=0.1294x10 "¢ ****(0.7951x10' cosh (9.4247x) - 0.7921
10" sinh (9.4247x)—0.7951x10'" cos (9.4217x)
+1x10" sin (9.4217x))cos (88.8264¢)

olarak ilk U¢ bilesen elde edilir. Denklemin homojen olmayan kisminin ¢6zimini ele

alalim. Kiris tizerinde (4.68) denkleminde oldugu gibi tanimlansin. O halde,

2 —x—t
X e e — Q(x,t) = Q(x,t) — x26—1.01x—l

Ho
yazilabilir. Elde edilen degerler (4.53) denkleminde yerine konulursa, benzer sekilde

homojen olmayan kismin ¢éziimiine ulasilr.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden imal edilmis, dordiinci
mertebeden degisken katsayili kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade edilen, Euler-
Bernoulli kirisinin titresim problemi Adomian Ayrisim Metodu (AAM) yardimiyla ele

alinmistir.

Euler-Bernoulli kiris teorisi genel hatlari ile incelenerek, farkh sinir kosullarina sahip
kirisler tanitilmistir. Ardindan, Adomian ayrisim metodu analizi Uzerinde durularak,
Adomian polinomlarinin hesaplanmasina iliskin algoritmalar verilmistir. Metodun adi

ve kismi tirevli denklemlere uygulamalari gesitli 6rneklerle gosterilmistir.

Homojen olmayan bir kirisin bu metot ile ¢éziminin yani sira, yeterince kiiclk
homojenite parametresi kullanildiginda, homojen kiris Gzerinde ¢alisan Haddadpour’un
[22] degerleriyle ortustligl gorilmustiir. Cozime ait degerler Cizelge 5. 1 ile verilmis

olup grafiklerle gosterilmistir.

ileride ayni metot, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis plakanin

titresim problemi gibi farkli 6rneklere uygulanabilir.
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Cizelge 5.1 o =0.01 igin u(x,t) ¢Ozlimlerinin Haddadpour’un ¢alismasi ile

karsilastirilmasi

t=0.25 t=0.75

X Haddadpour [22] Yigit Haddadpour [22] Yigit

0 0 0 0 0
0.1 -0.0743 -0.0751 0.0415 0.0476
0.2 -0.1452 -0.1420 0.0795 0.0913
0.3 -0.1987 -0.1941 0.1105 0.1269
0.4 -0.2323 -0.2279 0.1309 0.1503
0.5 -0.2438 -0.2386 0.1380 0.1584
0.6 -0.2323 -0.2280 0.1309 0.1498
0.7 -0.1987 -0.1956 0.1105 0.1264
0.8 -0.1452 -0.1435 0.0795 0.0908
0.9 -0.0767 -0.0761 0.0415 0.0473
1.0 0 0 0 0

Cizelge 5. 2 Farkli o degerleri icin problemin 6zdegerleri
o degerleri Ozdegerler
B, By By

a=0.01 3.14160 6.28319 9.42478
a=0.5 3.13773 6.28350 9.42669
a=1.0 3.12617 6.29050 9.43242
=20 3.08139 6.31869 9.45543
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Sekil 5. 1 ov=0.01 igin homojen, u(x,t), kismin ¢dziimii

Sekil 5.2 «v=0.01 igin homojen olmayan, v(x,¢), kismin ¢dziimii
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Sekil 5.3 av=0.5 i¢in homojen, u(x,t), kismin ¢dzimii

Sekil 5.4 av=0.5 i¢in homojen olmayan, v(x,t), kismin ¢dzimii
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Sekil 5.6 a = 1.0 icin homojen olmayan, v(x,¢), kismin ¢ézimi
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u(x,t), kismin ¢dziimii

Sekil 5.7 o = 2.0 i¢in homojen,

v(x,t), kismin ¢éziimi

Sekil 5. 8 o = 2.0 i¢in homojen olmayan,
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EK-A

KiRiS PROBLEMININ COZUMU iSLEM BASAMAKLARI

Homojen kiris probleminin ¢ozimi Bolim
sembolik programlama dili

verilecektir.

(blv_i_za(b///_i_az(b//_é(bzo
e

4'de ele alinmistir. Bu kisimda Maple

kullanilarak elde edilen ¢6zimin ara basamaklari

Denklemi ile verilen problemin genel ¢cozimi A/ e = ﬁ“ olmak lizere;

dsolve (diff (u(x) ,x$4)+2*alpha*diff (u(x) ,x$3)+alpha*2*diff (u

(x) ,x$2) -beta*4*u(x)=0) ;

&+7M‘>‘2+452

[[ O e )
2 2 x T2 2 x “2t 2 x
u(x)= _Cle + C2e + C3e

+ C4e ? ?
seklinde bulunur. Burada,
>eta:=sqrt(4*beta”*2+alpha*2) ;
>xi :=sqrt(4*beta*2-alpha“*2);

n=+1+4p

E=./4B* -1

verilen degerlerin denklemde yazilmasiyla ;

>phi0:=unapply (exp (-

alpha/2*x) * (Cl*cosh (eta*x/2)+C2*sinh (eta*x/2)+C3*cos (xi*x/2
)+C4*sin(xi*x/2)) ,x,alpha,eta, xi);
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00 =(x,0, M, &) >

~12ax 1 . (1 1 Na!
el e (Cl cosh(2 n x] +C2 smh(2 n x] +C3 cos(2 & x] + C4 sm(2 & xn

elde edilir. Bulunan denklemin ikinci tlrevi hesaplansin.

>phi2:=unapply(collect (diff (phi0 (x,alpha,eta,xi) , x$2),[C1l,C
2,C3,C4]) ,x,alpha,eta, xi) ;

$2 :=(x,oc,n,§)—>(
C1+(

C2+

N7 N S N Ny

I 5 (-12ax) 1
(4(1 e cos(zﬁx]+

C3+

(1 5 (-12ax) . (
Z(X. € Sin

4

Sinir Sartlari yerine koyma;
>Eql:

>Eqg2

>Eqg3

- x 1
ETS cosh(2 n x] —=

- x) ., (1
q2el e )smh(znx]—

N —
gxe
=

~—
|

(112 a x)

(-172 o x)
ae cos

ae 2% sin 1
2

=phi0 (0,alpha,eta,xi) ;

:=phi2 (0,alpha,eta, xi) ;

(1 1 (-12ax) 1 )
smh(znx]n +5€ cosh(znx]n

1 1 (-12ax) . (1 )

2nx]n+4e s1nh(2nx]n
l (12 a x) l )

&x]§—4e cos(zﬁx]ﬁ]

:=simplify (exp(1/2*alpha*l) *phi0O (1,alpha,eta, xi));

>Eg4d:=collect (simplify (exp(1/2*alpha*l) *phi2 (1,alpha,eta, xi

)),[Cl,C2,C3,C4]);

Eql :==CI +C3

Oﬁ
T2

Eq3 =Cl cosh(nz] +C2 smh(nz] +C3 cos(

&2[] +C4 sin(gzl]



:1: o’ cos( izl] + ; a sin(%l] g - 411 cos(%l] g2 c3

1 gl 1 gl 1 &l
+( 4s1n(2 §+4oc sin > 5 @ cos| = E|1C4
>Cll:=solve((1/4*alpha”*2+1/4*eta”2) *Cl-

1/2*alpha*eta*C2+(1/4*alpha*2-1/4*xi~2)* (-C1) -
1/2*alpha*xi*C4=0,Cl) ;

>C33:=-C11;

2a(nC2+EC4)

Cll =
n’+¢’

033 ::_2oc(n 2C2+2§C4)
n +¢&

¢, ve ¢, katsayilarinin ¢, ve ¢, cinsinden yazilmasi ile elde edilen denklem sistemi;
>Egxl:=collect(subs ({C1=C1l1,C3=C33},Eg3),[C2,C4]) ;

>Egx2:=collect(subs ({C1=C1l1,C3=C33},Eg4),[C2,C4]) ;

/ 2an cos(%l] 2an cosh(nzl]
Egxl = sinh(n] e 22
2 n’+§ n’+§

2o i zclsf;(znzl] ) Sm( 21] 20 j:l@l]

4

1. (nl 1 nliy 1 nl
Egx2 = 4smh(2]n ks smh(z] 2occosh( ]n

) el ()

n’+g’
2 (1 o’ cosh(nl] PN smh(nl] n+ ! cosh(nl] nZ] an
4 2 2 2 4 2
+ C2 +

n*+&°

B —
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1 niy_ 1 o miy 1 niy o
2(4a(mm(2] 2asm%:2]n+4cw%l2]n]a§ 1 (eI,
> .3 ZSH’I*%
n +¢

+ia2$n(gé)—;aco{%;]§
2 G a’? cos(%l + ; a s:z(?;] & - 411 cos(%l] %2] af 5

Bulunan denklem sisteminin matris formda yazilmasi;

>with (LinearAlgebra) :

>KK:=Matrix ([[sinh(1/2*eta*l) -

2*alpha*eta/ (eta”2+xi*2) *cos (1/2*xi*1l)+2*alpha*eta/ (eta”2+x
i~2)*cosh(l/2*eta*l) ,2*alpha*xi/ (eta”2+xi”*2) *cosh(1l/2*eta*1l
)+sin(1/2*xi*1l)-2*alpha*xi/ (eta”2+xi”*2) *cos (1/2*xi*1)],
[1/4*sinh(1/2*eta*1l) *eta”2+1/4*alpha*2*sinh(1/2*eta*1l) -
1/2*alpha*cosh(l/2*eta*l) *eta-

2*(1/4*alpha*“2*cos (1/2*xi*1)+1/2*alpha*sin(1/2*xi*1) *xi-
1/4*cos(1/2*xi*1l) *xi~2) *alpha*eta/ (eta”2+xi”*2)+2* (1/4*alpha
~2*cosh(l/2*eta*l) -

1/2*alpha*sinh(1/2*eta*1l) *eta+l/4*cosh(1l/2*eta*1l) *eta”2) *al
pha*eta/ (eta”2+xi*2) ,2* (1/4*alpha“2*cosh(l/2*eta*1l) -
1/2*alpha*sinh(1/2*eta*1l) *eta+l/4*cosh(1l/2*eta*1l) *eta”2) *al
pha*xi/ (eta”*2+xi*2) -

1/4*sin(1/2*xi*1l) *xi~2+1/4*alpha”~2*sin(1/2*xi*1) -
1/2*alpha*cos (1/2*xi*1) *xi-
2*(1/4*alpha*“2*cos(1/2*xi*1)+1/2*alpha*sin(1/2*xi*1) *xi-
1/4*cos(1/2*xi*1l) *xi*2) *alpha*xi/ (eta*2+xi”*2)]]);

2anam§l 2ancmhﬂl
. (nl] 2 2
smhAEf — + ,

n’+ &’ N+ &’
) )
2a i ZT};E”] ) Sm( %21] 20 ichc:sg;]

) Lo )
2 G a’ cos(%l] +; ( ] = cos(%l] ] n

n*+&°
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seklinde hesaplanir. =1 i¢in elde edilen degerler;
>alpha:=1; 1:=1;
>eta:=sqrt (4*beta*2+alpha”2) ;

>xi :=sqrt(4*beta”*2-alpha”2);

[=1
A1+ 4 p?

n:=
g=./4p -1

>dd:=Determinant (KK) ;

dd = —; [16 sinh(w] B sin(“?’z_l]

2 2
2
+sinh(v1+2482] 4pP-1 1+4Bz—2sinh(v12482]sin(v4822_1]

2 2
v eod BT gt conf ] e e

2
—sin(4[322_1] 1+4p%./4p* -1
+2./1+48° cos(”z_l}M B2—1 cosh{wﬂ/ B?

2 2

>ee:=collect(simplify(dd) ,sin) ;



| (8 sinh(m] B — Smh(@]] Sm(“ﬁz—l]

— 2 2
ee.——z Bz

| ARSI+ 4 Bt 144 COS(W]WCOS}{W
- ;

Boylece, ee denklemini sifir yapan 3 degerleri aranan ¢6zimin 6zdegerlerini verir.
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EK-B

KiRiS PROBLEMININ GENEL COZUMUNE AiT SAYISAL DEGERLER

Bu kisimda, Maple sembolik programlama dili yardimiyla elde edilen genel ¢6ziim ve
¢Ozlime ait grafiklerin bulunmasinda kullanilan sayisal degerler verilecektir.

a =1 icin elde edilen degerler;

>Rphi :=exp (-

alpha/2*x) * (Cl*cosh (eta*x/2)+C2*sinh (eta*x/2) +C3*cos (xi*x/2) +C4*
sin(xi*x/2)) ;

) e o 12 o 4B o o 14821

Rphi =e 5 5
. 4B*-1x
)

>SonFil:=simplify (subs(beta=3.12616544 ,Rphi)) ;

SonFil =0.2000000000 10 &> (0.667903495 10° cosh(3.165898034 x)

—0.750146197 10 sinh(3.165898034 x) — 0.667903495 10° cos(3.085921314 x)
+0.5000000000 10! sin(3.085921314 x))

>SonFi2:=simplify (subs (beta=6.2904980,Rphi)) ;

SonFi2 = 0.2000000000 10710 g' "% ¢
0.3670266912 10'° cosh(6.310337955 x)
—0.3654663263 10! sinh(6.310337955 x)
—0.3670266912 10" cos(6.270595275 x)
+0.5000000000 10" sin(6.270595275 x))

>SonFi3:=simplify (subs (beta=9.4324187169,Rphi)) ;
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SonFi3 = 0.5000000000 10710 g~

0.1005308639 10'° cosh(9.445661590 x)
—0.1005485320 10! sinh(9.445661590 x)

—0.1005308639 10'° c0s(9.419157225 x)
+0.2000000000 10" sin(9.419157225 x))

(

>Nlt:=int (SonFil*x*2*exp (-2*x-
t) ,x=0..1) ;N2t:=int (SonFi2*x"2*exp (-2*x-
t) ,x=0..1) ;N3t:=int (SonFi3*x"2*exp (-2*x-t) ,x=0..1) ;

NIt :=~0.05726552924 sinh(¢) +0.05726552924 cosh(¢) +0.01831137288 ¢ "

+0.3115870667 ¢ "1 4 0.03542158898 sinh(5.665898034 + 1)

—0.03096222306 cosh(—-0.6658980340 +1¢)
—0.03542158898 cosh(5.665898034 + ¢)
+0.03096222306 sinh(—0.6658980340 + ¢)

N2t = —0.002292788547 ¢' "

+0.0002085767874 cosh(¢) —0.1634352728 e
—0.00002509736086 sinh(—3.810337955 + ¢)

+0.01041556736 sinh(8.810337955 +¢)
+0.00002509736086 cosh(—3.810337955 +1¢)

—0.01041556736 cosh(8.810337955 +1¢)

—0.0002085767874 sinh(¢)
(~2.500000000~ 1. 1)

N3t :=—0.001462569799 e'~"" +0.00005900666130 cosh(t)

~0.00005900666130 sinh(7) +0.1076876012 ¢ >0~ 1"

—0.4791859412 107 cosh(—6.945661590 +¢)
—0.004971748663 cosh(11.94566159 +1¢)
+0.4791859412 107 sinh(—6.945661590 + ¢)
+0.004971748663 sinh(11.94566159 +1)

>vl(x,t):=(SonFil/(3.1261654472))*int (N1lt*sin((3.12616544"2)* (t-
tou) ), tou=0. .t);

v1(x, 1) ==0.2046473288 10710 ¢' """ (0 667903495 10° cosh(3.165898034 x)
—0.750146197 10° sinh(3.165898034 x) — 0.667903495 10° cos(3.085921314 x)

+0.5000000000 10'sin(3.085921314 x)) (

0.005859618797 cos(9.772910358 ¢) sinh(¢)
—0.005859618797 cos(9.772910358 ¢) cosh(¢)

~0.001873686774 cos(9.772910358 1)e' "

—0.03188273045 cos(9.772910358 )¢ 1Y
~0.003624466784 cos(9.772910358 ¢) sinh(5.665898034 + 1)
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+0.003168168122 c0s(9.772910358 ¢) cosh(—0.6658980340 + ¢)
+0.003624466784 c0s(9.772910358 ¢) cosh(5.665898034 +¢)
—0.003168168122 c0s(9.772910358 ¢) sinh(—0.6658980340 + ¢)

—0.005859618797 sinh(¢) + 0.005859618797 cosh(¢) +0.001873686774 e

1+0.03188273045 ¢' "1 1 0.003624466784 sinh(5.665898034 + 1)
—0.003168168122 cosh(—0.6658980340 + )

—0.003624466784 cosh(5.665898034 + 1)

+0.003168168122 sinh(—0.6658980340 + 7))

(-1. 1)

>v2(x,t) :=(SonFi2/ (6.290498072) ) *int (N2t*sin ((6.290498072) * (t-
tou) ), tou=0. .t);

V2(x, 1) = 05054287458 10712 g~

0.3670266912 10" cosh(6.310337955 x)
—0.3654663263 10! sinh(6.310337955 x)
—0.3670266912 10" cos(6.270595275 x)
+0.5000000000 10! sin(6.270595275 x)) (
0.00005794206199 cos(39.57036509 7)e' "
+0.5271035203 107 co0s(39.57036509 ¢) sinh(¢)
—0.5271035203 107 co0s(39.57036509 ¢) cosh(?)
10.004130244248 c0s(39.57036509 ) 00010

+0.6342463812 107 c0s(39.57036509 ¢) sinh(—3.810337955 +¢)
—0.0002632163574 c0s(39.57036509 t) sinh(8.810337955 +¢)

—0.6342463812 107 c0s(39.57036509 ¢) cosh(—3.810337955 +1)
+0.0002632163574 c0s(39.57036509 t) cosh(8.810337955 +¢)

—0.00005794206199 ¢' " — 0.5271035203 107 sinh(¢)

1+0.5271035203 1075 cosh(7) — 0004130244248 ¢ >0~ 10

—0.6342463812 107 sinh(—3.810337955 +¢)
+0.0002632163574 sinh(8.810337955 +¢)

+0.6342463812 107 cosh(—3.810337955 +1)
—0.0002632163574 cosh(8.810337955 +1t))

(

>v3(x,t) :=(SonFi3/ (9.432418716972) ) *int (N3t*sin ((9.4324187169"2)
* (t-tou) ), tou=0. .t);
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V3(x, 1) = 0.5619838840 10712 ¢ "0

0.1005308639 10'° cosh(9.445661590 x)
—0.1005485320 10! sinh(9.445661590 x)
—0.1005308639 10'° c0s(9.419157225 x)
+0.2000000000 10! sin(9.419157225 x)) (
0.00001643881313 cos(88.97052285 1)e' "
—0.6632158541 10 cos(88.97052285 ¢) cosh(¢)
+0.6632158541 107 cos(88.97052285 1) sinh(¢)
~0.001210373928 cos(88.97052285 1)e' - 00000

+0.5385895529 107 cos(88.97052285 ) cosh(—6.945661590 + 1)
+0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) cosh(11.94566159 +1)

—0.5385895529 107 cos(88.97052285 ¢) sinh(—6.945661590 + ¢)
—0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) sinh(11.94566159 +1¢)

~0.00001643881313 €' " +0.6632158541 107 cosh(¢)

—~0.6632158541 10 sinh(#) +0.001210373928 ¢~ 1"

—0.5385895529 107 cosh(—6.945661590 +1)
—0.00005588085249 cosh(11.94566159 +1)

+0.5385895529 107 sinh(—6.945661590 + 1)
+0.00005588085249 sinh(11.94566159 +1¢))

(

>vn:=vl(x,t)+v2(x,t)+v3(x,t);

v = 0.2046473288 10710 &' """ (0 667903495 10° cosh(3.165898034 x)
—0.750146197 10° sinh(3.165898034 x) — 0.667903495 10° cos(3.085921314 x)
+0.5000000000 10! sin(3.085921314 x)) (

0.005859618797 c0s(9.772910358 ¢) sinh(7)
—0.005859618797 cos(9.772910358 £) cosh(7)
—0.001873686774 cos(9.772910358 1)e' "

—0.03188273045 cos(9.772910358 )¢’ o 1Y

—0.003624466784 co0s(9.772910358 ¢) sinh(5.665898034 +¢)
+0.003168168122 c0s(9.772910358 ¢) cosh(—0.6658980340 + ¢)

+0.003624466784 c0s(9.772910358 ¢) cosh(5.665898034 +¢)
—0.003168168122 c0s(9.772910358 ¢) sinh(—0.6658980340 + ¢)

—0.005859618797 sinh(¢) + 0.005859618797 cosh(¢) +0.001873686774 e

1+0.03188273045 ¢' "1 1 0.003624466784 sinh(5.665898034 + 1)
—0.003168168122 cosh(—0.6658980340 + )
—0.003624466784 cosh(5.665898034 + 1)

+0.003168168122 sinh(—0.6658980340 + 1)) +0.5054287458 107!

(-1. 1)

82



e 000 (6 3670266912 1010 cosh(6.310337955 x)

—0.3654663263 10'°sinh(6.310337955 x)
—0.3670266912 10'° cos(6.270595275 x)
+0.5000000000 10'! sin(6.270595275 x)) (
0.00005794206199 cos(39.57036509 1)e' '
+0.5271035203 107 c0s(39.57036509 ¢) sinh(¢)
—0.5271035203 107 c0s(39.57036509 ¢) cosh(¢)

1 0.004130244248 cos(39.57036509 1) 0000

+0.6342463812 107 c0s(39.57036509 ¢) sinh(—3.810337955 +¢)
—0.0002632163574 c0s(39.57036509 t) sinh(8.810337955 +¢)

—0.6342463812 107 c0s(39.57036509 ¢) cosh(—3.810337955 +1)
+0.0002632163574 c0s(39.57036509 t) cosh(8.810337955 +¢)

~0.00005794206199 ¢' " —0.5271035203 10 sinh(¢)

1+0.5271035203 107 cosh(7) — 0.004130244248 ¢ >0~ 10
—0.6342463812 107 sinh(~3.810337955 + 1)

+0.0002632163574 sinh(8.810337955 + 1)

+0.6342463812 106 cosh(—3.810337955 + 7)

—0.0002632163574 cosh(8.810337955 + 1)) + 0.5619838840 10712 '~
(0.1005308639 10'° cosh(9.445661590 x)

—0.1005485320 10! sinh(9.445661590 x)
—0.1005308639 10'° cos(9.419157225 x)

+0.2000000000 10! sin(9.419157225 x)) (

0.00001643881313 cos(88.97052285 r)e' "

—0.6632158541 107 cos(88.97052285 ¢) cosh(t)
+0.6632158541 107 cos(88.97052285 ¢) sinh(¢)

~0.001210373928 cos(88.97052285 1)e! - W00

+0.5385895529 107 cos(88.97052285 ) cosh(—6.945661590 + 1)
+0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) cosh(11.94566159 +1)
—0.5385895529 107 cos(88.97052285 ¢) sinh(—6.945661590 + ¢)
—0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) sinh(11.94566159 +1¢)

~0.00001643881313 €' " +0.6632158541 107 cosh(¢)

—0.6632158541 107 sinh(¢) +0.001210373928 ' """~ 10
~0.5385895529 10 cosh(—6.945661590 + )
—0.00005588085249 cosh(11.94566159 + )

+0.5385895529 107® sinh(—6.945661590 + ¢)
+0.00005588085249 sinh(11.94566159 +¢))

)

>wn (x,t) :=un+vn;
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wn(x, £) = 0.2409756052 10710 ¢ """ (4 667903495 107 cosh(3.165898034 x)

—0.750146197 10° sinh(3.165898034 x)— 0.667903495 10° cos(3.085921314 x)
+0.5000000000 10'° sin(3.085921314 x)) cos(9.772910358 ¢) +

03534369006 107127 (03670266912 10'° cosh(6.310337955 x)
—0.3654663263 10'°sinh(6.310337955 x)

—0.3670266912 10'° cos(6.270595275 x)

+0.5000000000 10'! sin(6.270595275 x)) cos(39.57036509 ¢) +

06885599495 10713 ¢~ """ (1005308639 10!° cosh(9.445661590 x)
—0.1005485320 10! sinh(9.445661590 x)

—0.1005308639 10'° cos(9.419157225 x)

+0.2000000000 10" sin(9.419157225 x)) cos(88.97052285 ¢) +

02046473288 10710 ¢ "% () 667903495 107 cosh(3.165898034 x)
—0.750146197 10° sinh(3.165898034 x) — 0.667903495 10° cos(3.085921314 x)

+0.5000000000 10! sin(3.085921314 x)) (
0.005859618797 c0s(9.772910358 ¢) sinh(¢)
—0.005859618797 cos(9.772910358 ¢) cosh(¢)

~0.001873686774 cos(9.772910358 1)e' "
—0.03188273045 cos(9.772910358 r)e' Y

—0.003624466784 co0s(9.772910358 ¢) sinh(5.665898034 +¢)

+0.003168168122 c0s(9.772910358 ¢) cosh(—0.6658980340 + ¢)
+0.003624466784 c0s(9.772910358 ¢) cosh(5.665898034 + 1)

—0.003168168122 co0s(9.772910358 ¢) sinh(—0.6658980340 + ¢)
—0.005859618797 sinh(¢) + 0.005859618797 cosh(¢)+ 0.001873686774 e

1+0.03188273045 & 7T L 0.003624466784 sinh(5.665898034 + 1)
~0.003168168122 cosh(—0.6658980340 + 7)

—0.003624466784 cosh(5.665898034 + ¢)
+0.003168168122 sinh(—0.6658980340 +¢)) + 0.5054287458 107'2
e 000 (6 3670266912 10!° cosh(6.310337955 x)
—0.3654663263 10'°sinh(6.310337955 x)
—0.3670266912 10'° cos(6.270595275 x)
+0.5000000000 10'! sin(6.270595275 x)) (
0.00005794206199 cos(39.57036509 7)e'
+0.5271035203 107 cos(39.57036509 ¢) sinh(¢)
—0.5271035203 107 cos(39.57036509 ¢) cosh(¢)

+0.004130244248 c0s(39.57036509 1) 0000
1 0.6342463812 10 cos(39.57036509 ¢) sinh(—3.810337955 + 1)

(-1. 1)

)
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—0.0002632163574 cos(39.57036509 ¢) sinh(8.810337955 + 1)
—0.6342463812 10 c0s(39.57036509 ) cosh(—3.810337955 + )
+0.0002632163574 cos(39.57036509 £) cosh(8.810337955 +7)
~0.00005794206199 ¢' " —0.5271035203 10 sinh(¢)

5 (—2.500000000— 1. 1)
+0.5271035203 10 cosh(z) — 0.004130244248 e

—0.6342463812 107 sinh(—3.810337955 +¢)
+0.0002632163574 sinh(8.810337955 +¢)

+0.6342463812 10 cosh(—3.810337955 + 1)
—0.0002632163574 cosh(8.810337955 +¢)) + 0.5619838840 1
(0.1005308639 10'° cosh(9.445661590 x)
—0.1005485320 10'°sinh(9.445661590 x)
—0.1005308639 10'°cos(9.419157225 x)
+0.2000000000 10! sin(9.419157225 x)) (
0.00001643881313 cos(88.97052285 1)e' '
—0.6632158541 10 cos(88.97052285 ¢) cosh(¢)
+0.6632158541 107 cos(88.97052285 1) sinh(¢)
~0.001210373928 cos(88.97052285 1)e! - 00000

+0.5385895529 107 cos(88.97052285 ) cosh(—6.945661590 + 1)
+0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) cosh(11.94566159 +1¢)

—0.5385895529 107 cos(88.97052285 ¢) sinh(—6.945661590 + ¢)
—0.00005588085249 cos(88.97052285 ¢) sinh(11.94566159 +1¢)

~0.00001643881313 €' "+ 0.6632158541 107 cosh(¢)

~0.6632158541 10 sinh(#) +0.001210373928 ¢~~~ 1"

—0.5385895529 107 cosh(—6.945661590 + 1)
—0.00005588085249 cosh(11.94566159 +1)

+0.5385895529 107® sinh(—6.945661590 + 1)
+0.00005588085249 sinh(11.94566159 +1¢))

0 12 e(—0.5000000000 X)

)

seklinde elde edilmistir.
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