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OZET

BELIiRLEME KODLARI VE KUME KAPLAMA PROBLEMI

FERHAT KURUZ

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Graf teorisi giinliik hayatta birgok uygulama alani olan arastirma konularindan birisidir.
Bu baglamda ¢ogu optimizasyon problemi graf teorisine uyarlandiktan sonra belirleme
kodlar1 vasitasiyla ¢oziime kavusturulabilir.

Diger taraftan kiime kaplama problemi de gergek hayata uyarlanabilecek problemlerden
birisidir. Bu calismada belirleme kodlar1 ve kiime kaplama problemi arasindaki bir
indirgeme incelendi. Bu indirgeme araciligiyla bu problemlerden birisine uyarladigimiz
bir problemi digerine de aktarabiliyoruz.

Calisma planimiz1 su sekilde Ozetleyebiliriz: Boliim 2-3-4-5’de kiimeler teorisi, graf
teorisi, karmagiklik siniflari, belirleme kodlari ve kaplama problemi ile ilgili temel
tanimlar verilmistir. Ana problemimiz olan belirleme kodlar1 ile kaplama problemi
arasindaki indirgemeye ise Boliim 6°da gegildi. Bu bdliimde bu iki problem arasinda
gecisi saglayacak iki yapi verildi. Bir sonraki boliimde de belirleme kodlari ile ilgili
uygulamalar incelendi.

Anahtar kelimeler: Belirleme kodlari, Kaplama problemi, Kiime kaplama, Graf teorisi
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ABSTRACT

IDENTIFYING CODES AND SET COVERING PROBLEM

Ferhat KURUZ

Department of Mathematics
MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Graph theory is a research area that one of the most find practise. In this manner, after
an optimization problem adapt to the graph theory, it can be solved via the identifying
codes.

In addition to this, the set cover problem is one of the problems can be applied to real
life. A reduction between the covering problems and identifying codes have been
studied in this thesis. We can transfer a problem that have been adapted one of these
problems from one to another.

We can summarize our work such following: Definitions about set theory, graph theory,
complexity classes, identifying codes and set cover problems were given in sections 2-
3-4-5. The reduction between the covering problems and identifying codes have been
studied in 6. chapter. There are two structures that supply to pass from one to another
problem in this chapter. In the next section applications about identifying code has been
invastigated.

Keywords:Identifying codes, Covering problem, Set cover, Graph theory
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Belirleme kodlar1 1998’de Karpovsky vd. tarafindan [1]’de calisilmaya baslandi. Bu
calismanin ardindan belirleme kodlar1 ¢ok genis bir uygulama alani buldu. Teorik ve

pratikteki uygulamalar agisindan bir¢ok alanda temel haline geldi.

Belirleme kodlarinin uygulama alanlarina kisaca bir goz atacak olursak, ilk uygulamasi
coklu islemcili sistemlerde hata tespitinde kullanildigini goriiriiz[1]. Bu c¢alismada
oncelikle sistemin graf modeli cikarilir ve test cihazlar1 belirleme koduna gore
yerlestirilir. Boylelikle her bir test cihazi komsuluklari i¢inde hangi test cihazinin

hatalar1 belirleyecegini diisiinerek hatalar1 belirler[1].

Bu calismadan sonra belirleme kodlarinin kullanim alanlar1 oldukg¢a genisledi. Bazi
sistemlerde enerji diizenleme [2], konum belirleme[3], g¢evresel denetleme(izleme)
[4],kablosuzsensor aglarinda arama yapma [5]gibi bir¢ok alanda uygulanmaya baslandi.
Sistemlerde enerji diizenlemedeki uygulamasinda oncelikle sistemin kullanildigi alan
sonlu sayida bolgeye ayrilir ve her bir bolge birer diiglimle temsil edilir. Daha sonra bu
alanlarin birbirleriyle olan iletisimlerine bakilarak aralarina kenarlar yerlestirilerek
sistemin graf modeli olusturulmus olur[2]. Bu sistemde belirleme kodunun bir 6mrii
vardir, ¢linkii diiglimlerin temsil ettigi cihazlar bataryalidir(pilli). Burada sistemin
Oomriinii olabildigince uzatmak maksadiyla sistem i¢in farkli belirleme kodlar iiretilir,
yani sistemin enerji dengesini ayarlamak i¢in olusturulabilecek tiim belirleme kodlar
bulunur. Ikinci uygulamada ise(konum belirleme)sinyaller stratejik pozisyonlardan her
bir bolge ayirt edilebilecek sekilde yayin yapar. Boyle bir sistemde bir kullanici
bulundugu konumda hangi sinyal kiimesinden sinyal aliyorsa bu kiimeye gore yerini
belirler. Burada da sinyal konulacak bolgelere belirleme kodlarina gore karar verilir ve

kullanicilar konumlarini belirleme kiimelerine gore belirlemis olur[3].

1



Belirleme kodlariin bazi gesitleri vardir. Yarigapt p>1 olan belirleme kodlari, v’nin
komsulugu, v’den p ve daha az wuzakliktaki diglimleri icerecek sekilde

tamimlanmustir[1]. (1,<I)-belirleme kodlar1 [6] aymi anda, en fazla | diigiime sahip

{5.8}

{1,4,8}

{4}

1 Ie
{1,4,5} {1}

Sekil 1.1 Bir belirleme kodu &rnegi. i¢i dolu diigiimler {0,1,2} belirleme kodunu
gosteriyor. Parantezlerin i¢indekiler diiglimlerle belirleme kodunun
kesisimini(belirleme kiimeleri) gosteriyor.

herhangi bir alt kiimesini tanimlar. Giiglii belirleme kodlari [2]’te, diiglimlerin ve
kenarlarin kopmasinin kolay oldugu sert ¢evrelerde konum bulma uygulamalart i¢in
calisildi. Bir r-giiclii belirleme kodu, tiim belirleme kodlarindan r farkli diigiime kadar
ekleme veya c¢ikarma durumunda belirleme 6zelligini devam ettiren koddur. r-giiclii
belirleme kodlarmin, minimum Hamming uzakligi 2r+1 olan hata diizelten kodlar

oldugu [7]’te gdzlemlenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bir graf i¢in bir belirleme kodu, diiglimlerin dyle bir alt kiimesidir ki, bu alt kiimenin,
diigiimlerin gelen diigiimler kiimeleri ile kesisimleri birbirlerinden farklidir[8]. Ornegin

Sekil 1.1°deki graf bir 4 diigiimlii belirleme koduna sahiptir(1,4,5,8 ile etiketli olanlar).

Graftaki her bir diigiimiin gelen diigiimler kiimelerinin(buradaki graf yonsiiz oldugu i¢in
diigiimlerin gelen diiglimler kiimeleri, komsuluklarina esittir) bu kod ile kesisimi
farklidir ve her bir kesisim bir belirleme kiimesi olarak isimlendirilir. Herhangi bir
belirleme kiimesi kendisini iireten diigimii tanimlar. Belirleme kod probleminin hedefi

verilen herhangi bir graf i¢in minimum kardinaliteli belirleme kodunu bulmaktir.
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Bu calismada belirleme kodlar1 ve kiime kaplama arasindaki iliski incelenecek ve 6zgiin
orneklerle somutlagtirilmaya calisilacaktir. Son kisimda ise belirleme kodlarinin

uygulamalar1 incelenecek ve yine aciklayici 6rneklerle anlatilanlar pekistirilecektir.

1.3 Hipotez

Bu ¢aligmada belirleme kodlar1 ve kiime kaplama ile ilgili bilgiler verilip bu iki problem
arasindaki iligki incelenecek. Tezimizin ana konusu belirleme kodlari ile kiime kaplama

problemi arasinda gegisleri saglayan yapilar1 gostermektir.



BOLUM 2

KUMELER TEORISi

Bu boliimde ileriki boliimlerde kiimeler teorisinden gerekli olacak bazi gosterim ve

tanimlar verecegiz.

Sonlu bir X kiimesi i¢in |X|, X in eleman sayisini gosterir[9].

I’den n’ye kadar olan tam sayilarin kiimesi [l,n] ile gosterilir, yani
[1,n]={1,2,...,n} dir[9].

Benzer sekilde i<n i¢in i’den n’ye kadar olan tam sayilarin kiimesi [i,n] ile
gosterilir, yani [i,n]={i,i+1,...,n} dir[9].

Bir reel x sayisi igin LXJ =max{ke Z |k<x} tam sayisina x’inalt stnir1 denir. Ayrica

yine bir reel X sayist igin |_X—| =min{ke Z |x<k} tam sayisina da x’ingist siniri
denir[9].
Bir X kiimesi i¢in Xjc X olacak sekilde, {X3, Xa,...,Xk} kiimesi tiim farkli i ve j’ler

icin X= U X; ve X; N X,;= dzelliklerini sagliyorsa bu {Xi, Xa,..., Xk} alt kiime

ie[1K]
ailesine X’in bir par¢alanisi denir[9].
X ve Y kiimeleri icin XxY={(x,y)[xe X, yeY} kiimesi X ve Y’nin Kartezyen
¢arpwmi olarak adlandirilir[9].
X ve Y kiimeleri i¢in X-Y={X|xe X, x¢ Y} kiimesine X’in Y den fark: denir[9].
X ve Y kiimeleri i¢in X A Y=(X-Y)uU (Y-X) kiimesine X ve Y’nin simetrik fark:
denir[9].
Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesine bu X kiimesinin kuvvet kiimesi denir

ve P(X) ile gosterilir[10].



BOLUM 3

KARMASIKLIK TEORISI

Karmagiklik teorisi bilgisayar bilimlerinde hesaplama teorisinin bir dalidir. Bu teori
algoritmalarin uygulanmasi igin gerekli olan kaynak, girdi, olanak vb. nesnelerin
miktarmi(uygulanma siiresi vb.) ve 6zel hesaplama problemleri i¢in etkili algoritmalar
saglamadaki zorluklar1 inceler. Algoritmadaki girdi sayis1 arttikca bu algoritmanin
caligma siiresi ve hafiza gerekliligi nasil degisir ve bu degisikligin sebepleri nelerdir?

sorusu bu teorinin ana sorusudur.

3.1 Zaman Karmasikhg

Problemleri ¢oziilebilen ve ¢oziillemeyen olarak iki sinifa ayirabiliriz. Pratik olarak
¢oziilebilen problemleri makul bir siire igerisinde ¢oziilemeyen problemlerden ayiralim.
Bu ayirim bir bilgisayar algoritmasi olustururken depolama ve siire agisindan ne kadar

masrafli olacagini hesaplamak i¢in ¢ok dnemlidir.

Algoritma karmasiklik analizi bir problemi ¢6zmek i¢in ne kadar siire alacagin1 gosterir.
Bir problem asamasinin biiyiikliigii bu asamadaki girdilerin sayisi ile 6l¢iiliir. Algoritma
karmasiklik analizi aritmetik, mantik, bilgi depolama gibi basit hesaplama islemlerine
dayanir. Bir A algoritmasinin zaman karmasikligi Ta(n) ile gosterilir ve algoritmanin n.
adimindaki iglem sayisini belirtir. Herhangi bir algoritmanin tam islem sayisini
hesaplamaktan daha ziyade Ta(n)’in biiyiime orani incelenir. Bir A algoritmasinin
uygulamasinin pratik veya uygulanabilir oldugunu kararlastirmak igin T(n)’in ¢ok

biiyiik olmayan bir tist sinir1 gereklidir[11].

Algoritmalarin zaman karmasikligi O ile gosterilir. Bir f(n) fonksiyonu diger bir g(n)
fonksiyonu ile tim n>0’lar ve baz1 ¢ sabitleri i¢in [f(n)|<c.|g(n)| esitsizligini sagliyorsa

bu f(n) fonksiyonunun karmasikligi O(g(n))’dir. Ornegin bir algoritmanin karmasiklig



O(n) ile gosteriliyorsa algoritmanin hizi girdinin biiyiikliigii ile dogru orantili demektir.
Baska bir 6rnek vermek gerekirse bir algoritmanin karmasikligi O(n®) ile verildiyse bu

algoritmanin hiz1 girdinin biiyiikliigliniin karesi ile orantilidir[12].
Ornek 3.1 2x*+5x+1=0( x* ) tiir ¢iinkii her x> i¢cin|2x3+5x+1| <9|x* | yazabiliriz.

O gosteriminin yaninda Q ve ® olmak {izere iki ayr1 gosterimimiz daha var. Bunlari
Ozetlememiz gerekirse, f(n)=0(g(n)) f ile g’nin aymi oranda arttigin1 veya f’nin daha
yavag arttigini, f(n)=Q (g(n)) f’nin g’den daha hizl arttigini, f(n)=0 (g(n)) de f ile g’nin

ayni oranda arttigin1 gosterir[12].

Herhangi bir algoritmanin zaman karmasiklik fonksiyonu bazi k>0 igin O(n®) ile

veriliyorsa bu algoritmaya polinomsal zamanli(polinomial time) denir. Buradan bir A
algoritmasi igin Ta(n)<f(n) ve f polinom ise yani a,n“+a,n*'+..+a_ seklinde ise bu

algoritmaya polinomsal zamanli denir[12].

3.2Algoritmalarin karsilastirilmasi

A ve B bir X probleminin ¢oziimleri olsun ve Ta, Tg sirasiyla A ve B’nin zaman
karmagikliklar1 olsun. Eger Ta=Tg ise A ve B aym karmasikliga sahiptir denir. Ancak,

Ta=0(Tg) fakat Tg = O(T,) ise A algoritmasi B algoritmasindan daha iyidir[13].

Ornek 3.2. A ve B algoritmalarinin zaman karmasikliklar1 Ta(n) ve Tg(n) olmak iizere,

{5 n<5
T,= ,
n n>5
T n n<5
B 1n? n>5'

seklinde verilsin. Simdi bu algoritmalar1 karsilastiralim. Ta(n)=0(Tg(n)) fakat Tg(n) =
O(Ta(n))’dir. Buradan A’nin B’den daha iyi bir algoritma oldugu goriiliir.

Herhangi bir X problemi i¢in bilinen polinomsal zamanli algoritma varsa bu probleme
uysal problem denir, eger bu X problemi ¢6ziilebilir bir problem ancak ¢oziim igin
bilinen bir polinomsal zamanli bir algoritma yoksa bu probleme zorlu problem
denir[14].

Bir A algoritmas1 bir x katar girdisini kabul ederse evet ¢iktis1 verir. Herhangi bir

problemin ¢6ziimiiniin algoritmasi tarafindan kabul edilen katarlarin bir L kiimesi varsa



bu problem karar problemidir. Burada bir karar problemi i¢in L harfi de kullanilir
clinkii katarlarin kiimesi bir dil(language) olarak adlandirilir. Bu dil tabanli bakis
agisini, bir A algoritmasina giren x girdisi eger L’nin eleman ise ‘evet’ ¢iktis1 verir,

degilse ‘hayir’ ¢iktisi verir, seklinde gelistirebiliriz[14].

Karmagiklik teorisinde problemler ¢oziilebildikleri en hizli karmasikliga gore
karmasiklik siniflarma (computationalcomplexity) ayrilirlar. Bunlardan en 6nemlileri P
(deterministicallypolynomial: deterministik polinomsal) ve NP(non-

deterministicallypolynomial: deterministik olmayan polinomsal)’ dir.

3.3 Turing makinesi

Bir kafadan ve bir teyp bandindan olusan bir makinedir. Bu makinede ‘yazma’,
‘okuma’, ‘bandi ileri sarma’ ve ‘bandi geri sarma’ islemleri yapilir. Bu islemleri
kullanarak bir isin yapilip yapilamayacagi veya bir dilin bu basit 4 igleme indirgenip
indirgenemeyecegini inceleyerek dilleri ve islemleri siniflandiririz. Turing makinesi
M=(Q,XTI,5,q,¢F) ile gosterilir[15]. Burada, M makinesinin parcalarini kisaca

sOyle tanimlayabiliriz:

e Q, sonlu sayidaki makinenin islem sirasindaki durumlarinin kiimesidir.

e >, makinede islenecek olan girdilerin kiimesidir.

e [, dildeki tiim harfleri iceren kiimedir.

e 0, makinenin ¢aligmasi esnasinda kullanacagi gegisler ve iliskileri gosterir.

e (,, makinenin baslangi¢ durumunu gosterir.

e 0, teyp bandmin iizerindeki bosluklar1 gosterir.

e F, makinenin son durumunu gosterir.

Ornek 3.3.1Makinemiz {x,y} ifadeleri ile ¢alissin, x ve y harflerini ard arda
gordiiginde bantin sonuna gitsin. Bu durumda makineM=({0o,01,92},.{x.y},{x,y,f},{
gJoX—X R g1, Qo Y—y R Qo, o F—=f R qo, g1 Y—y R 02, 01 X—x R g1, q1 F>f R qo}, 0o,f,02)

seklinde tanimlanir.

o Qdegeri {qo,q1,02} ile gosterilmis yani makinenin 3 durumu var.
e Xifadesi {x,y} ile verilmis, yani makine x ve y girdilerini aliyor.

e [ ifadesi ile makinedeki kullanilan tiim semboller {x,y,f} ile belirtilmis.



e O ifadesi ile 6 gegis verilmis., o X—x R Q1 gegisi x gordiigiinde x’in lizerine X’i
tekrar yazip bir ileri yapip y’yi bekliyor. qo Yy—y R Qo gegcisi ilk basta y
gordiigimiizde y’nin {lizerine y yazip bir ilerleyip x’i bekliyor. qo f—f R o ge¢isi
ilk bagta bosluk gordiigiimiizde bosluga hicbir sey yazmadan bir ilerleyip x’i
bekliyor. q; y—y R g2 gegisi x’i gordiikten sonra y’yi goriince y’nin iizerine y
yazip bir saga sarip islemi bitiriyor. qs X—x R (1 gecisi x’den sonra x goriince
bu x’in yerine tekrar x yazip y’yi beklemeyi sagliyor. q; f—f R o ge¢isi x’den
sonra bosluk goriilince hicbir sey yazmadan bir saga ilerleyip ilk duruma
gelmeyi saglar.

e (o ile makinenin ilk hali belirtilmistir.

e Odegeri file belirtilmistir, yani bosluklar file gosterilmistir.

e (2 ile makinanin son hali belirtilmistir ve xy’yi goriince islemi bitirir.

3.4 P karmasikhik sinifi

En kotii ihtimalle bir deterministic Turing makinesinde polinomsal zamanli bir
algoritma ile ¢oziilebilen tiim L karar problemlerinin kiimesine P karmasiklik sinifi
denir. Diger bir ifadeyle, bir A algoritmasinda X e Ligin n x’in biyiikligii olmak tizere
‘evet’ ¢iktis1 p(n)(polinom) zamanda ¢ikiyorsa bu problem P karmasiklik sinifindadir.
P’nin taniminda kabul edilmeyen yani ‘hayir’ ¢iktis1 veren girdilerin ¢aligma siiresi ile
ilgili bir sey sdylenmedigine dikkat edelim. Boyle durumlar L dilinin i¢inde olmayan

tiim ikili katarlar1 kapsayan tamamlayicist ile ilgilidir[14].

3.5 NP karmasikhk sinifi

NP karmagsiklik sinifi P karmasiklik sinifin1 da kapsar ancak bu sinif ekstra olarak P’de
olmayan bazi dilleri kapsamaya da izin verir. Ozel olarak, NP problemleri ile
algoritmalarda se¢im(Q) islemini yapabiliriz ki bu islem g i¢in nondeterministic bir yolla
0 veya 1 degerini belirler ve atar. Bir A algoritmast se¢im islemini kullanirsa bu
algoritmaya nondeterministic deriz. Bu algoritmada se¢im islemi miimkiin olan tiim
sonugclar1 artyor ve eger bu tiir sonuglarin bir kiimesi varsa bunlar1 yalnizca kabul i¢in
kullaniyor. NP karmasiklik sinifinondeterministic bir algoritma ile polinomsal zamanda
¢oziilebilen L karar problemleri(veya dilleri)’nin kiimesidir. Yani buradax e L ise x’in
biiyiikliigii n ve p(n) polinom olmak {izere x’in lizerinde p(n) zamanda ‘evet’ ¢iktisi

veren sonuglarin kiimesini se¢im ile arayan nondeterministic bir A algoritmasi vardir.



Burada NP’nin taniminin herhangi bir ret i¢in ¢aligma siiresi ile alakali olmadigina
dikkat edelim. Gergekten, bir A algoritmasinda bir L dilinin, A algoritmas1 ‘hayir’

¢iktis1 verince p(n) polinomsal zamanda p(n)’den daha fazla adim atmasini sagliyor[14].

NP sinifina asagidaki problemleri 6rnek olarak verebiliriz:

e Vertex-cover problemi: Bir grafta belirli bir sayida diigiim i¢eren ve igerdigi tiim
diigtimler birbirine bagh olan alt graflar bulunabilir mi?

e Hamilton déongii problemi: Bir graftaki diigiimlerden sadece bir kere gegerek
baslanilan diigiime geri donen bir yol bulunabilir mi?

e Graf boyama: Bir grafta bir yol ile bagli olan diigiimlerin renkleri farkli olacak

sekilde en az kag renkle boyayabiliriz?

NP sinifindaki bazi problemler i¢in polinomsal zamanli algoritmalar bulmak ¢ok uzun
cabalar sonunda sonug¢suz kalmistir. Bu tiir problemlerin sinifina NP-Complete adi
verilir. Yani, bir probleme NP-Complete denmisgse bu problem i¢in polinomsal zamanl

bir algoritmanin bulunmasinin ¢ok zor oldugu anlasilmalidir[14].

NP Problemleri

NP-Complete

P Problemleri Problemleri

Sekil 3.1 Problemlerin karmasiklik siniflarinin Venn semast ile gésterimi



BOLUM 4

GRAF TEORISIi

Bu boliimde Graf teorisi ile ilgili temel bilgiler ve ileride kullanacagimiz bazi tanim ve

ornekler verecegiz.

Graf teori 1736’da Euler’inKonigsberg koprii problemini ¢6zmesi ile baglad: diyebiliriz.
Bu problemde Sekil 4.1°de goriildiigi gibi bir nehir(Pregel nehri), ortasindaki iki ada ve
adalar1 birbirlerine ve nehrin kenarlarina baglayan7 kopriiden olusur. Problem, bu
sekildeki herhangi bir kara parcasindan baslayarak biitiin kopriilerden gecerek ama
higbir kopriiden iki kere gegmeden baglangi¢ noktasina varilabilir mi? sorusudur.Euler
bu sekil i¢in kara pargalarin1 diigiimle, kopriileri de kenarlarla gostererek Sekil 4.2°deki

gibi bir graf modeli ¢ikararak problemde aranan yolun olmadigini ispatlamistir[9].

Sekil 4.1Pregel nehri[16]
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Euler’den sonra 1936’da Konig tarafindan graf teori alaninda ilk kitap olan ‘Theorie der
endlichenundunendlichenGraphen’ isimli kitap yazildi. Bundan sonra graf teori

matematik, bilgisayar bilimleri gibi ¢esitli alanlarda ¢ok genis bir kullanim alani
buldu[9].

Tanim 4.1 V bir sonlu kiime olsun. V’nin farkli elemanlarinin ikililerinin kiimesi olan
E(V)={(u,v)luveV , u=v} kiimesini verelim. E < E(V)olmakiizere G=(V,E) ikilisine
V iizerinde bir basit graf denir. V’nin elemanlarina G’nin diigiimleri, E’nin
elemanlarina da G’nin kenarlar: denir. G’nin diigiimlerinin kiimesi Vg ile kenarlarinin

kiimesi ise Eg ile gosterilir.u, ve Vg olmak lizere (u,v)eEg ise u ve v diiglimleri

birbirine komsudur denir. Ayrica bir v digiimiiniin komsuluk kiimesini B(v)={u|(u,v) €

Ec}
gosterebiliriz[9].

6*: A

Sekil 4.2Ko6nigsberg nehrinin haritas: ve graf modeli
Tamim 4.2 |Vg|’ye G grafinin derecesi, |[Eg|’ye de G grafinin boyutu denir[9].

Tanim 4.3 Bir G=(V,E) grafinda herhangi bir ve V i¢in v’ye bagl kenar sayisina, yani

|B(v)|’ye V diigiimiiniin derecesi denir[9].

Tamim 4.4 Bir grafta herhangi bir digiim kendisine giderse yani (v,v)e Eg(dongii)
olursa ve herhangi iki diigiim arasinda iki kenar olursa(paralel kenarlar) bir G=(V,E)

¢oklugraf ‘1 elde etmis oluruz[9].

Tamim 4.5 Bir G grafinda kenarlar i¢in yon belirtildiyse bu grafa yonlii graf denir. Aksi
takdirde, yani kenarlar i¢in yon belirtilmediyse bu G grafina yénsiiz graf denir. Bu

calismamizda belirtilmedigi miiddetge soz edilen graf yonsiiz graftir.

11



Bir yonlii G grafinda (u,v) kenari ile (v,u) kenar1 birbirinden farklidir.

Bir G grafi iki boyutlu bir diizlem iizerinde diigiimleri noktalarla ve kenarlar1 E’nin
eleman1 olan ikililerin arasina ¢izilecek ¢izgilerle belirterek bir diyagram ile

gosterebiliriz.

Tanim 4.6 Bir yonlii G grafinda ve Vg diiglimii i¢in bu diiglime dogru gelen diigiimler
kiimesine v’ye gelen diigiimler kiimesi denir ve B*(v) ile gosterilir. Diger taraftan bu v
diigiimiiniin gittigi diigiimler kiimesine de v'den giden diigiimler kiimesi denir ve B'(v)
ile gosterilir. Yonsiiz graflarda herhangi bir diigiim i¢in gelen diiglimler kiimesi ile
giden diiglimler kiimesinin birbirine esit ve komsuluk kiimesi oldugu aciktir, yani
B*(v)= B (v)=B(v)’dir[8].

Ornek 4.1 V={u,v,w,t} olsun. Bu durumda E(V)={(u,v),(u,w),(u,t),(v,w),(v,t),(w,t)}
olur. EcE(V)olacak sekilde E={(u,w),(v,t),(u,t),(w,t)} ile V, bir G=(V,E) grafi

olustururlar. Bu  grafi Sekil ~ 4.3’deki  gibi bir  diyagram ile

gosterebiliriz.
u % a b
W t C d

Sekil 4.3 Ornek 4.1°deki grafin diyagrami Sekil 4.4 Tam grafa bir 6rnek
Tamim 4.7 Bir G(V,E) grafinda E=E(V) ise bu grafa tam graf denir. Tam grafta her iki

diigiim arasinda kenar vardir[9]. Sekil 4.4’deki graf 4 diigtimlii bir tam graf 6rnegidir.

Tamim 4.8 Bir G(V,E) grafinin igin diigtimlerini Vg={V1,Va,...,v,} seklinde sirali olarak
verelim. nxn’lik bir M matrisini diisiinelim. Bu M matrisinin elemanlarini, eger v; ve V;
komsu ise M;j=1, degilse M;=0 seklinde olusturalim. Olusturulan bu M matrisi G’nin

komgsuluk matrisi olarak adlandirilir. Bu matrisin simetrik oldugu asikardir[9].

12



Ornek 4.1°deki grafin komsuluk matrisi, M= "dir.

R — O O
R O O O
R O O B
o -

Tanim 4.9 Bir G(V,E) grafi icin V< Vg ve Eyc Eg olacak sekilde bir H grafi varsa bu
H grafina G’nin alt grafi denir ve Hc G seklinde gosterilir. Ozel olarak, V=V ise H
alt grafi G’yi gerer denir. Ayrica bir G grafindan bazi diiglimleri ve bu diigiimlere bagh

tiim kenarlar ¢ikartarak olusturdugumuz grafa indirgenmis graf denir[9].

Tamm 4.10 Bir G(V,E) grafinin tiim diiglimlerinin dereceleri ayni ise bu grafa diizenli

graf denir. Diigiimlerin derecesi r ise bu grafa r-diizenli graf'ta denilebilir [10].

Tamim 4.11 k>1 olmak iizere k uzunluklu ikili katarlarin kiimesini BX ile gosterelim.
Ornegin B*={000,001,010,100,011,101,110,111} dir. Diigiimleri B“nin elemanlar ile
gosterilen ve birbirine komsu olan diiglimler arasinda sadece bir katar farkli ise bu grafa

k-kiip graf denir ve Qy ile gosterilir. Burada VQk:Bk’dlr[g]. Sekil 4.5°de 3-kiip grafini

gorebilirsiniz.
010
000 011
001 110
/ 111
100
101

Sekil 4.5 3-kiip grafi

Tamim 4.12¢;=(V;,vi+1) € Eg G grafinin bir kenar1 olmak iizere i¢in W=e1€,...e’ya bir k

uzunluklu bir yiiriiyiig(walk) denir. Burada yiiriiyiis W=v1Vy...Vk41 ile de gosterilebilir.



Bir W yiiriiyiisiinde v1=V+1 ise bu yiirliyiise kapali yiiriiyiis(closedwalk) denir[9].

Bir yiiriiyiiste her i=j i¢in vi= Vvj ise bu yiiriiyiise bir yol(path) denir. Bir yolun diigiim
say1si tek ise bu yola tek dereceli yol, ¢ift ise ¢ift dereceli yol denir[9].

Bir kapali yiiriiyliste vi=Vi+1 hari¢ her i#j i¢in vizV; ise bu kapali yiiriylise
dongii(cycle) denir. Bir dongiiniin diigiim sayisi tek ise bu dongiiye tek dereceli dongii,
cift ise ¢ift dereceli dongii denir[9].

Tamm 4.13u,v € G olmak iizere u’dan v’ye bir yol varsa, dg(u,v)=min{kjlu——v}’ye
u ile v arasindaki uzaklik denir. Eger u ile v arasinda herhangi bir yol yoksa dg(u,v)=c0

"dur denir[9].

Bir G grafinda, her u,ve G i¢in dg(u,v)<co ise bu G grafina bagli graf(connected)
denir[9].

Tanim 4.14 Kenarlarina o :E; — R gibi bir fonksiyonla sayisal degerler verilmis G

grafina agwrlikli graf{weighted) denir. Ayrica tiim kenarlarin agirliklari toplamina grafin

agirligr denir[9]. Sekil 4.6 agirlikli grafa bir 6rnektir. Bu grafin agirhig: 10°dur.

‘<

@
W

Sekil 4.6 Agirlikl grafa bir 6rnek.

Tanmim 4.15 Bir G grafinda tiim kenarlar Vg’nin X ve Y gibi iki alt kiimesini bagliyorsa,
yani X’teki diigimlerden herhangi ikisini birbirine ve Y’deki diigiimlerden harhangi
ikisini birbirine baglayan kenar yoksa bu G grafina iki tarafli graf(bipartite) denir.
Burada X ve Y G grafinin birer tarafi olurlar ve G’ye (X,Y)-iki tarafli denebilir[9].
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Tamim 4.16 Bir G grafi kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde c¢izilebiliyorsa bu grafa
diizlem graf(planar) denir[9].

Bir graftaki diigiimlerin herhangi F alt kiimesini diisiinelim. Bu F’deki herhangi iki
diiglim bir dongii sayesinde birbirlerine ulasabiliyorsa bu F’ye graf iizerinde bir yiizey

denir.
Simdi Euler’in, bir grafin diizlem graf olup olmamasi ile ilgili bir teoremini verecegiz.

Teorem 4.1(Euler’in formiilii)G bir baglh diizlem graf olsun. Bu grafin diigim sayisi

v, kenar sayisi e, bu graf lizerindeki ylizey sayisi t olmak tizere v-e+t=2"dir[9].

Bizim konumuz ile alakali olmadigindan dolayi burada bu teoremin ispatini vermiyoruz.
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BOLUM 5

TANIMLAR VE ILGILI CALISMALAR

Bu kisimda calismamizda kullanacagimiz terimler ile ilgili genel bilgiler verip

calismamizla alakali aragtirmalar hakkinda kisaca bahsedecegiz.

5.1 Belirleme Kodlari

Bir G grafinin diigimlerinin bir alt kiimesi C olsun. Bu C kiimesinin G grafindaki tim
gelen diiglimler kiimeleri ile kesisimleri birbirinden farkli ise bu C alt kiimesine bu G
grafi i¢in bir belirleme kodudur(identifyingcode) denir. Bir C belirleme kodunun
herhangi bir diiglimiin gelen diigiimler kiimesi ile kesisimine bu v diigiimiiniin belirleme
kiimesi(identifying set) denir, yani Ic(v)=B*(v) n C’dir. Bu durumda & =C c V¢ olacak
sekilde bir C kiimesi i¢in V u,ve Vg igin, u=v <> lc(u)= lc(v) olur. Burada C’ye kod

C’nin elemani olan diigiimlere de kodsozler denebilir[8].

5.2 Belirlenebilen Graflar

Su ana kadar belirleme kodunu bulacagimiz graflarla ilgili herhangi bir sart sdylemedik.
Ancak buradan her graf i¢in belirleme kodu bulabilecegimiz ¢ikarilmamali. Ciinkii her
graf i¢in belirleme kodu yoktur. Bir grafin belirleme kodu varsa bu grafa belirlenebilir
graf(distinduishable graph) denir. Aksine belirleme kodu bulunamiyorsa bu grafa
belirlenemez graf(indistinguishable graph) denir. Bir grafin tim gelen diigiim kiimeleri
birbirinden farkli ise bu graf belirlenebilirdir. Fakat en az iki gelen diigiim kiimesi
birbirine esit ise belirleme kodlarmin tanimindan bu grafin belirleme kodunun
bulunamayacagi aciktir. Ciinkii bu durumda gelen diigiim kiimeleri ayni1 olan graflarin
belirleme kiimeleri de ayni olacaktir. Bdylece bu tiir bir grafin belirleme kodu

bulunamayacagi anlasilir[2].
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Bundan sonraki kisimlarda aksi sdylenmedikg¢e graflarimiz belirlenebilir varsayilacaktir.

5.3 Belirleme Kodlar ile ilgili Alt Simir, Ust Stmir Tahmini

Bir polinomsal zamanli tahmin gelistirmek igin ilk ¢alismalardan bazilar1 [2,17]te
yapildi. Cok yakin zamanlarda, birka¢ grup belirleme kodlar1 ve dominating-locating
kiimelerin tahmin edilebilirligi sorusunu arastirdi [18,19], tahmin sonuglarinin
zorlugunu ve bir O(log|V|) zaman orantisindaki optimal belirleme kodu tahmin eden

polinomsal zamanli algoritmalar1 verdiler.

5.4 Kiime Kaplama Problemi

U bir m elemanl: taban kiime ve S de U’nun altkiimelerinin bir ailesi olsun. Bir Cc S
kaplamasi, birlesimleri U olan altkiimelerin bir ailesidir. Bu C alt kiime ailesine U ig¢in
bir kaplama(cover) denir. Kiime kaplama problemi(covering problem) en kiiciik
elemanlt bir C kaplamasini bulmaya yarar. Kiime kaplama problemi uzun zamandir
caligilan problemlerden birisidir. Bu problemin NP-Complete olmasi bize su
hirsli(greedy) algoritmayr uygulamamiza izin verir: U kaplanincaya kadar her bir

adimda S’deki, kaplanmamis en ¢ok eleman1 kaplayan kiime segilir[8].

Hirsli kiime kaplama algoritmasinin performans orani ¢alisildi. Lovazs’ingalismasi [20],
Smin=minimum kaplama; sy,s;=hirsli kaplama; m de taban kiimenin eleman sayis1 olmak
izere, Shysi/Smin= © (Inm) oldugunu gosterdi. Daha sonralari Slavik bu orani gelistirerek
[21], performans oraninda alt sinir ve iist sinir arasinda 1.1°den daha kiigiik bir farka

ulasti.

5.5 Coklu Kiime Kaplama Problemi

Minimum Kk-g¢oklu kiime kaplama problemi(minimum k-set multicover problem),
verilen bir (U,S) cifti i¢cin U’daki her bir eleman1 en az k kere kaplayan S’nin en kiiciik
alt kiimesini arama olan bu problem minimum kiime kaplama probleminin bir

genellestirmesidir[8].

Coklu kiime kaplama problemi, kiime kaplama problemi igin benzer bir hirsh
algoritmaya izin verir: her bir adimda k-coklu kaplamanin elemani olmayan en fazla
elemani kaplayan kiimeyi secer. « en biiyiik kiimenin eleman sayis1 olmak iizere, bu

algoritmanin performans garantisinin {ist sinir1 1+log « ile siirlandirilir[8].
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BOLUM 6

BELIRLEME KODLARI VE KUME KAPLAMA PROBLEMI

Bu boliimde belirleme kodlarindan kiime kaplamaya, kiime kaplamadan da belirleme

kodlarina birer indirgeme kuracagiz.

Kiime kaplama problemi ile Belirleme kodu problemi arasindaki benzerligi asagidaki

sekilde verebiliriz.

Cizelge 6.1 Kiime Kaplama ve Belirleme Kodu Problemleri arasindaki iliski

Kiime Kaplama Belirleme Kodlari

Caligilan Bolge | Bir U taban kiimesinin altkiimelerinin bir | Bir G(V.E) grafi

S ailesi

Aranan U s=U olacak sekilde bir S'cS | G™ninbelirleme kodu olan bir

ses’ C <V kiimesi.
kiimesi.
Olgii | Kaplamanin eleman sayist: [S'| Belirleme Kodunun eleman
say1st: |C|

6.1 ID-KOD «-KUME KAPLAMA

Oncelikle herhangi bir graf i¢in bir belirleme kodu bulma isleminden kiime kaplama
bulmaya bir ge¢is verecegiz. Bu gegisi gostermek igin ilk olarak ana teoremi verip

birkag¢ tanim ve yardimci teorem yardimiyla bu teoremin ispatin1 yapacagiz.

Teorem 6.1n diigimli bir G grafi i¢in bir belirleme kodu bulma, n uzunluklu ikili

vektorlerde O(n3) islemleri ile (skaler ¢arpimlar, toplamalar veya karsilagtirmalar)
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n.(n-1)

elemanli bir kiime {izerinde bir kiime kaplama ¢o6ziimiinden daha fazla islem

gerektirmez[8].

Burada bir graftan kiime kaplama problemine indirgeme yapmak i¢in, U taban kiimesini
farkli diigimlerin tiim ciftlerinden olusan kiime ve S alt kiime ailesini de v herhangi bir
diigim olmak tizere v’yi gelen digiimler kiimesinde bulunduran tiim diigiimlerin

ciftlerinin olusturdugu kiime S, olacak sekilde S={S _,, } kiimesi olusturulur. Boylelikle

bir U taban kiimemizi ve S alt kiime ailemizi olusturmus olduk. Simdi indirgemeye bazi

notasyon ve tanimlarla baslayalim.

Tammm 6.1 D(u,v) farklilik kiimesi, uveV digimlerinin gelen diigiimler kiimeleri

arasindaki simetrik fark olarak tanimlanir:
D(u,v) =B*(u) AB*(V)
=[ B(u) - B"(v)] w [B*(v) - B*(u)]

Ayrica C kodu ile D(u,v)’nin kesisimini D¢(u,v) ile gosterecegiz, yani Dc(u,v)= D(u,v)
~C [8].

Dc(u,v), u,ve V’nin belirleme kiimelerinin simetrik farkidir diyebiliriz. Ciinkii belirleme
kodlarinin taniminda C 06zel olarak verilmediyse tim diiglimlerin kiimesi olarak
tamimlanabilir demistik. O halde Ic(u)=B*(u)C idi, buradan C yerine V alirsak
Ic(u)=B"(u) n V= B"(u) olur, yani, Dc(u,v) =lc(u) A lc(v) alabiliriz.

Buna ek olarak U’yu tiim farkli diigiimlerin ¢iftlerinin kiimesi olarak gosterecegiz,
U={(u,v)lu #v €V}[8].

Son olarak bir veV digiminiin ayrim kiimesi, ve D(u,z) olacak sekilde (u,z)’lerden

olusur;
0,={(u,z) eU|veD(u,z)} [8].

Ornek 6.1 Sekil 6.1°deki graf icin C={1, 2, 3, 4} bir belirleme kodudur. Bu graf yonsiiz
bir graf oldugu i¢in B*(u)=B"(u)=B(u)’dur ve

B*(1)={1,3,4,5}, B"(2)={2,3,4,5}, B'(3)={1,2,3,5}, B"(4)={1,2,4,5}, B'(5)={1,2,3,4,5}

elde edilir. Buradan bu graf icin farklilik kiimeleri,
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D(1,2)={1,2}, D(1,3)={2,4}, D(1,4)={2,3}, D(1,5)={2}, D(2,3)={1,4}, D(2,4)={1,3},
D(2,5)={1}, D(3,4)={3,4}, D(3,5)={4}, D(4,5={3} olarak bulunur. Ayrica ayrim
kiimelerini bulmak istersek,

51:{(112)1(213)’(214)’(215)}1 52:{(1’2)1(1’3)1(1’4)’(1’5)}’ 53:{(114)!(214)!(3!4)’(3!5)}’ 54
={(1,3),(2,3),(3,4),(3,5)}, o,={} seklinde elde edilir.

Sekil 6.1 Ornek 6.1°in grafi
Ayrim kiimesinin C kodundan bagimsiz olduguna dikkat edelim.

Siradaki yardimcr teorem bir belirleme kodunun tanimindan basit bir sekilde

cikarilabilir.

Lemma 6.1Bir C kodunun belirleme kodu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul & ¢
{Dc¢(u,2)|(u,z) e U} olmasidir[8].

ispat.‘

—: Tanimdan yola ¢ikarak, C bir belirleme kodu ise Ic(vi)’lerin hepsi birbirinden farkli
olmali. O halde Ic(Vi) A lc(Vj)’ler bostan farklidir. Ciinkii Ic(vi)’lerin hepsi birbirinden
farkli ise Ic(vi) - lc(vj) ve Ic(v)) - lc(vi) kiimeleri bostan farkli olmak zorundadir. Bu
durumda D¢ Ic(vi) Alc(vj). De(vivg) = lc(vi)Alc(v;) ise D& Dc(viv;) diyebiliriz.
Buradan da & ¢{Dc(u,z)|(u,z) € U} olur.

<. D ¢{Dc(u,2)|(u,z)eU} olsun. Boylece & #Dc(u,v) olur, yani D= Ic(u) &
Ic(v)’dir. Bu durumda I¢(v;j)’ler birbirlerinden farklidir ve biitiin I¢(v;)’ler birbirinden

farkli ise C bir belirleme kodudur.
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Lemma 6.1°1 bir 6rnek iizerinde somut bir sekilde gorelim.
Ornek 6.2 Bir 6nceki 6rnek i¢in Dc(u,v)’leri bulalim.

Dc(1.2)={1,2}, Dc(1.3)={24}, Dc(1,4)={2,3}, Dc(1,5)={2}, Dc(2,3)={14},
Dc(2,4)={1,3}, Dc(2,5)={1}, Dc(3,4)={3,4}, Dc(3,5)={4}, Dc(4,5={3}. Goruldigi
gibi Dc(u,v)’lerin higbirisi & degil. Diger taraftan belirleme kodu olmadigini
bilmedigimiz C={1,2,3} i alip buna gore Dc(u,v)’leri bulalim.

DC(1,2):{1,2}, Dc(l,s):{Z}, DC(1’4):{2!3}1 DC(1!5):{2}’ DC(213):{1},
Dc(2,4)={1,3}, Dc(2,5)={1}, Dc(3,4)={3}, Dc(3,5)={}, Dc(4,5)={3}. Burada da
Dc(3,5)={} dir. Lemma.1’den C={1,2,3} ’nin belirleme kodu olmadig: anlasiliyor.

Anlattiklarimiza ek olarak bir belirleme kodunu ayrim kiimelerinin agisindan

tanimlayabiliriz.

Lemma6.2C’nin belirleme kodu olmas: i¢in gerek ve yeter kosulC’deki diiglimlerin

ayrim kiimelerinin ailesinin U={(u,z) e V}|u# z} kiimesini kaplamasidir[8].

Ispat: Lemma 6.1°denC icin bir belirleme kodunun tiim farklilik kiimelerinin en az bir

elemani olmali. Ayrim kiimelerinin tanimindan (u,v) € 6, olacak sekilde herhangi (u,v)

€ U icin bazi c € C oldugugcikarilabilir. Bu yilizden U o, =U olur.

ceC
Diger taraf benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 6.1 'in Ispati: Bir belirleme kodunun asagidaki yapisii diisiinelim;
ID(G)—> C
1) Gelen diigiim kiimelerini bul; {B*(u)jueV}
2) Ayrim kiimelerini bul; 6 ={J, lue V}
3) (U, 0 )’nin minimum kiime kaplamasini bul; C

4) Sonug¢ olarak {ueV|5, eC}— C, yani minimum kiime kaplamadaki ayrim

kiimelerine karsilik gelen diigtimleri elde ederiz.
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Sekil 6.2 Teorem 6.1°1 desteklemek i¢in incelenen 6rnek graf

Sonug¢ kodu C’nin Lemma 6.2 tarafindan belirleme kodu oldugu garantilendi ve 3. adim
kiime kaplamanin optimalligi yani daha kiigiik bir belirleme kodu bulunamayacagi
garantilenir. Ispatin tamamlanmasi i¢in belirleme kiimelerinin hesaplanmasi amaciyla

ikili vektorlerin © (n?) toplamlarinin gerektigi ve O ’nin hesaplanmasi igin |U|’da her

n.(nz— 1) eleman i¢in n tane islem gerektigini gdzlemleriz[8].

Teorem 6.1°1 desteklemek i¢in basit bir 6rnek olarak Sekil 6.2°deki grafi diisiinelim.

Diiglimlerin belirleme kiimeleri ve ayrim kiimeleri:

Cizelge 6.2 Sekil 6.2°deki grafin diigiimlerinin belirleme ve ayrim kiimeleri

veV B*(v) 5,

1 {134} {(1,2),(1,5).(2,3).(2,4).(3,5).(4,5)}
2 {2.4,5} {(1,2),(1,4),(1,5),(2,3).(34),(3,5)}
3 {1.3,5} {(1,2),(1,4).(2,3).(2,5).(3,4).(4,5)}
4 {1.2,4} {(1,3),(1,5),(2,3),(2,5).(3.4),(4,5)}
5 {2,3,5} {(1,2),(1,3),(1,5).(2,4).(3,4).(4,5)}
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Buna karsilik gelen kiime kaplama problemi bir {(u,z)|L1<u=z<5} taban kiimesinin

yerine konabilirdi, bu durumda altkiime ailesi tablodaki &, ’nin tamamim

olustururdu[8].

6.2 KUME KAPLAMA <« ID-KOD

Bu kisimda da Kiime kaplama probleminden Belirleme kodu bulmaya bir gegis
verecegiz. Burada da oncelikle ana teoremi verip, 6zel bir yap1 ve bu yapinin 6zellikleri

tizerinden bu teoremin ispatin1 yapacagiz.

Teorem 6.2 Verilen bir m elemanli U taban kiimesi ve s=|S| kardinaliteli altkiimelerin
bir S ailesi i¢in, optimal kiime kaplama bulmanin, toplamsal O(m+s) islemleriyle n<
2max(s,m+1)+lg(m+1) digiimlii bir yonlii graf tizerinde bir belirleme kodu bulmaktan

daha fazla islem gerektirmez[8].

Sonug¢ 6.1 En az 4 elemanlh bir taban kiime ile bir optimal kiime kaplama bulma,
toplamsal O(ms?) islemleriyle 2m+max(s,m+1)<n<3m+max(s,m+1) diigimlii yonsiiz

bir grafin {izerinde bir belirleme kodu bulmaktan daha fazla islem gerektirmez[8].

Teorem.2’yi ispatlamak i¢in, kiime kaplama probleminin bir 6érneginden 6zel bir yonlii

grafi (indirgemede kullanilacak olan) saglayip analiz edecegiz.

Yap1 6.1 U={uy,Us,...,un} bir taban kiime ve S ={S;,S,....,Sm+1} U’nun altkiimelerinin
bir ailesi olsun. n=2m+1 olmak iizere V={v1,Vz,...,vy} diiglimleri ve E kenarlar1 ile dyle

bir G(V,E) grafi insa ediyoruz ki;

1) f.U—>V 1-1 ve her i<m igin f(uj)=v; ve f(S)= U f(u) (ScV) oldugunda her bir

ueS

V1,V2,...,Vm+1 diiglimlerinin giden diiglimler kiimeleri,

B (V)= f(S) uesS
()= {v _H(S).u e

seklinde olusturulur.

2) Geriye kalan vin+2,Vim+3,...,vq diigiimleri,

B (vi)={Vi,Vi-m-1} seklinde olusturulur[8].
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U={u,u,u,u} S={S={u,u}, S,={u,u}, S,={u,}, S,={u u,u,}, S={u,u,}}

Sekil 6.3 indirgememize bir 6rnek.

Simdi G(V,E) grafi i¢in keyfi bir C belirleme kodunun birka¢ 6zelligini verecegiz; bu
ozellikleri okurken basit bir 6rnek iizerinde gosterdigimiz yapimizi Sekil 6.3’den takip
etmeniz sizin i¢in faydali olacaktir. D(vi,vj) gosteriminin (vi,Vj)eV ¢iftinin farklilik

kiimesi, J y gosteriminin de v diiglimiiniin ayrim kiimesini belirttigini hatirlayalim. Yeni

olarak U:{(Vi,vi+m+1)|i£m} gosterimini  verecegiz ve buna karsilik 5=5nU

operatoriinii verecegiz[8].

Farklilik kiimeleri ve ayrim kiimeleri yardimiyla Sekil 6.3’deki 6rnegin belirleme
kodlarin1 bulalim. Burada kolaylik olmasi i¢in diiglimleri sadece numaralar1 ile

belirtecegiz.
D(1,2)={2,3,5,6,7}

D(1,3)={1,2,46,8y D(2,3)={1,3,4,5,7,8}

D(1,4)={1,5,6,9} D(2,4)={1,2,3,7,9} D(3,4)={2,4,5,8,9}
D(1,5)={1,4,6} D(2,5)={1,2,3,4,5,7} D(3,5)={2,8} D(4,5)={4,5,9}
D(1,6)={1,4} D(2,6)={1,2,3,4,5,6,7} D(3,6)={2,6,8} D(4,6)={4,5,6,9}
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D(1,7)={1,4,6,7} D(2,7)={1,2,3,4,5} D(3,7)={2,7,8} D(4,7)={4,5,7,9}

D(1,8)={14,68}  D(2.8)={1,234578}  D(3.8)={2} D(4,8)={4,5,8,9}
D(1,9={14,69}  D(29)={1,234579}  D(3,9)={2,8,9} D(4,9)={4,5}
D(5,6)={6}

D(5,7)={7} D(6,7)={6,7}

D(5,8)={8} D(6,8)={6,8} D(7,8)={7.8}

D(5,9)={9} D(6,9)={6,9} D(7,9)={7.9} D(8,9)={8,9}

6 ={(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9).(2.3).(2.4),(2.5),(2,6).(2,7).(2.8).(2,9)}
8,={(1,2).(1.3).(2:4).(2.5).(2.6).(2,7),(2,8),(2.9),(3.4).(3.5).(3.,6).(3,7).(3,8).(3,9)}
63={(1.2).(2.3).(24).(2.5).(2.6).(2.7).(2.8).(2.9)}

6, ={(1,3),(1,5).(1,6),(1,7),(1,8),(1.9),(2,3).(2,5).(2,6).(2.,7).(2.8),(2.9),(3,4),(4.5),(4.6),(4,7).(4.,8).(4,9)}
85 ={(1,2).(14).(2.3).(2.5).(2.6).(2,7),(2,8),(2.9),(3,4),(4.5),(4.,6).(4,7).(4.8).(4,9)}

85 ={(1,2),(1,3).(14),(1.5),(1,7),(1.8),(1,9).(2,6).(3.6).(4,6).(5,6).(6.7).(6.8).(6,9)}
67={(1.2).(1,7).(2.3).(24),(2.5).(2,6),(2,8),(2.9),(3,7).(4,7).(5,7).(6.7).(7,8).(7,9)}

03 ={(1,3),(1,8),(2,3),(2.8).(3:4),(3,5).(3,6).(3.7),(3,9).(4.8),(5.8),(6.,8).(7.8),(8,9)}

89 ={(14),(1,9),(2,4),(2,9).(3.4).(3.9).(4.5),(4.6),(4.7),(4,8),(5.9).(6,9).(7.9).(8,9)}

(5,6), (5,7), (5,8), (5,9) ikililerini kaplamak i¢in 6,7,8 ve 9’u kodun i¢ine koymamiz
gerektigi aciktir.6,7,8 ve 9’un kaplayamadigi sadece (1,6), (2,7), (3,8) ve (4,9)
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ikilileridir. Bu ikilileri de tek seferde kaplayabilen diigim yoktur. Bu yilizden iki
diigtimler geri kalan bu ikilileri kaplamaya calisalim. 2 ve 4 diiglimleri bu gorevi yerine

getirebiliyor. O halde minimal belirleme kodumuz {2,4,6,7,8,9} ’dur(Sekil 6.4).

Sekil 6.4 Yap1 6.1°¢e verilen 6rnegin belirleme kodunun grafa yerlestirilmis hali. Burada
i¢i dolu olanlar kodsozlerdir.

Ozellik 6.1 G(V,E)’nin herhangi bir belirleme kodu tim vmsp,...,vy diiglimlerini

igcermek zorunda[8].

Ispat: Yapidan dolayr B*(Vm+1) m+1°den daha biiyiik indisli diigiim i¢ermez, yani
B*(Vin+1) N {Vin+2,...va}= . Ciinkii B*(Vm+1)’de m+1°den biiyiik eleman olmasi igin
Vm+1'in B (m+2),...,B’(n) kiimelerinden birisinde olmas1 gerekiyor. Ancak bu yapiy
olustururken bu kiimeleri B (i)={V;,Vi.m-1} (M+2<i<n) olarak belirlemistik. V1 in ilk
bilesen olamayacagi acik; ikinci bilesen olmasi i¢in i-m-1=m+1 olmas1 gerekiyor.
Buradan da i=2m+2 olmasi gerekir fakat i boyle bir deger alamayacagi i¢in Vm4g iKinci
bilesen de olamaz. Dolayisiyla Vpi B(m+2),...,B(n) kiimelerinin higbirisinde

bulunamaz, yani Vinsz,...,vn, B'(m+1)’de bulunamaz.

Digerleri, yani j <m+1 igin vj;’nin B*(Vm41) i¢inde olmast igin gerek ve yeter kosul tiim i
>m+2 i¢in farklilik kiimelerinin D(Vm+1,Vi)={Vi} olduguna ulasiriz. Bu 6zelligin ispati
icin Lemma6.2’den {vij| i >m+2}’nin herhangi bir C belirleme kodu tarafindan

kapsanmasi gerektigini kullanabiliriz[8].
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Yap1 6.1 i¢in vermis oldugumuz &rnekte belirleme kodunun 6,7,8 ve 9’u igerdigini

gorebiliyoruz.

Ozellik 6.2 Tiim k>m+2’ler i¢in ayrim kiimesi i bostur[8].

Ispat: 3, =5, "U  oldugundan dolayr &, ={(ViVisms2)liSM Ve VieD(ViViems)}

yazabiliriz. Yap1 geregi k>m+2 icin vge B*(vi)’dir. Ayrica yapmin tanimindan m+2 <i

<n igin B (Vi)={Vi,Vi-m-1} oldugunu biliyoruz. Buradan B (vx)={Vk,Vk-m-1} olur. O halde

Vke B (Viem-1) diyebiliriz. Burada B*(vy) ile B*(Vk.m.1)’e dikkat edelim. (Vim.1,Vk) € ]

’dur. Bu durumda Vi e D(Vi-m-1,Vk) olacak sekilde bir (vk-m-1,Vk) ya da baska bir ifadeyle

(ViuVieme1) yOKtUr. Yani 6, =@ dir.

Ozellik 6.3 C’nin bir belirleme kodu olmasi icin gerek ve yeter kosul {Vm+a,...,vn}<C
ve {57. [i<m+1 ve vie C}’nin U icin bir kaplama olmasidir[8].

fspat:

= Bu 06zelligin ispat1 i¢in Lemma6.2’dené§ nin U ’yu kapladigini hatirlayalim(U
icin 6 ne ifade ediyorsa, U icin de 5 kiimesi onu ifade eder. Bu yiizden
Lemma6.2burada uygulanabilir). Ayrica, Ozellik6.2 tim k>m+1’ler igin a =

oldugunu verir ve kalanlar igin Ozellik 6.1 ile ispat tamamlanur.

<: Bu tarafin ispat1 i¢in, tiim farklilik kiimelerinin bostan farkli olmasi 6zelligindeki

sondan iki durumu gosterecegiz, bu yiizden Lemma6.1 C’nin bir belirleme kodu
oldugunu gostermeyi saglar. Ilk olarak (vi,vj)e U olmak iizere Dc(vi,vj)’yi diistinelim;
U daki oyle giftleri diisiinelim ki, bizim yapimiz vi’nin ya Ic(v;) belirleme kiimesinde
ya da lc(vj)’de olmasimi saglar, bu yiizden tim (vi,vj)e U ler icin Dc(vi,Vvj) = < *dir.
(Vi,v)) ¢ U ciftleri ve tiim C’ler igin, 1 i¢in (istisnalar harig) iki olasilig1 diigiinerek;
D(Vi,V)) N {Vm+2,...,Vn} # D
oldugunu gézlemleyelim:

1) i<m, Ic(Vi) Vism+1'1 icerir ve Ic(V;j) igeremez veya

i) >m+1, Ic(vj) vj’i igerir ve Ic(Vi) igeremez|[8].
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Ozellik6.3’iin, ayrim kiimelerini kullanarak belirleme kodlar1 ve kiime kaplamalari
arasinda birebir uyum oldugunu gosterir, buradan bir minimum belirleme kodu bir
minimum kiime kaplamasi iiretir. Simdi bu 6zelligin belirleme kodlar1 ile orijinal S

altkiimeleri arasinda iliski kuran bir kullanimini verecegiz.

U taban kiimesi iizerindeki ayrim kiimelerinin { 57' [i<m+1} ailesi U taban kiimesi
tizerindeki S altkiimelerinin orijinal ailesine denktir. Gergekten de U={uy,Up,U3,Us}
kiimesine U ={(v1,Ve),(V2,V7),(V3,Vg),(V4,Vg) } kiimesi karsilik gelir. Burada u;’e (v1,Vs),
uz’e (va,V7), Us’e (v3,Vs), Us’e (Va,Vg) karsilik geldigi goriiliir. Boylece 571
={(v1,V6),(v2,v7)} kiimesine S1={us,Uz}, 6, ={(v2,v7),(VaVe)} kiimesine S,={uz,us}, &,
={(v1,V6),(V3,Vg),(V4,Vo) } kiimesine Sz={us,uUs,Us}, % ={(v1,Ve), (V2,V7),(V4,Vo) }
kiimesine S;={uj,Uz,Us} Ve 575 ={(v2,v7),(V4,V9)} kiimesine Ss={uy,us}karsilik geldigini

gorerek dogrulamis oluyoruz.Bunu 6zellik asagidaki lemmay1 gelistirmek i¢in

kullanilacaktir.

Lemma 6.3 C’nin, G(V,E)’nin bir belirleme kodu olmasi icin gerek ve yeter kosul
{Vm+2,...,vn}<C olmasit ve {SivieC, i<m+1}’in (U,S)’nin bir kiime kaplamasi

olmasidir[8].

Ispat: Ozellik6.3’e dayanarak, U destek kiimesi iizerinde {57i [iI<m+1} ayrim
kiimelerinin ailesi ile U destek kiimesi iizerinde S altkiimelerinin orijinal ailesi arasinda
birebir ortiisme oldugunu goéstermemiz gerekiyor. i, j indisleri i¢in i<m+1 ve j<m
olsun. Yapidan dolay1 eger uj& Si iS€ Vj V€ Vjim+1 diiglimlerinin ya ikisi birden B*(v;)’nin
icindedir ya da ikisi birden B'(v;)’nin i¢inde degildir. Diger taraftan eger uje S; ise ya V;
ya da Vjim+1 B'(Vi)’nin igindedir. Bu da gosteriyor ki (vj,Vjm+1) € 6y, olmasi igin gerek

ve yeter kosul uje S; olmasidir ve ispat tamamlanmis oldu[8].

Teorem.2’nin ispati: Verilen m boyutlu bir U taban kiimesi ve s boyutlu bir S
altkiimesinin ailesi i¢in, asagidakileri saglayan U’ ve S’ kiimeleri {iretilmis oldu. Bunlar

Yapi6.1 ile tam uyumludur;

i) Eger s<m+1 ise, X, m+x+1<s+2* esitsizligini saglayan en kiigiik tamsay1 olmak

tizere, U’ya x adet yeni eleman ekleyerek U'tliretili. Bu yeni x adet
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elemanin(x<l+lgm+1 oldugunu hatirla) X+1+m-s adet farkli altkiimelerinin eklenmesi

ile S’den S’ turetilir.

ii) Eger s>m+1 ise,U’ya s-m-1 adet eleman eklenerek U’ tiiretilir ve bu s-1-m adet

eleman her bir S’ye eklenerek S”ler tiiretilir.

Ayrica Lemma 6.3, iiretilen grafin, (U,S)’nin bir minimum kiime kaplamasi i¢in bir

minimum belirleme kodu oldugunu saglar[8].

6.3 Minimum Kiime Kaplamadan Minimum Belirleme Koduna Gegisi Saglayan

Bir Yap1

Bu kisimda bir (U,S) kiime kaplama probleminde minimum kaplamaya, bir G=(V,E)
grafi i¢in minimum belirleme kodunu karsilik getiren bir yap1 verecegiz. Yapimizi insa

ederken isimize yarayacak bir Lemma’y1 vererek baglayalim.

Lemma 6.4 Bos kiimeden farkli m kardinaliteli bir toplulugu diisiinelim,
M=[My,....Mp], Ilgm+2<k<m olacak sekilde bir U={uy,...,ux} taban kiimesi iizerinde

olsun. 2m tane birbirinden farkl altkiimelerin 6yle bir I={ly,...,Iom} ailesi vardir ki;

o Vi<kiginuel,

e Vi<mi¢in Mj=l; A lj+y,’dir[8].

Ispat: Ispatimizda I’y1 iiretecegiz. Oncelikle M’deki ilk kiimeyi (M;) diisiinelim ve
simetrik farklari I3 A lj.n=M; olan 1; ve |1+ ¢iftlerini I’ya keyfi bir sekilde ekleyelim.
En az 291> 2m adet cift olduguna dikkat edelim (¢ilinkii I; i¢in 2m tane segenek
vardir), ciftteki ilk kiime uj;’i kapsayan taban kiimenin herhangi bir altkiimesi
olabileceginden ciftteki ikinci kiime istenen simetrik fark tarafindan tek olarak saptanur.
Tam olarak, Iy A lis1=M; 6zelligi ile I’ya m tane farkli kiime ¢iftini giivenli bir sekilde
ekleyebiliriz.  Yapimizda I'nin elemanlarmi vV i<m igin M;=ljAlisy olarak
diizenleyecegiz[8].

Yapr 6.2 (U={uy,...,un},S={S1,...,.Som«}) bir kiime kaplama problemi olsun. Spin
minimum kiime kaplama,Sy,, hirsli kiime kaplama(hirshi algoritmayla bulunan kiime

kaplama) ve bunlarin kardinaliteleri smin V€ Sy, OISUN. Ayrica m=2¥ (lg(m)=K) ve Spin>

k+2 oldugunu varsayalim. Istisnalar harig, Smi, altkiimesi S’de ilk olarak goriilsiin (yani

S’nin ilk Syin tane elemanit Spin’1 olustursun), Smin={S1,...,S s, }-
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Simdi (U,S)’den, az sonra yazacagim ozellikleri saglayan bir G grafini tiretelim. v i<m
icin S; kiimesine karsilik gelen v; diigiimleriyle, bu graf n=2m diigiimliidiir. Bu grafin
kenarlarini kararlastirmak i¢in iki topluluktan yararlanacagiz:
o  M=[Mi], Mi={Vj|Sj € Smin Ve Ui€ S;j} olacak sekilde m tane kiimenin toplulugudur
(M kiimesindeki vj’nin S;’ye karsilik gelen diigiim olduguna dikkat edin). Yani,
M;, ui’y1 kapsayan ve Smin’de olan Sj’lere karsilik gelen diigiimlerden olusuyor.
o  M=[Mi], Mi={V;|Sj & Smin Ve U;€ S;} olacak sekilde m tane kiimenin toplulugudur.
Yani, M;, ui’yi kapsayan ve Syin’de olmayanS;’lere karsilik gelen diigiimlerden

olusuyor.

k>1 olmak {izere, Lemma 6.4 su kiimenin varligini saglar:

o [|={li} kiimesinde, {vi,...,vs,,} Uzerinde (Lemma 6.4’teki k yerine Syin; U
kiimesi yerine de {va,...,vs.;, } gelmis oldu) 2m tane farkli kiime vardir 6yle ki;
—  Vi<mi¢in Mi=liA lism,
—  SjeSmin’i saglayan V j i¢in vje I’ dir.
Ayrica asagidaki listeyi kolay bir sekilde iiretebiliriz:

e |={li} kiimesinde, {Vvs.;,+1,-..,Vomk} Uzerinde (Lemma 6.4’teki k yerine (2m-k-
Smin); U kiimesi yerine de {v s, +1,...,Vom-k} gelmis oldu) 2m tane farkli kiime
vardir Oyle ki;

- Vismigin liAlism =M;,
—  §j¢& Smin’1 saglayan V] i¢in vje Ij’dir.
Vi<m i¢in [i=9 ve lim=M; oldugu takdirde bu sartlar saglanir ve sonra |; ve
lixm kiimelerindeki u; ve Uj+m’lerin varligi belirtilen 6zellikleri saglamasi i¢in degisir.
Bdylece G’nin kenarlari, diigiimlerin gelen diigiimler kiimeleri tarafindan;
B*(v)=luliupia (modm) [8] (6.1)

seklinde tanimlanir. Burada p;, tim j>2m-k+1 igin vje B(vj) olacak sekilde {vom-
k+1,...,Vom} Uzerindeki altkiimelerden tek olarak segilir. Bu P({Vomk+1,...,v2am}) Kuvvet
kiimesindeki (i+1). kiimeyi secerek tamamlanabilir. Burada kuvvet kiimesinin

elemanlari, V j<k i¢in (m-j). kiime vom’yi kapsayacak sekilde siralanmustir.

(")rnek 6.3U:{U1,U2,U3,U4} kiimesini ve S={81:{u1}, SZZ{UZ}, 83:{U3}, S4:{U4},

Ss={u1}, Se=<} kiimelerini diisiinelim. Yap16.2’deki terimlerden, k=2 ve m=4 oldugu
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ve S’nin |S|=2m-k=6"y1 sagladig1 goriiliir. Ayrica (U,S) i¢in minimum kiime kaplamanin
Smin=4’dlir, c¢linkii uj,Uy,U3,Us elemanlarimi kaplayan en kiiclik alt kiime ailesi

Smin={{us}.{uz}{us},{Us} } dir.

Sonra vi,...,von olarak 2m diiglimlii, az 6nceki kiime kaplama problemine karsilik

gelen bir G=(V,E) grafi iiretilir. Yapimizdan M ve M topluluklarini iiretelim:
M=[{v1} {va}{vs}{va}]
M=[{vs},d,9,9]

M’deki i. kiime, minimum kiime kaplamadaki u; elemanini kaplayan kiimeleri gosterir,
diger taraftan da M’deki i. kiime, u;’yi kaplayan fakat Syi,’de olmayan kiimeleri

gosterir.
Simdi de Lemma6.4’i kullanarak | ve | kiimesini insa edelim:

I’y1 olustururken ilk 4 elemani keyfi secip, [iAlism=M; olacak sekilde Ij+m’leri
olustururuz. Ayni sekilde 1’y1 olustururken ilk 4 eleman1 keyfi secip, Ii A liim=M; olacak

sekilde lism’leri olustururuz.
I={{v1,vo}{va,va}.{VaVa} {v1,va va} {vo}{va} {Va} {v1,vs}}
1=[D {ve} {vs, e} {ve} {vs}.{Ve} {VsVe} {Ve}]
Yapi ile uyumlu olacak sekildel ve I’'nin tek olmadigina dikkat ediniz.
Son olarak kuvvet kiimesine 6.1 numarali denklemi uygulayarak;
P{vz.vs})={po,..., ps}
={D {ve}.{vi}{vr.vs}}

bulunan kuvvet kiimesi | ve I’nin elemanlar: ile yapida belirtildigi gibi birlestirilerek

grafin kenarlar1 olugturulmus olur

B*(va)={v1,v2} B"(vs)={V2,Vs}
B*(v2)={V2,Vs,Ve,Ve} B*(Ve)={V3,Ve,V7}
B*(V3)={V3,V4,V5,Ve,Vs } B*(v7)={V4,V5,V6,Vs}
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B*(Va)={V1,V3,V4,Ve,V7,Vs} B*(Vs)={V1,V3, V6,V7,Ve}

Urettigimiz grafin komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

o
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-

<
N

<
w

<
N

<
(&1

<}
o

<
-

<}
e}

<
N [

w

M(U,S) =

N

[2]

~

< < <U1< < < <

P O 0O O Fr O O K
O OO Fr O O K
P O R O R P kP O
Ok, OO0 Fr FP OO
O, OFr OFr oo
N =T e e T =
P P O O R, O O O
P O R, O R P P O

[ec]

Bu grafin diyagramini ¢izerek daha somut bir sekilde gorelim (Sekil 6.5).

Yapimizdaki (U,S) kiime kaplama problemindeki minimum kiime kaplama ile elde

ettigimiz grafin minimum belirleme kodu arasinda iligkiyi gosteren 6zelligi verelim.
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Sekil 6.5 Yap1 6.2’nin 6rnegindeki (U,S) kiime kaplama problemine karsilik gelen graf

Ozellik 6.4 |U|=2"=m, |S|=2m-k Ve Spin>k+2 olmak iizere bir (U,S) kiime kaplama
problemi ile Yap1 6.2°nin irettigi G grafinin minimum belirleme kodlar1 arasinda
dogrudan bir bag vardir. Sy ile iliskili olan Viin={v1,...,vs;, } diigiimleri, G(V,E)’nin
bir belirleme kodunu olusturur. Yani (U,S) i¢in kiime kaplamasi olan bir S={S;,...,Si}
alt kiime ailesine karsilik gelen C={v,...,v¢} diiglim kiimesi G grafi i¢in bir belirleme
kodudur. Dahasi, eger bu S={S;,...,S;} kaplamasi minimum ise buna karsilik gelen

C={V1,...,vi} kodu da G i¢in minimumdur[8].

Ispat: Yapiyr olustururken I’daki kiimelerin hepsinin birbirinden farkli olmasi sart1
koyulmustu. Buradan olusacak biitiin gelen diiglim kiimelerinin birbirinden farkl
oldugunu anlariz. Boylelikle B*(Vi) N Vin’lerin birbirinden farkli oldugu ortaya cikar.

Bu da Vin’in belirleme kodu oldugunu gosterir[8].

Bu ozelligi somut olarak gérmek icin Ornek 6.3’teki (U,S)’in minimum kiime
kaplamasina veya kaplamalarina bakalim. {S;,S;,S3,S4} ve {S2,53,54,55} kiime aileleri
(U,S) igin birer minimum kiime kaplamadir. Bunlara karsilik gelen {vi,v2,v3,V4} Ve

{V2,V3,V4,V5} kiimeleri tirettigimiz grafin minimum belirleme kodlaridir.
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Ayrica (U,S) i¢in kiime kaplamasi olmayan kiime ailelerine karsilik gelen digim
kiimeleri belirleme kodu degildir. Omegin {S1,52,53,S5} kiime ailesine karsilik gelen
A={V1,V,,V3,V5} kiimesi belirleme kodu degildir ¢iinkii bu kiime igin Ia(Vs)=la(v7)’dir,

belirleme kodunun tanimindan A’nin belirleme kodu olmadigi anlasilir.
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BOLUM 7

BELIRLEME KODLARININ UYGULAMALARI

Graflarin bilgi  bilimlerindeki ve miihendisliklerdeki birgok alanda ¢ok gesitli
uygulamalari vardir. Bir graf herhangi bir fiziksel durumu ve ¢esitli nesnelerin birbirleri
ile olan iliskilerini gostermede kullanilabilir. Ayrica graf modelleri, bircok pratik
problemin ¢6ziimiinde de kullanilabilir[22]. Bu manada, igerisinde bir¢ok girdinin
bulundugu sistemlerde optimizasyon islemi i¢in 6ncelikle sistemin graf modeli ¢ikarilir
daha sonra da graflarda optimize islemini gergeklestirecek yani en az elemanla sistemi

belirlemeyi saglayacak olan “belirleme kodlar1” kullanilir.

Bu boliimde belirleme kodlarinin bazi uygulamalart ve ¢alisma prensipleri verilecek.

7.1 Cok islemcili sistemlerde Hata tespiti

Bu uygulamada hata tespitinin amaci, sistemi denetleyip hatali islemciyi veya
islemcileri bulmaktir. Burada ¢ok islemcili sistemi bir G=(V,E) yonsiiz grafi ile temsil
edilir. Bu temsil isleminde V islemcilerin kiimesi ve E de bu islemciler arasindaki
baglantilar1 gostermektedir. Belli secilmis islemcilerin iizerine 06zel yazilimlar
uygulanarak hatalar tespit edilir. Bu islemcilerin se¢imi de, hatali islemcilerin tek bir
sekilde belirlemesine izin veren C kodunun firetilmesi ile yapilir. Bu sekilde her bir
kodsoz diigiimiine karsilik gelen islemciler kendilerini ve komsu islemcileri test eder.
Buradaki diigiimlere islemcileri karsilik getirme islemi 1 yaricapl diigiimler kiimesi
kullanilarak gerceklestirilmistir. Boylelikle bir optimal kod sistemde hata belirleme igin

gerekli minimum islemci sayisini elde etmeyi saglar[2].
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7.2 Konum Belirleme

Sensor teknolojilerindeki son gelismeler, acil durumlarda sebekelerin etkili kullanimi
icin duman detektorleri veya aydinlatma gibi var olan altyapilardaki kii¢lik cihazlarin
baglantisini ve kurulumunu miimkiin hale getirdi. Bu aglar acil kontrol merkezleri i¢in 3
boyutlu goriintii alma veya dnemli bdlgeleri canli izleme gibi hayati gorevleri yerine

getiriyor[3].

Ileri seviye onemli gorevlere sahip olan acil tepki sistemleri asagidaki ozellikleri

saglamasi gerekir:

e Ekip elemanlar1 kendilerinin ve digerlerinin yerlerini belirleyebilmeli.
e Potansiyel tehlikeleri ve acil durum kaynaklarinin yerlerini belirleyebilmeli.

e Tuzaktaki kisileri belirleyip kurtarmali[3].

Var olan sistemlerin genel olarak en biiyiik eksikleri herhangi bir donanim eksikliginde
veya alanin degisikliginde sistemin saglamliginin kaybedilmesidir. Bu tiir durumlara
kars1 belirleme kodlarina dayanan yeni sistemler kullanilarak sistemlerin gilivenilirligi
ve saglamlig arttirilmaya baslanmistir. Bu yaklagimda tahmin tabanli sistemleri belli bir
algoritmaya baglayarak,sensorlar tiim alan1 belirleyecek sekilde genellestirmeye
caligilir. Buradaki ana fikir her bir béliinmiisbolgeyi gozetleyen sensorlarin kiimelerinin
birbirinden farkli olmasidir[3]. Bu alandaki kullanimi bir 6rnekle daha iyi bir sekilde
anlayabiliriz.

Sekil 7.1(a)’deki gibi bir alan plani tanimlayalim ve bunun tizerinde P={1,2,3,4,5,6,7,8}
noktalar1 olsun. Bu noktalarin birbiri ile olan baglantilari da Sekil 7.1(b)’deki gibi

tanimlayalim.
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(b): Ornek alanimiz iizerindeki
noktalarin
birbirleri ile olan baglantilari.

Q)

(a): Ornek alanimiz ve iizerindeki
noktalar.

Sekil 7.1 Ornek konum belirleme alanimiz.

Ornegimizdeki noktalar1 birer diigiim ve birbirleri ile olan baglantilar1 kenar olarak
diisiinerek bir graf olusturabiliriz. Bu graf {lizerinde bulacagimiz belirleme kodu ile
ornek alanimizi kaplayabiliriz. Tabii ki amacimiz en az noktayr kullanmak oldugu igin
bir optimal belirleme kodu bulacagiz. Istedigimiz gibi bir belirleme kodunu Sekil
7.2(a)’deki graf iizerindeki koyu renkli digtimler gosterir. Sekil 7.2(b)’de de bu

belirleme kodunu alanimizin iizerinde goriiyoruz.
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(a): Ornegimizin graf modeli (b): Belirleme kodumuzun
alanimizin iizerine yerlestirilmis
hali

Sekil 7.2 Belirleme kodlarinin 6rnegimize uygulanmasi.

4 nokta ile diger biitiin noktalar1 belirleyebiliyoruz. Bunu agiklamamiz gerekirse, biitiin

diigimlerin sinyal alabildikleri sinyal vericilerin kiimelerini(belirleme kiimeleri)

yazalim.
1 {2,3} 2 {2,5} 3— {35} 4— {35,7}
5 {2,3,5} 6— {3,7} 7— {7} 8— {2,5,7}

Gorildigi gibi biitiin kiimeler farkli. Zaten belirleme kodunun tanimindan belirleme
kiimelerinin birbirinden farkli olmasi1 gerekiyor. Boylelikle herhangi bir diigiimdeki

sinyal alict hangi diiglimlerden sinyal aldigini belirttiginde konumu belirlenmis olur.

Simdi belirleme kodlarmin belirli bir bolgede konum belirleme ile alakali uygulamasina

gercek hayattan bir 6rnek verelim.

7.2.1 Davutpasa’da Konum Belirleme Uygulamasi

Ornek bdlgemiz Yildiz Teknik Universitesi-Davutpasa Kampiisii olsun. Ornek alanimizi

Sekil 7.3 ten takip edebilirsiniz.
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Sekil 7.3 Belirleme kodlarin1 konum belirleme uygulamasinda kullanacagimiz bolge

Oncelikle alanimiza noktalar yerlestiriyoruz ve bu noktalarin birbirleri ile irtibatlarina
gore kenarlar belirleniyor ve graf modelimiz olusmus oluyor(Sekil 7.4). Bolgemizi
temsil eden grafin gelen diiglimler kiimelerini yazalim(tiim noktalar kendileri ile irtibatl

olduklarindan herhangi bir diigiim kendi gelen diiglimler kiimesinde olmak zorundadir).

B*(1)={1,2,4} B*(2)={1,2,3} B*(3)={2,3,6} B*(4)={1,4,512}
B*(5)={4,5,6,8} B*(6)={3,5,6,10} B*(7)={7,10} B*(8)={5,8,9,13}
B*(9)={8,9,10,14} B*(10)={6,7,9,10,11}  B*(11)={10,11,14,15}  B*(12)={4,12,16}
B*(13)={8,13,14,16}  B*(14)={9,11,13,14,17} B*(15)={11,15,18} B*(16)={12,13,16,17}
B*(17)={14,16,17,18}  B*(18)={15,17,18,19}  B*(19)={18,19,20} B*(20)={19,20}

Ormegimiz i¢in belirleme kodunu Lemma 6.2°den yararlanarak bulmaya ¢alisalim.

Bunun i¢in farklilik kiimelerini ve ayrim kiimelerini bulmaliyiz.

D(1,2)={3,4}
D(1,3)={1,3,4,6} D(2,3):{1,6}
D(1,4)={2,5,12} D(2,4)={2,3,4,5,12} D(3,4)={2,3,4,5,6,12}
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D(1,5)={1,2,5,6,8}
D(1,6)={1,2,3,4,5,6,10}
D(1,7)={1,2,4,7,10}
D(1,8)={1,2,4,5,8,9,13}
D(1,9)={1,2,4,8,9,13}
D(1,10)={1,2,4,6,7,9,10,11}
D(1,11)={1,2,4,10,11,14,15}
D(1,12)={1,2,12,16}
D(1,13)={1,2,4,8,13,14,16}
D(1,14)={1,2,4,9,11,13,14,17}
D(1,15)={1,2,4,11,15,18}
D(1,16)={1,2,4,12,13,16,17}
D(1,17)={1,2,4,14,16,17,18}
D(1,18)={1,2,4,15,17,18,19}
D(1,19)={1,2,4,18,19,20}

D(1,20)={1,2,4,19,20}

D(4,5)={1,6,8,12}
D(4,6)={1,3,4,6,10,12}
D(4,7)={1,4,5,7,10,12}
D(4,8)={1,4,8,9,12,13}
D(4,9)={1,4,5,8,9,10,12,14}
D(4,10)={1,4,5,6,7,9,10,11,12}
D(4,11)={1,4,5,10,11,12,14,15}
D(4,12)={1,5,16}

D(4,13)={1,4,5,8,12,13,14,16}

D(4,14)={1,4,5,9,11,12,13,14,17}

D(4,15)={1,4,5,11,12,15,18}
D(4,16)={1,4,5,13,16,17}

D(4,17)={1,4,5,12,14,16,17,18}

D(2,5)={1,2,3.4,5,6,8}
D(2,6)={1,2,5,6,10}
D(2,7)={1,2,3,7,10}
D(2,8)={1,2,3,5,8,9,13}
D(2,9)={1,2,3,8,9,10,14}
D(2,10)={1,2,3,6,7,9,10,11}
D(2,11)={1,2,3,10,11,14,15}
D(2,12)={1,2,3,4,12,16}

D(2,13)={1,2,3,8,13,14,16}

D(2,14)={1,2,3,9,11,13,14,17}

D(2,15)={1,2,3,11,15,18}
D(2,16)={1,2,3,12,13,16,17}
D(2,17)={1,2,3,14,16,17,18}
D(2,18)={1,2,3,15,17,18,19}
D(2,19)={1,2,3,18,19,20}

D(2,20)={1,2,3,19,20}

D(5,6)={3.4,8,10}
D(5,7)={4,5,6,7,8,10}
D(5,8)={4,6,9,13}
D(5,9)={4,5,6,9,10,14}
D(5,10)={4,5,7,8,9,10,11}
D(5,11)={4,5,6,8,10,11,14,15}
D(5,12)={5,6,8,12,16}
D(5,13)={4,5,6,13,14,16}
D(5,14)={4,5,6,8,9,11,13,14,17}
D(5,15)={4,5,6,8,11,15,18}
D(5,16)={4,5,6,8,12,13,16,17}

D(5,17)={4,5,6,8,14,16,17,18}
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D(3,5)={2,3.4,5,8}
D(3,6)={2,5,10}
D(3,7)={2,3,6,7,10}
D(3,8)={2,35,6,8.,9,13}
D(3,9)={2,3.6.8.,9,10,14}
D(3,10)={2,3,7,9,10,11}
D(3,11)={2,3,6,10,11,14,15}
D(3,12)={2,3,4,6,12,16}
D(3,13)={2,3,6,8,13,14,16}
D(3,14)={2,3,6,9,11,13,14,17}
D(3,15)={2,3,6,11,15,18}
D(3,16)={2,3,6,12,13,16,17}
D(3,17)={2,3,6,14,16,17,18}
D(3,18)={2,3,6,15,17,18,19}
D(3,19)={2,3.6,18,19,20}

D(3,20)={2,3,6,19,20}

D(6,7)={3,5,6,7}
D(6,8)={3,6,8.,9,10,13}
D(6,9)={35,6.8,9,14}
D(6,10)={3,5,7,9,11}
D(6,11)={3,5,6,11,14,15}
D(6,12)={3,4,5,6,10,12,16}
D(6,13)={3,5,6,8,10,13,14,16}
D(6,14)={3,5,6,9,10,11,13,14,17}
D(6,15)={35,6,10,11,15,18}
D(6,16)={3,5,6,10,12,13,16,17}

D(6,17)={3,5,6,10,14,16,17,18}



D(4,18)={1,4,5,12,15,17,18,19}
D(4,19)={1,4,5,12,18,19,20}

D(4,20)={1,4,5,12,19,20}

D(7,8)={5,7.8.9,10,13}
D(7,9)={7,8,9,14}
D(7,10)={6,9,11}
D(7,11)={7,11,14,15}
D(7,12)={4,7,10,12,16}
D(7,13)={7,8,10,13,14,16}
D(7,14)={7,9,10,11,13,14,17}
D(7,15)={7,10,11,15,18}
D(7,16)={7,10,12,13,16,17}
D(7,17)={7,10,14,16,17,18}
D(7,18)={7,10,15,17,18,19}
D(7,19)={7,10,18,19,20}

D(7,20)={7,10,19,20}

D(10,11)={6,7,9,14,15}

D(10,12)={4,6,7,9,10,11,12,16}

D(5,18)={4,5,6,8,15,17,18,19}
D(5,19)={4,5,6,8,18,19,20}

D(5,20)={4,5,6,8,19,20}

D(8,9)={5,10,13,14}
D(8,10)={5,6,7,8,10,11,13}
D(8,11)={5,8.9,10,11,13,14,15}
D(8,12)={4,5,8,9,12,13,16}
D(8,13)={5.9,14,16}
D(8,14)={5,8,11,14,17}
D(8,15)={5,8,9,11,13,15,18}
D(8,16)={5,8,9,12,16,17}
D(8,17)={5,8,9,13,14,16,17,18}
D(8,18)={ 5,8,9,13,15,17,18,19}
D(8,19)={ 5.8,9,13,18,19,20}

D(8,20)={ 5,8,9,13,19,20}

D(11,12)={4,10,11,12,14,15,16}

D(6,18)={3,5,6,10,15,17,18,19}
D(6,19)={3,5,6,10,18,19,20}

D(6,20)={3,5,6,10,19,20}

D(9,10)={6,7,8,11,14}
D(9,11)={8,9,11,15}
D(9,12)={4,8,9,10,12,14,16}
D(9,13)={9,10,13,16}
D(9,14)={8,10,11,13,17}
D(9,15)={8,9,10,11,14,15,18}
D(9,16)={8,9,10,12,13,14,16,17}
D(9,17)={8.9,10,16,17,18}
D(9,18)={8,9,10,14,15,17,18,19}
D(9,19)={8,9,10,14,18,19,20}

D(9,20)={8,9,10,14,19,20}

D(10,13)={6,7,8,9,10,11,13,14,16}  D(11,13)={8,10,11,13,15,16} D(12,13)={4,8,12,13,14}

D(10,14)={6,7,10,13,14,17} D(11,14)={9,10,13,15,17} D(12,14)={4,9,11,12,13,14,16,17}

D(10,15)={6,7,9,10,15,18} D(11,15)={10,14,18} D(12,15)={4,11,12,15,16,18}

D(10,16)={6,7,9,10,11,12,13,16,17}  D(11,16)={10,11,12,13,14,15,16,17}  D(12,16)={4,13,17}

D(10,17)={6,7,9,10,11,14,16,17,18}  D(11,17)={10,11,15,16,17,18} D(12,17)={4,12,14,17,18}

D(10,18)={6,7,9,10,11,15,17,18,19} D(11,18)={10,11,14,17,18,19} D(12,18)={4,12,15,16,17,18,19}

D(10,19)={6,7,9,10,11,18,19,20} D(11,19)={10,11,14,15,18,19,20} D(12,19)= {4,12,16,18,19,20}

D(10,20)={6,7,9,10,11,19,20} D(11,20)= {10,11,14,15,19,20} D(12,20)= {4,12,16,19,20}
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D(13,14)={8,9,11,16,17}
D(1315)={8,11,13,14,15,16,18}  D(14,15)={9,13,14,15,17,18}

D(13,16)={8,12,14,17} D(14,16)={9,11,12,14,16} D(15,16)={11,12,13,15,16,17,18}
D(13,17)={8,13,17,18} D(14,17)={9,11,13,16,18} D(15,17)={11,14,15,16,17,18}
D(13,18)={8,13,14,15,16,17,18,19} D(14,18)={9,11,13,14,15,1819}  D(15,18)={11,17,19}
D(13,19)={8,13,14,16,18,19,20}  D(14,19)={9,11,13,14,17,18,19,20} D(15,19)={11,15,19,20}

D(13,20)={8,13,14,16,18,19,20}  D(14,20)={9,11,13,14,17,19,20}  D(15,20)={11,15,18,19,20}

D(16,17)={12,13,14,18}
D(16,18)={12,13,15,16,18,19} D(17,18)={14,15,16,19}

D(16,19)={12,13,16,17,18,19,20}  D(17,19)={14,16,17,19,20} D(18,19)={15,17,20}
D(16,20)={12,13,16,17,19,20} D(17,20)={14,16,17,18,19,20} D(18,20)={15,17,18,20}

D(19,20)={18}

8,={(1,3),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),(1,10),(1,11),(1,12),(1,13),(1,14),(1,15),(1,16),

(1,17),(1,18),(1,19),(1,20),(2,3),(2,5),(2,6),(2,7),(2,8),(2,9),(2,10),(2,11),(2,12),(2,13),
(2,14),(2,15),(2,16),(2,17),(2,18),(2,19),(2,20),(4,5),(4,6),(4,7),(4,8),(4,9),(4,10),(4,11),
(4,12),(4,13),(4,14), (4,15),(4,16),(4,17),(4,18),(4,19),(4,20)}

5,={(1,4),(1,5).(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),(1,10),(1,11),(1,12),(1,13),(1,14),(1,15),(1,16),
(1,17),(1,18),(1,19),(1,202,4),(2,5),(2,6),(2,7),(2,8),(2,9),(2,10),(2,11),(2,12),(2,13),
(2,14),(2,15),(2,16),(2,17),(2,18),(2,19),(2,20),(3,4),(3,5),(3,6),(3,7),(3,8),(3,9),(3,10),
(3,11),(3,12),(3,13),(3,14),(3,15),(3,16),(3,17),(3,18),(3,19),(3,20)}

53
={(1,2),(1,3),(1,6),(2,4),(2,5),(2,7),(2,8),(2,9),(2,10),(2,11),(2,12),(2,13),(2,14),(2,15),(2
16),(2,17),(2,18),(2,19),(2,20),(3,4),(3,5),(3,7),(3,8),(3,9),(3,10),(3,11),(3,12),(3,13),(3,
14),(3,15),(3,16),(3,17),(3,18),(3,19),(3,20),(4,6),(5,6),(6,7),(6,8),(6,9),(6,10),(6,11),(6,1
2),(6,13),(6,14),(6,15),(6,16),(6,17),(6,18),(6,19),(6,20)}

54
={(1,2),(1,3),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),(1,10),(1,11),(1,13),(L,14),(1,15),(1,16),(1,17),(1,18),
(1,19),(1,20),(2,4),(2,5),(2,12),(3,4),(3,5),(3,12),(4,6),(4,7),(4,8),(4,9),(4,10),(4,11),(4,13
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),(4,14),(4,15),(4,16),(4,17),(4,18),(4,19),(4,20),(5,6),(5,7),(5,8),(5,9),(5,10),(5,11),(5,13
),(5,14),(5,15),(5,16),(5,17),(5,18),(5,19),(5,20),(6,12),(7,12),(8,12),(9,12),(10,12),(11,1
2),(12,13),(12,14),(12,15),(12,16),(12,17),(12,18),(12,19),(12,20)}

55
={(1,4).,(1,5),(1,6).(1,8).(2,4).(2,5).(2,6).(2,8).(3.4).(3.5).(3,6).(3.8).(4,7).(4,9).(4,10),(4,
11),(4,12),(4,13),(4,14),(4,15),(4,16),(4,17),(4,18),(4,19),(4,20),(5,7),(5,9),(5,10),(5,11),
(5,12),(5,13),(5,14),(5,15),(5,16),(5,17),(5,18),(5,19),(5,20),(6,7),(6,9),(6,10),(6,11),(6,1
2),(6,13),(6,14),(6,15),(6,16),(6,17),(6,18),(6,19),(6,20),(7,8),(7,9),(8,10),(8,11),(8,12),(
8,13),(8,14),(8,15),(8,16),(8,17),(8,18),(8,19),(8,20)}

56
={(1,3),(1,5),(1,6),(1,10),(2,3),(2,5),(2,6),(2,10),(3,4),(3,7),(3,8),(3,9),(3,11),(3,12),(3,1
3),(3,14),(3,15),(3,16),(3,17),(3,18),(3,19),(3,20),(4,5),(4.6),(4,10),(5,7),(5,8),(5,9),(5,11
),(5,12),(5,13),(5,14),(5,15),(5,16),(5,17),(5,18),(5,19),(5,20),(6,7),(6,8),(6,9),(6,11),(6,1
2),(6,13),(6,14),(6,15),(6,16),(6,17),(6,18),(6,19),(6,20),(7,10),(8,10),(9,10),(10,11),(10,
12),(10,13),(10,14),(10,15),(10,16),(10,17),(10,18),(10,19),(10,20)}

57
={(1,7),(1,10),(2,7),(2,10),(3,7),(3,10),(4,7),(4,10),(5,7),(5,10),(6,7),(6,10),(7,8),(7,9),(7
111),(7,12),(7,13),(7,14),(7,15),(7,16),(7,17),(7,18),(7,19),(7,20),(8,10),(9,10),(10,11),(1
0,12),(10,13),(10,14),(10,15),(10,16),(10,17),(10,18),(10,19),(10,20)}

58
={(1,5),(1,8,),(1,9),(1,13),(2,5),(2,8),(2,9),(2,13),(3,5),(3,8),(3,9),(3,13),(4,5),(4,8),(4.9),
(4,13),(5,6),(5,7),(5,10),(5,11),(5,12),(5,14),(5,15),(5,16),(5,17),(5,18),(5,19),(5,20),(6,8
),(6,9),(6,13),(7,8),(7,9),(7,13),(8,10),(8,11),(8,12),(8,14),(8,15),(8,16),(8,17),(8,18),(8,1
9),(8,20),(9,10),(9,11),(9,12),(9,14),(9,15),(9,16),(9,17),(9,18),(9,19),(9,20),(10,13),(11,
13),(12,13),(13,14),(13,15),(13,16),(13,17),(13,18),(13,19),(13,20)}

59
={(1,8),(1,5),(1,10),(1,14),(2,8),(2,5),(2,10),(2,14),(3,8),(3,9),(3,10),(3,14),(4,8),(4,9), (4
10),(4,14),(5,8),(5,9),(5,10),(5,14),(6,8),(6,9),(6,10),(6,14),(7,8),(7,9),(7,10),(7,14),(8,1
1),(8,12),(8,13),(8,15),(8,16),(8,17),(8,18),(8,19),(8,20),(9,11),(9,12),(9,13),(9,15),(9,16
),(9,17),(9,18),(9,19),(9,20),(10,11),(10,12),(10,13),(10,15),(10,16),(10,17),(10,18),(10,
19),(10,20),(11,14),(12,14),(13,14),(14,15),(14,16),(14,17),(14,18),(14,19),(14,20)}

I
={(1,6),(1,7),(1,10),(1,11),(2,6),(2,7),(2,9),(2,10),(2,11),(3,6),(3,7),(3,9),(3,10),(3,11),(4
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6),(4,7),(4,9),(4,10),(4,11),(5,6),(5,7),(5,9),(5,10),(5,11),(6,8),(6,12),(6,13),(6,14),(6,15)
(6,16),(6,17),(6,18),(6,19),(6,20),(7,8),(7,12),(7,13),(7,14),(7,15),(7,16),(7,17),(7,18),(7
19),(7,20),(8,9),(8,10),(8,11),(9,12),(9,13),(9,14),(9,15),(9,16),(9,17),(9,18),(9,19),(9,20
),(10,12),(10,13),(10,14),(10,15),(10,16),(10,17),(10,18),(10,19),(10,20),(11,12),(11,13),
(11,14),(11,15),(11,16),(11,17),(11,18),(11,19),(11,20)}

511
={(1,10),(1,11),(1,14),(1,15),(2,10),(2,11),(2,14),(2,15),(3,10),(3,11),(3,14),(3,15),(4,10

),(4,11),(4,14),(4,15),(5,10),(5,11),(5,14),(5,15),(6,10),(6,11),(6,14),(6,15),(7,10),(7,11),
(7,14),(7,15),(8,10),(8,11),(8,14),(8,15),(9,10),(9,11),(9,14),(9,15),(10,12),(10,13),(10,1
6),(10,17),(10,18),(10,19),(10,20),(11,12),(11,13),(11,16),(11,17),(11,18),(11,19),(11,20
),(12,14),(12,15),(13,14),(13,15),(14,16),(14,17),(14,18),(14,19),(14,20),(15,16),(15,17),
(15,18),(15,19),(15,20)}

1)
:i2(1,4),(1,12),(1,16),(2,4),(2,12),(2,16),(3,4),(3,12),(3,16),(4,5),(4,6),(4,7),(4,8),(4,9),(4

10),(4,11),(4,13),(4,14),(4,15),(4,17),(4,18),(4,19),(4,20),(5,12),(5,16),(6,12),(6,16),(7,1
2),(7,16),(8,12),(8,16),(9,12),(9,16),(10,12),(10,16),(11,12),(11,16),(12,13),(12,14) (12,
15),(12,17),(12,18),(12,19),(12,20),(13,16),(14,16),(15,16),(16,17),(16,18),(16,19),(16,2
0)}

913
={(1,8),(1,13),(1,14),(1,16),(2,8),(2,13),(2,14),(2,16),(3,8),(3,13),(3,14),(3,16),(4,8),(4,1
3),(4,14),(4,16),(5,8),(5,13),(5,14),(5,16),(6,8),(6,13),(6,14),(6,16),(7,8),(7,13),(7,14),(7,
16),(8,9),(8,10),(8,11),(8,12),(8,15),(8,17),(8,18),(8,19),(8,20),(9,13),(9,14),(9,16),(10,1
3),(10,14),(10,16),(11,13),(11,14),(11,16),(12,13),(12,14),(12,16),(13,15),(13,17),(13,18
),(13,19),(13,20),(14,15),(14,17),(14,18),(14,19),(14,20),(15,16),(16,17),(16,18),(16,19),
(16,20)}

0
:<1{t1,9),(1,11),(1,13),(1,14),(1,17),(2,9),(2,11),(2,13),(2,14),(2,17),(3,9),(3,11),(3,13),(3,

14),(3,17),(4,9),(4,11),(4,13),(4,14),(4,17),(5,9),(5,11),(5,13),(5,14),(5,17),(6,9),(6,11),(

6,13),(6,14),(6,17),(7,9),(7,11),(7,13),(7,14),(7,17),(8,9),(8,11),(8,13),(8,14),(8,17),(9,10
),(9,12),(9,15),(9,16),(9,18),(9,19),(9,20),(10,11),(10,13),(10,14),(10,17),(11,12),(11,15)
(11,16),(11,18),(11,19),(11,20),(12,13),(12,14),(12,17),(13,15),(13,16),(13,18),(13,19),(
13,20),(14,15),(14,16),(14,18),(14,19),(14,20),(15,17),(16,17),(17,18),(17,19),(17,20)}
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5
=<1{521,11),(1,15),(1,18),(2,11),(2,15),(2,18),(3,11),(3,15),(3,18),(4,11),(4,15),(4,18),(5,11
),(5,15),(5,18),(6,11),(6,15),(6,18),(7,11),(7,15),(7,18),(8,11),(8,15),(8,18),(9,11),(9,15),
(9,18),(10,11),(10,15),(10,18),(11,12),(11,13),(11,14),(11,16),(11,17),(11,19),(11,20),(1
2,15),(12,18),(13,15),(13,18),(14,15),(14,18),(15,16),(15,17),(15,19),(15,20),(16,18),(17
18),(18,19),(18,20)}

1)
:<1{t21,12),(1,13),(l,16),(1,17),(2,12),(2,13),(2,16),(2,17),(3,12),(3,13),(3,16),(3,17),(4,12
),(4,13),(4,16),(4,17),(5,12),(5,13),(5,16),(5,17),(6,12),(6,13),(6,16),(6,17),(7,12),(7,13),
(7,16),(7,17),(8,12),(8,13),(8,16),(8,17),(9,12),(9,13),(9,16),(9,17),(10,12),(10,13),(10,1
6),(10,17),(11,12),(11,13),(11,16),(11,17),(12,14),(12,15),(12,18),(12,19),(12,20),(13,14
),(13,15),(13,18),(13,19),(13,20),(14,16),(14,17),(15,16),(15,17),(16,18),(16,19),(16,20),
(17,18),(17,19),(17,20)}

5
:<1{7(1,14),(1,16),(1,17),(1,18),(2,14),(2,16),(2,17),(2,18),(3,14),(3,16),(3,17),(3,18),(4,14
),(4,16),(4,17),(4,18),(5,14),(5,16),(5,17),(5,18),(6,14),(6,16),(6,17),(6,18),(7,14),(7,16),
(7,17),(7,18),(8,14),(8,16),(8,17),(8,18),(9,14),(9,16),(9,17),(9,18),(10,14),(10,16),(10,1
7),(10,18),(11,14),(11,16),(11,17),(11,18),(12,14),(12,16),(12,17),(12,18),(13,14),(13,16
),(13,17),(13,18),(14,15),(14,19),(14,20),(15,16),(15,17),(15,18),(16,19),(16,20),(17,19),
(17,20),(18,19),(18,20)}

s
:'1{521,15),(1,17),(1,18),(1,19),(2,15),(2,17),(2,18),(2,19),(3,15),(3,17),(3,18),(3,19),(4,15
),(4,17),(4,18),(4,19),(5,15),(5,17),(5,18),(5,19),(6,15),(6,17),(6,18),(6,19),(7,15),(7,17),
(7,18),(7,19),(8,15),(8,17),(8,18),(8,19),(9,15),(9,17),(9,18),(9,19),(10,15),(10,17),(10,1
8),(10,19),(11,15),(11,17),(11,18),(11,19),(12,15),(12,17),(12,18),(12,19),(13,15),(13,17
),(13,18),(13,19),(14,15),(14,17),(14,18),(14,19),(15,16),(15,20),(16,17),(16,18),(16,19),
(17,20),(18,20),(19,20)}

s
=<1{9(1,18),(1,19),(1,20),(2,18),(2,19),(2,20),(3,18),(3,19),(3,20),(4,18),(4,19),(4,20),(5,18
),(5,19),(5,20),(6,18),(6,19),(6,20),(7,18),(7,19),(7,20),(8,18),(8,19),(8,20),(9,18),(9,19),
(9,20),(10,18),(10,19),(10,20),(11,18),(11,19),(11,20),(12,18),(12,19),(12,20),(13,18),(1
3,19),(13,20),(14,18),(14,19),(14,20),(15,18),(15,19),(15,20),(16,18),(16,19),(16,20),(17
18),(17,19),(17,20)}
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920
={(1,19),(1,20),(2,19),(2,20),(3,19),(3,20),(4,19),(4,20),(5,19),(5,20),(6,19),(6,20),(7,19
),(7,20),(8,19),(8,20),(9,19),(9,20),(10,19),(10,20),(11,19),(11,20),(12,19),(12,20),(13,1
9),(13,20),(14,19),(14,20),(15,19),(15,20),(16,19),(16,20),(17,19),(17,20),(18,19),(18,20

)}

Lemma 6.2°de s6ylenildigi gibi diigiimlerdenayrim kiimeleri U={(u,z) € V|u =z}
kiimesini kaplayanlar belirleme kodudur. O halde (U, 6 ={J, |v € V}) i¢in optimal bir

kaplama bulalim.

Kaplamamizda 18 diigiimiiniin olmasi1 gerektigi agiktir. Ciinkii (19,20) ikilisini kaplayan

sadece 18 diiglimii vardir. Bundan sonraki kaplama islemi basit ancak olduk¢a uzun

oldugundan burada sadece sonug verilecek. {J;,6,,05,05, 01,013,014 Og, 05 } alt
kiime ailesi U igin bir kaplamadir. Buradan C={1,4,5,6,11,13,14,18,20} diigiim kiimesi

de 6rnek alanimizin graf modeli i¢in bir belirleme kodudur. Gergekten de,

lc(1)={1,4}, 1c(2)={1}, Ic(3)={6}, 1c(4)={1,4,5}, 1c(5)={4,5,6}, Ic(6)={5,6}, 1c(7)={},
16(8)={5.13}, 1c(9)={14}, Ic(10)={6,11}, Ic(11)={11,14}, Ic(12)={4}, Ic(13)={13,14},
Ic(14)={11,13,143, Ic(15)={11,18}, Ic(16)={13}, Ic(17)={14,18}, Ic(18)={18}.
Ic(18)={18,20}, 1(20)={20}

belirleme kiimelerinin hepsi birbirinden farkli.

Simdi elde ettigimiz belirleme kodunu konum belirlemede nasil kullanacagimiza
gecelim. Bu kodun diigiimlerine sinyal vericiler yerlestirdigimizi diisiinelim. Ornegin 5
diigtimiindeki sinyal alic1 {4,5,6} sinyal vericilerinden sinyal alir. Tiim kiimelerin sinyal
aldig1 diigim kiimesi farkli olacagindan(¢iinkii alinan sinyal kiimeleri belirleme
kiimesine karsilik gelir ve belirleme kiimelerinin hepsi birbirinden farklidir) bu kiimenin
hangi diigiimiin belirleme kiimesi oldugunu, elimizdeki belirleme kiimelerinin listesine

bakip buluruz ve sinyal alicinin nerede oldugunu saptariz.

Aksine, her diiglimiin bulundugu yerlere sinyal vericiler koyup ayni i yapilirsa 20 adet
sinyal verici kullanilmasi gerekir. Ancak ayni isi belirleme kodlarini kullanarak 9 adet

sinyal verici ile yapmis oluruz ve bdylece biiyiik bir tasarruf elde ederiz.
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18

19

20

Sekil 7.4 Ornek alanimizin basit bir haritasi ve graf modeli. i¢i dolu olanlar bu graf icin
bulunan belirleme kodunun kodsdézleridir.
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7.3 Cevresel denetleme

Belirleme kodlar1 kirlilik kaynaklarimi tanimlama ve yerlerini belirleme gibi gozleme
problemlerinde genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu tiir uygulamalarda gozlenecek
alan sonlu sayida bolgelere ayrilir ve bir graf olarak modellenir. Burada her bir diigiim
Sekil 7.5°deki gibi farkl birer bolgeyi temsil eder. Bu modelde iki diigiim, temsil
ettikleri bolgeler birbirleri ile baglantil ise, kenarlarla birbirlerine baglidir. Bu graf icin
bir belirleme kodu gozlem araglarinin bir alt kiimesidir. Bu alt kiimenin 6zelligi her bir
elemaninin iletisimde oldugu gozlem araclarimin kiimesi(bu kiimeler belirleme
kiimesidir) birbirinden farkli olmasidir. Boylelikle belirleme kodlar1 sayesinde her bir
bolgeye gozlem araci koymaya gerek kalmaksizin tiim bdolgeler izlenebiliyor. Boylece
hem gerekli arac-gere¢ sayist hem de enerji sarfiyati azaltilmis oluyor. Ayrica belirleme
kodlarina dayali sistemler yakin alan1 gozleyen sistemlerden daha giivenli ve yiiksek
¢ozinlrlik sagliyor[4]. Bu uygulamay1 daha iyi anlamak i¢in Sekil 7.5’¢ bakmaniz
faydali olacaktir. Bu ornekte bolgeler birbirlerinden duvarlarla ayrilmistir. Sadece
bolgelere yerlestirilen gézlem araclarinin birbirleri ile baglant1 kurabilmesi i¢in kiigiik
acikliklar vardir. Bolgelerin i¢indeki diiglimler gézlem araglarini, diigiimlerin arasindaki
kenarlar da bu gozlem araglarinin birbirleri ile olan baglantilarini1 gosteriyor. Buradaki
graf icin i¢i dolu diigiimler bir belirleme kodudur. Yani bu diigimlerin temsil ettigi

bolgelere gdzlem araglart yerlestirildiginde tiim alan gézlemlenebilmis oluyor.

4 O\

NOE—

Sekil 7.5 Belirleme kodlarinin ¢evresel denetlemede kullanimina bir 6rnek.
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu caligmada anlatilanlardan yola c¢ikilarak kiime kaplamada zor olan bir problemi
belirleme kodlarina aktararak ya da tersine, yani belirleme kodlarinda ¢6ziimii zor olan
bir problemi kiime kaplama problemine aktararak elimizdeki probleme degisik bir

agidan bakabiliriz.

Vermis oldugumuz belirleme kodlar1 ile ilgili uygulamalar giinliikk hayattaki
optimizasyon problemlerini eger miimkiinse belirleme kodlarina aktararak ¢6zme

konusunda bir fikir verebilir.
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