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SiIMGE LiSTESI

n. dereceden alterne grup

C Karmagik sayilar kiimesi

C Genisletilmis karmasik diizlem

C n 0geli devirli grup

CP! C tizerinde I-boyutlu izdiisel dogru (Riemann kiiresi)
cekf Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

D, Diizgiin bir n-genin simetri grubu (Dihedral grup)

F Cisim

GL(n,F) Bir F cismi lizerinde nxn boyutlu tersinir matrislerin grubu
GL(V) Bir V vektor uzaymin genel dogrusal grubu

InnG Bir G grubunun tiim i¢ otomorfizlarinin grubu

M(C)  Mbbiiis grubu

O(n,F) Bir Fcismi iizerinde n. dereceden ortogonal grup

{p.q} Schlifli sembolii

PGL(n, F) Bir F cismi lizerindeki n-boyutlu izdiisel dogrusal grup

R Gercel sayilar kiimesi

R" n-boyutlu gercel uzay

Q Rasyonel sayilar kiimesi

s(A) Bir A kiimesi iizerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi
S, n. dereceden simetrik grup

SL(n,F) F cismi lizerinde nxn boyutlu ve determinanti 1 olan tersinir matrislerin grubu

SO(n,F) Bir F cismi iizerinde n. dereceden 6zel ortogonal grup

SU (n) n. dereceden 6zel Uniter grup
tr(A) Bir A matrisinin izi
Z Tam sayilar kiimesi

Z(G) Bir G grubunun merkezi
Z(V) GL(V) ’nin merkezi
<> I¢ carpim sembolii

Z Toplam sembolii
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OZET

iZDUSEL DOGRUSAL GRUPLARIN SONLU ALTGRUPLARI UZERINE

Bir [x: y]e CP' olmak iizere genisletilmis karmasik diizlem C ile bir boyutlu izdiisel dogru
CP', [x:y]— x/y tasviri ile eslesir, yani CP' = C’dir. Determinanti sifirdan farkli 2x2
boyutlu karmagik katsayili matrislerin olusturdugu grup genel dogrusal GL(2,C) grubu C?
diizlemi iizerine matris ¢arpimu ile etkir. CP' ile C arasinda yukaridaki tasviri kullanarak
CP' iizerindeki bu etkinin C iizerindeki dogrusal kesirli doniistimlerin etkisi ile ayni
oldugunu goriiriiz.

Dogrusal kesirli  doniisiimler bileske altinda bir grup olusturur. Bu grup
GL(2,C)/ Z(GL(2,C)) bélim grubudur. Burada Z(GL(2,C))={ml:me C} seklinde olup

GL(2,C)’nin merkezidir ve GL(2,C)/Z(GL(2,C)) = PGL(2,C) dir. Bagka bir deyisle, C
tizerindeki dogrusal kesirli doniisiimlerin grubu, ki bu gruba Mobilis grubu denir,
PGL(2,C)’ye izomorftur. PGL(2,C) aym zamanda Riemann kiiresinin otomorfizmalar
grubudur.

Ote yandan R* Oklit uzayimndaki {x2 +y* +7° = 1} kiiresi icine koseleri kiire iizerinde olacak
sekilde diizgiin konveks cokyiizliiler cizilebilir; bu cokyiizliiler Platonik cisimlerdir. Oklit
uzayinda Platonik bir P cismini koruyan izometriler, SO(3) ’iin sonlu bir altgrubunu verir ve
bu gruplar kiire iizerine de etkir. Stereografik izdiisiim altinda kiireyi ¢ ‘ye gonderirsek ayni

grubun CP' iizerine de etkidigini, yani Platonik cisimlerin simetri gruplarmnin sonlu birer
Mobiiis grubu oldugu sonucuna varirniz. Bu amagla karmasik katsayili dogrusal kesirli
doniistimlerin Mobiiis grubunun, yani PGL(2,C)’nin herhangi bir altgrubunun, kiirenin

simetrilerinin sonlu bir grubuna, yani C, devirli grubuna, D, dihedral grubuna ya da sirasiyla
diizglin dortyiizliiniin, kiibiin ya da diizglin yirmiyiizliiniin A,, S, ve A, simetri gruplarina
izomorf oldugu anlatildi.

Daha sonra dogrusal kesirli doniisiimler aynm zamanda sabit noktalar1 cinsinden yazilabilecegi
icin bir m(x) dogrusal kesirli doniisiimiiniin m(x) = x esitligi ile sabit noktalar1 bulundu ve
bu noktalar geometrik olarak yorumlandi. Son olarak RR’’te Platonik bir cisminin bir

simetrisinin bu cismi degismez birakan R*’iin direkt bir izometrisi oldugu ve bu cismin tiim
simetrilerinin bir grup olusturdugu anlatildi ve tiim Platonik cisimlerin Mobiiis gruplari
verildi.

Anahtar kelimeler: izdiisel dogrusal grup, Dogrusal kesirli doniisiim, Platonik cisimler,
Riemann kiiresi.
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ABSTRACT

ON THE FINITE SUBGROUPS of PROJECTIVE LINEAR GROUPS

The extended complex plane ¢ corresponds with /-dimensional complex projective line
CP' by the map [x:y]+> x/y for any [x:y]e CP' and we have CP'=C. The general
linear group of 2x2 complex matrices GL(2,C) acts on the plane C* by matrix
multiplication and we see that this act on CP' is the same act on ¢ by linear fractional
transformation using the map above between CP' and C.

Linear fractional transformations form a group under composition. This group is the quotient
group GL(2,C)/Z(GL(2,C)) where Z(GL(2,C))={ml:me C} is the center of GL(2,C)
and we have GL(2,C)/Z(GL(2,C)):=PGL(2,C). In other words, the group of linear

fractional transformations on C which is called Mdbiiis group is isomorphic to PGL(2,C).
On the other hand, PGL(2,C) is the automorphism group of the Riemann sphere.

Regular convex polyhedras can be inscribed in the sphere {x2 +y +z70 = 1} in R’ such that

their vertices are on the sphere. These regular convex polyhedras are Platonic solids. In
Euclidean space, the isometries preserving a Platonic solid P is a finite subgroup of SO(3)
and these groups act on the sphere. If we send sphere to C under stereographic projection, we

see that the same group acts on CP'. In other words, a group of symmetries of Platonic solids
are finite Mobiiis groups. By this aim, in this work it is explained that the M&biiis group of
linear fractional transformations with complex coefficients, any subgroup of PGL(2,C), is

isomorphic to a finite group of the symmetries of the sphere.

Moreover, since the linear fractional transformations can also be expressed by their fixed
points, the fixed points of any linear fractional transformation m(x) are found with the help of

the equation m(x) = x, then these points are interpreted geometrically.

Finally, we consider that any symmetry of a Platonic solid in R’ is a direct isometry of R’
that leaves it invariant. It is said that all symmetries of this Platonic solid form a group and the
Mobiiis groups of all Platonic solids are given.

Keywords: Projective linear group, Linear fractional transformation, Platonic solids,Riemann
sphere.
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1. GIiRiS

Bir V vektor uzayinin bir F cismi iizerindeki izdiisel dogrusal grubu PGL(V), GL(V)/Z(V)
bolim grubu olarak tanimlanir. Burada GL(V) ile V vektor uzayi iizerindeki genel dogrusal
grup; Z(V) ile GL(V)’nin merkezi gosterilmektedir. Eger V uzayr n-boyutlu bir F-vektor
uzayl ise ve ortonormal bir tabana sahipse PGL(V) yerine PGL(n,F) gosterimi de

kullamlabilir.

PGL(2,C) grubu I-boyutlu izdiisel dogru CP' iizerine etkir. Bu etki sayesinde PGL(2,C)
grubunun sonlu altgruplar1 siniflandirabilir. Biz bu ¢alismada PGL(2,C) nin sonlu altgruplari
izerine calistik. S6z konusu sonlu altgruplar Platonik cisimlerin simetri gruplaridir ve bu

simetri gruplann C,, D, A,, S, ve A tir.

Bizim amacimiz bu altgruplar ve simetri gruplar1 arasindaki eslemeyi, bir K sayr cismi

tizerinde PGL(2,K)’nin sonlu altgruplarinin tam olarak tanimlanmasi diisiincesiyle

aciklamaktir.



2. TEMEL BiLGIiLER

Bu boliimde calismamizda kullanacagimiz kavramlarin tamimlan ile bazi teorem ve

onermeleri verecegiz.

[k olarak ¢aligmamizda bahsedecegimiz Oklit uzayinda vektorlerin donme, yansima, dteleme
ve Olceklemeyi tanimlayabilmemiz icin i¢ ¢arpim ve i¢ ¢arpim uzayi ile baglamamiz yararh

olacaktir.

2.1 I¢ Carpim ve i¢c Carpim Uzay1

Tanmm 2.1.1: Bir F cismi verilsin ve bu cisim lizerindeki bir vektdr uzay1 V olsun. Eger bu

vektor uzayi iizerinde <,> VXV —» F

i) Her a,feV icin <a,f>=<f,a>

ii) Her a,B,7€V i¢in <a+pf,y>=<a,y>+<p,y>

iii) Her o, feV ve ce F igin <ca,f>=c<a,f>

iv) Sifirdan farkli her eV icin <a,a >>0
kosullarin1 saglayan bir tasvir ise bu tasvire V vektdr uzay: iizerinde bir i¢c carpim ya da
skaler carpim denir. Uzerinde i¢ carpim tanimlanmus bir vektdr uzayina i¢c carpim uzayt ya da

on-Hilbert uzay! denir. Sonlu boyutlu gergel bir i¢ carpim uzayima Oklit uzayi, karmasik bir i¢

carpim uzayina ise initer uzay denir.

Eger F =R iseilk kosul <, f>=< 3, > dur.

Ornek 2.1.2: n-boyutlu gercel vektdr uzayr R"’de iki vektor, x,,y,€ R olmak iizere

a=(x,...x,) ve B=(y,...y,) olsun (1<i<n). Bu vektor uzay: iizerinde bir i¢ ¢arpim

<a,f>=xy +..+xy = le. y; seklinde tammlanir. Bu i¢ carpima R" lizerinde standart
i=1

ic carpum (nokta carpumi ya da skaler ¢arpim) denir. Aksini sOylemedigimiz siirece R"

tizerinde bir i¢ carpim, standart i¢ ¢carpim anlamina gelecektir. R" iizerinde tiim i¢ carpimlar

denktir.

Ornek 2.1.3: Simdi F=C olsun. n-boyutlu karmasik vektor uzayi C"’de iki vektor,

x,,y,€ C olmak iizere a=(x,...x,) ve f=(y,,....,y,) olsun (1<i<n). Bu vektdr uzay:

tizerinde bir i¢ carpim < ¢, f >= Z xl.;i seklinde tanimlanir.
i=1



Ornek 2.1.4: 2x2 boyutlu matrisler karmasik sayilar iizerinde bir vektor uzay1 olusturur. Bir

. a b
A matrisi verildiginde bu matrisin eslenik devrigi A" ile gosterilir. Iki matris A :[ d} ve
¢

a
B:{ 'g} olsun. Bu matrisler iz tasvirine gére < A,B>=1r(AB") olacak sekilde 2x2
/4

boyutlu matrislerin vektor uzayi iizerinde bir i¢ ¢arpim olusturur.

Onerme 2.1.5: Bir F cismi ve bu cisim iizerinde bir V vektor uzay: verilsin. Bu vektdr uzayi

tizerinde bir i¢ carpim <,> olsun.

a) Herhangi iki vektor a,fe€V icin <a,f>=0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul
< fB,a>=0 olmasidir.
b) Herhangi bir eV igin <a,a>’nin negatif olmayan gercel sayr olmasi ve

< a,a>=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & =0 olmasidir.

[¢ carpim aksiyomlar1 ve yukaridaki 6nermeyi verdikten sonra “uzunluk” ve “ortogonallik”

kavramlarindan bahsedebiliriz:
Tanim 2.1.6: Uzunluk ve Ortogonallik

Bir V, F-vektor uzay1 ve bu vektor uzay1 iizerinde bir i¢ carpim <,> olsun. Bir ¢V verilsin.

Bu vektoriin uzunlugu ||a’||:«/< a,a > seklinde tanimlanir. Eger ||0(||:1 ise o’ya birim

vektor ya da normalize edilmis vektor denir.

Ornekler 2.1.7:

1) Eger a=(x,..,x,)e R" ise bu vektoriin uzunlugu ||0!||:\/< a,0>=\x +.+x

olarak tanimlanir.

2) Eger a=(x,..,x,)eC" ise ||0(||:«/<a',a'>:w/xl.x_l+...+xn.x_n: |xl|2+...+|)cn|2

olarak tanimlanir.
iki vektor a, eV olsun. Eger <a,B>=0 ise a ve B’ya V vektor uzayinda birbirlerine

diktirler ya da ortogonaldirler denir.



Onerme 2.1.8: Bir V, F-vektor uzay1 verilsin ve bu vektdr uzayi iizerinde bir i¢ ¢arpim <,>

olsun.

1) Herhangi bir ¢€ V i¢in ||0{|| >0 ve ||0{|| =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o =0
olmasidir.

2) Herhangi bir ¢eV ve ce F igin ||ca||:|c|||a dir.

3) (Ucggen esitsizligi) Herhangi a, S€V igin ||a'+ ,B” < ||0(||+||ﬁ dir.

Tanmm 2.1.9: Uzakhk
Bir V i¢ carpim uzay1 verilsin ve «,fBeV olsun. iki vektor arasindaki uzaklik

d(a, p) = || p- 0!|| seklinde tanimlanir ve asagidaki aksiyomlar saglar:

1) Herhangi iki vektor a, eV icin d(a,f)>0 ve d(a,)=0 olmasi igin gerek ve
yeter kosul @ = £ olmasidir.

2) Her a,f€eV icin d(a, f)=d(f,) dir.

3) Her a,f,y7€V icin d(a,y) <d(a, B)+d(B,y) dir.

Bu aksiyomlar yukaridaki 6nerme kullanilarak ispatlanabilir.
Tammm 2.1.10: Gergel bir i¢ carpim uzayinda iki vektor & ve [ olsun. Bu iki vektor

arasidaki a¢c1 0 <@ <7z olmak iizere cosf = m seklinde tanimlanir.

Simdi, iki ve li¢ boyutlu gergel uzayda calisacagimiz icin i¢ ¢carpim uzayini, ortogonal birim

vektorleri iceren tabanlar cinsinden ifade etmek yararl olacaktir:
Tamim 2.1.11: Ortogonal ve Ortonormal Tabanlar

Bir i¢ carpim uzay1 V ve bu uzayin bir altkiimesi S olsun.

1) Eger S’nin sifirdan ve birbirinden farkli (e, f) vektor ciftleri igin <o, f>=0 ise

S’ye ortogonal kiime denir. Eger S bir tabansa S’ye V i¢in ortogonal bir taban denir.

2) Eger S kiimesi sadece birim vektorlerden olusan ortogonal bir kiime ise S’ye
ortonormal kiime denir. Ortonormal kiime olan bir tabana V i¢in ortonormal taban

denir.



Ornek 2.1.12: 3-boyutlu gercel vektor uzayr R*’te standart i¢c carpimla verilen

S, ={(1,1,1),(—2,1,1),(0,—1,1)} ve S, :{(3,%,—1),(—1,2,—2),(0,—1,1)} kiimeleri ortogonal;

1

1 1 1 2 1 1 1
S = _’_,_’__’_,_,0’__,_ S4: 1’0’0,0,1’0’0,0,1
3 {(ﬁﬁﬁj( 66 6)( N 2j} e S=1(10.0,010.0.0.0)

kiimeleri ise ortonormaldir.

Simdi dogrusal doniisiimleri ve dogrusal gruplar verelim:

2.2 Dogrusal Doniisiimler ve Dogrusal Gruplar
Tanmm 2.2.1: Bir F cismi verilsin ve bu cisim {izerindeki iki vektor uzay1 V,W olsun. Her

a,BeV veher ce F i¢in T(ca+ f)=cT(x)+T () olacak sekilde T:V — W tasviri varsa

T’ye, V’den W'ye bir dogrusal doniisiim denir. Bir baska deyisle toplamay1 ve skaler

carpimi koruyan doniisiimlere dogrusal doniisiim denir.

Ornekler 2.2.2:

i. Birim fonksiyon ve sifir fonksiyon birer dogrusal doniistimdiir.

ii. mXn boyutlu bir matris A olsun. Bu matris A:R" — R" seklinde bir dogrusal

doniisiim tanimlar ve xe R" siitun vektoriinii Axe R™ siitun vektoriine gotiiriir.

iii. I-boyutlu gercel vektor uzayr R’de verilen f(x)=x" ve g(x)=x+1
fonksiyonlar1 dogrusal doniisiim degildir.

Tamm 2.2.3: Normal Doniisiimler

Bir i¢ ¢arpim uzay1 V ve bu uzay iizerindeki dogrusal bir doniisiim 7 olsun. Eger TT" =TT
olacak sekilde 7' doniisiimiiniin bir 7° eslenigi varsa T"ye normal doniigiim denir. Eger T
terslenebilir bir doniisim ve T°=T"" ise T"ye iiniter doniisiim denir. Eger V =R ise iiniter

doniisiime ortogonal doniisiim denir.

Teorem 2.2.4: Sonlu boyutlu bir i¢ ¢carpim uzay1 V ve bu i¢ ¢carpim uzayi iizerinde dogrusal

bir doniisiim 7 olsun. Asagidakiler birbirine denktir:



1) T iiniterdir.
2) Her a,feV icin <T (@), T(B)>=<a, > dir.

3) Her eV icin ||T(a')||:||a' “dir.

4) T, her ortonormal tabani bir ortonormal tabana tasir.

Bu teorem dik doniisiimlerin ac1 ve uzaklik koruyan doniisiimler olarak tanimlanabilecegini

soyler.

Ornek 2.2.5: Sekil 2.2.1°de goriildiigii gibi R*>’de det(T)=1 olacak sekilde dik bir T
doniisiim alalim. 7"nin ortonormal bir taban gbre matrisi A olsun. Bu durumda A ortogonal

cos@ —siné

olur ve det(A)=1’dir. Dolaysiyla Az{ } seklindedir. ~ Ayrica

sind cosé
T(1,0)=(cos@,sinf) ve T(0,1)=(-sinb,cos@)’dir. Bu, ¢ =100 ve e,=(0,1)
vektorlerinin 7 doniisiimii altinda orijin etrafinda @ acici kadar donmesi anlamina gelir.

. T(o)

Sekil 2.2.1: e, ve e, vektorlerinin 7 doniisiimii altinda orijin etrafinda & agic1 kadar donmesi.
(Kog, 1996)

Ornek 2.2.6: Sekil 2.2.2’de goriildiigii gibi R”’de det(T)=-1 olacak sekilde dik bir
doniigiim 7 olsun. Biliyoruz ki determinanti -1 olan dik bir doniisiim ilgili ortonormal taban

cos@ sind et et e .0 6
kullanmilarak matrisi ile temsil edilebilir. Simdi ¥ = s1n5,—cos5 ve

sin@ —cosé

Y = (cos g ,sin QJ birim ortogonal vektorleri diigiinelim.



&,
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Te)y=-ay +a’ ¥

Sekil 2.2.2: ¥ vektorii boyunca bir simetri. (Kog, 1996)

Bu vektorlerin 7 altindaki goriintiisii

T(y)= cos@sing—sinHcosg,sinesing+cosﬁcosg = —sing,cosg ==y (2.1)
2 2 2 2 2 2

T(Y)= cochosg+sin Hsing,sinﬁcosg—cosﬁsing = cosg,sing =y 2.2)
2 2 2 2 2 2

olur. Her & vektoriinii T(@) =ay+a’y seklinde yazarsak

T(@)=aT(Y)+d'T(Y)=-ay+dy (2.3)

olur. Yani T, ¥’ vektorii boyunca bir simetridir.

Bu iki 6rnek, R iizerinde dik bir déniisiimiin ya orijin etrafinda bir donme ya da orijinden

gecen bir dogru boyunca yansima oldugunu sdyler. Eger dik bir 7" doniisiimii icin det(7") =1
ise T bir donme; det(T)=-1 ise 7 bir yansimadir. Yansima ve donmeyi daha sonra da

gorecegiz.

Bir F cismi iizerinde bir V vektor uzayr verilsin. Bu vektér uzayinin tiim dogrusal
otomorfizmalar1 bileske altinda bir grup olusturur. Bu gruba V’nin genel dogrusal grubu denir
ve GL(V) ile gosterilir. Eger V vektor uzayr n-boyutlu bir F-vektor uzay: ise ve bu vektor
uzayinin bir ortonormal tabani verilmis ise F’nin tiim otomorfizmalar1 det(A) #0 kosulunu
saglayan nxn boyutlu A matrisleri tarafindan temsil edilebilir ve bu otomorfizlarin bileskesi
matris carpimina karsilik gelir. Dolayisiyla bu matrisler bir grup olusturur. Bu gruba genel
dogrusal grup denir ve GL(n, F) ile gosterilir. Baska bir deyisle, girdileri F ’den alinan
nXn boyutlu tersinir matrislerin matris c¢arpimi altinda olusturdugu gruptur. Yani

GL(n,F)={Ae M (n,F):det A#0} dir ve bu grup, GL(V) ile es yapilir. Bu grubun



SL(n,F)={Ae M(n,F):det A=1} seklinde tanimlanan altgrubuna ise ézel dogrusal grup

denir.

GL(n, F) 'nin bazi ogeleri:

Simdi daha sonra anlatacagimiz devirli gruplar1 ve dihedral gruplari anlamada bize yardimci

olacak bazi1 hareketlerin tamimlarinm1 verelim:

1)

2)

3)

4

Donme: n-boyutlu gercel uzay R"’de i¢ carpim ve uzaklik tanimli oldugundan dénme

tamimlanabilir. Donme ile vektorlerin uzunlugu ve uzayin oryantasyonu korunur. Oklit
diizleminde, yani R*’de bir donme, bir merkez (orijin) etrafinda olur ve #e R olmak

lizere 7 — e”zseklinde gosterilir. 1ki donmenin birlesimi baska bir donmedir. Her
donmenin tek bir tane tersi vardir. Birim tasvir bir donmedir, kisacas1 donmeler grup

olusturur. Donme dogrusal bir doniigiimdiir.

Oteleme: Bir vektor uzayr V verilsin ve bu vektdr uzay: iizerinde bir doniisiim

T,:V —V olsun. Oklit uzayinda bir v vektoriiniin belli bir yénde, uzunlugu p olan
belli bir uzaklik kadar 6telenmesidir ve 7, (p) =v+ p ile gosterilir. Burada p, dteleme

uzunlugudur.

Yansima: Yansima orijinden gelen bir eksene gore olur. Vektor yon degistirir ve

7 — —z ile gosterilir.

Olgekleme: Bir z vektoriinii, yoniinii ve biiyiikliigiinii degistirmeden a #0 sayisi ile

carpmaktir ve z — az ile gosterilir.

Tanim 2.2.7: Ortogonal Matris ve Ortogonal Grup

Ortogonal grubu tanimlamadan 6nce ortogonal matris tanimina yer vermemiz gerekir:

nxn boyutlu gercel bir matris Q ve bu matrisin devrigi Q" olsun. Eger Q"Q=00" =1 ise

.. 1 0
Q’ya ortogonal matris denir. Goriilecegi gibi det(Q)=det(Q") ’dir. Ornek olarak {0 ]

-1

1 0 cosy sina cosa sino . o
I= o 1l ve matrisleri birer ortogonal matristirler.

—sina@ cos« sina@ —cosa

Eger detQ =1 ise Q ortogonal matrisine dzel ortogonal matris denir.



Simdi ortogonal grubu tanimlayalim:

Bir F cismi verilsin ve nxn boyutlu bir matris Q ve bu matrisin devrigi Q" olsun.
O(n,F)= {Q eGL(n,F):Q"0=00" =1 } kiimesine F cismi iizerinde n.dereceden ortogonal
grup denir ve O(n, F) < GL(n, F)’dir. Bu grup n-boyutlu gercel uzayda donme ile, daha sonra
Ogrenecegimiz, grup etkisi yapar.

cosd —siné —cosf@ siné ) .
0e[0,27) olmak iizere O(2)=1| Uil olarak ifade edilir.
sinfd cosé@ sind cosé@

Eger O matrisi O(n, F) grubunun 6gesi ise detQ =1 ya da detQ =-1 olur. Dolayisiyla
ortogonal grubun iki bileseni vardir. detQ =1 olan ortogonal matrisler O(n, F) ’nin normal
altgrubudur. Bu gruba ozel ortogonal grup denir ve SO(n, F) ile gosterilir. Bu grup ayni

zamanda R"’de orijin etrafindaki tiim donmelerin grubudur.

Tanim 2.2.8: Uniter Matris ve Ozel Uniter Grup

nxn boyutlu karmagik bir matris U , bu matrisin eslenik devrigi U ve nxn boyutlu birim
matris /, olsun. Eger U'U =UU" =1, ise U’ya nxn boyutlu iiniter matris denir. Eger
detU =1 ise U matrisine dzel iiniter matris denir. Bu matrislerin olusturdugu gruba odzel
iiniter grup denir ve SU (n) ile gosterilir.

Biz bu caligmada gergel vektor uzaylarn iizerinde calisacagiz.

Tanim 2.2.9: Bir G grubu verilsin ve &, e G olsun. Eger S =tat™ olacak sekilde bir te G

varsa f’ya & ’'nin eglenik dgesi denir.

Tanim 2.2.10: Bir G grubu verilsin. Z(G)={z€ G:zx=xz,Vxe G} kiimesine G grubunun

merkezi denir.
Tamm 2.2.11: iki grup G ve H verilsin ve f:G — H bir homomorfizma olsun.
cek(f)={ae G: f(a)=¢€} kiimesine f 'nin ¢ekirdegi denir ve bu, G’nin normal

altgrubudur.
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Teorem 2.2.12: (Birinci izomorfizma Teoremi — Genel izomorfizma Teoremi)

Eger f:G — H bir grup homomorfizmasi ise G/¢ek(f)=Im f dir. Ayrica f Orten ise
G/¢gek(f)= H dir.

Simdi calismamizda bize gerekli olacak bazi gruplar taniyalim:

2.3 Gruplar

2.3.1 Permiitasyon Gruplari

Bir A kiimesinde kendi {lizerine olan eslemeye permiitasyon denir ve A’nin tiim

permiitasyonlarinin kiimesi S, ve ya s(A) ile gosterilir. Eleman sayist n olan {a,,q,,...,a,
kiimesi yerine A={1, 2,...,n} almabilir ve s(A) kiimesi permiitasyonlarin bileske islemine
gore bir grup ifade eder. Bu gruba n. dereceden simetri grubu denir ve S, ile gosterilir.

|S,|=ndir.

Bir A kiimesinin birbirinden farkli a,,a,,...,a, 0Ogelerini goz Oniine alahm. Bu kiimeyi
{a,,a,,...,a,} seklinde yazmak yerine indisleri kullanarak {1,2,...,n} olarak da ele alabiliriz.

(a,a,...a,) sembolii ile

ST
a, 0gesini a,’ye

e
a, dgesini a,’ e

OIS
a, , 6gesini a,’ye
O

a, 6gesini a,’e

gotiiren ve diger 0geleri sabit tutan, yani kendisine gotiiren, permiitasyonu gosterelim. Bu
sekilde tanimlanan permiitasyona n. mertebeden ya da n uzunlugundaki bir devre denir.

1 23 456 78

Omegin,a:
2 3 415 6 7 8

J permiitasyonu (1234) seklinde uzunlugu 4 olan

devre olarak yazilabilir. Burada 5, 6, 7 ve 8 6geleri @ permiitasyonu altinda sabittir, yani

kendileriyle eslesmislerdir.

Uzunlugu iki olan devreye transpozisyon denir ve her permiitasyon transpozisyonlarin

carpimu seklinde yazilabilir.
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2.3.2 Alterne Grup

Bir permiitasyon tek sayida transpozisyonlarin ¢carpimi seklinde ise tek permiitasyon, ¢ift
sayida transpozisyonlarin carpimi seklinde ise cift permiitasyon denir. Iki cift permiitasyonun

carpimu ¢ifttir, dolayisiyla bunlar S, ’nin bir altgrubunu olusturur. Bu gruba n. dereceden

!
alterne grup denir ve A, ile gosterilir. Alterne grubunun 6ge sayis1 |An| = % “dir.

2.3.3 Devirli Grup
Bir G grubu verilsin. Eger G=<g >:{g” ‘ne Z} ise G’ye devirli grup denir ve n 6geli
devirli grup C, :{e,g,gz,g3,..., g”"l} seklinde gosterilir. Burada g ogesine G grubunun

iireteci denir. Bir C, devirli grubu diizgiin bir n-genin merkezi etrafindaki donmelerinden

olusan simetri grubu olarak diisiiniilebilir.

2.3.4 Simetri Gruplar

Dihedral gruplar Oklit diizlemindeki n kenarli diizgiin bir cokgenin simetri grubudur ve hem
donmeleri hem de yansimalari icerir. Dihedral gruplar, sonlu gruplarin en basit 6rneklerinden

biridir. Dihedral gruplar, geometride D, seklinde gosterilirken cebirde, 0ge sayisini
vurgulamak amaciyla D,, ile gosterilir. Baska bir deyisle D,, grubu, n kenarl diizgiin
¢okgenin farkli simetrilerinden olusur ve bu simetrilerden n tanesi donme simetrileri, # tanesi

de yansima simetrileridir ve D, = {e, ot f.rf, r? f, ! f } seklinde de gosterilir.

Ornek olarak eskenar iicgenin simetri grubunu gorelim:

d, d,

1 d; 2

Sekil 2.3.1: Eskenar {icgenin simetri grubu.
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Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi eskenar iicgenin koselerini 1, 2, 3 ile; kenarortaylarin1 da
) .. . . . . L 2m” A,
sirastyla d,,d,,d, ile gosterelim. Bu eskenar iicgenin merkezi etrafinda 0°,— ,— ’lik

donmeler ile kenarortaylarina gore simetrilerini diisiinelim:

1 2 3 1 0
0°’lik donme , :{1 5 3} ve bu simetri ile eslesen matris R, :[0 },

27, 1 23 o :
Y ’lik donme y, = 5 3 1 ve bu simetri ile eslesen matris R, =

ar’, .. .. 123 o :
3 ’lik donme y, = 31 2 ve bu simetri ile eslesen matris R, =

2 3

1 I 0
d,’e gore simetri f, = (1 3 ZJ ve bu simetri ile eslesen matris S, = [0 },

1 3

1 23

d,’ye gore simetri f, = ve bu simetri ile eslesen matris S, = 2 2 ,
3 21 NCES
2 2
1B
ST 123 o . 2 2
d,’e gore simetri f, = ve bu simetri ile eslesen matris S, = olur
2 1 3 N
2 2

ve {%. %, %> fi» fo»f5} bir grup olusturur. Bu gruba eskenar iiggenin simetri grubu ya da

3.dereceden dihedral grup denir ve D, ile gosterilir.

Karenin simetri grubunun, yani D, dihedral grubunun 6geleri asagidaki sekilde sekiz matris

ile ifade edilir:

1 0 0 -1 -1 0 0 1
R,= s R = . R, = » Ry =
0 1 1 0 0 -1 -1 0
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S_1OS_01S_—10S_0—1 04
o 1”7 [t o] o 1|77 |-1 o0 @4)

Genel olarak D, 'nin 6gelerini matris formu asagidaki gibidir:

27wk . 27k 27k . 27k
COS—— —Ssin—— COS—— Sin ——
R, = " s, = " " (2.5)
. 27wk 27k . 27k 27k
Sin —— COS—— SiIn—— —COS———
n n n n

Burada R, matrisi donmeleri ifade eder ve. —— acis1 ile saat yoniiniin tersine hareket eder.
n

. .. Tk o .
S, matrisi ise x ekseni ile — ag1s1 yapan bir dogru boyunca yansimayi ifade eder.
n

Bir D, dihedral grubu fif ' =r"' olacak sekilde n. dereceden bir r donmesi ve 2. dereceden

bir f yansimasi tarafindan iiretilir. Saat yoniiniin tersine donme ve x eksenine gore yansima,

coszﬂ- sinzﬂ-
I 1 0
n n
= , = 2.6
g .2 27 f {0 —1} 2.6
sin—  cosS—
n n

matrisleriyle gosterilir.

Bir D, grubu, 180° nin r donmeleriyle ve x eksenine gore f yansimasindan iretilir ve

degismeli bir gruptur. Ayn1 zamanda D, ={e,r, f,rf} seklinde gosterilir.

Eger |Dn| >4 ise genel olarak dénme ve yansima simetrileri degismeli degildir. Ornegin, D,

degismeli degildir.

2.3.5 Grup Etkileri

Bir G bir grubu ile bir X kiimesi verilsin ve G’nin birim 6gesi e olsun. Eger *:Gx X — X
i. Her xe X icin e*x=x
ii. Her g,,8,€ G veher xe X i¢in (g, *g,)*x=g,*(g,*x)

kosullarini saglayan bir tasvir ise X kiimesine bir G -kiime ad1 verilir ve G grubu X kiimesine

etkiyor denir.
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Ornekler:

i. Her G grubu kendi iizerine etkir. Bu etki iki farkli sekilde gosterilir. Her xe G igin
g*x=xg yada g*x:=gxg ' seklindedir.

ii. Herhangi bir G grubu icin asikar grup etkisi, her xe X ve her ge G icin g*x:=x
seklinde tanimlanir.

iii. Bir S, simetri grubu ve altgruplari, 6gelerin permiitasyonunu alma ile {1,2,...,n}
kiimesi iizerine etkir.

iv. GL(n,R) ve SL(n,R) matris gruplar1 R" iizerine etkir.

Teorem 2.3.5.1: Bir G grubu ve bos olmayan bir S kiimesi verilsin ve bu kiime bir G-kiime

olsun. Her a,be Sigin S iizerinde bir ~ bagintis1 tanimlansin. Bu durumda a ~ b olmasi i¢in
ga =b olacak sekilde bir ge G olmasi gerekir. Bu taktirde ~ bagintisina S kiimesi iizerinde

bir denklik bagintis1 denir.

Tanmm 2.3.5.2: Bir G grubu verilsin ve bir S kiimesi G-kiime olsun. Teorem 2.3.5.1°de
tanimlanan denklik bagintis1 ile belirlenen denklik siniflarina G grubunun S iizerindeki

yoriingeleri denir.

Yardimer Teorem 2.3.5.3: Bir G grubu verilsin ve bir § kiimesi G-kiime olsun. Her ae §
i¢cin G, ={ge G:ga=a} altkiimesi G’nin bir altgrubudur. Bu G, grubuna a’mn stabilizeri

ya da a’nin izotropi grubu denir.

Tanmm 2.3.5.4: Bir G grubu verilsin ve bir § kiimesi G-kiime olsun. Bir a€e § ve ge G
verilsin. Eger ga =a ise a’ya g tarafindan sabitlenmistir denir. Eger her g€ G icin ga=a

ise o zaman a’ya G grubu tarafindan sabitlenmigtir denir.

Teorem 2.3.5.5: (Burnside Teoremi)

Bir G grubu ve bos olmayan bir S kiimesi verilsin. Eger S bir G-kiime ise o zaman F(g), g

tarafindan sabitlenmis S’nin 0ge sayist olmak {izere G’nin yo0riingelerinin sayisi
1

G D F(g) dir.

geG
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2.3.6 i¢c Otomorfizma Grubu

' seklinde tanimlanmis

Bir G grubu verilsin. Her xe G ve sabit bir ae G i¢in f(x)=axa”
f:G — G tasvirine G’nin bir i¢ otomorfizmas: denir. Her i¢ otomorfizma aslinda G’nin bir

otomorfizmasidir. Bir G grubunun tiim i¢ otomorfizmalarinin olusturdugu kiime de bir grup
olusturur ve bu grup InnG olarak gosterilir. Bir G grubunun merkezi Z(G) ise

G/Z(G) = InnG ’dir.

2.4 Diizgiin Cokgenler ve Diizgiin Cokyiizliiler

Oklit diizleminde bir ¢okgen alalim ve bu cokgenin kenar sayisim p ile gosterelim. Bir
¢okgenden bahsedebilmemiz i¢in p >3 olmahdir. Eger bu ¢cokgenin tiim kenarlar uzunluklar

ve tiim i¢ acilarinin dlgiileri esit ise bu ¢okgene diizgiin ¢okgen denir. Eskenar iicgen, kare,
diizgiin besgen, diizgiin altigen gibi diizgiin n-genler diizgiin ¢cokgenlere 6rnektir. Simdi bu

tanimdan yararlanarak diizgiin ¢okyiizliiniin tanimin1 yapalim:

2.4.1 Diizgiin Cokyiizlii

3-boyutlu gergel uzay R*’te bir ¢okyiizlii P olsun. Eger P’nin ¢okgensel yiizleri birbirine esit,
bu yiizlerin tiim kenar uzunluklari esit ve yiizlerdeki kdse agilarinin herhangi cifti birbirine es
ise bu cokylizlilye diizgiin ¢okyiizlii denir. Yani diizgiin bir ¢okyiizliiniin yiizleri diizgiin

cokgenlerdir. Ornegin, kiip diizgiin bir ¢cokyiizliidiir.

Simdi diizgiin ¢okyiizliileri siniflandiralim:

2.4.2 Diizgiin Cokyiizliilerin Sitmiflanmasi

Diizgiin bir ¢okyiizliiniin her bir yiiziiniin kenar sayisin1 p ile; her kosede birlesen kenar
sayisini ¢ ile simgeleyelim. Siniflanma yapmadan once herhangi bir ¢okyiizliiniin var olup

olmadigin1 gosterelim. Ornegin, 11 yiizii olan diizgiin bir ¢cokyiizlii var midir?

Oncelikle R*’te diizgiin bir cokyiizliiniin bir yiiziinden bahsedebilmemiz icin p>3 ve

diizgiin bir cokyiizliide bir kosede birlesebilecek kenar sayisinin i¢in de ¢ >3 olmalidir.
Bilindigi gibi p kenarh diizgiin bir ¢okgenin bir i¢ acisi 72'—2—7[ “dir. Simdi asagidaki kiibii
4

alalim ve bu kiibe A noktasindan bakalim:
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Sekil 2.4.1: Herhangi bir diizgiin cokyiizliiniin ¢iziminin anlatimi.

Bu kiibe A noktasindan baktigimizda yukaridan gérecegimiz durum asagidaki gibi olacaktir:

Sekil 2.4.2: Kiip iizerindeki bir noktaya yukaridan bakildiginda o noktada birlesen kenarlari
goruriz.

Yani kiibiin A kosesinde birlesen ii¢c kenarin1 goriiriiz. Eger diizlemde olsaydik, yani bu agilar
A noktasinda diizleme yapistirsaydik A’da birlesen acilar toplami, yani q{ﬂ'—z—ﬂj , 27’ye
p

esit olurdu.

q(z—z—”]=27r 2.7
4

Ancak 3-boyutlu gergel uzay R’’te oldugumuz igin A noktasinda birlesen acilar toplami

q{ﬂ'—z—ﬂ-j<2ﬂ' (2.8)
p

olmalidir. Her iki tarafi 7z ile bolersek

q(l—gj <2 (2.9)
p

olup buradan
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1<2(l+lJ (2.10)
q p

elde edilir ve son olarak da her iki tarafi 2’ye bolersek

l<l+l 2.11)
2 g p

esitsizligini elde ederiz.

Yukarida sdyledigimiz p=3 ve ¢q=3 esitsizlikleri kullanalim. p=3 icin
l<l+l Sl+l olup

2.9 p g

1 < 1 + 1 (2.12)
2 g 3

elde edilir. Buradan g <6 oldugu goriiliir. Benzer hesap ¢ >3 icin yapildiginda p <6 elde
edilir. Sonug olarak 3<¢g<6 ve 3< p <6’dir. Dolayisiyla bu esitsizlikleri saglayan sadece
dokuz olas1 durum vardir:

(3,3),(3,4),(3,5)

(4,3),(4,4),(4,5)
(5.3),(5,4),(5,5)

Ancak bu dokuz olast durumdan sadece bes tanesi (2.11) esitsizligini saglar ve bunlar
(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(5,3) ’tiir. Bu yiizden cizilebilecek diizgiin konveks cokyiizlii sayisi

sadece bes tanedir.

Diizgiin konveks ¢okyiizlii cisimlere Platonik cisim de denir. Bundan sonra diizgiin konveks
cokyiizlillere Platonik cisim diyecegiz. Bu cisimler kiip, diizgiin dortyiizlii, diizgiin
sekizylizli, diizgiin onikiyiizlii ve diizgiin yirmiyiizliidiir. Bu cisimler sekil 2.4.3’te

verilmistir:



Kiip

(hexahedron)

= /\\

I o

/~. )
\\_\\.} /

Diizgiin onikiyiizlii

(dodecahedron)

A
P f \ /
//Ja' \.\\‘ \
i "

e LY \\/

Diizgiin dortyiizlii Diizgiin sekizyiizlii

(tetrahedron) (octahedron)

//’1\

/\

Diizgiin yirmiyiizlii

B
R

(icosahedron)

Sekil 2.4.3: Platonik cisimler. (Kane, 2000)

3-boyutlu gergel uzay R*’te diizgiin konveks bir ¢okyiizli P olsun ve bu cokyiizliiniin
toplam kose sayisim1 V  ile, toplam kenar sayisin1 E ile, toplam yiiz sayisim da F ile

gosterelim. Bu degerler arasinda V — E+ F =2 Euler bagintis1 saglanir.

Her cisme ilisik bir simetri grubu vardir ve bu simetri grubu cokyiizlityli degismez olarak
birakan tiim doniistimlerin kiimesidir. Simetri grubunun ©6ge sayist ¢okyiizliiniin simetri

sayisina esittir.

Her Platonik cisim yukarida kullandi§imiz p ve ¢ cinsinden ifade edilebilir ve {p,q} sembolii

ile gosterilebilir. Bu sembole Schldifli sembolii denir. Schlifli sembolii ile koge sayisi, kenar

sayis1 ve yiiz sayisi arasindaki bagintilar soyledir:

__ 4p Fo_ 2Pq Fe 4q
2p+29-pq 2p+2q-pq 2p+29-pq

, qV=2E=pF (2.13)

Bes Platonik cismin Schlédfli sembolii ile birlikte diger ozellikleri asagidaki cizelgede

verilmistir:
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Diizgiin cokyiizlii | Kose sayis1 | Kenar | Yiiz | Schlifli sembolii Kose
sayisl | sayisl konfigurasyonu

Diizgiin dortyiizlii 4 6 4 {3,3} 3.33

Kiip 8 12 6 {4,3} 444

Diizgiin sekizyiizlii 6 12 8 {3,4} 3.3.33

Diizgiin onikiyiizlii 20 30 12 {5.3} 5.5.5

Diizgiin yirmiyiizlii 12 30 20 {3,5} 3.3.3.33

Cizelge 2.4.1: Platonik cisimlerin 6zellikleri.

Her Platonik cismin bir duali (aksi) vardir ve dual, yiizler ile kenarlarin degistirilmesi yoluyla

yapilir. Her Platonik cismin duali yine bir Platonik cisimdir. Platonik cisimin Schlafli
sembolii { p,q} ise dualinin Schlifli sembolii de {q, p} dir.
¢ Diizgiin dortylizliiniin duali yine bir diizgiin dortyiizliidiir.

e Kiip ve diizgiin sekizyiizlii birbirlerinin dualidir.
¢ Diizgiin onikiyiizlii ve diizgiin yirmiyiizlii birbirlerinin dualidir.

Devirli gruplar ve dihedral gruplar, geometrik nesnelerin simetri gruplaridir. Bu gruplar

R*’te, tabanlar1 diizgiin n-gen olan sirasiyla diizgiin piramitlerin ve diizgiin prizmalarin
simetri gruplarina izomorftur. Bu diizgiin piramitler ve prizmalar kiire icine girebildiginden

C, ve D, kiirenin de simetri gruplaridir. Kiirenin sonlu simetri gruplari sadece C,,D,,A,,S,

ve A.’tir ve A,,S,,As bubes Platonik cismin simetri gruplaridir.

Bu cisimlerle ilgili daha ayrintili bilgi daha sonra verilecektir.
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2.5 Rasyonel Formlar

P(x)

Tamm 2.5.1: iki polinom P(x) ve Q(x) verilsin ve Q(x)#0 olsun. )
X

seklindeki

ifadeye rasyonel form denir. Her rasyonel form Q(x)'in sifirlanmadigi bolgede bir fonksiyon

tanimlar.
.o 3 - .
Ornegin, 5 rasyonel formu x =F+/5 noktalarinda tanimh degildir. Ote yandan, her
x —_—
2
xeR igin —; N rasyonel fonksiyonu tamimhidir ancak karmasik sayilarda x=zi
X+

noktalarinda tanimh degildir. Karmagik analizde ise rasyonel form Q(z)#0 olmak iizere

P "dir ve P(z) ve Q(z) polinomlar: ortak bir carpana sahip olmamalidir.

Z

P(x)

Tamm 2.5.2: Bir rasyonel form, >
X

biciminde sadelestirilmis olarak verilsin ve Q(x)

P(x)

rasyonel formu R - (ve ya
O(x)

polinomunun sifirlandigi (sonlu) kiime S olsun. O taktirde

. P(x)
C-S d =
) lizerinde f(x) o)

olacak sekilde f:(C—-S)— C bir fonksiyonu tanimlar.

Genel olarak bu rasyonel formla ona tekabiil eden fonksiyonu ayird etmeyip “rasyonel

fonksiyon” olarak adlandiracagiz.

Tanim 2.5.3: Rasyonel bir fonksiyonun derecesi, P(x) ve Q(x) polinomlarindan derecesi en
biiyiik olaninkine esittir. Ornegin, P(x)=x"-2x ve Q(x)=2(x"-5) olmak iizere

3
X

f(x)=—2(x2_5)

rasyonel fonksiyonunun derecesi derP(x)>derQ(x) oldugundan
derf(x)=3" tiir.

Tamm 2.5.4: U cC agik bir kime, z,eU ve f:U—C, U iizerinde karmasik bir

fonksiyon olsun. Eger

F(z) = lim LD =S G (2.14)

2 Z —_— Z()

limiti varsa f’ye, z, noktasinda karmasik tiirevlenir denir. Eger f, U'nun her noktasinda
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karmasik tiirevleniyorsa fye U iizerinde holomorfiktir denir.

Ornegin, karmagsik katsayili tiim polinom fonksiyonlar1 C( ya da karmagik diizlem) iizerinde
holomorfiktir. Ayrica iistel fonksiyon ile siniis ve kosiniis fonksiyonlart da holomorfiktir.

Karmasik eglenik ve gercel kisim alma holomorfik degildir.

Tammm 2.5.5: Bir w= f(z) tasviri herhangi bir z, noktasinda z,’dan gecen egriler

arasindaki yonlii acilart ve bunlarin yonlerini koruyorsa, yani degistirmiyorsa, bu tasvire gz,

noktasinda konformal (agi koruyan) tasvir denir. Daha sonra gorecegimiz stereografik

izdiisiim a¢1 koruyan tasvire drnektir.

Sekil 2.5.1: Ac¢i koruyan (konformal) tasvir. (bkz. [1])
Tanmm 2.5.6: izometri Grubu

Iki metrik uzay X, Y ve bunlarin metrikleri d, , d, olsun. Eger bir f:X — Y tasviri herhangi
x,ye X icin d,(x,y)=d,(f(x), f(y)) ise bu tasvire uzaklik koruyan tasvir denir ve bu

tasvir bire birdir. Uzaklik koruyan bir eslemeye (bire bir ve orten tasvire) izometri denir. X ve
Y metrik uzaylan arasinda bir izometri varsa bu uzaylara izometrik uzaylar adi verilir. Bir
metrik uzayin kendi iizerine olan izometrileri birlesme altinda bir grup olusturur ve bu gruba o
metrik uzayin izometri grubu denir. Ornegin, herhangi bir yansima, dteleme ve donme Oklit
uzayinda birer izometridir. Dénme ve Oteleme yaparken uzaklik ve oryantasyon korundugu

icin bunlar birer direkt izometridir. Yansima oryantasyon korumadigi i¢in zit bir izometridir.

Daha sonra 0grenecegimiz Mobiiis gruplarim tanimlamanin baska bir yolu da kuaterniyonlar

kullanmaktir. Simdi kuaterniyonlar tantyalim:
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2.6 Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar ~ karmagik  sayilarin  de8ismeli  olmayan  bir  grubudur  ve
H ={a+bi+cj+dk:a,b,c,de R} seklinde gbosterilirler. Toplama ve carpma Ozelligi

asagidaki gibidir:
Toplama ozelligi:
(a,+bi+c j+dk)+(a,+bji+c,j+d,k)=(a +a,)+ (b +b,)i+(c, +c,)j+(d +d,)k
Carpma ozelligi:

Carpma, dagilma 6zelligi ve i* = j° =k’ =—1 bagintis1 kullanarak yapilir. Her kuaterniyon,

{1,i, j,k} kuaterniyon tabaninin gergel ve tek bir dogrusal kombinasyonudur.

i, j, ve k sanal sayilar olsun.
o i2 = j2 =k2 =—1

o jj=—ji=k

o jk=—kj=i

® ki=—ik=j diur.

Gergel ve karmasik sayilarin ¢carpimindan farkli olarak yukaridaki bagintilardan da goriildigi

gibi, kuaterniyon ¢arpimi degismeli degildir.
Matris Gosterimi:

Kuaterniyonlarn matris olarak gostermenin iki yolu vardir. Bunlarda ilki 2X2 boyutundaki
karmagik matrislerden, ikincisi ise 4x4 boyutundaki gercel matrislerden yararlanmaktir.

Kuaterniyon toplama ve carpimi, matris toplama ve carpimu ile eslesir. Bir a+bi+c¢j+dk

kuaterniyonunu 2x?2 boyutundaki karmagik matris ile gosterelim:
a+bi c+di
—c+di a-bi

Bunun 6zellikleri,

e Eger ¢ =d =0 ise matris, kdsegen matrise karsilik gelir.

¢ Bir kuaterniyonun normu, matrisin determinantinin kare kokiidiir.

Kuaterniyonun eslenigi, matrisin devriginin eslenigidir.
Eger kendimizi birim kuaterniyonlara kisitlarsak bu gosterim, S* ile SU(2) arasinda bir
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izomorfizmadir.

4x4 boyutlu gercel matrisleri kullanirsak

a b ¢ d
-b a —-d c
- d a b
-d —-¢c b a

olur. Kuaterniyonun eslenigi matrisin devrigidir. Sifirdan farkli kuaterniyonlarin ¢arpim

grubu R ’nin kopyasi iizerinde eslenik ile etkir.
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3. DOGRUSAL KESIiRLi DONUSUMLER

Bu béliimde dogrusal kesirli doniisiimleri ve 6zelliklerini tanmyacagiz.

3.1 Dogrusal Kesirli Doniisiimler

Karmasik diizlemde bir tasvir m:C —>C ve a,b,c,de C olsun. ad—bc+#0 kosulunu

saglayan m(x) = ax+b seklindeki fonksiyona dogrusal kesirli doniisiim denir. Dogrusal

cx+
kesirli doniisiimlere Mobitis doniigiimii de denir ve goriildiigli gibi dort parametre ile

belirlenir. Dogrusal kesirli doniisiimler 6zel bir ¢esit rasyonel fonksiyondur.
Dogrusal kesirli doniisiimler, karmagsik diizleme {oo} eklenmesiye olusan genisletilmis

karmasik diizlemde de incelenir ve bu diizlem C = (CU{oo} ile gosterilir. Bu durumda %: o0

ve le bigiminde tamimlamr. Ozel olarak m(co) =2 ve m(i):oo oldugu goriiliir.
[=S) C C

. . a b . - e < .

Eger ¢=0 1ise m(x) :Ex+g seklinde olacagindan doniisiim, artitk dogrusal bir

doniistimdiir.

Her dogrusal kesirli doniisiim sayfa 8’de verilen donme, yansima, oteleme ve Slgeklemenin

birlesimi seklinde ifade edilebilir.

3.2 Bileske Islemi Altinda Dogrusal Kesirli Doniisiimlerin Grubu

Bileske islemi altinda dogrusal kesirli doniisiimlerin bileske islemi altinda bir grup

olusturdugunu gosterelim:

Kapalilik Ozelligi:
ax+b ex+f | T, .

Her m(x)=—— ve p(x)= dogrusal kesirli doniisiimleri i¢in a,b,c,d, e, f,g,he C,
cx+d gx+h

ad —bc #0,eh— gf #0 olmak lizere mo p islemine bakalim:

(ae+ gb)x+(af +hb)

(3.1
(ce+gd)x+(cf +hd)

meo p(x) =

olur. Burada (ae+ gb)(cf +hd)—(af + hb)(ce+ gd) # 0 sartim1 kontrol etmeliyiz:
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(ae+ gb)(cf +hd)—(af +hb)(ce+ gd) = gf (bc —ad) +eh(ad —bc) = (ad —bc)(eh—gf) (3.2)

ve ad—bc#0, eh—gf #0 oldugundan bu esitlik sifirdan farklidir ve mo p dogrusal kesirli

bir doniisiimdiir. Kapalilik 6zelligi saglanir.

Birlesme Ozelligi:

Her  mx) =2 =L k=" Gogrusal kesirli doniisimleri icin
cx+d gx+h sx+r

(mo p)ok=mo(pok) olmalidir.
ae+ gb)x+ (af +hb nx+t

(o pyok = [ @+ IVl +hb) ( j 43
(ce+gd)x+(cf +hd) sx+r
ax+b en+sf)x+(te+r
cx+d (gn+sh)x+(gt+rh)

olup islemler yapildiginda (mo p)ok =mo(pok) oldugu goriiliir. Birlesme 6zelligi saglanir.

Birim Oge:

Her m(x) = ax+h dogrusal kesirli doniisiimil i¢in moe(x) =eom(x) =m(x) olacak sekilde

cxX+

tek bir e(x) 6gesi olmalidir.

e[ 258 - 0t e
olur. Sonug olarak

x+0
e = 0.x+1 (3:6)
elde edilir.
Ters Oge:

Her m(x) = ax+b dogrusal kesirli doniisiim igin mom(x)™" =m(x)™ om(x) = e(x) olacak

cx+d

sekilde tek bir m(x)™" 6gesi olmalidir.
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mom(x)” :(ax—lrb)om(x)_1 =x (3.7
cx+d
am(x)" +b - .
olur. Buradan —————=x elde edilir. Sonu¢ olarak ad—bc#0 olacak sekilde
cm(x)” +d
Ll (3.8)
—cx+a

olarak bulunur.

Grup ozellikleri saglandigindan dogrusal kesirli doniigsiimler bir grup olusturur. Dogrusal

kesirli doniisiimlerin olusturdugu bu gruba Mobiiis grubu denir ve M ((AC) ile gosterilir.

Simdi izdiisel dogrusal grubu tanimlayalim:

Tanmm 3.2.1: Bir F' cismi verilsin ve bu cisim lizerindeki bir vektor uzay1 V olsun. Bu vektor
uzay1 iizerindeki genel dogrusal grup G(V), G(V)’nin merkezi de Z(V) ise GL(V)/Z(V)
boliim grubuna V vektor uzaymin F cismi lizerindeki izdiisel dogrusal grubu denir ve PGL(V)

ile gosterilir.

Dogrusal kesirli doniisiimlerin bileske altinda bir grup olusturdugunu gordiik. Bu grup,
GL(2,C)/ Z(GL(2,C)) boliim grubudur. Burada Z(GL(2,C)), GL(2,C) nin merkezidir. Bu

boliim grubuna izdiisel dogrusal grup ve PGL(2,C) ile gosterilir ve
GL(12,C)/ Z(GL(2,C)) = PGL(2,C) (3.9
dir.

Iki dogrusal kesirli doniisiimiin bileskesini hesaplamak ¢ok uzun oldugundan bunu kisaca

asagidaki tasvir ile de gosterebiliriz:
b
é: ax+b N a
cx+d c d

Bileske islemini hesaplarken karsimiza matris carpimi ¢iktifindan bileske islemi ile matris

carpimi eslesmektedir.

Bu ¢ tasviri, tamsay1 katsayili dogrusal kesirli doniisiimlerin grubu ile katsayilari rasyonel
sayilar olan 2x2 boyutlu matrislerin olusturdugu izdiisel dogrusal grup, yani PGL(2,Q),

arasinda bir izomorfizmadir. PGL(2,Q) 'nin 6geleri de matrislerle gosterilebilir. Burada
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a b ar br . .. .
ve matrisleri PGL(2,Q) ’da ayn1 6geyi ifade etmektedir.
c d cr dr

Simdi bileske islemi altinda dogrusal kesirli doniisiimlerin bir grup olusturmasina iliskin

ornekler verelim:

Herhangi bir p(x) fonksiyon igin n. dereceden bileskeyi p’(x) ile gosterelim. O halde

| ) x+1 3) x+2 o 2x+3
X)=—— 1i¢in xX)=——, ) =—2= _2xTo
P 1+x ¢in p(0) x+2 P 2x+3’ ()= +5 P S5x+8

oldugu goriiliir. Dikkat edilirse katsayilar olarak Fibonacci sayilarinin elde edildigi goriiliir.

01
Baska bir deyisle p(x) :L fonksiyonu PGL(2,Q)'da = Jo matrisine
1+x 11 i 5
tekabiil eder ( f;, i.nci Fibonacci sayist). Bu matris Fibonacci dizisini iiretir ve n. kuvveti
[f o } seklindedir.
fn fn+1

p”(x)=x fonksiyonunu birim fonksiyon olarak alalim. Yukaridaki p(x)z%
+x

fonksiyonunun tersi p(x)”' :L—H’dir. Bu yiizden { p(x):ie Z} kiimesi bileske islemi
x

altinda sonsuz 6geli bir grup olusturur ve bu grup 7Z’ye izomorftur. Bu grubu daha iyi

gormek icin yoriingeye 1 yazip bileskeleri asagidaki sekilde gorebiliriz:

ke — 24— 1eweOel—> —>2—>§—>§—> .
I ptoopt oty P 202305080

Goriildiigii gibi pozitif tarafta kesirlerin pay ve paydalarinda Fibonacci sayilar1 elde

edilmektedir.

Simdi de m(x) = _—11 fonksiyonunu ele alalim:
X+

m® (x)=— —1 ve m”(x)=x olur ve dikkat ederseniz ii¢iincii adimda dogrusal kesirli

doniistimlerin olusturdugu grubun birim Ogesini elde ettik. Bu sebeple m(x)fonksiyonu
bileske altinda iigiincii derecedendir, bagka bir deyisli m(x)’in olusturdugu grup ii¢ ogeli
sonlu bir gruptur ve C,’e izomorf olan sonlu bir grup iiretir ve bu noktada PGL(2,Q) 'nun ilk

sonlu altgrubunu elde etmis oluruz. Bu grubu asagidaki sekilde gorebiliriz:
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[ ]

Sekil 3.2.1: Bir m(x) fonksiyonunun bileske altinda olusturdugu sonlu grup.

Son olarak g(x)= l fonksiyonuna bakalim:
X

g® (x)=x, yani birim fonksiyon oldugundan, bileske altinda 2. dereceden bir fonksiyondur
ve iki 0geli sonlu bir grup olusturur. Daha ilgi ¢ekici olan durum ise g ve m fonksiyonlarinin
birlikte gom=m’oq bagntisi ile 6ge sayist alt1 olan bir grup iiretmesidir. Bu grup da alti

elemanl D, grubuna izomorftur. Bunu asagidaki sekil ile 6zetleyebiliriz:

Sekil 3.2.2: Bir m(x) ve g(x) fonksiyonlarinin olusturdugu sonlu grup. (Dresden, 2004)

Biitiin bu 6rneklerden sonra diyebiliriz ki, tamsay1 katsayili dogrusal kesirli doniistimlerin bir

kiimesi bileske altinda bir grup olusturur.

PGL(2,QQ) 'nun tamsayr katsayili dogrusal kesirli doniisiimlerin grubunu temsil ettigini

soylemistik. Asagidaki iki teorem asil amacimizi ifade etmektedir ve daha sonra

ispatlanacaktir:

Teorem 3.2.2: PGL(2,Q) nun tiim sonlu altgruplari, n=1,2,3,4 ya da 6 icin C,’ye ya da

D, ’ye izomorftur.
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Eger dogrusal kesirli doniigsiimlerde gercel sayilart kullanirsak bulacagimiz olasi sonlu

gruplarin listesini genisletebiliriz:

Teorem 3.2.3: PGL(2,R) ’nin tiim sonlu altgruplar1 ya devirli ya da dihedraldir ve bdyle

altgruplar keyfi derece icin bulunabilir.

Rasyonel sayilardan gercel sayilara genelleme yaptik. Simdi dogrusal kesirli doniisiimlerde

karmasik sayilar1 kullandigimiz durumu gorelim:

Karmasik katsayili dogrusal kesirli dontigiimlerin herhangi bir grubu (yani PGL(2,C) ’nin
sonlu bir altgrubu) kiirenin simetrilerinin sonlu bir grubuna izomorftur ve boylece, daha 6nce
de bahsedildigi gibi, C, devirli grubuna, D, dihedral grubuna ve ya diizgiin dortyiizliiniin,
kiibiin ve diizgiin yirmiyiizliiniin sirasiyla A,, S, ve A, simetri gruplarina izomorftur. Ancak
teorem 3.2.3 bize gercel katsayili izdiisel matrisleri kullanarak A,, S, ve A;’i temsil etmenin

miimkiin olmadigini séyler ciinkii bu gruplar ne devirlidir ne de dihedraldir.

3.3 Sonlu Dereceden Dogrusal Kesirli Doniisiim Olusturma

Simdi genel olarak dogrusal kesirli bir doniisiimii karmagsik katsayilari kullanarak nasil

olusturabilecegimizi gorecegiz. Oncesinde asagidaki tanimi vermek daha yararli olacaktir.

Tamm 3.3.1: Her ne Z* ve 0<k<n igin §" =1 ve 8" #1 ise J ’ya birimin n. dereceden

ilkel kokii denir.

Ornek olarak 1, birinci dereceden bir ilkel koktiir. Ayni sekilde -1 igin bakacak olursak
(=1)' #1 ve (=1)> =1 oldugundan -1, ikinci dereceden ilkel koktiir. Benzer sekilde i sayisi
birimin dordiincti dereceden ilkel bir kokiidiir. Dolayisiyla 6, x"—1 polinomunun bir
kokiidiir ve n>1 i¢in (x" =1)/(x—1)=x""+...+x* + x+1 polinomunun da kokiidiir. Birimin
rasyonel kokleri sadece ¥1 dir. Kuadratik kokleri de sadece 3. , 4. ve 6. dereceden kokler olan

sirasityla Fi ve 1%11‘ 73’dir. Birimin diger biitiin kokleri ise rasyonel sayilar iizerinde

kiibik, kuartik ve daha yiiksek derecedendir.

Katsayilar1 karmasik sayilar olacak sekilde m(x)=¢x+b dogrusal doniisiimiiniin birlegsme

altinda n. dereceden olmasi icin ¢ ’nin birimin ilkel bir kokii olmast gerekir. Gergekten de

n—1

m™ =¢"x+b(¢"" +...+¢” +¢+1) ifadesinde bu goriiliir. Dolayisiyla eger ¢ birimin n.
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dereceden ilkel bir kokii ise o zaman derm(x) =n olup bu ifadenin tersi de dogrudur.

Simdi “Sonlu dereceden dogrusal kesirli bir doniisiim nasil buluruz?” sorusuna cevap verelim.
Gosterebiliriz ki herhangi bir dogrusal kesirli doniisiimiin Ax+ B seklindeki bir dogrusal

doniigiime esleniktir. Asagidaki yardimci teoremde bu ifade edilmektedir:

Yardimer Teorem 3.3.2: Dogrusal kesirli bir doniisim a,b,c,de Q olmak iizere

m(x) = i +cl; olsun ve m(x) ’in bileske altinda sonlu dereceye sahip oldugunu kabul edelim.
cx+

O taktirde m(x)’in derecesi 1, 2, 3, 4 ya da 6 olur ve son ii¢c durum i¢in m(x), sirasiyla _—11 ,
X+

x—1 2x-1

x+17 x+1

doniisiimlerine esleniktir.

Not 3.3.3: Kuadratik fonksiyonlarm tiimii PGL(2,Q)’da tersinir degildir. Ornegin,
-4 .. .. , .

p(x) =— ve g(x)=— icin p(x)’in, sadece rasyonel sayilar1 kullanarak ¢(x)’e eslenik
X X

olmadig1 goriilir. g=s"opos ve s(x)=7F2ix olarak almirsa bu iki fonksiyon birbirine

eslenik olur.
Ispat: n=123,4 ya da 6’mn miimkiin olan tek coziimler oldugunu gosterelim.

derm(x)=n ve n<eco olsun. Eger ¢ =0 ise m(x) = §x+§ olup dogrusal bir doniisiim olur.

Birimin rasyonel kokleri sadece *1 oldugundan %:il "dir, dolayisiyla n=1 ya da n=2

olarak elde edilir. Eger ¢ #0 ise ax+b = x esitligini Q iizerinde derecesi< 2 olan sabit bir &

cx+

noktas1 bulmak icin ¢ozebiliriz. Bir 7i(x) =s"' omos(x) ’i bulmak icin m(x)’in s(x)=« +l
X

ile eslenigini alalim. Dogrusal kesirli #(x) dontisiimiiniin katsayilari Q(«) ’dan olur. Burada

s(e0) =a ve m, a’y1 sabit biraktigindan #i(ec) = elde edilir ve Ax+ B seklinde dogrusal

bir tasvirdir. 7i(x) ve m(x), ayni sonlu dereceye sahip olduklarindan A, n. dereceden ilkel

kok olarak elde edilir. Ae Q(a) ve Q(), Q iizerinde kuadratik oldugundan A =+1,4i ya

1,3

da iEiTi “dir. Bu kokler, sirayla 1., 2., 3., 4., ve 6. dereceden ilkel kok olduklarindan
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n=1,2,3,4yada 6 dir.

Simdi n=3,4 ya da 6oldugunda m(x)’in teoremin ifadesindeki doniisiimlerden birine
eslenik oldugunu gosterelim. n>3 olsun ve m(x)=Ar B> C olacak sekilde

A,B,Ce QQ’yi bulalim. Dogrusal kesirli bir doniisiim, O+ A,—1+— B ve o> C olacak

sekilde s(x) olsun. Burada ri(x)=s"omos(x) ise m(x):0+> —1+> oo oldugu goriiliir. Bu

da bir a = m(e0)igin m(x) = X1 olmast demektir. 3.,4. yada 6. dereceden mi(x) icin sirasiyla

a=0,1 ya da 2 olur. Ispat tamamlanmustir.

Asagidaki yardimcr teorem, sadece gergel katsayilari kullanirsak A,,S, ya da A.’i dogrusal

kesirli doniisiimleri kullanarak temsil edemeyecegimizi ifade eder:

Yardimci Teorem 3.3.4: R ’nin bir altcismi K olsun. O taktirde, katsayilar1 K ’dan olan

dogrusal kesirli doniisiimlerin kiimesinin tiim sonlu altgruplan ya devirli ya da dihedraldir.

Ispat: A,,S, ve A’in PGL(2,K) iginde olmadigim gostermemiz gerekir. A, =S, ve

A, C A, oldugundan sadece A, ¢ PGL(2,K) oldugunu gostermek yeterlidir.

A, =G olacak sekilde bir G grubunun var oldugunu diisiinelim. Dordiincii dereceden alterne

grup A,, 3. dereceden dgeler igerdiginden Yardimci Teorem 3.3.2yi kullanarak _—116 G
X+

oldugunu diisiinebiliriz. Bu grubun icinde 3. dereceden Ogeler ile 2. dereceden Ogelerin

carpiminin sonucunun 3. derece oldugunu biliyoruz. Bu durumda PGL(2, K)’da 2. derece her

ax+b

oge, {0} "u sabit tutuyorsa ya —x+5b seklinde ya da a sonlu olmak iizere o —>a ise
x—a

seklindedir. Simdi _—11 ile —x+b’nin bileskesini alalim. b=Fi—1 icin 3.dereceden
X+

elde edilir. -l ile & b "nin bileskesini alirsak —xta elde edilir ve

x—-b-1 x+1 x—a (a+Dx+(b—-a)

b=%(l+2a$\/—4a2—4a—3) (3.10)

icin derecesi 3 olarak bulunur. b, a’nin tiim degerleri i¢cin karmasik say1 olarak bulunur;

dolayisiyla A, , sadece gergel sayilar kullanilarak elde edilemez. Ispat tamamlanmustir.
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Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’nin ispati:

Yardimci Teorem 3.3.4’ten dolay1 sadece devirli ve dihedral gruplann arastirtyoruz.

G = PGL(2,R) ’nin tiim devirli ve dihedral gruplari i¢erdigini gostermek i¢in her » >0 icin
q(x)zl ile C, devirli grubu ile birlikte D, dihedral grubunu olusturacak sekilde n.
X

dereceden bir m(x) 6gesi oldugunu gosterelim:
n=1 i¢in m(x)=x ve n=2 i¢in m(x)=—x olsun. Ac¢ik¢ca goriiliiyor ki bu, bize C,, C,’yi

ve q(x)= 1 ile D, ve D,’yi verir. n =3 oldugunu kabul edelim ve ¢ , birimin n. dereceden
X

2rxiln

ilkel kokii olsun. Ozel olarak e igin, a, =1+2cos(2zx/n)=1+¢,+1/¢, € R olsun ve

x—1 . . . x+1 _
seklinde tanimlansin. m(x)’in tersi m™'(x) = ve m”

an

=g ' omogq dir.

m(x) =
—x+a

n

Simdi D, dihedral grubunu gostermek icin m(x)’in n. dereceden oldugunu gostermemiz

gerekir. Bunun igin /i =s"'omos olacak sekilde bir s(x)=g¢, +l tanimlayalim. s(e0) =g,
X

ve m(g,)=¢, oldugundan (o) =00’dir. Dolayisiyla mi(x)=Ax+B olacak sekilde baz

A,Be C vardir. x=0 ve x :_—1 i¢in M(x) ve s~ omos(x) tasvirlerini ele alirsak A=¢, ve

n

B= Y olarak bulunur. m(x), dolayisiyla da m(x), n. derecedendir. Teorem 3.2.3’in ispati
+ g}l

bitmistir. Eger sadece rasyonel sayilari ele alirsak, yukaridaki durum yardimer teorem 3.3.2

ile birlikte diisiiniildiigiinde Teorem 3.2.2 de ispatlanmais olur.

Bu ispatta gosterildigi gibi herhangi dereceden bir dogrusal kesirli doniisiimiin varligindan

asagidaki sonucu yazabiliriz:

a,x—

Sonu¢ 3.3.5: n=3 i¢in ve a, =1+2cos(27x/n) oldugunda ! birlesme altinda n.

derecedendir.
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4. DOGRUSAL KESIiRLi DONUSUMLERIN SINIFLANDIRILMASI

a b
Dogrusal kesirli doniisiimlerinin siniflandirilmasina gecmeden once ¢: ax+2 —{ d}
cx+ c

seklindeki bir dogrusal kesirli doniisiimiin Az[a
c

b
d} seklindeki bir A matrisi ile ifade

edilebilecegini hatirlatmak istiyoruz.

Bir dogrusal kesirli doniisiimiin sabit noktalar1 m(y) =y denklemi ¢oziilerek bulunur. Birim
doniisiimden farkli her dogrusal kesirli doniisiimiin genisletilmis karmagsik diizlemde %,,7,

gibi iki sabit noktasi vardir ve bu sabit noktalar katiyla hesaplamir. Dogrusal kesirli

doniisiimler ayn1 zamanda sabit noktalar cinsinden yazilabilir.

Eger ¢ #0 ise

_(a=d)F\(a—d)’ +4bc _ (a—d)F+/(a+d)* —4(ad —bc) @

ha 2c 2c
olur.
. o ; e tr’(A)
Bir Ae GL(2,C) verildiginde A#0 olmak iizere A+r> AA doniisimii altinda det(A)
e

degismezdir ve kisa olarak

trace’ ( )—m 4.2)
8 det(A) '
- . g . ax+b . . o .

yazilabilir. Bir dogrusal kesirli m(x) = doniigiimii ya bir ve ya iki sabit noktaya

cx+

sahiptir ya da m(x) birim doniisiimdiir. Bu durum bize ilkel bir simiflandirma verir ve

genigletilmis karmasik diizlemde sabit noktalara bagh “ince” bir siniflandirma elde ederiz. Bu
siniflandirma eslenik altinda degismez oldugundan yine eslenik altinda “ince” bir
siniflandirma elde ederiz. Bagka bir deyisle bu siniflama kalan siniflarina bir simiflamadir.
Daha 6nce verilen (4.2) tasviri kalan siniflarin1 parametrize eder. Simdi baz1 6zel doniisiimleri

tantyalim:

Sifirdan farkli her k€ C i¢gin k #1 olmak iizere standart bi¢cimler
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kx+0
0.x+1

m, (x)=kx= , m(x)=x+1 4.3)

seklinde tanimlanir ve
) 1
tr (mk):k+;+2 4.4)

dir.

Eger bir g dogrusal kesirli doniisiimii birim doniisiimden farkli ise o zaman genisletilmis

karmagik diizlemde g’nin ya a ve S gibi iki sabit noktas: vardir ya da tek bir & sabit

noktasina sahiptir. Simdi herhangi bir 4 dogrusal kesirli doniisiimiinii alalim ve h(@) =<,

h(B)=0 ve g(B) = B icin h(g(B)) =1 olsun. O halde

h(x) = 5= ﬁ i w=2f 4.5)
X—

x—1
seklindedir.

Eger g(a)=a ve g(B)=p ise hgh™'(0)=0 ve hgh™'(s0) =co’dir. Yani hgh™', 0 ve o’u
sabit tutar. Dolayisiyla hgh™' =m, ve k#1lolacak sekilde bir ke Z vardir. Eger sadece
gl@)=a ise bu durumda hgh'()=oc olup hgh'(0)=1 elde edilir, dolayisiyla
hgh™ =m,’dir. Yani birim doniisimden farkli herhangi bir dogrusal kesirli doniisiimii

standart bi¢gimlerden birine esleniktir.

Teorem 4.1: Birim doniisiimden farkli iki dogrusal kesirli doniisiim f ve g olsun. Bu iki

dogrusal kesirli doniisiimiin birbirine eslenik olmas1 igin gerek ve yeter kosul

tr*(f) =tr’*(g) olmasidir.

Ispat: Teoremin ilk kismi (4.2) bagintisindan goriilir. Eger f ~g ise o taktirde
tr’(f)=tr’*(g) dir. ikinci kisim icin ise #°(f)=tr’(g) oldugunu kabul edelim. Bu iki
Mobiiis doniisiimiiniin (4.3)’teki standart bicimlere eslenik oldugunu biliyoruz, yani f ~m,

ve g ~m, olacak sekilde iki m, ve m_ standart bi¢imi vardir. Dolayisiyla

trz(mp):trz(f):trz(g):trz(mq) (4.6)
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dir. (4.3) bagintisindan ya p=¢q yada p :l "dir. Biliyoruz ki m, ~m,,,’dir ve p=1 i¢in
q
bu, asikardir. Eger p#1 ise m, ~m,, oldugundan hm,h™' =m,  olacak sekilde bir h

dogrusal kesirli doniisiimii vardir ve h(x) = 1 “dir. Simdi f~m,, g~m, 2 ve p=gq yada
X

p :é oldugundan m, ~m,_ ’dir ve eslenik olma bir denklik bagintis1 oldugundan f ~ g *dir.

ispat tamamlanmaistir.

Dogrusal kesirli doniisiimler genel olarak,

Parabolik doniisiimler
Eliptik doniisiimler

Hiperbolik doniisiimler

LI

Loksodromik doniisiimler

olmak {iizere dort simifa ayrilir. Hiperbolik doniisiimler, loksodromik doniigiimlerin 6zel bir
halidir. Her bir sinifin cebirsel ve geometrik anlam1 vardir. Geometrik olarak, her farkli simif
karmagik diizlemde farkli doniisiimler olarak ortaya c¢ikar. Bu siniflar1 belirlemek icin A

matrisinin #7A =a+d izini hesaplamak gerekir. Bu matrisin izi eslenik altinda degismezdir,

baska bir deyisle t#ABA™ =B dir. Her dogrusal kesirli doniisiim, A matrisini uygun bir

skaler ile carpilmasiyla det A =1 olacak sekilde yazilabilir.

4.1 Parabolik Doniisiimler

Bir doniisiimiin parabolik olmasi icin genisletilmis karmasik diizlemde tek bir sabit noktasi
olmas1 gerekir ve tr’A=(a+d)* =4’tir. Eger (a+d)* =4(ad —bc) sarti saglamyorsa
parabolik doniisiimlerde sabit noktalar gakisir ve noktalardan biri ya da ikisi birden {co}

olabilir. Eger ¢=0 ise sabit noktalardan biri sonsuzda olur ve bu durumda parabolik bir

doniisiimiin sabit noktalari

{r.n}= {oo L} 4.7)

"d—a
seklinde ifade edilir. Eger ¢ =0 ve a=d ise noktalarm ikisi de sonsuzdadir ve bu dogrusal

11
kesirli doniisiim x+> ax+ f ile ayn seyi ifade eder. Ayrica parabolik bir doniigim {O J
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matrisine eslenik olmalidir ve bu matrisin sabit noktalari

{%,7z}={w,#} 4.8)

d—a
o : . . |1
seklindedir. Tiim parabolik doniistimleri iceren altgrup ise L) J formundadir.

0

Parabolik doniisiimler disindaki tiim doniisiimler A4 # 0,1,—1 olmak iizere [0 PE

} matrisine

esleniktir ve bu doniisiimlerin iki sabit noktasi1 vardir. Burada k=A’ye doniisiimiin

karakteristik sabiti ya da carpani denir.

4.2 Eliptik Doniisiimler

Eger A doniisiim matrisinin izi 0<#r>A <4 seklinde ise doniisiime eliptik doniisiim denir. Bir

doniisiimiin eliptik olmasi i¢in |/1| =1 olmalidir. Bir #€ R olmak iizere A matrisinde A =e"

cosa sina

yazarsak eliptik bir doniisiim { } matrisine esleniktir. Herhangi bir A matrisi

—sin@ cos«

icin A" ’nin karakteristik sabiti k" dir. Bu ylizden derecesi sonlu olan Mobiils doniisiimleri

sadece eliptik dontisiimlerdir ve bu, sadece A birimin bir kokii oldugunda gecerlidir.

4.3 Hiperbolik Doniisiimler

Bir A doniisiim matrisinin izi #7°A >4 ise bu dogrusal kesirli doniisiime hiperbolik doniigiim

denir. Parabolik olmayan dogrusal kesirli bir doniigiimiiniin hiperbolik olmasi icin A€ R*

olmalidir.

4.4 Loksodromik Doniisiimler

Eger bir A doniisiim matrisi i¢in #7°A¢ [0,4] ise bu doniisiime loksodromik doniisiim denir.
Daha once de bahsettigimiz gibi hiperbolik doniistimler bu sinifin 6zel bir durumudur. Bir

dogrusal kesirli doniisiimiiniin loksodromik olmasi icin |/1| #1 olmalidir.
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4.5 Normal Bicim

Dogrusal kesirli doniislimler ayn1 zamanda sabit noktalar1 cinsinden yazilabildigini
soylemistik. Bu yazilisa normal bicim denir. Once sabit noktalar1 farkli olan yani parabolik

olmayan durumu inceleyelim:

Parabolik olmayan her dogrusal kesirli doniisiim bir Olgekleme hareketine esleniktir, yani

sabit noktalar1 0 ve {oo} ’da olan x> kx formunda olan bir doniisiime esleniktir. Bir baska

deyisle m= g 'mg seklinde yazlabilir. Burada g(x):x;% biciminde olmalidir ve

2

(71,7,) = (0,00) olur. Burada » ve y, sonludur. Eger bunlardan biri sonsuzda olursa g
tasviri sonsuzu sabit tutma ve diger noktayi sifira gonderme yoluyla degistirilebilir. Eger
dogrusal kesirli bir doniisiim 7,7, seklinde iki farkli sabit noktaya sahipse o zaman g~ 'mg
doniigiimii, 0 ve {eo} da sabit noktalara sahiptir ve dolayisiyla, g~'mg(x)=kx seklinde bir

Olcekleme elde ederiz. Bu doniisiimiin sabit nokta denklemi

MO=Nh _p X0 (4.9)

mx)-y,  x-7,

seklinde ifade edilir. m(x)’i matris formunda ¢6zmek

vi—ky, (k=Dyy.
A(k;yl,yz):[ b 2 (4.10)
1-k ky, =7,
matrisini ¢6zmek demektir. Eger sabit noktalardan biri sonsuzda ise
k (1-k
A@%@=L( 91 (“.11)

matrisini elde ederiz.

Yukaridaki ifadelerden m(x) doniisiimiiniin sabit noktalardaki tiirevlerini hesaplanabilir ve

, , 1
m(y) =k, m(}/z):; (4.12)

olarak bulunur.

Sabit noktalarin siralamasini vererek m’nin her bir ¢carpanini, m’nin karakteristik sabiti olarak

yazabiliriz. Sabit noktalarin sirasin1 degistirmek, karakteristik sabit i¢in carpanin tersini almak
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demektir ve

1
A(k;%,n):A(z;n,%j (4.13)

seklinde yazilir.

Loksodromik doniisiimler i¢in |k| >1 ise p,’e itici sabit nokta ve y,’ye ¢ekici sabit nokta

denir. |k| <1 ise §,,7, i¢in roller degisir.

4.6 Parabolik Durum

Parabolik durumda bir tek sabit nokta vardir. Bu noktaya ¥ diyelim. Eger ¥y #0 ise y — oo

doniisiim g(x) :L seklinde olmalidir ya da ¥ sonsuzda ise birim doniisiimdiir. g 'mg

doniisiimii {co}’u sabit tutar. Dolayisiyla g~'mg(x)=x+/ Oteleme hareketi elde edilir.

Dolayisiyla, bir parabolik doniisiim i¢in sabit nokta formiilii

L1 + (4.14)
mx)=y x-y
seklinde olacaktir. M’yi matris formunda ¢6zersek
1+ -
A(B: 7)=[ » 'Bq (4.15)
B 1=
matrisini elde ederiz. Eger ¥ =0 ise
1 g
A(B; 7)={0 1} (4.16)

matrisi elde edilir.

Bu doniisiimlerin geometrik yorumlarim1 vermeden once bir sonraki boliimde stereografik

izdiigiimii gorelim:
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4.7 Stereografik izdiisiim

Sekil 4.7.1: Stereografik izdiisiim. (bkz. [2])

Stereografik izdiisiim bir kiireyi bir diizlem iizerine izdiisiiren hem 6nemli bir tasvir hem de

bir yontemdir. Baska bir deyisle ii¢ boyutlu uzaydaki kiirenin iki boyutlu gergel diizlem R’
izerine resmedilmesidir. Stereografik izdiisiim bir nokta disinda tiim kiire iizerinde tanimhdir
ve bu noktaya izdiisiim noktast denir. Tasvir, tanimlandigr yer boyunca birebirdir ve
diizgiindiir. Ayrica ag¢1 koruyan bir tasvirdir. Fakat bu tasvir alani; 6zellikle de izdiigiim

noktasina yakin olan alan1 korumaz.

S?  R*birim kiiresi, S :{x, y,Z€ R:x*+ y2 +72 = 1} seklinde tanimlanir. Kiirenin kuzey
kutbunu P =(0,0,1) ile ve kiirenin, izdiisiim noktasi disinda kalan kismim ise M ile
gosterelim. Burada izdiisiim noktasi P’dir. Z:{z=0} diizlemi kiirenin merkezi boyunca

hareket eder ve ekvator, kiirenin bu diizlem ile kesisimidir. M iizerindeki herhangi bir «
noktasi icin & ve P’den gegen tek bir dogru vardir ve bu dogru z =0 diizlemini A noktasinda

keser. 1zdii§iim ve bu izdiisiimiin tersi, kartezyen koordinatlarda kiire iizerinde (x,y,z)ile;

diizlem iizerinde (X,Y) ile asagidaki formiillerle verilir:

x oy 2X 2Y X*+Y* -1
X,Y = s | x’ ’Z = ’ D) 4'17
(X.1) (l—z l—zj (x.y.2) [X2+Y2+1 X24+Y2 41 X2 +Y* +1 ¢-17)

Kiireden diizleme ac1 koruyan baska bir tasvir yoktur. Eger 6yle olsayd: bu lokal bir izometri
olurdu ve Gauss egriligini korurdu. Diizlem ve kiire farkli Gauss egriliklerine sahip

oldugundan bu olanaksizdir.
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4.8 Karakteristik Sabitin Geometrik Yorumu

Sekil 4.8.1: Kiireden diizleme stereografik doniisiim yapildiktan sonra parabolik olmayan bir
durumda dogrusal kesirli bir doniisiimiiniin iki sabit noktasi. (bkz. [3])

Karakteristik sabit logaritma kullanilarak da ifade edilebilir:
ep+m’ =k (418)

Bu sekilde ifade edildigi zaman pe R sayisi genisleme katsayisi olur ve ¥, noktasinin nasil
sabit itici bir nokta olduguna, p, noktasinin da nasil ¢ekici olduguna isaret eder. Burada

a e R sayisi donme katsayisidir.

4.8.1 Eliptik Déniisiimler Icin

Sekil 4.8.2: Eliptik doniistimler. (bkz. [3])

Eger p =0 ise sabit noktalar ne ¢ekici ne de iticidir. Bu doniisiimler iki sabit nokta etrafinda

hareket eder. Eger sabit noktalardan biri sonsuzda ise bu, bir nokta etrafinda afin bir donmeye

denktir.
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4.8.2 Hiperbolik Déniisiimler icin

Sekil 4.8.3: Hiperbolik doniistimler. (bkz. [3])

Eger =0 yada ke Z olmak iizere & =2kx ise doniisiim, hiperboliktir. Bu tiir doniistimler
dairesel yollar boyunca noktalar1 bir noktadan digerine dogru hareket ettirir. Eger herhangi bir
hiperbolik dogrusal kesirli doniisiimii ile iiretilen tek parametreli bir altgrup alirsak bu
altgruptaki her doniisiim aymi iki noktay1 sabit birakacak sekilde siirekli bir doniisiim elde

ederiz.

4.8.3 Loksodromik Déniisiimler Icin

Eger a#0 ve p#0 ise doniisiim, loksodromiktir. Bu doniisiimler S-seklindeki yollar

tizerindeki tiim noktalar bir sabit noktadan digerine gotiiriir.
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5. PLATONIK CiSIMLER ve SONLU DONME GRUPLARI

Bu boliimde kendimizi R*’te tiim sonlu direkt izometrilerine kisitlarsak Burnside teoremini

kullanarak gosterecegiz ki R’’iin direkt izometrilerinin sonlu bir G grubu ya devirlidir ya

dihedral ya da Platonik bir cismin simetri grubudur.

5.1 Platonik Cisimler

Teorem 5.1.1: 3-boyutlu gergel uzay R’’iin bir noktay1 sabit tutan ve asikar olmayan direkt
bir S izometrisi, ekseni bu sabit noktadan gecen bir donmedir.

Ispat: Orijin noktas1 S ’nin sabit noktast olsun. (Aksi halde T,, S ’nin sabit bir noktas: ile
orijini birlestiren V vektorii ile bir dteleme olmak iizere S ’nin 7, oSoT, eslenigini
diistinmeliyiz.) S, orijini sabit biraktig1 icin dogrusal olmalidir. S, ayn1 zamanda dogrusal

izometri oldugundan S* birim kiiresini degismez birakir.

Simdi iddia ediyoruz ki S, biiyiik bir cemberi S* iizerinde degismez olarak birakir. Bunu

gostermek igin S iizerinde kiiresel uzaklik fonksiyonu d; pe S* ve f(p)=d(p,S(p))

olmak iizere f:S 2 —>[O, 71'] oteleme uzaklik fonksiyonunu diisiinelim. Burada

F(P) =0 S(py)=p, ve f(py)=7 & S(p,)=—p, dir.

S dogrusal oldugundan R*’te Fp, vektorlerine dik olan CcS* jeodezigi S altinda
degismezdir. Bir g, € S* noktasi alalim ve f, bu noktada minimum olsun. Onceki durumdan
0< f(q,) <7 oldugunu varsayabiliriz. C = S?, g, ve S(g,)’ dan gegen bir jeodezik olsun.

S ’nin C ’yi degismez olarak biraktigin1 gorelim:

S(q)
S(go)

Cy
- g
qy

Sekil 5.1.1: g, ve S(gq,) noktalarindan gegen bir jeodezik.
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C,cC, g, ve S(q,)’1birlestiren (ac¢ik) daha kisa biiyiik dairesel bir yay olsun ve ge C,,
q,’ya yakin olsun. O halde S(g)e C’dir. Eger gercekten S(q)e& C ise koseleri g,

S(g),S(q,) olan kiiresel liggene licgen esitsizligi uygulanarak,
f(q) = d(q,,5(q,)) =d(qy,9)+d(q,5(q,))

=d(5(q,).5(q))+d(q,5(q,)) >d(q,5(q)) = f(q) (5.1

elde edilir. Bu sonug, f'nin g,’da minimum olmasi ile ¢elisir. Bu yiizden ¢,’a yakin herhangi
bir ge C, i¢in S(g)e C’dir. Kiiresel uzakliklar C boyunca toplandigindan S’nin C’yi

degismez biraktigini1 goriiriiz.

Bir V < R’, C’nin dogrusal gerilisi ve Tp,e S , V ’ye dik olsun. S, dogrusal oldugundan
iki boyutlu V diizlemini degismez birakir ve S(p,)=Fp olur. R* deki dogrusal izometrilerin
siniflandirilmasindan S |V , ya donme ya da yansimadir. S, R’’te direkt oldugundan birinci
durumda S(p,)= p,’dir ve dolayistyla S, R.p, ekseni ile bir donmedir. Tkinci durumda ise
S(p,) =—p, (S, yine direkt oldugundan) ve $’nin bir yar1 donme oldugunu goriiriiz. Ekseni,

S | , yansimasinin ekseni ile cakisir. Ispat tamamlanmistir.

Not 5.1.2: Bu teorem Platonik bir cismin her simetrisinin bir donme oldugunu séyler.
Simdi Platonik cisimlere ve simetri gruplarina bakalim:

3-boyutlu gercel uzay R*’te bir P cokyiizliisiinii degismez olarak birakan bir izometri,
koseleri koselere, kenarlar1 kenarlara, yiizleri de yiizlere tasir. Tanimdan P’nin bir simetrisi,
P’yi degismez birakan R’’iin direkt bir izometrisidir. Teorem 5.1.1’den P Platonik cisminin
herhangi bir simetrisi bir donme olmalidir. Eger R, P’nin bir simetri donmesi ise R’nin
donme ekseni bir koseden, bir kenarin orta noktasindan ve ya bir yiiziin agirlik merkezinden
gecer. P’nin tiim simetrilerinin kiimesi bir grup olusturur ve bu gruba P’nin simetri grubu
denir. Bu yiizden simetri grubu donmelerin sonlu bir grubudur. Aslinda bu grup koseler
iizerinde hareket eden bir permiitasyon grubudur. R’’iin P’yi degismez olarak birakan tiim
izometrilerinin kiimesine P’nin genisletilmis (simetri) grubu denir ve genisletilmis grup
sonludur. Iki zit izometrinin ¢arpinu direkt bir izometri oldugundan genisletilmis grup indeksi

en fazla iki olan bir altgrup olacak sekilde P’nin simetri grubunu igerir.
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Platonik bir cismin simetri gruplart ve bu cismin dualleri diizgiin dortyiizlii, diizgiin

sekizylizlii ve diizgiin yirmiyiizliidiir. Diizgiin dortyiizliiyii inceleyerek baslayalim:

Sekil 5.1.2: Diizgiin dortyiizliiniin simetri diizlemi. (Toth, 2000)

Diizgiin dortyiizliiniin simetri diizlemi sekil 5.1.2°de goriildiigii gibi, bir kenar ve karsi
kenarin orta noktasim igerir. Simetri diizlemine yansima, iki kdseyi yer degistirir ve diger iki
koseyi sabit tutar. Yansima, dort kose iizerindeki bu permiitasyon ile tek tiirlii tanimlanir. Bu
permiitasyon, transpozisyonlardir. Yani iki harfi degistirirken diger ikisini sabit tutmaktir.
Temel bilgiler boliimiinde her permiitasyonun transpozisyonlari carpimi seklinde yazildigin
soylemistik. Dolayisiyla diizgiin dortyiizliiniin -~ genisletilmis grubu koselerdeki tiim
permiitasyonlar: icerir ve bu grup S, simetri grubuna izomorftur. Yansimalarin ¢ift sayida
birlesimi diizgiin dortylizliiniin simetri donmelerini verirken transpozisyonlarin cift sayida

birlesimi A, S, alterne altgrubunu verir. Diizgiin dortyiizliiniin simetri grubu, yani

tetrahedral grup, A, c S, alterne altgrubuna izomorftur.

Diizgiin sekizyiizlii, kdseleri boyunca traslanmig diizgiin bir dortyiizliidiir. Bagka bir deyisle

sekil 5.1.3’te goriildiigii gibi diizgiin sekizyiizlii, diizgiin dortyiizliiniin ve aksinin kesisimidir.

Bl

Sekil 5.1.3: Iki diizgiin dortyiizliiniin kesisimi diizgiin sekizyiizliidiir. (Toth, 2000)
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Boylece diizgiin dortylizlintin simetrileri diizglin sekizylizliiniin simetrileri olur. Aslinda
tetrahedral grubun octahedral grup i¢indeki indeksi iki olmalidir ciinkii diizgiin sekizyiizliiniin
bir simetrisi ya diizgiin dortyiizlilyii degismez birakir ya da diizgiin dortyiizli ile dualini yer
degistirir. Eger iki diizgiin dortyiizlilyli iki farkli renkte boyarsak ortaya ilging bir durum
cikar. Octahedral yiizlerin renkleri inherit etsin, renk koruyan ve renk ceviren simetriler
oldugunu diistinelim.  Tetrahedral gruptan biliyoruz ki renk koruyan simetriler A,’e
izomorfik bir grup olusturur. 12 tane renk ceviren simetri vardir. Bunlar, eksenleri diizgiin
sekizylizliiniin zit kenarlarinin alt1 ¢iftinin orta noktasindan gecen 6 yar1 donme ve eksenleri,
z1t koselerin ii¢ ¢iftinden gegen ii¢ ceyrek doniis ve bunlarin tersleridir. Yani octahedral grup

S, e izomorftur.

(Alt1 yart donme S, ’te alti transpozisyona karsilik gelir ve {i¢ ¢ceyrek donme ve bunlarin

tersleri S, 'te alti tane 4-devire karsilik gelir.)

Simdi diizgiin onikiyiizliiyii anlatalim. Diizgiin onikiyiizliiniin simetri grubunun A alterne

grubuna izomorf oldugunu sdyleyelim:

Kiip, diizgiin onikiyiizlii i¢ine c¢izilebilir ve kiibiin on iki kenar1 diizgiin onikiyiizliiniin
besgensel on iki yiiziiniin kdsegenleridir. Kiibiin kenarlarinin ve diizgiin onikiyiizlii oran1 altin
oran oldugundan bu kiibe alfin deriz. Kepler’in de gozlemledigi gibi, diizgiin onikiyiizlii icine
tam olarak bes tane kiip cizilebilir. Diizgiin onikiyiizliiniin her bir yiizii iizerinde bes altin

kiibiin bes kenar1 pentegram yildizini olusturur.

Diizgiin onikiyiizliiniin herhangi bir simetrisi, altin bir kiibli yine altin bir kiibe tagimalidir.
Dolayisiyla simetriler bes altin kiip iizerinde permiitasyonlar olarak hareket eder. Diizgiin
onikiyiizliiniin simetri grubunun bu temsili, bes altin kiibiin kiimesi iizerinde bir permiitasyon
grubu olarak sadiktir. Yani diizgiin onikiyiizliiniin agikar olmayan dénme simetrisi kiipler
izerinde birim permiitasyon olarak hareket etmez. Gergekten simetrinin donme ekseni diizgiin
onikiyiizliiniin bir kogsesinden, bir kenarn orta noktasindan ya da bir yliziiniin agirhik
merkezinden gecer. Diizgiin onikiyiizlii 30 kenarh oldugundan simetri grubu 60 6gelidir, yani

A;’in 6ge sayisi kadardir. Diizgiin onikiyiizliiniin simetrilerini temsil eden permiitasyon grubu
ve A, alterne grubu, S; simetri grubunda indeksi iki olan normal altgruplardir. Diger yandan

A, S, ’te indeksi iki olan tek altgruptur.

Diizgiin onikiyiizli ve diizgiin yirmiyiizlii dualdir. Ayrica diizgiin yirmiyiizliiniin simetri
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grubu da, yani icosahedral grup da, A;’e izomorftur. Icosahedronun besgensel bir antiprizma

ile ayrilmis iki besgensel piramitten yapildiginmi diisiinelim. Bu besgensel antiprizma 10 tane
eskenar yiiziin birlesimidir. Antiprizma iizerinde {ist ve alt besgensel yiizleri baglayan

herhangi bir ¢apraz kenar1 zit ve paralel ¢apraz bir kenara sahiptir.

3-boyutlu gercel uzay R*’iin izometrilerinin sonlu bir grubu G olsun. Bu grubun bir O € R’

noktasim1  sabitledigini gorelim: Bir pe R’ noktast verilsin. Bu noktadan gecen
G(p)={R(p): Re G} ybriingesini diisiinelim. Bu G grubu sonlu oldugundan p=p, e R’

olmak iizere G(p)={p,,...p,} seklinde yazabiliriz. Tanimdan G grubu G(p) iizerine

yoriingedeki her elemanin permiitasyonu ile etkir. Bu yilizden G(p)’nin kiitle merkezi

I . . —
0= —z p, dir ve G’nin tiim elemanlart sol sabitlidir.

i=1

Bu G grubu ilk olarak sadece direkt izometrileri icersin ve O noktasinda merkezlenmis birim
kiireyi S* ile gosterelim. Teorem 5.1.1’den G’deki asikar olmayan her R 6gesinin bir dsnme

oldugunu biliyoruz. Dénme ekseni O noktasindan gecer ve bu eksen S° ile antipodal
noktalarda kesisir. Bu noktalara kutup noktasi denir. Simdi de G’deki tiim donmelerin kutup

noktalarinin kiimesini [] ile gosterelim. Bu G grubu sonlu oldugundan xe [] noktasindaki
G, ={Re G:R(x)=x} izotropi grubu devirlidir. Bu grup i¢indeki en kii¢iik pozitif dénme
acis1 olarak R,’1 alalim. Herhangi bir Re G, 68esi R, ile ayni eksene sahip olsun. Bu
ylizden R, en kiigiik aginin bir kat1 olan bir dénme agisina sahip olmalidir. Dolayisiyla R,

R, m bir iterasyonudur ve R, G, ’in iiretecidir. Bu R, ’1n bir d derecesine x’in derecesi denir

ve ayni zamanda G ’in de derecesidir.

Eger G’de bir donme R ve herhangi bir izometri S ise o taktirde SoRoS™" donmesinin ekseni
R doénmesinin S-goriintiisiidiir ve ] grubu G-degismezidir. Ozel olarak me Z olmak iizere
(SoRoS™")"=80R">S™" oldugundan [] nin bir G yoriingesindeki kutuplar ayn1 dereceye
sahiptir. Eger C c[[ bir G-yoriingesi ise bu ortak dereceyi d =d,. ile gosteririz. Bu, ayni
zamanda G, izotropi grubunun derecesi oldugundan herhangi bir xeC igin
Jd_o

~— olur.
Gx C

=

G)C
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Simdi de C i¢inde asikar olmayan ka¢ donmenin kutup noktasi oldugu hesaplayalim:

C’de iki kutba sahip olan her eksen d.—1sayida asikar olmayan donmelerin eksenidir. Bu
yiizden Cde kutup noktast olan agikar olmayan donme sayist
1

G
E(dc—1)|C|:%(dC—l)|d—|’dir. Burada % olmasinin nedeni dénmenin her ekseninin iki
C

kutup vermesidir. Yani G’de asikar olmayan toplam donme sayis1 |G| -1= %|G| Z (dil_ IJ
cell/G c

dir. Bu toplam, kutuplarin yoriingeleri boyunca hareket eder. Bunu diyofan denklem olarak

2 1
Hz(lﬂ o2

seklinde yazariz.

Teorem 5.1.3: R’’iin direkt izometrilerinin sonlu gruplar sadece C, devirli grubu, D,

dihedral grubu, A, tetrahedral grubu, S, octahedral grubu ve A, icosahedral grubudur.

Teorem 5.1.1°de soylendigi gibi R*’iin izometrilerinin sonlu bir G grubunun sabit bir
noktasini orijine tasidigimizda G nin bir eslenigi dogrusal olur. 3-boyutlu gercel uzay R*’iin
tim dogrusal izometrilerinin grubu O(3) ortogonal grubudur. Determinatin 1 ya da -1
olmasima bagl olarak da R’’iin dogrusal bir izometrisi ya direkt ya da zit bir izometridir. 3-
boyutlu gercel uzay R’’iin tiim direkt izometrilerinin grubu da SO(3) 6zel ortogonal
grubudur. Teorem 5.1.1 SO(3) ’iin bir 6gesinin ekseni orijinden gecen bir donme olarak ifade

edilebilecegini sdyler. Teorem 5.1.3 SO(3) ’iin tiim sonlu altgruplarini siniflandirir.

5.2 Donme Hareketleri ve Dogrusal Kesirli Doniisiimler

Bu bolimde amacimiz dogrusal kesirli doniisiimleri siniflandirmaktir ve bir ¢ H%
c¢ +
dogrusal kesirli doniisiimii i¢cin ad —bc =1 kabul edilmistir. (5.3)

Bu grubun bir altgrubu M|, ((@) olsun ve |z|2 +|w|2 =1 olmak iizere ¢ e C, z,we C verilsin.

2l —w

Bu altgrup ¢ — —
wé +7

seklindeki dogrusal kesirli doniistimleri igerir. 5.4)
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Daha 6nce 6grendigimiz gibi SL(2,C) 6zel bir gruptur ve (5.3) ifadesi ile SL(2,C) sartlarim
karsilastirirsak bu grubun 6geleri dogrusal kesirli bir doniisiim ifade eder. Bu tanimlardaki
matrisleri birlestirirsek bu denklem bize 7:SL(2,C) > M (@) orten homomorfizmasini verir.

(5.3) ifadesinde verilen a, b, ¢, d katsayilar1 ve bunlarin negatifleri de aynm1 dogrusal kesirli
dontigiimii verir. Tersi olarak (5.3) dogrusal kesirli doniisiimii a, b, ¢, d’yi ortak isarete gore

belirler. Bu yiizden 7, {F/} ¢ekirdegi ile 2:1°dir ve 6zel olarak,
M (C) = SL(2,C)/{F1}

izomorfizmasi vardir. 7 altinda M (@) , SU(2) c SL(2,C) altgrubu tarafindan ortiilen bir 2-

kathsidir. 7’nin SU(2)’ye kisitlanmasindan M (@) =SU2)/ {$I } izomorfizmasi elde

edilir.

Bir S?cR*’nin C iizerinde stereografik bir izdiisimii & ve N =(0,0,1)e S* olsun. Bu

durumda A(N)=oce C olur. Verilen bir x# N noktast icin xe S* ve h(x)e C olsun. Bu ii¢
nokta kolineer olur, yani bu {ii¢ nokta bir dogru iizerindedir ve analitik olarak da

x=(x,,X,X,) €S> olmak iizere ve x, #1 olacak sekilde

_ X tix

h(x) (5.5
I-x,
denklemi ile ifade edilir.
h’nin tersini de {'e C olmak tizere asagidaki denklem ile ifade edebiliriz:
20 -1
() =| 2. es? (5.6)
IS +1 | +1

Burada C, ilk iki koordinat ekseni tarafindan iiretilmis koordinat diizlemi olarak R’ icine

gOmiilmiistiir ve /1, S 2 ve C arasinda konformal bir denklik kurar.
Simdi dogrusal donmeler i¢in 6nemli olan bazi notasyonlari verelim:
Bir xe S* noktasi ve fe R acis1 verilsin ve R, ., € agisi ile dogrusal bir donmeyi ve R.x

eksenini gostersin. Burada R, ’in kutuplart Fx dir. Teorem 5.1.1’den R, , € SO(3)’dir ve

R ,_. =R, ’dir. Bununla birlikte, x,ye S* ve 8,90 R i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:
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R,,oR, R, =Ryp () (5.7)

Gercekten sol taraf teorem 5.1.1°den R, ekseni etrafinda bir donmedir ve eslenik, donme

>y (x)

acisini degistirmez.

Teorem 5.2.1: Bir x=(x,,x,,x,)€ S’ verilsin ve  #e R verilsin ve R,S* 'ye kisitlanmusg

R, . donmesi olsun. O taktirde (e C olmak iizere,
z=cos§+isin§x2 ve w:sing(xl+ix0) (5.8)

olacak sekilde & stereografik izdiisiimii ile eslenigi alinmis R, dogrusal kesirli bir doniisiimdiir

ve

_ 26— W
Rt )= 222 (5.9
seklinde ifade edilir.

Ispat: Eger x=N ise (5.8)-(5.9) denklemlerinden (hoRoh™") (&) =¢“¢ olur ve bu durumda
teorem aciktir. Simdi x# N kabul edelim. Genel olarak (5.9) denkleminin sol tarafindaki

hoRoh™, bir izometri ve iki konformal denkligin bileskesidir. Bu yiizden hoR oh™, C’nin

bir konformal doniistimiidiir ve dogrusal kesirli bir doniisiim olmalidir.

Simdi bu dogrusal kesirli doniisiimiin (5.8) ifadesindeki katsayilarla ve (5.9)’daki denklemi

ile sag tarafindaki 6zel bicimde oldugunu gosterelim:

Bunu gostermek i¢in dogrusal kesirli doniisiimlerin ii¢ nokta tizerinde grup etkisi ile tek tiirlii

olarak belirlendigini kullanacagiz. ilk iki nokta igin (5.9)’in sag tarafindaki gibi tanimlanan

doniigiimiin sabit noktalarim1 secelim. Bu noktalar1 elde etmek igin % =W ={ yazalim.
w

Buradan w(? —2i3(z){ +w=0 kuadratik denklemini elde ederiz. Eger { ’yi cozersek ve

x, %1

(5.8)’deki katsayilar1 kullanirsak sabit noktalar seklinde buluruz. (5.5) denkleminden

X, —iX,
ve |)c|2 =1"den bu iki sabit noktanin A(Fx)’e yani hoRoh ' ’in sabit noktalarma karsilik

geldigi goriiliir. Uciincii nokta icinse ¢ =co=h(N) olarak secelim. Bu noktay1 (5.9)'de

yerine koydugumuzda z ve w (5.8) ifadesindeki gibi oldugunda A(R(N )):i oldugunu
w
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gormeliyiz. Gergekten de, |z|2 + |w|2 =1’den ve (5.6)’ten
K (ij = (22| =|w[’ )€ §? (5.10)
w

ifadesi elde edilir. Bagka bir deyisle R(N) =R, (N) dir. Ispat tamamlanmustir.

Terminolojiyi basitlestirmek icin (5.8) ve (5.9) ifadelerindeki dogrusal kesirli doniisiimler ve

R, . donmesinin birbiri ile eslestigini sdyleyebiliriz.
Sonug 5.2.2: SO(3)=M, (©)=SU®2)/ {#1} bir izomorfizmadir.

Bizim bu caligmadaki amacimiz tiim sonlu Mobiiis gruplarimi siniflandirmakti. Bu noktada
basit bir nokta nasil ilerleyebilecegimiz konusunda bize yol gosterebilir. Oncesinde asagidaki

tanimi1 vermek yararli olacaktir:

Tanmm 5.2.3: Bir G grubu verilsin ve ge M(C) ve q=q;:C—C olsun. go g =q olmasi

icin gerek ve yeter kosul g e G olmasidir. O taktirde G grubuna degismez grup denir.

Degismez grubu G olan ¢g=¢g,:C—C olacak sekilde bir rasyonel fonksiyon
bulabilecegimizi farz edelim. Bir g rasyonel fonksiyon oldugu i¢in C’nin holomorfik 6z
tasvirine genisletilebilir. G, ¢ 'nun degismez grubu oldugu i¢in genisleme, ¢: C - C olacak

sekilde holomorfik bir |G| dereceli bir dallamis ortiidiir.

Iki kompakt Riemann yiizeyi M ve N ve bu iki yiizey arasinda sabit olmayan holomorfik bir
tasvir f:M — N olsun. Genel olarak bu sekildeki bir tasvir M’de sonlu dal noktalar ile n-
katli dallanmig bir ortiidiir. M {izerinde bir dal noktasi ve onun bir f goriintiisii (dal degeri
denir.) civarinda € ve & lokal koordinatlar1 dal noktasi (€ =0) ve dal degeri (0 =0) olarak

goriilebilir. Bu koordinatlarda f, d =&™ seklindedir. Dal noktasinda f’nin dal sayist m-1’dir.
Bu iki kompakt Riemann yiizeyi arasindaki n-katli dallanmis holomorfik orti @: M — N
olsun ve M’nin genusi p, N’nin genusi g olarak verilsin. Toplam dal sayis1 B olmak iizere bu
iki genus degeri arasinda p =n(g—1)+1+ B/2 bagintis1 vardir ve bu bagintiya Riemann-

Hurwitz bagintisi denir.

Bizim konumuzda genisletilmis ¢ tasvirinin dal noktalari, G’deki dogrusal kesirli

doniisiimlerin sabit noktalaridir ve eger donmelerin derecesini d ile gosterirsek, dal sayilari
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da d—1’e esit olur. Riemann-Hurwitz bagintisindan toplam dal sayist (tiim dal sayilarinin
toplami) 2|G| —2’dir. Dolayisiyla istedigimiz siniflandirmay1 yapmak icin sonlu Mobiiis grup
altinda rasyonel tasvirleri yazmaya calisacagiz. Bunun i¢in de Once MO((@)’nin sonlu
altgruplariin bir listesini sunalim ve bu listedeki bir grup G olsun. G, SU(2) grubuna
tasinarak 2:1 izdiisiimii boyunca dogrusallastirilabilir ve G ile iliskili ikili grup seklinde

adlandirilabiliriz, G* seklinde gosterebiliriz.

Daha sonra G* igin iki degiskenli homojen polinomlar i¢in degismezlik problemini ¢ozelim.
Degismez grubu G* olan ve £:C* — C, tiim homojen polinomlar1 bulalim. Homojenlikten,
bu degismez polinomlarm bazilarinin boliimleri CP'’nin  holomorfik yari-tasvirlerini

tanimlar. Diger yandan, C=cCP' oldugundan bu boliimler C’de rasyonel fonksiyonlara da

kisitlanabilir ve G degismez grubu elde edilir.

Son olarak herhangi bir G Mgbiiis grubunun listede bulunan M ()(@)’nin herhangi bir

altgrubuna eslenik oldugunu ispatlamak icin degismez grubu G olan rasyonel bir tasvir

bulmaliy1z.

Not 5.2.4: Tiim Mobiiis gruplarim1 bulmanin cebirsel ve pratik bir yolu var. SL(2,C) nin
herhangi sonlu altgrubu (G’nin G* ikili értiisii gibi) SU(2) ’nin bir altgrubuna esleniktir ve
SU(2) nin sonlu altgruplar1 siniflandirilabilir. Eslenik alma SL(2,C) 'nin sonlu altgruplarinin

C’ lizerindeki standart i¢ carpimin ortalamasini alma ile gosterilebilir.

Listemizi yapmaya d. dereceden devirli grup C, ile baslayalim. Bu grup C’nin dénmelerinin

27l
grubu olarak yazilir ve 0</<d —1 olmak iizere { e ¢ { seklinde gosterilir. Bu donmeler,

.l

z:elg, w=0 ve 0=</<d-1 olacak sekilde (5.8) ve (5.9) yardimiyla dogrusal kesirli

doniigim olarak goriilebilirler. Geometrik olarak C,, 0</<d -1 olmak iizere R,,,,

donme grubuna karsilik gelir ve bu donmenin diisey ekseni kuzey ve giiney kutbundan gecer.

Devirli bir grup tek 6ge tarafindan iiretildiginden Teorem 5.2.1’den ve (5.7) ifadesinden

goriiltir ki M 0((@) "de d. dereceden herhangi bir sonlu devirli altgrup C,’ye esleniktir.

(5.8)- (5.9) denklemlerinde z=0, w=1i olursave C,’nin ¢ —>l dogrusal kesirli doniigiim

ile eslenigini alirsak, RM” yart donmesiyle iliskili olarak, ¢, =(1,0,0) olmak iizere 2d 06geli
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D, dihedral Mobiiis grubunu elde ederiz:

27l e

i e
e d, ;

,0<1<d-1. (5.11)

Onceki kissmda D,, bir d-prizmanin simetri grubu idi. Teorem 5.2.1’den D,’y1 Klein
dihedronun simetri grubu olarak diisiinmek daha uygun olacaktir. Klein dihedron, iki yarim
kiiresel yiizden olusan diizgiin kiiresel cokyiizliidiir ve d tane kiiresel kenardan ve S”’nin
ekvator ¢evresine esit uzaklikta bulunan d tane kenardan olusur. Eger bir kenar1 ¢,’da
sabitlersek, (yukaridaki) R, , yart donmesi dihedronun simetrisi olur ve bu simetri iki yiizii

degistirebilir. Ayrica (5.11)’den de goriiyoruz ki dogrusal kesirli doniisiimlerin ilk grubu

0</<d -1 olmak iizere w=0, z= e'%l "ye; ikincisiise z=0, w= ie’%[ “ye karsilik gelir.

Bir P Platonik cismini S° icine cizip Teorem 5.2.1’i uygularsak P’nin simetri grubuna
izomorfik sonlu bir G Mobiiis grubu elde ederiz. Platonik cisimlerin dual c¢iftleri ayni1 simetri
grubuna sahip oldugundan kendimizi diizgiin dortyiizlli, diizgiin sekizyiizlii ve diizgiin
yirmiyiizliiye kisitlayabiliriz ve bunlarin Mbiiis gruplarina sirasiyla tetrahedral, octahedral ve
icosahedral Mobiiis grubu adini veririz. Eger P ile P’nin orijinden S*’ye 1sinsal olarak
izduisiiriilmesiyle elde edilen kiiresel dosemesini yer degistirirsek, yukaridaki Mobiiis dihedral
gruplar bu ailenin i¢inde diistiniilebilir. Bu konfigurasyonlara kiiresel Platonik dégeme denir.

Teorem 5.2.1°den ve (5.7) ifadesinden aym Platonik cismin S* icine iki farkli sekilde

cizilmesiyle elde edilen Mobiiis gruplar, M, (@)’dekj altgruplara esleniktir. Dolayisiyla

kiiresel platonik doseme S*’deki uygun durumlardan biri seklinde segilebilir.
Simdi diizgiin dortyiizlilyii inceleyelim:

Diizgiin dortyiizliiniin kenarlari, kiibiin koselerinin alternesidir ve kilp S° igine, yiizlerini
koordinat diizlemlerine paralel olacak sekilde cizilir. Ayrica, ilk octant diizgiin dortyiizliiniin

bir kenarini igerir ve bu kose

1 1 1
— — " dir. 5.12
(ﬁ NE] ﬁj . 12

Diizgiin dortyiizliintin kenarlar, kiibiin yiizlerinin kdsegenleridir ve her yiiz icin bir kdsegen

vardir. Dolayisiyla, ii¢ koordinat ekseni diizgiin dortyiizliiniin kenarlarinin {i¢ zit ¢iftinin orta
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noktasindan geger, bu eksenler etrafindaki ii¢ yar1 donme diizgiin dortyiizliiniin simetrileridir.

Bu yar1 donmeleri (5.12)’ye uygularsak geri kalan ii¢ kose asagidaki gibi elde edilir:

B

e, =(1,0,0) olmak lizere R,, yan donmesi ¢ |—>l e karsihk gelir. Aym sekilde

e, =(0,1,0) olmak iizere R, , yart donmesi ¢ - 1 "e ve son olarak da R, , donmesi (5.8)
ve (5.9) ifadelerindeki gibi z=i ve w=0 iken { - —{ ’ e karsilik gelir. Birim ile eslenigini
alirsak '+ ¥¢ ,1% elde ederiz ve bu bize 4. dereceden D, dihedral Mébiiis grubunu verir.
Baska bir deyisle D, , T tetrahedral Mobiiis grubunun altgrubudur.

Orijinden gecen dort dogru ile (5.12) ve (5.13) ifadeleri ile bir koseyi birlestiren diizgiin
dortyiizliintin bir zit yiiziiniin agirhik merkezi, 3 ve 3 ile simetri donmelerinin

eksenleridir. (5.12) ve (5.13)’teki vektorleri, (x,,x,,x,) olarak (5.8)’de yerine koyarsak ve

2" Arn’

6 =— ,— olarak alirsak
3 3
+1+i +(1+i +1-i +(1-i
) B o S ) 1
2 2 2 2

olarak bulunur. Bu z ve w degerlerini (5.9)’de yerine koyarsak asagidaki sekiz dogrusal kesirli

doniisiim bulmus oluruz:

L+l -1 _C+i i
;H+l§—l’+l§’+l’+{—i’+§+i (5.15)

Sonug¢ olarak hepsini beraber ele alirsak T tetrahedral Mobiiis grubunun on iki 6gesini

asagidaki gibi elde ederiz:

TSP S Sl (5.16)

I RNy
Simdi diizgiin sekizyiizlilyii ele alalim:

Diizgiin sekizyiizlilyii S* icine, koseleri; koordinat eksenlerinin S° ile alt1 tane kesisimi
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olacak sekilde yerlestirelim. Bu diizgiin sekizyiizlii, diizgiin dortyiizlii ve dualinin kesisimine
homotetiktir. Daha 6nce soyledigimiz gibi, octahedral grup tetrahedral grup tarafindan iiretilir
ve diizgiin dortyiizlilyii aksi ile yer degistiren diizgiin sekizyiizliiniin bir simetrisidir. Ornegin,

V4

diisey eksen etrafinda bir ceyrek donme z :elj ve w=0 tarafindan karakterize edilmis

¢+ i¢ dogrusal kesirli doniigiime karsilik gelir. Boylece O octahedral Mobiiis grubunun 24
0gesi asagidaki gibi elde edilir:

. _ . .
é’Hl/é/’l_ ll;—l_l l/; lll §+l 11; l

) , , -, -, 0<I<3. (5.17)
S -1 {+1 $—i {+i

Son olarak diizgiin yirmiyliizliiyii ele alalim:

Diizgiin yirmiyiizliiyii S* icine, kuzey ve giiney kutuplar1 kise olacak sekilde yerlestirelim.
Onceden de bahsettigimiz gibi, diizgiin yirmiyiizlii, besgensel bir antiprizma tarafindan
ayrilan birer kuzey ve giiney besgensel piramitten olusur. 0< j<4 ve S=R, ., olmak

2r

, 27
tizere S’/ donme diizgiin yirmiyiizliniin simetrilerdir ve bu simetriler w=¢ 3, birimin 5.

dereceden kokii olmak iizere
Sl w/l (5.18)

dogrusal kesirli doniisiimlere karsilik gelir. Diizgiin yirmiyiizlilyii diisey eksen etrafinda
cevirebiliriz ve diizgiin yirmiyiizliiniin yeri konusunda ikinci bir koordinat ekseni, besgensel

antiprizmanin karsilikli kenarlarindan birinin orta noktasindan ge¢melidir. Boylece bu eksen

etrafindaki U yar1 donmesi diizgiin yirmiyiizliiniin simetrisi olur ve bu doéniis U : { > ——

dogrusal kesirli doniisiime karsilik gelir.

Diizgiin yirmiyiizliiniin tiim simetri grubunu S ve U dénmeleri liretmez ¢iinkii ikisi de ekvator
degismezini almaz. Bagka bir iirete¢ icin V yar1 donmesini ele alalim. V’nin donme ekseni,
U’'nun donme eksenine diktir ve {iist besgensel piramidin tabanindaki bir kenarin orta

noktasindan gecer.
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Sekil 5.2.1: Diizgiin yirmiyiizliiniin dénme eksenleri. (Toth, 2000)

U ve V, donme eksenleri dik oldugu i¢in yar1 doniisleri degistirebilirler. Bir W =UV birlesimi
de bir yar1 doniistir(W> =UV)*=UVUV =U*V*>*=1) ve donme ekseni, U’nun ve
V’ninkilere diktir. Birim 6ge I, U, V ve W; I icosahedral grubunun D, dihedral grubunu

olusturur.

2

Yardimer Teorem 5.2.5: icosahedronun C “ye stereografik izdiisiiriilen koseleri, w= e’ ve

0< j<4 olmak iizere 0,00, w’ (Ww+w*),w’ (W* +w) "dir.
Oge sayis1 60 olan I icosahedral Mobiiis grubu 0 < j,/ <4 olmak iizere,

; —w=wHnw'{+ (W —w) ; W —wHw'+(w—w")

W : (5.19)
O W w=wh) T wh W = —w)

Lo wid,——
w

dir.

Boylece sonlu Mobiiis gruplarinin listesini tamamladik.

Verilen sonlu bir G2 M, ((@) Mobiiis grubunda, SU((2) > M, (@) homomorfizmasi altinda

G’nin G* ters goriintiisine G ile iligkili ikili grup denir. Ters goriintiileri alarak, olusturulan

sonlu Mobiiis gruplarindan,

e D, ikili dihedral
e T" ikili tetrahedral

e (O, ikili octahedral
e [* ikili icosahedral

gruplart elde edilir. Devirli grup i¢in, C, =C,, dir. Simdi eslenige gore bu gruplarin

SU(2) ’nin tim sonlu altgruplar oldugunu gosterelim. Bu gruplar1 tanimlamanin bagka bir



56

yolunun da kuaterniyonlar1 kullanmak oldugunu temel bilgiler boliimiinde soylemistik. H,

{14, j,k} kanonik  tabanm ile  kuaterniyonlarin  bir  skew-cismi olsun.

H ={a+bi+cj+dk:a,b,c,d € R} seklinde ifade edilir ve kuaterniyon ¢arpimu,

[ i2=j2=k2=—1

o jk=—kj=i
o ki=—ik=j

bagintilarim gerektirir ve dogrusal olarak H = R*’e genisletilir. Birim kuaterniyonlarin grubu
S’cH, SUQ2) ’ye izomorftur ve bu izomorfizma, z,we C ve |z|2 +|w|2 =1 olmak iizere
z+ jwe H  kuaterniyonu ile (5.4) doniisiimiiniin matrisini eslestirir. Yani a,b,c,d € R
olacak sekilde z=a+ib ve w=c+id ise z+ jw=a+ib+cj—dk olur. Bagka bir deyisle, bu
izomorfizma ile SU(2) ve S°’ii eslestirmis oluruz. Listedeki her sonlu G c M, (@) Mobiiis

grubunun her durumunda, G ile ilisikili ikili G* grubunun &geleri ile birlikte koyabiliriz. G,
z ve w, (5.8) ve (5.9) ifadeleri ile G’nin Ogelerine karsilik gelecek sekilde F(z+ jw)

kuaterniyonlarini igerir.

S?iin sonlu altgruplar ,

1. d.dereceden devirli grup

2l
C, ={e a :le,...,d—l}

2. 4d. dereceden ikili dihedral grup
21 27
D, :{ d :l:0,...,2d—l}uj.{e a4 :l:0,...,2d—1}

3. Ikili tetrahedral grup

Fl+itj+
T*:D;‘u{_l_l_J_k}

[\

4. Ikili octahedral grup

V2

O =T Ue* T
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5. Ikili icosahedral grup

I ={iw’,ijwl,i(—w3l(w—w4)+jw2’(w2—w3) w

1 3k 1
= i

(w‘”(w2 —w3)+ jwy(w—w“))wy‘,k,l =0,...,4}

] l
seklindedir. Bir w' kuaterniyonu, SU(2) 'de 6geleri w? ve w 2 olan kosegen matrise karsilik

gelir.

Teorem 5.2.6: S° =SU(2) nin herhangi sonlu altgrubu ya devirlidir ya da D,,7",0" ve ya

" ikili altgruplarindan birine esleniktir.

ispat: Sonlu bir altgrup G c §* =SU(2) olsun ve G, < SU2)/{FI}=M,(C) altgrubuna
karsilik gelsin. G,’in SU(2) — SU(2)/ {11 } kanonik izdiisiimii altindaki ters goriintiisii
G cS® olsun. Dolayisiyla Gc G ’dir. Teorem 5.2.1den G,, SO(3)’iin sonlu bir
altgrubuna izomorftur. Eger G=G' ise o taktirde G, G, 1n gifte ortiisiidiir. Teorem 5.1.3’y1
izlersek G #G, durumunu incelemis oluruz. Bu durumda G’nin G ’de indeksi ikidir
ve G = G, dir. Simdi G’nin 6Ze sayisi tek sayida olsun. Tersini kabul ederek G’nin ¢ift sayida
0gesi oldugunu diisiinelim. O halde G, derecesi 2 olan bir 6ge icermelidir. SU(2) *de derecesi

iki olan tek eleman —/ oldugundan —/e€ G olmalidir. Fakat kanonik izdiisiimiin ¢ekirdegi

{1} dir ve bu, G#G, olmasi ile celisir. Bu yiizden G’nin 6ge sayisi tek sayida olup

G = G,’dir ve son olarak, SO(3) icinde izomorfik bir kopyaya sahiptir. SO(3) ’te tek sayida

ogesi olan altgruplar teorem 5.1.3’da belirtildigi gibi devirli gruplardir. Ispat tamamlanmustir.

5.3 Degismez Bicimler

Bu bolimde eslenik almaya gore sonlu Mobilis gruplarin sadece devirli, dihedral ve ii¢
cokyiizlii Mobiiis gruplart oldugunu gosterecegiz.

Hatirlayacaginiz gibi SL(2,C), C? iizerine matris carpinu ile etkir. Bir ge SL(2,C) icin

(z,w)e C? siitun vektor olmak iizere g’nin etkisi (z,w)— g.(z,w) = (az+bw,cz+dw) dir.

SL(2,C)’deki matrisler tekil olmadigindan bu etki

[z:w]> g.[z:w]=[(az+bw): (cz+dw)] (5.20)
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olacak sekilde CP"’ye geger. Ote yandan [z:w]e CP' olmak iizere [z:w]> ¢ =% jle CP'
w

ve C eslestirilebilir, yani CP' = C’dir. Ashnda bir ge SL(2,C), C’de dogrusal kesirli bir

doniisiim ile etkir. Ciinkii

az+bw _a(z/w)+b _al+b
cz+dw c(z/w)y+d cl+d

(5.21)

dir.

Kendimizi sonlu gruplara kisitlarsak sonlu bir G Mobiiis grubunun dogrusal kesirli
doniigiimler ile C iizerindeki etkisi, C’de matris carpimi ile ikili G* < SL(2,C) grubunun

ordinary etkisine karsilik gelir.

Bir £:C* — C homojen polinomu bir formdur. Eger & ‘nin derecesi p ise z,w,Ae C olmak
lizere homojenlik &(Az, Aw) = A?E(z, w) dir. Bir G* < SL(2,C) altgrubu verilsin. Bir g€ G°
olmak iizere £og= ;{Sg(g).gg olacak sekilde G ’nin (C—{O} carpimsal grubu igine bir
X::G —C—{0} karakteri varsa &’ye G -degismezi denir. Bu karakter aym zamanda
homomorfizmadir. Burada g e SL(2,C), C*’ye matris carpimi ile etkir ve e ¢ ile tek tiirlii
belirlenmistir. Eger y, =1 ise o zaman &, G ’nin mutlak degismezidir denir. Genellikle &,
ker y. G altgrubunun mutlak bir degismezidir. Eger G sonlu ise (ikili g¢okyiizlii
gruplardaki ~ gibi)  g,, S'cC—{0} birim Kkiiresinin igine bir tasvirdir ve
G /kery,=Imy,cS' devirlidir. Ciinkii C-{0}’in  herhangi sonlu altgrubu

§' € C—{0} in devrili altgrubudur.

Listemizdeki her sonlu G c M 0(@) Mobiiis grubuna G~ < SU(2) ikili Mobiiis grubu karsilik
olarak & ve 17, G -degismezi ve ayni karaktere sahip olmak iizere |G| dereceden ve ortak
sifin olmayan & ve 7 formlarim gosterecegiz. Bu & ve 7 igin z,we C olmak iizere

q([z:w])=[&(z,w):7(z,w)] olacak sekilde g =g, :CP' — CP' tasvirini tanimlayalim. Bu
tasvir iyi tanimhidir ve G -degismezidir. C=CP' oldugundan C’ye rasyonel kisitlama

yaptigimizda q:@%(@ holomorfik tasviri olur. Burada g:£ ve z,we C olmak iizere
w
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seklindedir. Grup etkisinden & ve 7°’nin G -degismezi ¢’nun da

_&@w) _ &
)= e ~ nen

G’ -degismezi olmasini gerektirir. (g, G -degismezi rasyonel fonksiyonudur.)

27l
1

Bir G=C, = {g e 4 :0<1<d —1} devirli grubu kiiresel bir Platonik désemesinin simetri

grubu olmadigi igin genel olarak bu yapiya uymaz. C,-degismezi, d. dereceden & olusturur.

7l

C, =C,, devirlidir ve bu yiizden X Karakteri w=e? iiretecindeki degeri ile tek tiirli
belirlenmistir. @ =1oldugunda X: (@), birimin 2d. dereceden kokii olmalidir. Yani
0<m<2d-1 olmak lizere y.(®)=a" dir. Bir & igin C,-degismezi sartindan z,we C

olmak iizere &(wz, w'w) = @"&(z, w) elde edilir.

d. dereceden homojen oldugundan & deki tipik monomial katihmi z/w’™/ (j=0,...,d ) dur.

m+d

Bunu yukaridaki esitlikte yerine koyarak @*/ = @™ elde ederiz ve @, birimin 2d. dereceden
kokii oldugundan 2d/(m+d—2j) olur. Burada ya d/m—2j dir ya da buna denk olarak

e 7Z olmak iizere m—2j=dl dir. Boylece 2d/d(l+1) olup [, tek olmalidir. j ve m’nin
araligini inceleyerek, |m—2 j| <2d ve dolayisiyla [ =F1 oldugunu goriiriiz. 2j=mFd olup

m ve d aym pariteye sahiptir. Burada j=(m¥d)/2’dir. [=1 i¢in m>d ve [=-1 icin

m¥d _mid

m < d ’dir. Tlgili monomialler ise z 2 w ? ’dir. iki dogrusal bagimsiz C, -degismezin d.

dereceden ayni karaktere sahip olmalar1 i¢in m =d olmasi gerekir ve bu durumda genel bi¢im

z* ve w’ nin dogrusal bir kombinasyonudur. Burada ¢ = oldugundan genel C,-degismez
w

rasyonel g fonksiyonu, iki dogrusal bagimsiz bi¢imin boliimiidiir. En genel C,-degismezi
rasyonel fonksiyonun ¢‘’ye uygulanmis dogrusal kesirli bir doniisiim oldugunu goriiriiz.
Biliyoruz ki ¢“, C, nin yaptig1 dénmelerde 0 ve oo sabit noktalarinda sifirlamir. Analitik

olarak sabit noktalar ¢e C olmak iizere q(¢)=¢" olacak sekilde g¢: C—>C dxkath
holomorfik bir dal ortiisiiniin dal noktalaridir. Bu, kiiresel Platonik dosemelerden degismez
bi¢imleri nasil elde edecegimiz hakkinda ipucu verir. Bir ¢okyiizliiniin koseleri, ¢, =(1,0,0)
kose olacak sekilde S*’de ekvator boyunca diizgiin olarak yerlestirilmis d noktalaridir. Bu

noktalar C iizerinde ¢’ =1 esitliginin koklerini olusturur. Bu koselerde sifir olan d.dereceden
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en genel bigim, z* —w? 'nin sabit bir katidir ve

d d
 —w

2

a(z,w)= (5.22)

olarak ifade edilir. Diizgiin ¢okylizliiniin kenarlarinin orta noktalarindan sifirlanan d.

dereceden genel bicim ise z* +w? 'nin sabit bir katidir ve

Zd+Wd

2

Lz, w) = (5.23)

seklinde tanimlanir. Son olarak, yan kiiresel yiizlerin iki agirlik merkezi O ve o ’a karsilik

gelir ve
Y(z,w)=zw (5.24)

bi¢imindedir. &, ve y bigimleri diizgiin ¢okyiizliiye aittir. Bu ii¢ formun her biri ¥, = %,
ve x, =71 ile D, -degismezlerini olusturur ve F1, ker X, = C, c D, devirli cekirdege

karsilik gelir. &, f ve y formlar1 cebirsel olarak bagimlidir:

d d

az_ﬂz_i_}/i:[z —de _[Z +w

2 2

d

J +(zw)' =0 (5.25)

«, ve y’nin dereceleri sirasiyla |Dd|/ Voo Dd|/v1 ve |Dd|/v2 “dir ve (5.25)’teki iistel sayilar

-
Vo, V; Ve v, dir.

Platonik dosemelerin geri kalan durumlarinin her birinde &,& ve &, gibi ii¢ bigim olur ve
é"o, izdiisiiriilen koselerde sifirlanir; fl, kenarlarin izdiisiiriilen orta noktalarinda ve 52,

yiizlerin izdiisiirilen agirlik merkezlerinde sifirlamr. Bir G~ ikili Mobiiis grubunun

G|/,

degismezleri &,,& ve &, dir ve dereceleri |G|/ v,, G|/ v, dir.

Teorem 5.3.1: Herhangi bir G c M ((@) Mobiiis grubu devirseldiryada D,, T, O ve yal'ya

esleniktir.

Ispat: Sonlu bir altgrup G c M (C) olsun ve a,be C ayni G-yoriingede olmasin. Bir ge C

veE
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r(g) = g—i 8:: (5.26)

olacak sekilde r:C — C rasyonel fonksiyonunu diisiinelim. Burada a ve b’nin aynmt G-

yoriingesinde olmamasi r’nin sabit olmadigin1 gosterir. Verilen bir Ze C i¢in r(¢)=Z

olacak sekilde bir ¢e C bulmak i¢in

[Te@-ar=2]]e)-b) (5.27)

§eG geG
esitligini ¢ozelim:
Bir ge G verilsin ve dogrusal g(¢) kesrindeki paydayr g(g) ile carpalim. Bu esitlik,

parametre olarak Z ile |G| dereceden bir polinom esitligi olur. C "ye genisletildigi icin r,

dl
dereceli holomorfik bir dal ortiisii olur. Ote yandan r, aym1 zamanda G-degismezidir. Sabit bir
ZeC icin r(¢)=Z nin ¢dziim kiimesi tek bir G-yoriingesidir ve r: C>C/G6=C yoriinge
tasviridir. ¢e C dal noktasi olmast icin G(g), G-yoriingesinin temel olmamas1 gerekir. Bu

durumda |G(g)| =|G|/v’d1r ve ¢’ye ilisik dal sayis1 v—1’dir. r’nin dal noktalarimin kiimesi

H olsun. O halde toplam dal sayis1

B=) H(v—l) (5.28)
IT’s %

dir. Riemann-Hurwitz bagintisindan, tanim ve deger kiimeleri sifir genera ya sahip oldugu

icin toplam dal sayis1 2|G| —2’dir. Buradan

= ()
o2 v (2t (5.29)
ol

esitligi elde edilir. Bu, sayfa (5.2)’nin kisitlamasidir. Onceki gibi, sag taraftaki toplam ya
Vo=V = |G| ile iki terim igerir ya da v,, v,, v, gibi ii¢ terimi igerir. Ik durumda, Z, ve Z,,
v, ve v, e karsilik gelen dal degerleri olsun. Aralik iizerinde dogrusal kesirli doniisiim
uygulayarak Z, =0 ve Z, = oldugunu varsayabiliriz. Kalan durumlar i¢in Z,Z, ve Z, ii¢

dal degeri olsun. Aralik {iizerinde yine bir dogrusal kesirli doniisiim uygulayarak

Z,=0,Z =1 ve Z, =0c0 oldugunu diisiinebiliriz ve bunlar v,, v, ve v,’a karsilik gelir.
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Holomorfik g ve r dal ortiileri aymt dal noktalarina ve ayni dal degerlerine sahip olsun.
Uniformization teoremine gore basit baglantili her Riemann yiizeyi konformal olarak agik
birim diske, karmasik diizleme ya da Riemann kiiresine denktir. Bu teoremden, G grubu g’yu
tanimlayan Mobiiis grubuna esleniktir ve eslenik alma, g ve r dal ortiilerinin konformal

denkligini kuran dogrusal kesirli bir doniistimdiir.
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6. SONUC ve ONERILER

Bu calismada karmagik katsayili dogrusal kesirli doniigiimlerin grubu olan PGL(2,C) nin

sonlu altgruplarimi ¢alistik ve bu sonlu altgruplarm kiire icine ¢izilebilen Platonik cisimlerin
simetri gruplart oldugunu belirttik. Daha sonra dogrusal kesirli doniisiimleri sabit noktalari

cinsinden ifade ettik ve bu noktalar1 geometrik olarak yorumladik.

Boyle bir c¢aligmayr daha ileri gotiirmek isteyen matematikgilere K =Q durumunu

incelemeyi Oneririz. Bu durumdan Dresden’in makalesinde bahsedilmistir. Bunun Onemi

sudur: PGL(2,Q) nun sonlu bir altgrubu, PGL(2,C)’nin de bir altgrubu olacaktir. Fakat
PGL(2,C)’de eslenik olan iki altgrup PGL(2,Q)’da eslenik olmayabilir. Bu yiizden
PGL(2,Q)'nun sonlu altgruplarim simiflandirmak o6nemlidir. PGL(2,Q) ’nun sonlu

altgruplarimi ~ simiflandirirken grup  kanunlart  bulmanin  bir  yontem  olabilecegi

diisiiniilmektedir.
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