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OZET

KUANTUM VEKTORLERIN TOPLANMASI VE
DIFERANSIYEL GEOMETRISI

Ali Osman GOKER

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Tez Danismant: Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK

Bu c¢alismada, iki kuantum vektoriin toplam1 goz oniine alinmis ve toplam vektdriin bir
kuantum vektor olmasi i¢in gerekli sartlar aragtirllmistir. Elde edilen yapinin bir Hopf
cebiri yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonra, bu yapmin diferansiyel
geometrisi kurulmustur. Son olarak, elde edilen yapilar, uygun bir R- matrisi verilerek,
tekrar ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Kuantum diizlem, kuantum vektor, q-deformasyon, Hopf cebiri,
diferansiyel hesap
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ABSTRACT

ADDITION OF QUANTUM VECTORS AND IT’S DIFFERANTIAL
GEOMETRY

Ali Osman GOKER
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MSc. Thesis

Advisor: Asst. Prof. Dr. Salih CELIK

In this study, the addition of two quantum vectors was considered and the necessary
conditions were investigated for the addition to be a quantum vector. It’s shown that the
obtained structure has a Hopf algebra structure. After then, differential geometry of this
structure was set up. Finally, the obtained structures were introduced again with a

convenient R-matrix.

Key Words: Quantum plane, quantum vector, g-deformation, Hopf algebra, differential
calculus
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti
Kuantum gruplari, grup kavraminin bir genellestirilmesidir. Daha tam olarak, bir
kuantum grubu, bir grubun deformasyonu olup deformasyon parametresinin 6zel
deger(ler)i icin ele alinan grup ile 6zdeslesir. Kuantum grubu terminolojisi, ilk kez 1986

da V. Drinfeld[1] tarafindan kullanilmigtir. Kuantum diizlem fikrini ise 1988 yilinda
Manin[2] ortaya atmistir.

Kuantum diizlemin ve kuantum gruplarin diferansiyel geometrisini insa etmek i¢in
oldukca zahmetli c¢alismalar yapilmistir. Koordinat fonksiyonlariyla onlarin
diferansiyelleri arasindaki degisimleri bulmak, I-formlar1 ve kismi tiirevlerin
bagintilarim1 elde etmek gibi amaclarla Woronowicz[3], Wess ve Zumino[4] ve

Celik[5],[6] gibi isimler diferansiyel hesaba yon vermislerdir.
Elbette calisma alanlar1 bu kadarla simirli degildir. Kuantum gruplarin siiper uzaylarla
birlestirilmesi, kuaternionlarin deformasyonlari, Z;-dereceden gruplar ve bunlarin

diferansiyel hesaplar1 ve daha nice konularda bir¢ok calismalar yapilmistir fakat bu
calismada bu konular1 incelemeyecegimiz icin bunlarin ayrintilarina  burada

deginmeyecegiz.

1.2 Tezin Amaci

Kuantum gruplar fikri ortaya atildigindan beri birgok ¢alisma yapilmis olmasina ragmen
kuantum vektorlerin toplami tanimlanmamistir. Bu c¢alismada, iki farkli kuantum

vektoriin toplaminin yine bir kuantum vektdr olmasini amaglhiyoruz. Bunun igin

1



toplanan vektorlerin bilesenleri lizerine ne gibi sartlar yiiklemek gerektigini, nedenlerini
ve sonuglarini arastiracagiz. Bu amagla uygun bir toplama islemini tanimlayarak elde
edilen yapmin diferansiyel geometrisini kurmaya c¢alisacagiz. Son olarak da

buldugumuz komutasyon bagintilarini koruyan yeni bir matris bulmak i¢in ugrasacagiz.

1.3 Hipotez

Diizlemden iki kopya alip, olusan vektorlerin bilesenleri dedigimiz, koordinat
fonksiyonlar1 arasinda, deformasyon parametresine bagli belli komutasyon bagintilar
yiikleyecegiz. Bu vektorlerin toplaminin bir kuantum vektér oldugunu gérmeyi
amaglayarak calismamiza baglayacagiz. Bu anlatilanlari, kullanacagimiz temel bilgilerin

kisa bir 6zetini inceledikten sonra, liglincii boliimde uygulayacagiz.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

2.1 Onbilgiler

Bu boéliimde, ileride kullanilacak bazi kavramlar, biitiinlik acisindan burada

tanitilacaktir.

Tamm 2.1 Uzerinde toplama ve carpma tamimlanmis bir R kiimesine, asagidaki

ozellikler saglanirsa bir birimli halka denir.

1. (R,+) bir degismeli grup.
2.Her a,b,ce R icin a.(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+b.c.

3.Her a €eR i¢in a.l=1.a olacak sekilde 1€ R elamani mevcut.
4. Her a,b,c Rigin a(b.c) =(ab)c.

Eger her a,b €R igin ab=b.a oluyorsaR ’ ye degismeli halka denir.

Tanim 2.2 (M ,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger

@:RXM > M, (a,x)>ax, (¢p:MxR—>M, (x,a)-xa)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil,

kisaca sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R- modiil M ’nin yap1 tasviri adi
verilir:
Va,beR ve VX, y € M igin,

i) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)



i (a+b)x=ax+bx, (x(a+h)=xa+xb)

i) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)

iv) 1, X =X, (Xl =x)

Eger M hem sag hem sol R-modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R
halkasi bir cisim ise, M modiiliine vektor uzayi veya bir lineer uzay denir.

Tanimm 2.3 V veW , K iizerinde birer vektor uzay1 olmak iizere,

T:V—W

tasviri, her v;,v, eV ve a,beK igin

T(av, +bv,)=aT (v,) +bT(v,)

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

Tammm 2.4 U,V ve W, K {izerinde birer vektdr uzayr olmak iizere ¢:U xV —W

tasviri agagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ ye bir bi-lineer tasvir denir.

u,u eU;v,v eV ve 1, ueKigin,

i) o(Au+ V) = p(u,Vv) + up(u’,v),
i) o(u, Av+ av") = Aep(u,Vv) + up(u,Vv').

Kabul edelim ki U, m—boyutlu ve V, n—boyutlu birer vektor uzayr olmak tizere

{Ui};n:l, U nun ve {vj}r;:l,v nin taban elemanlarinin kiimesidir. Bu takdirde 1<i<m
ve 1< j<n olmak tizere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis ¢iftleri W
daki bir {Wij }:‘j:l tabanin1  indislemek icin kullanilabilir. Bdyle yapinca,
@:UxV >W tasvirini x=x'U, ve y=ylv; olmak iizere

P(X, y) = X'y Wi

seklinde tanimlanir. Asikar olarak ¢, bir bi-lineer tasvirdir ve ¢(U xV) cW (goriintii)

kiimesi, {Vvij } tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla ¢, W uzayimi gerer.



Sonug olarak, U ve V iki vektor uzayi olmak tizere bir W vektdr uzayi igin asagidaki

iki sart saglaniyorsa W uzayina, U ve V uzaylarinin tensor carpimi denir ve sembolik
olarak U ®V ile gosterilir.
i) (U xV),W y1 gerer.

ii) W:UxV =W herhangi bir bi-lineer tasvir ise ¥ = ® o ¢ olacak sekilde bir ® :W —W'
lineer tasvir mevcut.

Tanmm 2.5 T,:U, =V, T,:U, —V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, eU, ve
u, eU,i¢in

®:U, ®U, -V, ®V,, O, ®u,)=T,(u,)®T,(u,)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki @ ’ye T, ve T,’nin tensor
carpim denir ve @ =T, ®T, ile gosterilir.

Tamim 2.6 G bir grup ve K bir cisim olsun. A ile G’den K ’ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. Yani

A=Map(G,K)={f | f:G— K}

olsun. Eger asagidaki ii¢ aksiyom saglanirsa, A ’ya bir K -cebiri denir:
@) (& £)(x)=a f(x),

@) (f +9)(x) = f(x)+g(x),

3) (fg)(x)=f(X)g(x), f,geA aekK, xeG.

Eger bir lineer T : A— A tasviri
T(f.9)=T(f)T(9)
esitligini de saglarsa, T ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K —cebirini (basitlik i¢in sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde
tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektér uzayi olarak
diistintiliir:

HARA A u@a®b)=ab,
n:K—->A nk)=k.l.



Burada |, A’nin birim elamanidir. Bu tasvirler i¢in

pe(id® p) = po(u®id) (Ass)

. . ) (2.1)
o (id®mn)=po(n®id)  (Uni)

Ozellikleri gecerlidir. (Ass) aksiyomu, u ¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade
ederken, (Uni) aksiyomu, 77(1) ’in  A’nin hem sag hem de sol birim elaman1 oldugunu

ifade etmektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, 1, n7) Ugliisiine bir cebir diyecegiz.

Eger A® A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,K) oldugunu kabul edersek, G deki

islemi kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz. Her X,y € G i¢in

AA—>ARA Af(x®y) = f(xy),
e A—>K, g(f)="1(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir es-carpmasi ve ¢ tasvirine de
cebirin es-birimi denmektedir. A ve ¢ cebir homomorfizmleri, sirasiyla u ve
tasvirleri i¢in verilen (Ass) ve (Uni) 6zelliklerine (denklem (2.1)) dual olan 6zelliklere

sahiptir. Yani

(Id®A)ecA=(A®id) oA (coass)

: : : . (2.2)
Ho(e®id)ocA=id=puo(id®¢g) oA (counit)

dir. Genel olarak, K iizerindeki bir lineer A uzayina, yukarida tanimlanan g,7,A K-

lineer tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) ve Alineer uzayma

w1, A, & K-lineer tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak,
f e AxeG igin
S:A> A Sf(x)=f(x™)

seklinde tanimlanan ve

1o (id®S)A =n0e = o (S ®id)A (2.3)

Ozelligini saglayan bir S cebir antthomomorfizm (es-ters) ile (A, u,7,A, &,S) altilisina

bir Hopf cebiri denir. Abe [7] . Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri i¢in,
(A 1, A, &,S) altilisini degil sadece A “y1 kullanacagiz.



Eger A bir Hopf cebiri ise, A® A-daki carpma

(X ®Y)Z ®W) = (-1)™* (XZ @ YW) (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada

0, f ciftdereceden

2.
1, f tek dereceden (2.5)

deg(f)={

seklindedir.

Tanim 2.7 C, bir kocebir olsun. Eger bir lineer M uzay1 ve bir lineer

Y'M->M®&®C
tasviri icin asagidaki diyagramlar komutatif ise (M ,‘P) ikilisine bir sag C —komodiil

denir. Bir sol C —komodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

d®e¢ ;
M ®K M®C  vecece yed MeC
A A A
W id®A v
M M ®C < M
W

Bir bimodiiliin tanimi i¢in asagidaki agiklamalara ihtiyac vardir:

B, bir bicebir ve M de
oy -M®B—->M, ¢, (M) =mx
seklinde tanimlanan yap1 dontisiimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,

Pues (M ®B)®B—>M ®B,

Puos (MOX®Y) =D "my, ®Xy,, MOxeM ®B
(6)]

seklinde tanimlanan yap1 doniisiimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B -modiil olur. Buna

ek olarak,



¥, :M->M®B

K - lineer yap1 doniisiimii ile birlikte M bir B -komodiil ise,

¥, 5. M®B—> (M®B)®B,

Yiee(M®X) = > Mgy ® X,y ®MyX,, MOXxeM @B
(M)

seklinde tanimlanan K -lineer yap1 doniisiimiiyle birlikte M ® B bir B -komodiil olur.
Bu durumda bir bimodiiliin tanimini su sekilde verebiliriz:

Tanim 2.8 Eger M , hem sag B -modiil ve hem de B -komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa M ’ye bir B -bimodiil denir:

e @, 'nin bir sag B -komodiil homomorfizmi olmasi igin gerek ve yeter sart ‘¥,

‘nin bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.



BOLUM 3

KUANTUM VEKTORLERIN TOPLAMI

Bu boliimde kuantum diizleme ait iki vektoriin toplami ele alinacak ve bu toplamin
sonucunda elde edilen yapinin da bir kuantum vektoér olmasi i¢in gerekli sartlar

arastirilacaktir.

3.1 Kuantum Diizlem ve Hopf Cebiri Yapisina Kisa Bir Bakis

Tamim 3.1 K{x, y} bir serbest cebir olsun. Manin[2] kuantum diizlemi, x, y koordinat

fonksiyonlar1 igin, g # 0 bir kompleks say1 olmak tizere;
Xy = qyx 3.1)
bagintisi ile tanimlanmaistir.

Aslinda, kuantum diizlem;

Iy, xy — qyx elamaniyla olusturulmus, K{x, y} serbest cebirinin iki tarafli ideali olmak

lizere;
Kq [x:.'V] = K{x:y}/lq
bolim cebiri olarak tanimlanir.

Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir polinomlarin cebiridir. Bu cebiri Fun(Rg 10y ile
gosterecegiz. Burada x,y koordinat fonksiyonlaridir. Bu cebir g = 1 limitinde
degismeli olur ve C[x,y ] polinomlar cebiri olarak diistintiliir. Fun(Rg '0Y cebirine

birim elemanin eklenmesiyle elde edilen cebiri A ile gosterecegiz.

9



Asagida verilen kuantum diizlemin Hopf cebir yapist ile ilgili bagmtilar Celik[5] ‘den

alimustir.

Kabul edelim ki x ‘in tersi mevcut olsun, yani

olsun. Bu durumda A ©cebiri tlzerindeki bir cebir homomorfizmi olan

Ay A > A®A es-carpiminin koordinat fonksiyonlar1 iizerine etkisini su sekilde

tanimlariz:

Ay () = x@x

A (Y) = x®y +y®1 (3.2)
Bu tasvir,

(id® Ay) o8y= (84 ®id) oAy (3.3)

seklindeki koasosyatiflik 6zelligine sahiptir ve (3.1) bagintilarini korur.

A cebiri lizerindeki es-birim ve es-ters tasvirleri ise su sekilde tanimlanmustir:

etA->C, gx)=1, &gly)=0 (3.4)
SA tA- A , SA('X) = x_l , SA(y) = _x_ly (35)
Bu tasvirler,

o (e4®id) org=id = po (id®¢gy) 0ty ,

po (54®id) ony= g4 = po (Id®Sy) oAy

Ozelliklerini saglar ve (3.1) kuadratik bagmntisin1 korur. Boylece A cebirinin bir Hopf

cebiri yapisina sahip oldugu soylenir.

Tanim 3.2 Kuantum vektor;

Bilesenleri x ve y olan ve bilesenleri arasinda (3.1) kuadratik bagintilar1 korunan

vektore bir kuantum vektor denir.[2] Eger X, bir kuantum vektdr ise,

X = (;C/) yazacagiz.

Bu kisa onbilgilerden sonra orijinal kisimlara gecebiliriz.

10



3.2 Toplama Isleminin Tanimlanmasi: Bu galismanin esas problemi olan, iki kuantum
vektoriin toplamimin hangi sartlarda yeni bir kuantum vektdr olacagi burada

incelenecektir:

Kabul edelim ki x" ve y', A cebirinin jeneratorleri olsun yani; x' ve y' (3.1) seklindeki
bagintiy1 saglasin. A cebirinin bagka bir kopyasi da x~ ve y" olsun. islemlerde kolaylik

saglamasi i¢in,

v=() =)
y y

yazalim ve

nr

X =X ax = (0)+ ()= (010 ) = () ve x=2x" (3.6)
y) T T 4y Ty 2

islemini tanimlayalim. Hedefimiz X ile gosterilen toplam vektoriiniin bilesenlerinin
hangi durumlarda A cebirine ait olacagini arastirmaktir. Bu asagidaki Onermeyle

verilmigtir.

Onerme 3.3 Eger x,y ,x ",y koordinat fonksiyonlar1 arasinda

XX =X X

Xy =qy'x

yx =qx'y

vy =y'y (3.7)

bagintilar1 saglanirsa X = %X " vektorii, bir kuantum vektordiir.
Ispat: Burada, x = %(x' +x), y= %(y' +y") olup,

xy =20 +x)O +y")
= i(x’y' + x'y” + x”y’ + x"y")
=2(qy'x +qy"x +qy'x" +qy"x")
=q; 0 +y )& +x")
= qyx

Oyleyse, (3.1) bagintis1 saglanmistir ve dolayisiyla X vektérii bir kuantum vektoriidiir.

11



Not 1: Hig siiphe yoktur ki

x!y’l + xll yl — qy” xl + qy/xll

denklemi korunacak sekilde daha genel bagintilar tanimlamak da miimkiindiir. Fakat
Hopf cebiri yapisina ulagsmak ve geometriyi kurmak i¢in (3.7) bagmtilarmi

kullanacagiz. Diger durumlarda, Hopf cebirini kurmak ve geometrik yapiya ulagmak

olduke¢a zor olmustur ve baska bir ¢alismaya birakilmistir.

3.3 Temsili matrisler:

x,y,x",y" koordinat fonksiyonlarina yiikledigimiz (3.7) bagmt1 sistemini saglayan

baz1 matris temsilleri su sekildedir:

+_(Aqg O (0 1 n_(q 0 n_ (0 =2
=00 D)y =G )= D=0 %)
Bu temsiller (3.1) ve (3.7) ile verilen bagintilar1 saglar, ger¢ekten, drnegin;
o (Ag 00 1\_ (0 Aq

=0 Do =G )

(0 1y(/Ag 0\ _ /(0 A

v = (g 0)(0 ,1)_(0 )

oldugundan,

x!y’ — qy!x/

kuadratik bagintist saglanir.

Benzer sekilde

o 2
=0 D6 D=0
<= 0 D=0

oldugundan,

esitligi de dogrulanir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
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Ayrica;

X=%(x’ +x) :%(()l+1)q 0 )Vey=%(y’ +y") =l(0 1_’1)

0 A+1 2\0 0
oldugundan;
10 (1-22
xy:Z(o ( 0 )q)zqyx

esitligi de goriilmektedir.

3.4 Hopf cebiri yapisi:
Bu kisimda, kurdugumuz yapinin Hopf cebiri yapisini inceleyecegiz;

1) A4t A > A®A es-carpim tasvirinin x ve y koordinat fonksiyonlarina etkisi
A, (x) =A, (g o« +x" )) =l ex +x'®x")
2, ) =8, (30 +¥)) =3 +y ®1+x" @ +y" ®1) (3.8)
dir. Bunlar (3.1) de verilen komutasyon bagintisini korur. Gergekten,

8a ) =4 (36 +2)) 8 (67 +3)
= ('@ +x'®x"); (¥ ® +y ®1+x"®y" +y'®1)
= %(x'2®x’y' + x’y'®x' +xx ®x'y” + x'y" ®x + x"x'®x”y' +
x'y®x +x 2®x”y” +x ¥y ®@x")
= %(x’2®qy'x’ + qy’x'®x’ + x”x'®qy"x’ + qy”x’®x' +xx ®qy'x" +
qy'x" ®x +x 2®qy”x” + qy”x” ®x”)
=q;(¥®y +y ®@1+x"'®" +y ' ®);(x'®x +x" ®x")

=q 84 (yx)
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elde edilir. Bu islemlerde sirasiyla es-carpim tasvirinin lineerligi ve (3.7) ile verilen
komutasyon bagmtilar1 kullanilmistir. Simdi de (3.3) koasosyatiflik 6zelliginin

saglandigini x i¢in gosterelim:

(84 ®id) o8y (1) = (8, ®id) (5 (' @ + 2" @)
=28, (®id(x) +4, (x")®id(x")
= %(x'®x'®x' +x ®x ®x)

1

— Eid(x')® Ay (D) +idx D@ A, ()

= (Id® Ay) oAy (%)
y i¢in de benzer islemler yapilabilir.

2) g4: A — C es-birim tasvirinin x ve y’ye etkisi su sekildedir;
1 ! n 1 ! "
a=a (36 +20)=1,  a®=a(;0'+y))=0 (39)

Es-birim tasvirinin bir cebir homomorfizmi olmasindan yararlanilarak (3.1) komutasyon
bagmtisinin korundugu ve u o (g,®id) cA=id = p o (id®¢gy) oA esitliginin saglandigi

kolaylikla gosterilebilir.

3) S, : A — A es-ters anti-lineer tasvirinin x ve y’ye etkisi
1 ’ " 1 r—1 " —1
SA(x)zS(E(x + x ))zg(x +x )

1 ' " 1 r—1 nm—1 n
Sa(y) = S (g(y +y )) =2 (=x"y =x"Ty") (3.10)

seklindedir. Bu tasvirin de p o (S,®id) cA= g4 = p o (id®S,) oA esitligini sagladigi x

ve y koordinat fonksiyonlar1 i¢in ayr1 ayr1 gosterilebilir.

Tanimlanmis olan es-carpim, es-birim ve es-ters tasvirleriyle A cebiri bir Hopf Cebiri

yapisina sahip olur.
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Not 2: Bundan sonraki boliimlerde, islemlerde kolaylik saglamasi amaciyla (3.6)

‘Cl”

> yi goz ard1 ederek;

esitligindeki
x=x +x vey=y +y (3.11)

alacagiz.
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BOLUM 4

KUANTUM VEKTORLERIN TOPLAMI UZERINE
DIFERANSIYEL HESAP

Bu bélimde amacimiz, bir 6nceki bolimde verdigimiz toplama islemi ile A Hopf
cebirinin bir diferansiyel cebirini elde etmektir. Bunu koordinat fonksiyonlarinin
diferansiyellerini alip, iizerlerine yeni yapilar kurarak yapacagiz. Once diferansiyel d
operatdriiniin 6zelliklerini verelim. d operatorii, A’nin jeneratorlerini diferansiyellerine

doniistiiren bir operatordiir ve su sekilde tanimlidir;

d:4—->d4, aw—da, ac€ {x',y',x",y"}

Bu d operatori;

dAd=d? =0 (nilpotentlik) (4.1)
ve
d(fg) = d(f)g + (=1)*9Dfd(g) (Leibniz) (4.2)

ozelliklerine sahiptir.

4.1 Diferansiyel Cebir

Bilindigi iizere klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyellerle degisme
Ozelligine sahiptir. Cebirsel agidan, 1-formlarin uzayr 1.mertebeden diferansiyellerle
olusturulmus diizgiin fonksiyonlarin cebiri iizerinde bir serbest bi-modiildiir ve

komutatiflik, sag ve sol yapilarin birbirine nasil baglandigini gosterir.
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A cebiri degismeli olmadigindan, koordinat fonksiyonlar: ile onlarin diferansiyellerinin
de degismeli olmayacagi beklenir. O halde diferansiyel hesabini olusturmak amaciyla,
once koordinatlarla onlarin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilarin1 bulmak
gerekir. Daha sonra olusan yapinin Hopf cebir yapisin1 kurmak 6nemli bir problemdir,

bu problemi agmak i¢in Celik [6] kovaryantlig1 tanimlamis ve diizlemin elemanlar1 i¢in

xdx = g ldxx

xdy = dyx

ydx = ¢ ldxy + (g7 — 1)dyx

ydy = q”'dyy

dxdy = —dydx 4.3)

komutasyon bagintilarini elde etmistir.

Onerme 4.1 Toplanan vektérlerin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlari ile koordinat
fonksiyonlarmin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilart:

xdx" =qldx"x

x dx =q ldx'x"

xdy' =dy’x

x'dy =dy'x”

ydx' =q'dx"y + (g7t = 1dy x”

y'dx =qldx'y" + (7' - 1dy x

ydy' =q'dy"y

y'dy =q'dyy’ (4.4)
seklindedir.

Ispat: Saglanmasi gereken, muhtemel komutasyon bagintilart;

xdx' =A;dx x

x dx' = A,dx'x"

x'dy’ =F;dy x4 Fppdx'y”

x'dy = Fydy'x” 4+ Fpdx'y’

ydx" =Gy dx’ y 4 Gpdy'x”

y dx = Gydx'y" + Gydy x

y'dy" =Bidy"y’
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y'dy =Bydy'y’ (4.5)

seklindedir. Zira birinci (veya bir digeri) bagintiya bir ekleme yapilsa bile katsayist sifir
cikacaktir.

Buradaki A;, B;, F;;

ij,Gij Katsayilari, g deformasyon parametresine baghdir ve onlart

belirleme isi komutatif olmayan diferansiyel hesabin kovaryantlik metodu kullanarak

yapilabilir. Celik[6]

4.1.1 Kovaryanthk
Sol ve sag-kovaryant bimodiil tanimlariyla baslayalim.
1, A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir AR tasvirini;

AR: 0 - N4, AR (da) = (d®id) A4 (a), Va€A

seklinde tanimlayalim. Kolayca gosterilebilir ki, her a;, b; € A ve py, p; € {2 i¢in,
AR (a1p1 + azp) =84 (aq) AR (p1) +4,4 (az) AR (p2) (4.6)

olmak iizere A tasviri bir lineer homomorfizmdir. Eger,

(A, ®id) oAR= (id® Ay) oAk,
(id®¢y) oAR=id 4.7)

ozellikleri mevcut ise (2,AR) ikilisine bir sag-kovaryant bimodiil denir. O halde AR nin

birinci dereceden diferansiyellere etkisi;

AR (dx) = (d®id) a4 (x +x")

= (d®id)(x ®x + x ®x")

=dx' ®x +dx ®x" (4.8)
AR (dy) = (d®id) a4 ' +¥")

= ([dRID)(*'®Y +y ®1+x'®y" +y ®1)

=dx'®y +dy ®1+dx" ®y" +dy" ®1 (4.9)

olarak bulunur.

(4.5) denklem sisteminin ¢dziimiine ulasmak igin, AR tasvirini (4.3) bagintilarina

uygulariz, 6rnegin (4.3) deki ilk bagintiya uygularsak,
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AR (xdx) =AR (g tdxx)

esitligi, (4.8) ile

(X ®x +x @x )(dx®x +dx ®x ) =g 1(dx ®x +dx ®x )(x ®x +

x ®x") (4.10)
seklinde yazilir. Burada, parantezler dagitildiktan sonra (4.5)’deki 1. ve 2. esitlikler

yerine yazilip, gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

Apdx” x 4+ Aydx'x” = q7'(dx x" +dx'x") (4.11)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten, bir ¢6zlim olarak;

buluruz. Benzer islemler (4.3)’deki diger bagintilara uygulanarak, (4.5) sisteminin bir

Ozel ¢Oziimii,

Fu=1F3=0, F1 =1 Fp=0,
Giu=q Y Gao=@*'-1,G1=q" Gp=(@q"'-1)

B1 = B2 = q_l (412)
olarak elde edilir.
1, A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir A tasvirini;

Al 0 - ARN, Al (da) = (id®d) A4 (a),Va € A (4.13)
seklinde tanimlayalim. her a;, b; € A ve p4, p; € 12 igin,
AY (arpy + azpy) =84 (ar) A (p1) +24 (az) A" (p2)

oldugundan, AY ‘nin bir lineer homomorfizmdir. Eger,

(A, ®id) oAl= (id® Ay) oAl

(4®id) oa'=id (4.14)
ozellikleri meveut ise (2,A%) ikilisine bir sol-kovaryant bimodiil denir. AL “nin birinci

dereceden diferansiyellere etkisi;

Al (dx) = ([d®d) a4 (x +x7)
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= (([d®)(x ®x +x ®x")
=x @dx +x ®dx" (4.16)

Al (dy) = (d®d) 2, (v +")

= ((dRDX'®Y +y @1+ x'®y" +y" ®1)

=x ®dy +x ®dy" (4.17)
seklindedir.

Simdi de A’ tasvirini, (4.3) bagintilarindan ikincisine uygulayalim:

Al (xdy) =a" (dyx)

(411)vex = x +x_ esitlikleri kullanilarak,

(xl®xl + x” ®x” )( xl®dyl + xll ®dy,,) — (xl ®dyl + xll ®dy” )(xl ®.xl + xll ®x”)
yazilir. Burada da uygun yerlerde (4.4) bagintilar1 kullanilarak, gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,

Fudy x + Fpdx'y” =dy’ ' x

Fpdy'x”" + Fppdx”y =dy'x” (4.18)
elde eldir. Burada ise;

Fiu =1=Fy, F=0=F;

¢Ozlimii tutarhilik gostermektedir. Benzer islemler (4.3) deki diger bagintilara da

uygulanilarak,

Gii=q Y, Gup=@'-1), Gi1=q'Y Gp=(@'-1

¢oziimii elde edilir ki bu dnceki ¢oziimle tamamen aynidir.

dx’,dx",dy’,dy" diferansiyellerinin birbirleriyle komutasyonlarini elde etmek iizere

yukarida buldugumuz bagintilara d diferansiyel operatoriinii uygulariz;

ornegin, x dy’ —dy” x = 0 bagmntisina d operatdrii uygulanirsa,
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dx'dy” +x'd%y" —d?y"'x — (—1)deg§ﬁﬂy”)dy” dx' =0, deg(dy’) =1,

olup d operatoriiniin nilpotentlik ve Leibniz (4.2) oOzellikleri

bulunduruldugunda

dx'dy” = —dy" dx’

elde edilir. Benzer islemlerle,

dx dx" = —dx dx
dy'dx” = —dx"dy’
dy'dy” = —dy” dy'

bagintilar elde edilir.

Buldugumuz tiim bagintilar1 toparlarsak,
x dx’ =g tdx" x

x dx =q ldx'x"

xdy =dy'x

x'dy =dy'x”

ydx =q'dx vy + (' - 1dy'x”
y'dx' =q'dx'y" + (@' - 1dy x'
ydy' =q7'dy"y

y'dy =q'dy'y”

dx'dx” = —dx" dx’

dx'dy’ = —dy" dx’

dy'dx” = —dx"dy’

dy'dy” = —dy"dy’

komutasyon bagintilarin1 elde etmis oluruz.

gbz Oniinde

(4.19)

(4.20)

(4.21)

4.1.2 Diferansiyel Hopf Cebiri: (4.21) bagintilarina sahip diferansiyel cebir, asagida

tanimlanan yapilarla birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahip olur;

1) Ag: 2> 0N, Ag=A"+AR, A, |A =Ny

Ap (dx) = x @dx +x ®@dx  +dx ®x +dx ®x"
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Ap(dY) =x'®@dy +x ' ®@dy” +d¥ @y +dy @1+ dx" @y +dy ®1  (4.22)

2)8_(2:.{2—>(C, EﬂoddeEA, Enla=¢&

gn(dx) =0, g, (dy) =0 (4.23)

S)S_Q:.Q—).Q, S_Q °d=d°SA, S_Q AZSA

Sp(dx) = —x Mx'x T = x" a7t

” m—-1 n "

So(dy) = x’_ldx’x’_ly’ — x’_ldy' +x ldx" x y - x"_ldy (4.24)
Bu tasvirlerin (4.3) bagmtistmm korudugu ve ko-asosyatiflik, ko-unit, ko-inverse
ozelliklerini sagladig1 gosterilebilir.

Elde ettigimiz (2, A, €y,S, ) yapisina Diferansiyel Hopf Cebiri denir.

4.2 A Uzerine Cartan-Maurer 1-formlari

Bu kisimda, Cartan-Maurer 1-formlarin1 tanimlayacagiz ve gerekli komutasyon

bagitilarini elde edecegiz.

Woronowicz[3]; Cartan-Maurer 1-formlarini, es-¢arpim tasvirinin A ‘nin jeneratorlerine

etkisini kullanarak su sekilde tanimlamistir:

Wy, = 1o (d®S) oA (1), ¢ € {x,y) (4.29)

Bu formiil yardimiyla bize gerekli olan 1-formlari bulalim:

w, = o (d®S) oA (x)
= uo (d®S)(x ®x")
= u(dx ®S(x))
= u(dx'®x )
=dx'x' ! (4.25)

Benzer sekilde,

we =dx x - (4.26)

Buradan (3.8) bagintisini kullanarak,
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Wy = po (d®S) oA (x)
=uo (d®S)(x ®x +x ®x")
= ,u(dx'@x’_1 +dx’ ®x" _1)
=dx'x P Hdx"x" !

=w, +w,” (4.27)

buluruz. Benzer islemlerle,

wy = —dx'x' 'y +dy’ (4.28)
wy" = —dx"x"7'y" +dy” (4.29)
wy =wy +wy" (4.30)
elde edilir.

Onerme 4.2 Cartan-Maurer 1-formlarinmn, cebirin jeneratorleriyle komutasyonlart

asagidaki gibidir;

"W =g~ lw vy
X W, =q W, X

! - -1 ,u
X W, =q WX

X Wyn — Wyu X

X Wy'=W

ywy =wey + (@7 = D(wy, +wyy)

y'x
ywy =wey +(@ -Dwy, +wey)

y’Wy" =Wy Y+ - D(w," y +wyy'y — Wy’y" —w,y'y")

yowy =wyy + (@ = Dwyy Fweyy —wyry —wey'y) (4.31)

Gortildiigii gibi bu bagimtilar ¢ - 1 limitinde klasiktir. Ayrica 1. ve 2. vektorlerin

elemanlari i¢in simetriktir.

Ispat: Bu bagntilar; (4.21) bagntilar1 kullanilarak elde edilir. Gergekten, 6rnegin

1

X w,"

! ” nm—1
=xdx x

_ ” ron—1
=q'dx xx

" mn—-1

=qldx x x

= qlw, x
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dir. Burada sirasiyla (4.26), (4.21), (3.7) ve tekrar (4.26) bagmtilar1 kullanilmistir. Diger

esitlikler de benzer yollarla gosterilebilir.

(4.31) bagintilari, d operatorii uygulanarak kontrol edilebilir, yalniz bu esnada
Wy, (X € {x,x",y,y"}) 1-formlan tek oldugundan, Leibniz 6zelligi gz ardi

edilmemelidir. Ornek olarak, (4.31) bagintilarindan ilkini gosterelim,

Burada degw,” =1 ve dw,” = 0 degerleri yerine yazilirsa,
dix'w,” —q 'w,x) =dx w,” +q 'w,” dx’

w,r =dx"x" 7 vedx'dx” = 0(4.21) oldugundan

dix'w,” —q 7wy x) =0+ q710

dix'w,” —q 'w, x) =0

oldugu gortiliir.

Onerme 4.3 Diferansiyellerin, Cartan-Maurer 1-formlarryla komutasyonlari;

‘"W o= —a~lw v dx
dx w,” = —q w,” dx
n , _ _1 , "
dx w, = —q w, dx

dy” le — _ledy”

dy'w,” = —w,"dy

dy’Wy" = —qw," dy’

dy” wy = —qu'dy”

dxlwy" =—w," dx' — (¢! - Dw," xlwy”

dx'w, = —w,dx" —(¢7' = Dwyx wy (4.32)
seklindedir.

Ispat: Bu 6nermeyi ispatlamak zor degildir. Ornegin, dordiincii bagmnti; (4.26),(4.21)
esitlikleri yardimiyla,
dyrwx” =dy (dx" x" _1)

— _dx” dy/xrr -1

— _dx”x” _ldyl
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= TWy dy’

seklinde elde edilmistir. Digerleri de benzer yollarla gosterilebilir.

(4.32) bagintilarin1 da d operatdrii uygulayarak kontrol etmek miimkiindiir.

Onerme 4.4 Cartan-Maurer 1-formlarinin birbiriyle komutasyonlarr;

w,yw, =—q tw,w,
e ,
Wy Wy " q Wy" Wy
— " r— (a1 _ " ,
Wy Wy, = —wyrwy — (g Dw,w,,
— w o — (a1 — , "
Wy Wy = =W W, (q Dw,w,
seklindedir.

(4.31), (4.32) ve (4.33) bagntilart w, = w,” + w,”
birlikte kullanilarak,
xw, = (x +x )Wy +w,)

= x'Wx' +x w, + x'wx” + x'wx”

=g wy +w, ) +x1)

=q 'w,x

ve wy, =w, +w,y,”

(4.33)

esitlikleri ile

elde edilir. Bunu yaparken 3. Satirda (4.31) bagintilar1 uygun yerlerde kullanilmistir.

Tamamen benzer yollarla,

xw, = q lw,x

AWy, = WX
Yywy =W,y

dxw, = —q w,dx
dyw, = —w,dy
dywy = —qudy
dxw, = —qw, dx
W) =0

(wy)? =

Wy W,, q_lwywx
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elde edilir. Bu bagmtilar ise Celik ‘in buldugu bagmtilarin aynisidir[5]. Uyumluluk yine

d operatorii uygulanarak kontrol edilebilir.

Wy, W, elemanlariyla olusan cebiri W' ile gosterecegiz.

4.2.1 1-formlarin Hopf Cebiri Yapisi

A ve (2 iizerindeki Hopf cebiri yapilari, W ’ya bir Hopf cebiri yapisi kazandirir. Bu

asagidaki sekilde belirlenmistir:

DAay: W - WRW, nin W ‘nin elemanlarina etkisi, eger

Ay |A =A4 VE Ay |ﬂ = A, olarak tanimlanirsa,
AW (Wx) :AW (Wx, + Wx”)
=Ay (dx’x’_1 +dx" x" _1)

=ay (dx) Ay (£ 7)) +ay (dx") Ay (x"7)

= (¥ ®dx + dx'®x')(x’_1®x'_1) + (" ®dx’ +dx ®x" )(x” -

=1@dx'x ' +dx'x '®1+1®dx x" " +dx"x" @1

=w,®1+ 10w, +w,” ®1 + 1®w," ,

Ay (wy) =Aw (W, +w,")
=Ay (—dx'x’_ly' +dy —dx"x" Yy +dy")
= — Ay (dx) Ay (X 7)) A ) +ay (dY)
— Ay (@x") Ay (x"7) aw ) +aw (@)

=w, ®1+ x’®wy' —y' ®w, + w,” ®1+ x" ®Ow," — y ®@w,”

dir.

®x )

(4.35)

(4.36)

2) ew:W->C, gy |A =&, €&y lg=¢g, seklinde tanimlanan es-birimin

etkisi,
EW(Wx) = EW(Wx, + Wx”)
= ‘sW(dx’x’_1 +dx" x" _1)

= eW(dx')SW(x’_l) + ew(dx")sw(x” _1)
=0.1+4+0.1
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=0 (4.37)

SW(Wy) = SW(Wy’ + Wy”)
=gy (—dx'x 'y +dy —dx"x" 7'y +dy")
= ey (dx ey (¢ Dew ) + ew(dy) — ey (dx ey (" " Hew(y") +0
=0 (4.38)

)Sw:W->W, Sy |A =S), Sw |g =S, , es-tersin etkisi,

SW(Wx) =W Wy (439)

r—1 r—1 ! nm—1 m—-1 n
Sw(wy) ==x"w, —x Ty wy —x T wy —x Ty wy (4.40)

olarak belirlenir.

Bu tasvirler, (id® Ay) cAay= (A ®id) oAy , o (g4®id)ors=1id =po
(id®egy) ory Ve o (54®id) cAy= €4 = po (id®Sy) oAy  Ozdesliklerini  korur.
Ayrica, bu tasvirler, (4.34) bagintilarin1 korur. Dolayisiyla, (W,Ay,, ey, Sw) yapist bir
Hopf cebiri yapisina sahiptir.

4.3 Kismi Tiirevlerin Cebiri

Bu kisimda, cebirin koordinat fonksiyonlarinin kismi tiirevlerinin; koordinat
fonksiyonlari, bunlarin diferansiyelleri ve kismi tiirevlerin kendi aralarinda saglanan g-

komutasyon bagintilari ortaya konacaktir.

[lk olarak, koordinat fonksiyonlar1 ile onlarmn kismi tiirevleri arasindaki bagintilari elde

edecegiz. Ancak, dnce bazi bilinen yapilar1 vermemiz gerekiyor. Celik[5]
f , A cebiri lizerinde tanimlanmis keyfi bir fonksiyon olsun. d dis tiirev operatorti,

df = (dxa, + dyay)f (4.41)

seklinde tanimlanir. Kismi tiirevlerin koordinat fonksiyonlariyla bagmtilarini
bulabilmek i¢in f yerine sirasiyla xf ve yf yazarak Leibniz kuralin1 uygulariz. Agik

olarak bir tanesini verelim:

d(xf) = (dx)f + x(df)
= (dx)f + x(dx0, + dyd, )f
= (dx)f + (¢ 'dxxd, + dyxd,)f
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= (dx(l +q7'xd,) + dy(xay))f

= (dxax + dyay)(xf)

esitliginde diferansiyellerin katsayilarini esitleyerek,

Oy x=14+q7'x0,, 0,x=x0,

buluruz. Bu islemlerde (4.3) bagintilar1 kullanilmistir.

Benzer islemler yf i¢in de tekrarlanarak, kismi tiirevlerin koordinat fonksiyonlar1 ile

degisimleri asagidaki gibi bulunur:

d,x =1+ q 'x0,

ayx = xay
0,y = q yo,
0,y =1+q'yd, + (¢ — 1)x0, (4.42)

Kismi tiirevlerin diferansiyellerle bagintilar ise,

0ydx = Bydxd, + B,dyd,
0,dy = B3dyd, + B,dxd,
d,dx = Bsdxd, + Besdyo,
d,dy = B,dyd, + Bgdxd, (4.43)

denklem sisteminde B; , 1 < i < 8 katsayilarinin belirlenmesiyle bulunur. Bu katsayilar
belirlemek i¢in 9, ve d, kismi tiirev operatorlerini (4.3) bagntilarina uygulariz.
Ornegin,
xdx = g7 ldxx = 0,(xdx — g 'dxx) =0

dx — g~ 1(0,dx)x = 0

dx — q~*(B,;dxd, + B,dyd, )x =0

dx(1—q7'B;) =0

= B1=gq,

xdx = g~ 'dxx = 9,(xdx —q 'dxx) =0

q 1 (0,dx)x =0

q *(Bsdxd, + Bsdyd, )x = 0
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q 'Bgdy =0
= B6 == 0

dir. Benzer islemlerle diger katsayilar da tespit edilerek kismi tiirev operatorlerinin,

diferansiyellerle degisimlerinin:

0ydx = qdxd, + (¢ — 1)dyd,

d,dy = dya,

dydx = qdxd,

dydy = qdyd, (4.44)
seklinde oldugu goriiliir.

Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagintilar ise d operatoriiniin nilpotentlik sartindan,

0,0, = 0,0, (4.45)
y y

olarak bulunur. Kismi tiirevlerin d operatdrii ile bagintilari ise,

9.d=dd, a,d=da, (4.46)

seklindedir.

Simdi,x =x +x vey=y 4y i¢inbagmtilar verebiliriz:

A=e"ved, =a, +0,,0,=0, +0, (4.47)

olmak tizere,

d,x =A1+qx" a9,

0. x =1+q'x'a,

0,y =qly oy

0,y =q 'y o,

ay'x” =x ay'

9, x =x0,

3,y =A+q 'y 0, +(q - Dx o,
o,y =21+q'y'a, + (gt -Dx'a,
9,y dx" =qdx" 9, —A(q— 1)dy 9,
9, dx =qdx 9, —27'(q—1Ddy'd,"
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d,dy’ =dy"a,
a,dy =dya,
ay'dx" = qdx" d,
a," dx' = qulay”
9, dy" =qdy'a,
a," dy = qdyray”

0,0, =0, 0y
0,0, =03, 9y

9,0, =0, 0,

9,9, =0a, 0, (4.48)

seklindedir. Gergekten, bu bagintilar, (4.43), (4.45) ve (4.46) bagmtilariyla tam

uyumludur. Birkag tanesini gosterelim:
0ex = (0, + 0, )(x +x")
=8,x +0,x +0,x +9,x
=1+q %0, +A ' +qx" 0,y +A+qx'd, +1+q7'x" a9,
=242 +A4+q (0, +x" 0, +x'0, +x9,)
=1+q ' +x )0, +9,")
=1+ q 'x0,

oldugu goriiliir. Burada, 7~! + 1 = —1 esitligine dikkat edilmelidir.
Bir diger baginti i¢in,
0,y =0y +0, )0 +¥")
=0,y +0yy +0,y 0,y
=q 'y 0, +q7'y 0 a7y o, +q7ly 0y
=gy +y )@y +0,)
dir. Baska bir tanesi ise,
d,dx = (8, + 0,7 )(dx +dx")
=d,dx +0d,dx +0d, dx +9, dx’
=qdx'0, +(q—1dy'd, +qdx 9, —A(q—1dy 9, +qdx'd," —
A (q—-1Ddy'd,” +qdx"8," + (q—1Ddy" d,"
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BOLUM 5

R-MATRIS YAKLASIMI

Kuantum diizlemi olusturan (3.1) komutasyon bagintist uygun bir R matrisi kullanilarak
da elde edilebilir. Bu boliimde 6ncelikle kuantum diizlem i¢in kullanilan R-matrisi ele
alinacak, daha sonra kurmus oldugumuz toplam vektorleri i¢in de uygun bir R-matrisi

verilecektir.

5.1 Kuantum Diizlem I¢in R-Matrisi

Kuantum diizlemin g-komutatiflik bagintisini koruyan R matrisi;

qg 0 010
[0 1 g-q' o
R=10 0 1 0

00 0 g

seklindedir. Jimbo[8]. Bu matris ile

X:(x) veP =

y olmak tlizere,

S OO
O RO O
SO Or O
oo O

diizlemin bilesenleri olan x ve y arasindaki komutasyon bagintist;

X®X = ¢ 1R(X®X) (5.1)

ile verilir. Burada, R = RP dir.
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5.2 Toplam Vektorleri Icin R-Matrisi

Burada, toplam vektoriinlin de bir kuantum vektor olmasi i¢in (3.7) ‘de verilen
bagintilar1 koruyacak uygun bir R-matrisi verecegiz. Bunu yaparken toplam vektoriiniin
(5.1) bagintisin1 korumasina da dikkat edecegiz. Asagidaki 6nermeyle uygun bir R-

matrisi verilmistir.

! "

Onerme 5.1 3. Bolimde tanimlanmis olan X = (x)’ X' = (;) kuantum
vektorlerinin toplaminin da bir kuantum vektor olmasi i¢in

RX'®X)=R1X'®X") (5.2)

bagintisinin saglanmasi gereklidir. Burada,

/q—l 0o 0 0\
0 g?-1q O

dir.
x x x x gl o0 0 0
. " r X y ! " X y _1 0 1 q_l _ q 0
Ispat: X ®X = L, X ®X = Cnolve R =
spa ® yn xl ® ylxrr 0 O 1 0
yy yy 0 0 0 gt

matrisleri (5.2) denkleminde yerine yazilip, matrisler ¢arpilirsa;

/ q_lxnx! \ / q_lxrxrr

@2-Dx'y +qyx | _|xy +@" -y«
g 'x y y x
qay'y -

elde edilir. Matris esitliginden, karsilikli elemanlar esitlenerek:

XX =X X
Xy =qy'x
yx =q'xy
vy =y'y
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bagintilar elde edilir. Bu bagmtilar 3.boliimde ortaya konan (3.7) bagmtilari ile aynidir.

Daha 6nce de gosterdigimiz gibi toplam vektorii bir kuantum vektor olur.

Ayrica 1. ve 2. vektorlerin bilesenleri arasinda yukaridaki bagintilar oldugunda X =
X +x toplam vektoriiniin bir kuantum vektor oldugu (5.1) denkleminden su sekilde

kontrol edilebilir:
X®X = ¢ 1R(X®X)

>X +X)0X +X)=q¢'RX +X)H®X +X)

ﬁ XI ®XI + X! ®X” + XII ®X! + XII ®XII

=g IRX'®X +X X +X X +X ®X")

BuradaX ve X birer kuantum vektér oldugundan X ®X =g 'RX ®X ve
X' ®X =q'RX"®X" esitlikleri birbirini gotiireceginden, bagmti

SXQX +X ®X =q 'RX'®X +X ®X)

sekline doniigiir. Matrisler yerlerine yazilip sag taraftaki ¢arpma islemi de yapilirsa;

x’x” + x”x’ x”x’ + x’x”

Xy +x'y ) [(A=gDE Yy +xy ) +q '@ X +y'x")
yx +y'x |7 a7 (xy +xy")

vy +y'y vy +yy

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda istenilene ulagilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, kuantum vektorlerin toplaminin da bir kuantum vektor olmasi igin
toplanan vektorlerin bilesenleri arasinda saglanmasi gereken sartlar {izerinde calisildi.
Ortaya konan sartlar1 saglayan temsili matrisler ortaya konularak elde edilen yap1
orneklendirildi. Elde edilen yapinin bir Hopf cebiri yapisina sahip oldugu gosterildi.
Daha sonra, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri, 1-formlar ve kismi tiirevleri
tanimlanarak bunlar arasindaki komutasyon bagintilar1 bulundu. Dolayisiyla elde edilen
yap1 i¢in uygun bir diferansiyel geometri kuruldu. Son olarak, bu yapinin olusmasi igin

gereken sartlar1 gosteren bir R-matrisi verildi.

Hig¢ siiphesiz, kuantum diizlemdeki vektorler icin gecerli olan bu toplama isleminin
kuantum siiper diizlemin siiper vektorlerine uygulanmasi ve belki de kuantum gruplara
genellestirilmeye c¢aligilmasi ilging sonuglar getirebilir. Bunlar, ileriki ¢alismalarda ele

alinacaktir.
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