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ÖZET  

ARCHİMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBİRLERİNDE SIRALI SINIRLI 
TÜRETMELER 

 

Ahmet ELMA 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Ömer GÖK 

 

A bir Archimedean cebirif − ve N(A) A' nın tüm nilpotent elemanlarının kümesi 
olsun. Colville [8] ispatlamıştır ki D:A A→ pozitif lineer operatörünün bir türetme 
olabilmesi için gerek ve yeter koşul D(A) N(A)⊂ ve 2A A' daki tüm ab çarpımlarının 

kümesi olmak üzere { }2D(A ) 0= olmasıdır. Bu çalışmada Boulabiar [5] ‘in sonuçlarını 

genelleştiren Colville- Davis- Keimel [8] teoremi ile ilgili bir Archimedean hemen hemen 
cebirif − üzerindeki sıralı sınırlı bir D türetmesi için [16]’ da elde edilen bir sonuç 

vardır. 

A bir Archimedean hemen hemen cebirif − ve :A Ad → sıralı sınırlı bir yerel türetme 
olsun. A üzerindeki herhangi bir sıralı sınırlı yerel türetme bir ortalama operatördür, 
yani her x,y A∈ için (x  (y)) =  (x)  (y)d d d d  dir. Bunun için kaynağımız [17]’ dir. 

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen cebirif − , cebirif − , sıralı sınırlı türetme, 
türetme, yerel türetme 
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Let A be an Archimedean algebraf − and let ( )N A be the set of all nilpotent elements of  
A . Colville et al. [8] proved that a positive linear map :D A A→ is a derivation if and only if 

( ) ( )D A N A⊂ and { }2( ) 0D A = , where 2A is the set of all products ab in A . In this paper, 

there is a result by [16] corresponding to the Colville- Davis- Keimel [8] theorem for an order 
bounded derivation D on an Archimedean almost algebraf − , which generalizes the results 
of Boulabiar [5]. 

Let A be an Archimedean  almost lgf a ebra− and let :A Ad → be an order bounded local 
derivation. Any order bounded local derivation on A is an averaging operator, i.e., 

(x  (y)) =  (x)  (y)d d d d  for all x,y A∈ . Our reference is [17]. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

1977’ de Colville [8] ispatlamıştır ki eğer A bir Archimedean cebirif − ise D:A A→

pozitif lineer operatörünün bir türetme olabilmesi için gerek ve yeter koşul N(A)

A' nın tüm nilpotent elemanlarının kümesi ve 2A A' daki tüm ab çarpımlarının kümesi 

olmak üzere D(A) N(A)⊂ ve { }2D(A )= 0 olmasıdır. Özellikle A' da hiç nilpotent 

eleman yoksa A' daki tek pozitif türetme sıfırdır. Daha sonralarda Henriksen ve Smith 

[11] yukarıdaki sonucun farklı bir ispatını gerçekleştirdi. Son zamanlarda Boulabiar [5] 

Archimedian hemen hemen cebirlerif − ( 0a a+ − = özelliğini sağlayan cebirleri−l )

üzerindeki pozitif türetmeleri çalıştı. Gerçekten, eğer D bir Archimedean cebiri Af −

üzerinde bir pozitif türetme ise  3A A' daki tüm abc çarpımlarının kümesi olmak üzere 

D(A) N(A)⊂ ve { }3D(A )= 0 olduğu gösterildi. Hepimizin de çok iyi bildiği gibi Kusraev 

[13] in bir evrensel tam cebirif − üzerindeki tek sıralı sınırlı türetmenin sıfır olduğunu 

kanıtladığı çalışması hariç literatürde sıralı sınırlı türetmeye yeteri kadar dikkat 

çekilmedi. 

Yerel türetme kavramı Von Neumann cebirleri ve polinom cebirleri üzerindeki yerel 

türetmeleri çalışan Kadison [12] tarafından ele alındı. Üstelik Kadison [12] yerel 

operatörler için hazırladığı çalışma programında yerel türetmelerin özel niteliklerle 

türetmelerin inşasında yararlı olabileceğini önerir. 
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1.2  Tezin Amacı 

Tezimiz Archimedean cebirlerif − üzerindeki sıralı sınırlı türetmeleri ele almaktadır. 

Daha doğrusu, asıl olarak Colville-Davis-Keimel teoremini Archimedean 

cebirlerindekif − pozitif türetmelere göre genelleştirerek Archimedean cebirlerif −

ve Archimedean hemen hemen cebirlerindef − sıralı sınırlı türetmeleri 

genelleştirmekle ilgilenmiştir. Üstelik bir Archimedean hemen hemen cebirif −

{ }2N(A)= : 0a A a∈ = olduğu yerde A üzerindeki bir sıralı sınırlı D türetmesinin 

karakterizasyonu verilmiştir. Bu çalışma Archimedean hemen hemen cebirlerindef −

sıralı sınırlı yerel türetmelerle çalışarak Kadison [12]’ nin bahsi geçen programına katkı 

sağlamaktadır. 

 Tezimiz temel olarak  [16] ve [17] numaralı makalelerden yararlanılarak hazırlanmıştır. 

Bütün ispatlarımız sadece sıralı teorik ve doğal cebirseldir, aynı zamanda herhangi bir 

analitik anlam içermez. Notasyon ve terminoloji için [1], [2], [9], [10], [11] kaynaklarını 

öneriyoruz. 

 

1.3  Hipotez 

A bir cebir olsun. ,b Aa∀ ∈ için (ab) = a (b)+ (a)bd d d özelliğini sağlayan :A Ad →

lineer operatörüne   A ’ da bir türetme denir. : A Aδ → lineer operatörü,  eğer A ’ nın 

her elemanı için ( ) ( )aa d aδ = olacak şekilde :A Aad → (a’ ya bağlı) türetmesi mevcutsa 

A üzerinde bir yerel türetme olarak isimlendirilir. Özellikle, eğer A bir Archimedean 

hemen hemen cebirif − ise :A Ad → bir sıralı sınırlı yerel türetmedir. O zaman d A ’

da genelleştirilmiş bir ortalama operatördür. Yani x,y,z A∀ ∈ için 

(x  (y)) z =  (x)  (y) zd d d d  dir. Bu yüzden A ’ nın bir Archimedean  cebirif − olduğu 

sağlanır. Gerçekten A üzerinde herhangi bir sıralı sınırlı yerel türetme bir ortalama 

operatördür. Yani x,y A∀ ∈ için (x  (y)) =  (x)  (y)d d d d dir. 
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BÖLÜM 2 

ÖN BİLGİLER 

İlk olarak çalışmamızda çok sık kullanacağımız kavramların tanımlarını vereceğiz. 

Tanım 2.1 Bir E reel vektör uzayı, cebirsel yapısıyla uyumlu olan bir ≥ sıralama 

bağıntısı ile donatılmış  (≥ yansımalı, anti simetrik, geçişmeli) ise ve aşağıdaki iki 

aksiyomu sağlıyorsa E ’ ye sıralı vektör uzayı denir. 

(1) Her z E∈ için x y≤ ise x z y z+ ≤ + dir. 

(2) Her 0α ≥ için x y≤ ise x yα α≤ dir. 

Tanım 2.2 E , sıralı vektör uzayı olmak üzere, E ’ nin bütün pozitif elemanlarının 

kümesi E+ ile gösterilir. Yani, { }: : 0E x E x+ = ∈ ≥ dir ve E ’ nin konisi denir. 

Tanım 2.3 E ve F sıralı vektör uzayları arasında bir :T E F→ operatörü tanımlansın. 

Her 0x ≥ için ( ) 0T x ≥ oluyorsa T ’ ye pozitif opeatör denir. 0T ≥ ile gösterilir. 

Tanım 2.4 E , bir sıralı vektör uzayı olsun. ,x y E∈ elemanlarının her sıralı ikilisi için E ’

de { },x y kümesinin supremumu ve infimumu mevcut ise E ’ ye Riesz Uzayı (veya 

vektör latis) denir. 

{ }sup ,x y x y∨ =

{ }inf ,x y x y∧ =

İle gösterilir. 
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Tanım 2.5 Bir Riesz uzayında 0x y∧ = şartını sağlayan x ve y elemanlarına ayrık 

denir ve x y⊥ ile gösterilir. 

Tanım 2.6 Eğer A , bir E Riesz uzayının boş olmayan bir alt kümesi ise A ’ nın dA

ayrık tümleyeni { }: :   için dA x E her y A x y= ∈ ∈ ⊥  ile tanmlanır. 

Tanım 2.7 X bir küme ve ∧ yönlendirilmiş küme olmak üzere ∧ üzerinde tanımlı her 

:f X∧ → fonksiyonuna X ’ de bir ağ veya net denir. λ∈∧ için ( )f x Xλλ = ∈

şeklinde veya ( )xλ şeklinde gösterilir. α β≥ olduğunda x xα β≥ oluyorsa bir Riesz 

uzayındaki bir { }xα ağına azalan denir ve xα ↓ ile gösterilir. x xα ↓ notasyonu xα ↓ ve 

{ }inf x xα = anlamındadır. 

Tanım 2.8 Archimede özelliği, her 0x > reel sayısı için { }nx dizisinin R ’ de yukarıdan 

sınırsızlığını ifade eder. Bu her 0x > için R ’ de 1 0n x− ↓ olmasıyla eşdeğerdir. Her 

x E+∈ için E ’ de 1 0n x− ↓ oluyorsa E Riesz uzayına Archimede denir. 

Tanım 2.9 E ve F Riesz uzayları arasında tanımlı bir :T E F→ operatörü için, 

: ( )T T T= ∨ − oluyorsa T ’ ye T ’ nin modülüsü denir. ( { }( ) '  de ,T L EF T T−

kümesinin supremumudur). 

Tanım 2.10 x ve y elemanları x y≤ olacak şekilde bir E Riesz uzayının elemanları 

ise, [ , ]x y sıralı aralığı { }[ , ] :x y z E x z y= ∈ ≤ ≤ alt kümesiyle tanımlanır. 

Her y A∈ için y x≤ eşitsizliğini sağlayan bir x varsa bir Riesz uzayının A alt 

kümesine yukarıdan sınırlıdır denir. Benzer şekilde, her y A∈ için x y≤ eşitsizliğini 

sağlayan bir x varsa bir Riesz uzayının A alt kümesine aşağıdan sınırlıdır denir. Bir A

kümesi aşağıdan ve yukarıdan sınırlı (veya denk olarak, A bir sıralı aralıkta kapsanır) ise 

sıralı sınırlı olarak adlandırılır. 

Bir :T E F→ operatörü, E ’ nin sıralı sınırlı alt kümelerini F ’ nin sıralı sınırlı alt 

kümeleri  üzerine gönderiyorsa sıralı sınırlı olarak adlandırılır. 
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Tanım 2.11 Yukarıdan sınırlı her boş olmayan alt kümesi için bir supremumu olan (veya 

denk olarak, aşağıdan sınırlı her boş olmayan alt kümesi için bir infimumu olan) bir 

Riesz uzayı Dedekind Tam olarak adlandırılır. 

E ve F , Dedekind tam Riesz uzayları olduğunda her x E+∈ için her sıralı sınırlı 

:T E F→ operatörü için aşağıdakiler sağlanır: 

{ }( ) sup :T x Ty y x= ≤

{ }( ) sup : 0T x Ty y x+ = ≤ ≤

{ }( ) sup : 0T x Ty y x− = − ≤ ≤

Tanım 2.12 G bir E Riesz uzayının vektör altuzayı olsun. Eğer G , E ’ nin latis 

işlemlerinin altında kapalı yani, E ’ de alınan ,x y G∈ elemanlarının her ikilisi için 

x y∨ G ’ ye ait olduğunda G ’ ye Riesz altuzayı denir. 

Tanım 2.13 x y≤ ve y A∈ olduğunda x A∈ oluyorsa bir Riesz uzayının bir A alt 

kümesine solid denir. Bir Riesz uzayının bir solid vektör altuzayı sıralı ideal olarak 

adlandırılır. 

Tanım 2.14 x y≤ olmakla birlikte her x E∈ için bir y G∈ var olduğunda bir E Riesz 

uzayının bir G vektör altuzayına majorize E denir. 

Tanım 2.15 Bir Riesz uzayında bir { }xα ağı olsun. Her α için x x yα α− ≤ olacak 

biçimde bir { }yα ağı var ki, 0yα ↓ ise { }xα ağı x ’ e sıralı yakınsaktır denir ve 
0

x xα →

ile gösterilir (Kısaca, 0x x yα α− ≤ ↓ ). 

Tanım 2.16 { }x Aα ⊆ ve 
0

x xα → olduğunda x A∈ ise bir Riesz uzayının bir A alt 

kümesine sıralı kapalıdır denir. Sıralı kapalı bir ideal, bir band olarak adlandırılır. 

Tanım 2.17 İki Riesz uzayı arasında tanımlı :T E F→ operatörüne , her ,x y E∈ için 

( )T x y Tx Ty∨ = ∨ veya ( )T x y Tx Ty∧ = ∧ oluyorsa, T bir latis homomorfizmasıdır 

denir. 
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Tanım 2.18 Bir A vektör uzayı, her , ,x y z A∈ ve her α skaleri için, 

(1) ( ) ( )xy z x yz= ve ( ) ( ) ( )x y x y xyα α α= =

(2) ( )x y z xy xz+ = + ve ( )x y z xz yz+ = +

Özellilkerini sağlayan bir ikili işlem ( , )x y xy→ (çarpım) ile donatılmış ise, A ’ ya bir 

cebir denir. 

Tanım 2.19 A bir birleşme özelliğine sahip (değişme özelliğine sahip olması gerekli 

olmayan) bir vektör latis cebir öyle ki, her 0 ,x y A≤ ∈ için 0 xy≤ ise A ‘ ya  latis sıralı 

cebir (veya l cebiri− ) denir. Her 0 ,x y A≤ ∈ için 0 xy≤ olması xy x y≤ olmasına 

denktir. 

Tanım 2.20 Bir l cebiri− A ’ ya  eğer x y=0∧ ve 0 z A≤ ∈ iken 0xz y zx y∧ = ∧ =

oluyorsa bir f cebiri− denir. 

Tanım 2.21 Bir l cebiri− A ’ ya eğer 0x y∧ = iken 0xy = oluyorsa hemen hemen 

f cebiri− denir. Herhangi bir f cebiri− hemen hemen f cebiridir− . Fakat tam tersi 

doğru değildir. Archimedean (hemen hemen) f cebirleri− değişmelidir (eğer 

f cebiri− durumundaysa birleşme özelliği de vardır.) Eğer A hemen hemen 

f cebiri− ise her x A∈ için 0xx+ ≥ ve 2 0x ≥ dır. 

Tanım 2.22 π L ’ den L ’ ye bir operatör olsun. L ’ nin her B bandı için, eğer 

( )B Bπ ⊂ ise π ’ ye bandı koruyan bir operatör denir. 

Tanım 2.23 L ’ nin bandlarını koruyan sıralı sınırlı bir operatöre L üzerinde bir 

ortomorfizma denir. Ortomorfizmaların kümesi ( )Orth L ile gösterilir. 

Tanım 2.24 A bir f cebiri− ve a A∈ olsun. Eğer bir k Z +∈ için 0ka = olduğunda 

0a = sağlanıyorsa A ’ ya yarı asal denir. 

Tanım 2.25 A bir latis cebiri ve a A∈ olsun. a e⊥ olduğunda 0a = veya 0a e∧ =

olduğunda 0a = oluyorsa bu e elemanına A ’ nın sıralı zayıf birim elemanı, veya kısaca 

zayıf birim elemanı denir. { } { } { }: 0de a A a e= ∈ ⊥ = ile gösterilir.   
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Tanım 2.26 Bir A Riesz uzayının bir alt vektör uzayı X olsun. x X∈ , y A∈ için y x≤

olduğunda x A∈ oluyorsa X ’ e bir sıralı ideal, veya kısaca , ideal denir. ( X bir idealdir

⇔ ,x y X∀ ∈ için x y X∧ ∈ )
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BÖLÜM 3 

TANIMLAR VE NOTASYONLAR 

Gereksiz tekrarlamalara karşı çalışmamız süresince tüm vektör latislerinin ve 

cebirlerinin−l Archimedean olduğu varsayılmıştır, (Yani, ,a b A+∀ ∈ için na b≤ ve 

1, 2,...n = iken 0Aa = ). 

Konuyla ilgili olarak bazı kavramları hatırlayalım. A ve B vektör latisleri üzerinde 

tanımlı, :A BT → lineer operatörü eğer T(A ) B+ +⊂ ise T' ye pozitiftir denir,  

( (A,B)T L+∈ veya (A)T L+∈ eğer A=B ise). Eğer (A,B)T L∈ lineer operatörü A' nın

sıralı sınırlı altkümelerini B' nin sıralı sınırlı altkümelerine örterek eşliyorsa ' yeT sıralı 

sınırlıdır denir. 

cebirlerif − ve hemen hemen cebirlerif − hakkındaki bazı temel bilgileri ve tanımları 

hatırlayalım. Bu konuyla alakalı daha fazla bilgi için referanslardan [1,2,11,7,12] 

öneriyoruz. Bir A , kısmi sıralılığı ve A' da çarpımsallığı sağlayan 

(yani, a,b A  için ab A )+ +∈ ∈ vektör latis cebirine latis sıralı cebir denir,

(ve -cebiri şeklinde ifade edilir).l Bir cebiri−l A' da A' nın tüm nilpotent elemanlarının 

koleksiyonunu N(A) ile belirteceğiz. Eğer N(A)=0 ise cebiri−l A' ya yarı asal denir. 

Bir cebiri−l A , 0 ve c 0 için ac b=ca b=0a b∧ = ≥ ∧ ∧ özelliğini sağlıyorsa bu A latis 

cebirine cebirif − denir. Herhangi bir cebirif − değişmelidir ve pozitif karelere 

sahiptir. Eğer 0 iken ab=0 isea b∧ = cebiri A' ya−l bir hemen hemen cebirif − denir. 

Hemen hemen cebirlerif − ve cebirlerif − değişmelidir ve pozitif karelere sahiptir. 

Bu bölüm vektör latisleri üzerinde lineer operatörlerle alakalı bazı tanımlara ayrılımştır. 

A ve Bvektör latisleri olsun. AxA dan B' ye ψ lineer operatörü (a,b) A xA+ +∈ için 
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(a,b) Bψ +∈ ise pozitif olarak isimlendirilir. Eğer her (a,b) AxA∈ için 

a b=0 iken (a,b)=0ψ∧ olacak şekilde bir AxA' dan B' yeψ lineer operatörüne 

ortosimetrik denir, [6]. 

Eğer bir A vektör latisinin (veya Riesz uzayı) pozitif konisi { }; 0AA a A a+ = ∈ ≥ çarpma 

işlemi altında kapalıysa yani, ,a b A+∈ iken ab A+∈ oluyorsa A ’ ya latis sıralı cebir 

denir. (veya cebiri−l şeklinde ifade edilir. ) 

Bir cebiri−l A ’ da A ’ nın tüm nilpotent elemanlarının koleksiyonunu ( )N A ile 

belirteceğiz. Eğer ( ) 0N A = ise cebiri−l A ya yarıasal denir. Eğer A , 0Aa b∧ = ve 

0Ac ≥ iken 0Aac b ca b∧ = ∧ = özelliğini sağlıyorsa A ya cebirif − denir. 

cebirif − kavramının ilk olarak 1956’ da Birkhoff ve Pierce [4] tarafından ortaya 

çıkarılışından on yıl sonra Birkhoff [3] tarafından hemen hemen cebirlerif − sınıfları  

tanıştırlıdı. Genellikle bu cebir sınıfları ayrıktır fakat aralarında ilişkiler vardır. Örneğin 

her cebirininf − bir hemen hemen cebirif − olduğu açıktır. Her Archimedean 

cebirif − değişmelidir. 

Böylece [2, Teorem 2.15]’ ten her Archimedean cebirif − değişmelidir ve pozitif 

karelere sahiptir. 

A ve B vektör latisleri olmak üzere :T A B→ lineer operatörü eğer ( )T A B+ +⊂ ise 

pozitif olarak isimlendirilir. Bir ( , )T L A B∈ lineer operatörü eğer A nın sıralı sınırlı alt 

kümelerini B nin sıralı sınırlı alt kümelerine örterek eşliyorsa T ye sıralı sınırlı denir. 

Yani a A+∀ ∈ için ( )T x b≤ olacak şekilde her x a≤ için b B+∈ varsa 

( ) ( ) ( ( ))T x T x T x= ∨ − dir. 

A vektör latisi üzerinde bir π pozitif operatörü 0Ax y∧ = iken ( ) 0Ax yπ ∧ = sağlıyorsa 

pozitif ortomorfizma olarak isimlendirilir. İki pozitif ortomorfizmanın farkına 

ortomorfizma denir.  

Bu bölümü vektör latisleri üzerindeki lineer operatörler hakkındaki bazı tanımlarla 

bitiriyoruz. 
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A ve B vektör latisleri olsun. AxA dan B ye bir ψ lineer operatörü eğer, 

( , )a b A xA+ +∀ ∈ için 0 ( , )B a bψ≤ sağlıyorsa pozitiftir denir. 

ψ nin sıralı sınırlı olabilmesi için gerek ve yeter koşul ψ nin AxAnın sıralı sınırlı alt 

kümelerini  B nin sıralı sınırlı alt kümelerine örterek eşlemesidir, yani ,a b A+∀ ∈ için , 

( , ) ( , )x y a b∀ ≤ için  ( , )T x y c≤ olacak şekilde c B+∈ vardır. 

AxA dan B ye bir ψ lineer operatörü ( , )a b AxA∀ ∈ için 0Aa b∧ = iken ( , ) 0Ba bψ =

varsa ortosimetrik olarak isimlendirilir, [7]. 
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BÖLÜM 4 

ARCHİMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBİRLERİNDE SIRALI SINIRLI  

TÜRETMELER 

Asıl amacımız Colville- Davis- Keimel [8] teoremindeki gibi bir sonucu cebirlerif − ve 

hemen hemen cebirlerif − üzerindeki sıralı sınırlı türetmeler için gerçekleştirmektir. 

Sıradaki önerme temel sonuçlarımız için gereklidir. 

Önerme 4.1 A bir hemen hemen cebirif − ve D:A A→ bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x y=0 ∧ iken 2 2(D(x)y) (xD(y)) 0 = = dır. 

İspat: x y=0∧ olacak şekilde x,y A∈ olsun. O zaman xy=0 dır. Böylece 

2 2 2

2 2

(D (x) y + xD (y))  = (D (x) y)  + (xD (y)) + 2xyD (x) D (y)
= (D (x) y)  + (xD (y))

 = 0.

Bu da 2 2(D (x) y)  + (xD (y)) 0= verir ki bu da nihai sonuçtur. 

Sıradaki sonuç önceki önermeden hemen çıkarılabilir bir sonuçtur. 

Sonuç 4.1 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x y=0 ∧ sağlayacak şekilde x,y,z A∀ ∈ için D (x) yz = xD (y)z 0= dır. 

İspat:  İspat   Diem [10, Teorem 3.9 (i)] den hemen görülür. 

Sıradaki önerme yukarıdaki sonuçların ilginç ve sürpriz bir sonucudur. 

Önerme 4.2 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x,y,z A∀ ∈ için D (xyz) = 3D (x) yz = 3xD (y) z = 3xyD (z) dir. 
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İspat: z A∈ olsun ve : AxA A zψ → x,y A∀ ∈ için ( , ) ( )yzz x y D xψ = şeklinde 

tanımlansın. Yukarıdaki sonuçtan açıktır ki zψ bir sıralı sınırlı ortosimetrik lineer 

operatördür. [7, Teorem 3.4] ten zψ simetriktir. Sonuç olarak x,y A∀ ∈ için 

D (x) yz = D (y) xz = D (z) xy dir. Buradan 

D (xyz) = D (x) yz + xD (y) z + xyD (z)
= 3D (x) yz  

sağlanır. 

Sıradaki sonuç yukarıdaki iddiaların bir sonucudur. 

Sonuç 4.2 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x,y,z A∀ ∈ için 

D (xy) z = 2D (x) yz = 2xD (y) z = 2xyD (z) dir. 

İspat: x,y,z A∀ ∈ için D (xy) z = D (x) yz +xD (y) z dir. Önceki önermeden 

D (xy) z = 2D (x) yz = 2xD (y) z = 2xyD (z)

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sıradaki önerme Teorem 1’ i ispatlamak için gereklidir. 

Önerme 4.3 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x,y A∀ ∈ için D (xy) xy = 0 dir. 

İspat: x,y,z A∈ olsun. Yukarıdaki sonuçtan D (xy) z = 2D (x)yz = 2xyD (z) olduğunu 

biliyoruz. Özellikle z = xy olursa D (xy) xy = 2xyD (xy) = 2D (xy) xy elde ederiz. 

Sonuç olarak D (xy) xy = 0 buluruz. 

İlk ana teoremimizin ispatı için tüm ön gerektirmeleri topladık. 

Teorem 4.1 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x,y A∀ ∈ için 

2(D (xy))  = 0 ve D (x) N (A)∈ dır. 

İspat: x,y A∈ olsun.  
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2(D (xy))  = D (xy) (D (x) y + xD (y))
 = D (xy) D (x) y + D (xy) xD (y)

olduğundan 

D (xy) D (x) y = xyD (x) D (y) ve D (xy) xD (y)=xyD (x) D (y)

2(D (xy))  = 2xyD (x) D (y)               (1)

Dahası  D (xy) xy = 0 olduğundan D (xy) xy = xyxD (y) = 0 eşitliğine sahibiz. Bundan 

dolayı 

2

D (xyxD (y)) = D (x) yxD (y) + xD (yxD (y))
= D (x) D (y) xy + xD (xy) D (y) + xxyD  (y)

 = D (x) D (y) xy + D (x) D (xy) y + D (x) xyD (y)
= 3xyD (x) D (y)

 = 0

Sonuç olarak  

xyD (x) D (y) = 0                       (2)

elde ederiz. 

(1) ve (2) numaralı eşitliklerinin basit bir kombinasyonuyla 2(D (xy))  = 0 elde ederiz. 

Geriye x A∀ ∈ için D(x) N(A)∈ olduğunu ispatlamak kalıyor. Sonuç için 2(D (xy))  = 0

olduğundan Diem [10, Teorem 3.9 (i)] ile x,y,z A∀ ∈ için D (xy) z = 0 dır. Önerme 2’ 

den D (xyz) = 3D (x) yz elimizde mevcut ve Sonuç 2’ den  

D(xy)z = 2D(x)yz = 2xD(y)z = 2xyD(z) çıkartılır. 

Bu sebepten x,y,z A∀ ∈ için D (xyz) =0 dir. Özellikle eğer y=z = D(x) ise 3(D(x)) 0=

yani D(x) N(A)∈ dır. 

Şimdi hemen hemen f cebirleri− üzerindeki sıralı sınırlı türetmeler için Coulville- 

Davis- Keimel [8] teroeminin genelleştirilmiş versiyonu verilebilir. İspat Teorem 1’ in 

ispatına benzer olduğu için yapılmamıştır. 

Teorem 4.2 A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı türetme olsun. 

x,y,z A∀ ∈ için D (xyz) =0 ve D(x) N(A)∈ dır. 
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Sonuç 4.3 ([5], Teorem 3) A bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A → bir pozitif 

türetme olsun. O zaman x,y,z A∀ ∈ için D (xyz) =0 ve D(x) N(A)∈ dır. 

Sıradaki örnek önceki teoremlerin terslerinin yanlış olduğunu göstermektedir. 

Örnek 4.1 A=C([0,1]) noktasal toplam ve sıralama ile döşenmiş [0,1] aralığındaki tüm 

reel değerli sürekli fonksiyonların koleksiyonu olarak alınsın. A üzerinde ∗ çarpımı   

1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

; 00
( )( )

( ) ( ) ( ); 1
t

f g t
t f t g t t

≤ ≤ 
∗ =  − − − ≤ ≤ 

ile tanımlansın. 

, , Af g h∀ ∈ için 0f g h∗ ∗ = olacak şekilde A '  nın ∗ çarpımsallığına göre bir hemen 

hemen f cebiri− dir. D:A A → [0,1]t∀ ∈ için 1
2( )( ) ( ) ( )D f t t f t= − ile tanımlı sıralı 

sınırlı lineer operatör olsun. , , Af g h∀ ∈ için D(x) N(A)∈ , 2( ( )) 0D f g∗ = ve 

( ) 0D f g h∗ ∗ = olmasına rağmen D bir türetme değildir. 

Şimdi bir sıralı sınırlı lineer operatörünün türetme olabilmesi için gerekli ve yeterli bir 

koşulu sağlanacaktır. 

Teorem 4.3  A { }2N(A)= : 0a A a∈ = gibi bir hemen hemen f cebiri− ve D:A A →

sıralı sınırlı bir lineer operatör olsun. ' AD nin üzerinde bir türetme olabilmesi için 

gerek ve yeter koşul x,y A∀ ∈ için D (xy) =0 ve D(x) N(A)∈ olmasıdır. 

İspat: [10, Teorem 3.9 (i)] ile gerek koşul aşikar olduğundan yeter koşul ispatlanacaktır. 

{ }2D(x) N(A)= : 0a A a∈ ∈ = olduğundan [10, Teorem 3.9 (i)] ile  

x,y A∀ ∈ için D (x) y = x D (y) =0 dır. Buradan da  

x,y A∀ ∈ için D(xy)=D (x) y  + x D (y) =0

Bundan dolayı D bir türetmedir. Bu bize istenen sonucu verir. 

Sonuç 4.4 A bir  f cebiri− ve D:A A → bir sıralı sınırlı lineer operatör olsun. D' nin

türetme olabilmesi için gerek ve yeter koşul x,y A∀ ∈ için D (xy) =0 ve D(x) N(A)∈

olmasıdır. 

Sonuç 4.5 A bir yarı asal f cebiri− ise A' daki tek sıralı sınırlı türetme sıfırdır. 
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BÖLÜM 5 

ARCHİMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBİRLERİNDE SIRALI SINIRLI YEREL 

TÜRETMELER 

Bu bölümde, Archimedean hemen hemen cebirlerindef − sıralı sınırlı yerel türetmeleri 

düşüneceğiz. Genel olarak hemen hemen cebirlerindef − bir sıralı sınırlı yerel 

türetmenin bir türetme olmadığını söyleriz. Bu sıradaki örnek ile gösterilmiştir. 

Örnek 5.1 Olağan işlemlerle ve sırayla 2RA = alalım. Her ( , ), ( ', ')a b a b A∈ için 

( , ) ( ', ') (0, ')a b a b aa∗ = çarpma işlemini tanımlayalım. Basit bir doğrulama gösterir ki A

∗ çarpması altında bir hemen hemen cebiridir.f − :A Ad → lineer operatörü 

( , )a b A∀ ∈ için ((a,b)) = (a,2b)d ile tanımlansın. d nin türetme olduğunu göstermek 

kolaydır. Dahası I Ad ile gösterilen 'A nın birim operatörü bir sıralı sınırlı yerel 

türetmedir. Gerçekten ( , )a b A∀ ∈ için I (( , ))  (( , /2))Ad a b d a b= dir. Fakat I Ad A da bir 

türetme değildir. 

Sıradaki önermeler temel sonuçlarımız için gereklidir. 

Önerme 5.1 A bir Archimedean hemen hemen cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı 

yerel türetme olsun. O zaman , ,x y z A∀ ∈ için 0Ax y∧ = ile (x) yz = x  (y) z = 0Ad d  

dır. 

İspat: :A Ad → bir sıralı sınırlı yerel türetme ve 0Ax y∧ = olacak şekilde ,x y A∈

olsun. Bundan dolayı  0Axy = dır. Buradan (x) y =  (x) yxd δ olacak şekilde bir xδ

türetmesi vardır. 0 ( ) ( ) ( )A x x xxy x y x yδ δ δ= = +  olduğundan  
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2

2 2

 0 ( ( ) ( ))

( ( ) ) ( ( )) 2 ( ) ( )
A x x

x x x x

x y x y
x y x y xy x y

δ δ

δ δ δ δ

= +

= + +
 

olur.  0Axy = olduğundan  2 2( ( ) ) ( ( )) 0x x Ax y x yδ δ+ = olur. Sonuç olarak  

( ( ) ) ( ( )) 0x xa x y x yδ δ+= = ∨ ve  ( ( ) ) ( ( )) 0x xb x y x yδ δ−= = − ∨ alırsak 0Aa b∧ =

olduğundan 0Aab = dır. Sonuç olarak  

2

2

2 2

0 ( ( ) )

( )
A x x y

a b
a b

δ=

= −

= +

Bundan dolayı  2 2 0Aa b= = .

2 2,a b A∈ olduğundan  ([10] Teorem 3.9 (i)) kullanılarak  z A∀ ∈ için   0Aaz bz= =

elde edilir. 

z A∀ ∈ için ( ) 0x Ax yzδ = buradan 

, ,x y z A∀ ∈ için  0Ax y∧ = özelliği ile ( ) 0x Ad x yz = dır. Aynı argümanı kullanarak 

, ,x y z A∀ ∈ için 0Ax y∧ = özelliği ile ( ) 0Axd y z = olduğu ispatlanır. 

Önerme 5.2 A bir Archimedean hemen hemen cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı 

yerel türetme olsun. O zaman , ,x y z A∀ ∈ için ( ) ( ) ( )d x yz xd y z xyd z= = dir. 

İspat: z A∈ olsun, o zaman önceki önermeye göre  ,x y A∀ ∈ için  ( , ) ( )z x y d x yzψ =

ile tanımlanan :z AxA Aψ → lineer operatörü ortosimetriktir. zψ in sıralı sınırlı 

olduğunu iddia ediyoruz. Gerçekten ( , ) ( , )x y a b AxA≤ ∈  olsun. d sıralı sınırlı 

olduğundan ( , ) ( , )x y a b AxA∀ ≤ ∈  için ( )d x c≤ olacak şekilde c A+∈ vardır. Sonuç 

olarak  ( , ) ( , )x y a b AxA∀ ≤ ∈  için 

( , ) ( )

 ( )

 

z x y d x yz

d x y z

cb z

ψ =

=

≤

olur. Bundan dolayı zψ sıralı sınırlıdır. Bu yüzden ortosimetrik sıralı sınırlı bir lineer 

operatör simetriktir. Bu nedenle zψ simetriktir. Sonuç olarak , ,x y z A∀ ∈ için  
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( ) ( )
( , )
( , )

( )

x

x

d x yz d y x
y z
z y

d z xy

ψ
ψ

=
=
=
=

Önerme 5.3 A bir Archimedean hemen hemen cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı 

yerel türetme olsun. O zaman , ,x y z A∀ ∈ için ( ) ( ) ( )d xy z xd yz yd xz= = dir. 

İspat: x A∈ olsun. ,y z A∀ ∈ için  ( , ) ( )x y z d xy zψ = ile tanımlanan :x AxA Aψ → çoklu 

lineer operatörünün sıralı sınırlı ortosimetrik olduğunu iddia ediyoruz. Önerme 2’ nin 

ispatındaki argümanı kullanarak xψ in sıralı sınırlı olduğu sonucunu çıkartıyoruz. 

0y z∧ = olacak şekilde ,y z A∈ seçelim, o halde 0yz = dır. :A Ad → bir sıralı sınırlı 

yerel türetme olduğundan  

 (x y)z =  (xy) z

= (x)y z  (y) xz
xy

xy xy

d δ

δ δ+

olacak şeklide bir xyδ türetmesi mevcuttur. 0y z∧ = olduğundan 0Ayz = dır ve 

böylece  ( ) ( )xyd xy z y xzδ= olur. Üstelik  0 ( ) ( ) ( )A xy xy xyyz y z z yδ δ δ= = +  dir. Sonuç 

olarak 

2 2 20 ( ( ) ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )A xy xy xy xyy z z y y z z yδ δ δ δ= + = +  dir. O zaman  

2 2( ( ) ) ( ( ) ) 0xy xy Ay z z yδ δ= = dir. Önerme 2’ nin ispatındaki mantık ve ([10], Teorem 3.9 

(i)) ile  t A∀ ∈ için ( ) 0xy Ay ztδ = elde edilir. Bu sebepten ( ) ( ) 0xy Ad xy z y xzδ= = dır. 

Böylece  xψ sıralı sınırlı ortosimetriktir. [6] ve [7] ye göre xψ simetriktir. Burdan  

, ,x y z A∀ ∈ için 

(y, z) =  (xy) z
= (z, y)
= (xz) y
= (x, y)
= (y, x)
= x (yz)
= y (xz)

x

x

z

z

d

d

d
d

ψ
ψ

ψ
ψ

olur. 
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Ana teoremimizin ispatı için tüm ön gerektirmeler toplandı. 

Teorem 5.1 A bir Archimedean hemen hemen cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı 

yerel türetme olsun. O zaman d A üzerinde bir genelleştirilmiş ortalama operatördür, 

yani , ,x y z A∀ ∈ için ( ( ))  = ( ) ( )d xd y z d x d y z dir. 

İspat: , , ,x y z t A∈ olsun. Önceki önermeden  

( )   ( )
( )

d xy zt d z xyt
d x yzt

=
=

Sonuç olarak , , ,x y z t A∀ ∈ için ( ( )   ( ) ) 0Ad xy z d x yz t− = dir. Burdan da 

2( ( )   ( ) ) 0Ad xy z d x yz− = olur. { }2
2 ( ) ; 0N A a A a= ∈ = olsun. 2/ ( )A N A nın bir 

Archimedean cebirif − olduğunu göstermek kolaydır. (burada, x ( )x N A+ kosetini 

belirtmektedir.) Bu yüzden ( )  ( )  0Ad xy z d x yz− = dir. Böylece , ,x y z A∀ ∈ için 

( ( ) ( ) ) 0Ad xy d x y z− = olur. 

Özellikle ( ) ( )z d xy d x y= − olursa  2( ) ( ) ( / ( ))d xy d x y N A N A− ∈  elde ederiz. İyi 

bilindiği gibi eğer B bir Archimedean cebirif − ise 

{ }( ) , ( ), 0d
BN B x B y N B x y= ∈ ∀ ∈ ∧ = iken ,a b B∀ ∈ için ( )dab N B∈ dir. ([9], 

Önerme 10.2) ( ) ( )d x y d x y= olduğundan 2( ) ( ( / ( )))dd x y N A N A∈ dır.  

Üstelik d bir yerel türetme olduğundan  ( ) ( ) ( ) ( )xy xy xyd xy xy x y x yδ δ δ= = +  olacak 

şekilde A üzerinde bir xyδ türetmesi mevcuttur. 

Bundan dolayı 2( ) ( ) ( ) ( ( / ( )))dxy xyd xy x y x y N A N Aδ δ= + ∈ dir.  

Sonuç olarak 2 2( ) ( ) ( / ( )) ( ( / ( )))dd xy d x y N A N A N A N A− ∈ ∩  , 

buradan ( ) ( ) 0Ad xy d x y− = dır. Buradan da  2( ( ) ( ) ) 0Ad xy d x y− = olur.  

([10], Teorem 3.9 (i)) ile ( ) ( ) 0Ad xy z d x yz− = elde edilir. Bu yüzden  , ,x y z A∀ ∈ için 

( ( )) ( ) ( )d xd y z d x d y z= olur.  
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Sonuç 5.1 A bir Archimedean  cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı yerel türetme 

olsun. O zaman d A üzerinde bir ortalama operatördür, yani ,x y A∀ ∈ için 

( ( )) ( ) ( )d xd y d x d y= dir. 

İspat: , ,x y z A∈ olsun. Bir önceki teoremin ispatından 2( ( ) ( ) ) 0Ad xy z d x yz− =

olduğu görülür. Özellikle ( ) ( )z d xy d x y= − olursa  ( ) ( ) ( )d xy d x y N A− ∈ elde ederiz.  

( ) ( ) ( ( ))dd xy d x y N A− ∈  olduğundan ([9], Önerme 10.2) ,x y A∀ ∈ için 

( ) ( )d xy d x y= olur. Bu yüzden ,x y A∀ ∈ için  ( ( )) ( ) ( )d xd y d x d y= dir. 

Sonuç 5.2 A bir Archimedean yarı asal cebirif − ve :A Ad → bir sıralı sınırlı yerel 

türetme olsun. O zaman d bir ortomorfizmadır. 

İspat: 0Ax y∧ = olacak şekilde ,x y A∈ olsun. O zaman 0Axy = ve 

( ) ( ) 0Ad xy d x y= = dır. Bu yüzden  20 ( ( ) ) ( ) ( ) 0A Ad x y d x y d x y≤ ∧ ≤ = = dir. 

Sonuç olarak ( ) ( )d x y N A∧ ∈  dır. 

A bir yarı asal cebirif − olduğundan  ( )d x y∧ = 0A dır. Bu yüzden d bir 

ortomorfizmadır. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada cebirin temel konularından türetme konusu latis sıralı cebirlerde 

incelenmiştir. Bazı ilginç neticeler ortaya çıkmıştır. 

Teorem 4.1’ de bir hemen hemen f cebiri− A ’ da tanımlı D:A A → bir sıralı sınırlı

türetmede her x,y A∈ için 2(D (xy))  = 0 ve D (x) N (A)∈ olduğu ispatlanırken, 

Teorem 4.2’ de ise her x,y,z A∈ için D (xyz) =0 ve D(x) N(A)∈ olduğu

ispatlanmıştır. Teorem 4.3’ te D sıralı sınırlı lineer operatörünün A üzerinde bir 

türetme olabilmesi için gerek ve yeter koşulun her x,y A∈ için D (xy) =0 ve 

D(x) N(A)∈ olduğu ispatlanmıştır. 

Son olarak Teorem 5.1’ de ise bir Archimedean hemen hemen f cebiri− A ’ da

:A Ad → sıralı sınırlı yerel türetmesinin A üzerinde bir ortalama operatör olduğu

ispatlanmıştır. 

Çalışmada geçen � � ��������� başka cebirlerle değiştirildiği zaman sonuçların doğru 

olup olmadığı araştırılabilir. 
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