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OzZET

ARCHIMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBIRLERINDE SIRALI SINIRLI
TURETMELER

Ahmet ELMA

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Omer GOK

A bir Archimedean f —cebirive N(A) A'nintim nilpotent elemanlarinin kiimesi
olsun. Colville [8] ispatlamistir ki D:A — A pozitif lineer operatoriiniin bir tliretme
olabilmesi igin gerek ve yeter kosul D(A) = N(A)ve A’ A'dakitiim abcarpimlarinin
kiimesi olmak tizere D(A?) ={O} olmasidir. Bu ¢alismada Boulabiar [5] ‘in sonuglarini

genellestiren Colville- Davis- Keimel [8] teoremi ile ilgili bir Archimedean hemen hemen
f —cebiri Uzerindeki sirali sinirli bir D tliretmesi i¢in [16]’ da elde edilen bir sonug

vardir.

A bir Archimedean hemen hemen f —cebirive d:A — Asirali sinirli bir yerel tiretme
olsun. A Gzerindeki herhangi bir sirali sinirh yerel tiiretme bir ortalama operatérdiir,
yani her x,y € Aigin d (xd (y)) =d (x)d (y) dir. Bunun igin kaynagimiz [17]’ dir.
Anahtar Kelimeler: Hemen hemen f —cebiri, f —cebiri, sirali sinirh tiiretme,

tiretme, yerel tiiretme
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ABSTRACT

ORDER BOUNDED DERIVATIONS ON ARCHIMEDEAN ALMOST
F-ALGEBRAS

Ahmet ELMA

Department of Mathematics

MSc. Thesis
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Let A be an Archimedean f —algebra and let N(A4)be the set of all nilpotent elements of
A . Colville et al. [8] proved that a positive linear map D: 4 — A is a derivation if and only if
D(A) = N(A) and D(A4°) ={0} , where A’ is the set of all products ab in A4. In this paper,
there is a result by [16] corresponding to the Colville- Davis- Keimel [8] theorem for an order
bounded derivation D on an Archimedean almost f —algebra, which generalizes the results
of Boulabiar [5].

Let A be an Archimedean almost f —algebra and let d:A — Abe an order bounded local

derivation. Any order bounded local derivation on Ais an averaging operator, i.e.,
d (xd (y))=d (x)d (y) forall x,y € A.Ourreferenceis [17].

Key words: Almost f —algebra, f —algebra, order bounded derivation, derivation, local
derivation
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti
1977’ de Colville [8] ispatlamigtir ki eger A bir Archimedean f —cebiriise D:A —> A
pozitif lineer operatdriniin bir tiiretme olabilmesi icin gerek ve yeter kosul N(A)
A' nin tiim nilpotent elemanlarinin kiimesi ve A* A' daki tiim ab carpimlarinin kiimesi
olmak Uzere D(A) < N(A)ve D(A2)={0} olmasidir. Ozellikle A'da hi¢ nilpotent
eleman yoksa A'daki tek pozitif tliretme sifirdir. Daha sonralarda Henriksen ve Smith
[11] yukaridaki sonucun farkli bir ispatini gerceklestirdi. Son zamanlarda Boulabiar [5]
Archimedian hemen hemen f —cebirleri (a*a™ =0 6zelligini saglayan ¢—cebirleri)
Uzerindeki pozitif tliretmeleri ¢alisti. Gergekten, eger D bir Archimedean f —cebiri A
lizerinde bir pozitif tiretme ise A’ A'daki tiim abc carpimlarinin kiimesi olmak iizere
D(A) c N(A)ve D(A3)={O} oldugu gosterildi. Hepimizin de c¢ok iyi bildigi gibi Kusraev
[13] in bir evrensel tam f —cebiri Gzerindeki tek sirali sinirli tiretmenin sifir oldugunu

kanitladigr calismasi haric literatiirde sirali sinirli tiiretmeye yeteri kadar dikkat

cekilmedi.

Yerel tiretme kavrami Von Neumann cebirleri ve polinom cebirleri izerindeki yerel
tiretmeleri ¢alisan Kadison [12] tarafindan ele alindi. Ustelik Kadison [12] yerel
operatorler icin hazirladigl calisma programinda yerel tiiretmelerin 6zel niteliklerle

tliretmelerin insasinda yararli olabilecegini 6nerir.



1.2 Tezin Amaci

Tezimiz Archimedean f —cebirleritizerindeki sirali sinirli tiretmeleri ele almaktadir.

Daha dogrusu, asil olarak Colville-Davis-Keimel teoremini  Archimedean

f —cebirlerindeki pozitif tliretmelere gore genellestirerek Archimedean f —cebirleri
ve Archimedean hemen hemen f —cebirlerinde sirali  sinirh  tiiretmeleri

genellestirmekle ilgilenmistir. Ustelik bir Archimedean hemen hemen f —cebiri
N(A)={aeA:a2:O} oldugu yerde A Uzerindeki bir sirali sinirh D tlretmesinin

karakterizasyonu verilmistir. Bu ¢alisma Archimedean hemen hemen f —cebirlerinde

sirali sinirh yerel tiiretmelerle ¢alisarak Kadison [12]’ nin bahsi gegcen programina katki

saglamaktadir.

Tezimiz temel olarak [16] ve [17] numarali makalelerden yararlanilarak hazirlanmistir.
Bltlin ispatlarimiz sadece siral teorik ve dogal cebirseldir, ayni zamanda herhangi bir
analitik anlam icermez. Notasyon ve terminoloji icin [1], [2], [9], [10], [11] kaynaklarini

Oneriyoruz.

1.3 Hipotez

Abir cebir olsun. Va,be Aigin d(ab)=ad(b)+d(a)b ozelligini saglayan d:A —> A
lineer operatoriine A4’ da bir tiretme denir. 6 : A — Alineer operatérii, eger A’ nin
her elemant icin &(a) =d, (a)olacak sekilde d :A — A (a’ ya bagh) tiiretmesi mevcutsa

A lzerinde bir yerel tiiretme olarak isimlendirilir. Ozellikle, eger A bir Archimedean

hemen hemen f —cebiriise d:A — Abir sirali sinirli yerel tiiretmedir. O zaman d A’
da genellestirilmis bir ortalama operatorddr. Yani VXx,y,z € Aigin
d (xd (y)) z=d (x)d (y) z dir. Bu yuzden A4’ nin bir Archimedean f —cebiri oldugu

saglanir. Gercekten A lzerinde herhangi bir sirali sinirli yerel tiiretme bir ortalama

operatdrdir. Yani Vx,y € Aigin d (xd (y)) =d (x)d (y)dir.



BOLUM 2

ON BILGILER

ilk olarak calismamizda cok sik kullanacagimiz kavramlarin tanimlarini verecegiz.

Tanim 2.1 Bir £ reel vektdr uzayi, cebirsel yapisiyla uyumlu olan bir > siralama
bagintisi ile donatilmis (= yansimali, anti simetrik, gecismeli) ise ve asagidaki iki

aksiyomu sagliyorsa E’ ye sirali vektor uzayi denir.
(1) Her ze E igin x<y ise x+z<y+z dir.
(2) Her ¢ 20 igin x <y ise ax<ay dir.

Tanim 2.2 F, sirali vektor uzayr olmak Uzere, E’ nin bitin pozitif elemanlarinin

kiimesi E* ile gosterilir. Yani, E” :={er:x20} dir ve E’ nin konisi denir.

Tanim 2.3 E ve F sirali vektor uzaylari arasinda bir 7: E — F operatori tanimlansin.

Her x>0 igin T(x) >0 oluyorsa T’ ye pozitif opeator denir. 7> 0 ile gosterilir.

Tanim 2.4 E, bir sirali vektdr uzayi olsun. x, y € E elemanlarinin her sirali ikilisi igin £’
de {x,y} kiimesinin supremumu ve infimumu mevcut ise E’ ye Riesz Uzayi (veya

vektor latis) denir.
xXvy= sup{x,y}
XAY :inf{x,y}

ile gosterilir.



Tanim 2.5 Bir Riesz uzayinda |x|/\|y|=0 sartini saglayan x ve y elemanlarina ayrik

denirve x 1 y ile gosterilir.

Tanim 2.6 Eger A, bir E Riesz uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ise 4’ nin A°

ayrik timleyeni 4° :={x eE:herye Aiginx J_y} ile tanmlanir.

Tanim 2.7 X bir kime ve A ydnlendirilmis kiime olmak lGizere A (zerinde tanimli her
f:A—> X fonksiyonuna X’ de bir a§ veya net denir. Aen igin f(1)=x,eX
seklinde veya (x,) seklinde gosterilir. > oldugunda x, 2 Xy oluyorsa bir Riesz
uzayindaki bir {xa} agina azalan denir ve x, { ile gosterilir. x, 4 x notasyonu x, ¥ ve

inf{xa} =x anlamindadir.

Tanim 2.8 Archimede 6zelligi, her x >0 reel sayisi igin {nx} dizisinin R’ de yukaridan

sinirsizligini ifade eder. Bu her x>0 igin R’ de n'xd0 olmasiyla esdegerdir. Her

xeE" icin E’ de n'x10 oluyorsa E Riesz uzayina Archimede denir.

Tanim 2.9 £ ve F Riesz uzaylari arasinda tanimh bir 7:E — F operatori icin,
|T| :=Tv(-T) oluyorsa |T|' ye T’ nin modulist denir. (|T| L(EF)' de {T,—T}
kiimesinin supremumudaur).

Tanim 2.10 x ve y elemanlari x <y olacak sekilde bir £ Riesz uzayinin elemanlari

ise, [x, y] siraliarahgi [x, y] ={z eE:x<z< y} alt kimesiyle tanimlanir.

Her ye A igcin y<x esitsizligini saglayan bir x varsa bir Riesz uzayinin 4 alt
kimesine yukaridan sinirhdir denir. Benzer sekilde, her ye 4 igin x <y esitsizligini

saglayan bir x varsa bir Riesz uzayinin 4 alt kiimesine asagidan sinirlidir denir. Bir 4
kiimesi asagidan ve yukaridan sinirli (veya denk olarak, A bir sirali aralikta kapsanir) ise

sirali sinirli olarak adlandirilir.

Bir T:E — F operatori, E’ nin siral sinirli alt kiimelerini £’ nin sirali sinirh alt

kiimeleri Uzerine gonderiyorsa sirali sinirli olarak adlandirihr.



Tanim 2.11 Yukaridan sinirli her bos olmayan alt kiimesi icin bir supremumu olan (veya
denk olarak, asagidan sinirl her bos olmayan alt kiimesi icin bir infimumu olan) bir

Riesz uzayi Dedekind Tam olarak adlandirilir.

E ve F, Dedekind tam Riesz uzaylari oldugunda her xe E" icin her sirali sinirli

T:E — F operatori igin agagidakiler saglanir:
71x) = sup{[Ty:| | < ]
T"(x)=sup{Ty:0< y <x}

T~ (x)=sup{-Ty:0< y <x}

Tanim 2.12 G bir E Riesz uzayinin vektor altuzayr olsun. Eger G, E’ nin latis

islemlerinin altinda kapali yani, E’ de alinan x,y e G elemanlarinin her ikilisi igin

xvy G’yeaitoldugunda G’ ye Riesz altuzayi denir.

Tanim 2.13 |x|£|y| ve ye A oldugunda x € A oluyorsa bir Riesz uzayinin bir 4 alt
kiimesine solid denir. Bir Riesz uzayinin bir solid vektor altuzayi sirali ideal olarak
adlandirilir.

Tanim 2.14 x < y olmakla birlikte her x € E igin bir y € G var oldugunda bir E Riesz

uzayinin bir G vektor altuzayina majorize E denir.

Tanim 2.15 Bir Riesz uzayinda bir {xa} agl olsun. Her a igin |xa—x|Sya olacak

0
bicimde bir {ya} agivar ki, y, 10 ise {xa} agl x’ e sirali yakinsaktir denir ve x, ->x

ile gosterilir (Kisaca, |x, —x| <y, J 0).

0
Tanim 2.16 {xa}gA ve x, >x oldugunda xe 4 ise bir Riesz uzayinin bir 4 alt
kiimesine sirali kapahdir denir. Sirali kapali bir ideal, bir band olarak adlandirilir.
Tanim 2.17 iki Riesz uzayi arasinda tanimh T': E — F operatériine , her x,y e E igin

T(xvy)=TxvTyveya T(xAy)=TxATy oluyorsa, T bir latis homomorfizmasidir

denir.



Tanim 2.18 Bir A vektor uzayi, her x,y,z € A ve her a skaleri igin,

(1) (x)z =x(yz) ve (ax)y =x(ay) = a(xy)

(2) x(y+z)=xytxz ve (x+y)z=xz+yz

Ozellilkerini saglayan bir ikili islem (x,y)— xy (carpim) ile donatiimis ise, A’ ya bir
cebir denir.

Tanim 2.19 A bir birlesme 6zelligine sahip (degisme 6zelligine sahip olmasi gerekli
olmayan) bir vektor latis cebir dyle ki, her 0< x,y e 4 igcin 0<xy ise A ‘ya latis sirali
cebir (veya [ —cebiri) denir. Her 0<x,ye 4 icin 0<xy olmasi |xy|£|x||y| olmasina
denktir.

Tanim 2.20 Bir /—cebiri A’ ya eger xAy=0 ve 0<ze€ A iken xzAy=zxAy=0

oluyorsa bir f —cebiri denir.

Tanim 2.21 Bir [/ —cebiri A’ ya eger xAy =0 iken xy =0 oluyorsa hemen hemen
f —cebiri denir. Herhangi bir f —cebiri hemen hemen f —cebiridir . Fakat tam tersi
dogru degildir. Archimedean (hemen hemen) f —cebirleri degismelidir (eger
f —cebiri durumundaysa birlesme 6zelligi de vardir.) Eger 4 hemen hemen

—cebiri ise her xe A4 icin xx* >0 ve x> >0 dir.
S ¢

Tanim 2.22 7 L’ den L’ ye bir operatér olsun. L’ nin her B bandi icin, eger

7(B) c B ise 7’ ye bandi koruyan bir operatér denir.

Tanim 2.23 L’ nin bandlarini koruyan sirali sinirlh bir operatére L zerinde bir

ortomorfizma denir. Ortomorfizmalarin kiimesi Orth(L) ile gosterilir.
Tanim 2.24 A bir f —cebiri ve a€ A olsun. Eger bir ke Z" icin a" =0 oldugunda
a =0 saglaniyorsa A’ ya yari asal denir.

Tanim 2.25 A4 bir latis cebiri ve a€ 4 olsun. a L e oldugunda a=0 veya arne=0

oldugunda a =0 oluyorsa bu e elemanina A4’ nin siral zayif birim elemani, veya kisaca

zayif birim elemani denir. {e}d ={a €AdA:al e} ={0} ile gosterilir.



Tanim 2.26 Bir A Riesz uzayinin bir alt vektor uzayr X olsun. xe X', y € 4 igin |y| < |x|

oldugunda x € 4 oluyorsa X ’ e bir sirali ideal, veya kisaca, ideal denir. ( X bir idealdir

< Vx,ye X icin xAnye X)



BOLUM 3

TANIMLAR VE NOTASYONLAR

Gereksiz tekrarlamalara karsi calismamiz siresince tim vektor latislerinin  ve
¢ —cebirlerinin Archimedean oldugu varsayilmistir, (Yani, Va,be A"icin na<b ve

n=12,..iken a=0,).

Konuyla ilgili olarak bazi kavramlari hatirlayallm. A ve B vektor latisleri Gzerinde

tanimh, T:A — Blineer operatérii eger T(A") = B¥ise T' ye pozitiftir denir,

(TeL (AB)veya T e L' (A)eger A=B ise). Eger T € L(A,B)lineer operatérii A' nin
sirali sinirh altkimelerini B' nin sirali sinirli altkimelerine orterek esliyorsa T'yesirali

sinirhdir denir.

f —cebirlerive hemen hemen f —cebirleri hakkindaki bazi temel bilgileri ve tanimlari
hatirlayalim. Bu konuyla alakali daha fazla bilgi icin referanslardan [1,2,11,7,12]
Oneriyoruz. Bir A, kismi  sirahligi  ve A'da carpimsalligi  saglayan
(yani, a,b € A" igin abe A")vektér latis cebirine latis sirali  cebir  denir,
(ve (-cebiri seklinde ifade edilir). Bir ¢ —cebiri A'da A' nin tim nilpotent elemanlarinin
koleksiyonunu N(A)ile belirtecegiz. Eger N(A)=0ise /¢ —cebiri A'ya yari asal denir.
Bir /—cebiri A, anb=0vec>0igin ac Ab=ca Ab=006zelligini sagliyorsa bu A latis
cebirine f —cebiridenir. Herhangi bir f —cebiridegismelidir ve pozitif karelere
sahiptir. Eger a Ab =0 iken ab=0 ise / — cebiri A'ya bir hemen hemen f —cebiri denir.

Hemen hemen f —cebirlerive f —cebirleridegismelidir ve pozitif karelere sahiptir.

Bu boliim vektor latisleri lizerinde lineer operatorlerle alakal bazi tanimlara ayrilimstir.

A ve Bvektor latisleri olsun. AxA dan B'ye v lineer operatori (a,b) e A'xA™ igin



w(a,b) € B” ise pozitif olarak isimlendirilir. Eger her (a,b) € AXA igin
a Ab=0 iken (a,b)=0 olacak sekilde bir ¥ AxA'dan B'yelineer operatdriine

ortosimetrik denir, [6].
Eger bir A4 vektor latisinin (veya Riesz uzayi) pozitif konisi 4" ={a €A, a> OA} carpma

islemi altinda kapaliysa yani, a,be A" iken abe A" oluyorsa A’ ya latis sirali cebir

denir. (veya ¢ —cebiri seklinde ifade edilir. )

Bir /—cebiri A’ da A’ nin tim nilpotent elemanlarinin koleksiyonunu N(A4)ile
belirtecegiz. Eger N(A4)=0ise (—cebiri 4ya yariasal denir. Eger 4 anb=0,ve

c20, iken acAb=canb=0,0zelligini sagliyorsa 4ya f —cebiridenir.

f —cebiri kavraminin ilk olarak 1956’ da Birkhoff ve Pierce [4] tarafindan ortaya
ctkarihsindan on yil sonra Birkhoff [3] tarafindan hemen hemen f —cebirleri siniflari

tanistirlidi. Genellikle bu cebir siniflari ayriktir fakat aralarinda iliskiler vardir. Ornegin

her f —cebirinin bir hemen hemen f —cebirioldugu agiktir. Her Archimedean

f —cebiri degismelidir.

Boylece [2, Teorem 2.15] ten her Archimedean f —cebiri degismelidir ve pozitif

karelere sahiptir.

A ve Bvektér latisleri olmak Gzere T : 4 — Blineer operatérii eger T(A") < B ise
pozitif olarak isimlendirilir. Bir T € L( A, B) lineer operatéri eger 4 nin sirali sinirli alt
kiimelerini B nin sirali sinirh alt kimelerine 6rterek esliyorsa T ye sirali sinirli denir.

Yani Va e A" igin |T(x)| < bolacak sekilde her |x| <a icin be B" varsa

|7 (x)| =T (x) v ~(T(x)) dir.

A vektor latisi Uzerinde bir 7 pozitif operatéri x Ay =0, iken 7(x) Ay =0, saghyorsa
pozitif ortomorfizma olarak isimlendirilir. iki pozitif ortomorfizmanin farkina

ortomorfizma denir.

Bu bolimu vektor latisleri Gzerindeki lineer operatérler hakkindaki bazi tanimlarla

bitiriyoruz.



A ve Bvektor latisleri olsun. AxA dan B ye bir i lineer operatori eger,

V(a,b) € A" xA" igin 0, <y (a,b)saglyorsa pozitiftir denir.

w nin sirali sinirl olabilmesi icin gerek ve yeter kosul 7 nin AxA nin sirali sinirli alt
kiimelerini B nin sirali sinirli alt kiimelerine érterek eslemesidir, yani Va,b € A" igin,

V(|x y|) <(a,b)igin |T(x,y)| < ¢ olacak sekilde ¢ € B vardir.

AxA dan Bye bir i lineer operatoru V(a,b) € AxA i¢in anb =0, iken w(a,b) =0,

varsa ortosimetrik olarak isimlendirilir, [7].
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BOLUM 4

ARCHIMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBIRLERINDE SIRALI SINIRLI
TURETMELER

Asil amacimiz Colville- Davis- Keimel [8] teoremindeki gibi bir sonucu f —cebirlerive
hemen hemen f —cebirleri Gzerindeki sirali sinirli tiretmeler igin gergeklestirmektir.

Siradaki 6nerme temel sonuglarimiz icin gereklidir.
Onerme 4.1 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir sirali sinirli tiiretme olsun.

x Ay=0 iken (D(x)y)* =(xD(y))* =0 dir.

Ispat: x A y=0olacak sekilde x,y € A olsun. O zaman xy=0dir. Béylece

(D (x) y+xD ()’ =D (x) y)* + (xD (y))* +2xyD (x) D (y)

=D x)y)’ + (D (y))*
=0.

Buda (D (x)y)* + (xD (y))> =0 verir ki bu da nihai sonugtur.

Siradaki sonug 6nceki 6nermeden hemen c¢ikarilabilir bir sonugtur.

Sonug 4.1 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir sirali sinirh tiretme olsun.
x A y=0 saglayacak sekilde Vx,y,ze€ Aigin D (x) yz=xD (y)z=0dur.

Ispat: ispat Diem [10, Teorem 3.9 (i)] den hemen gériilir.

Siradaki 6nerme yukaridaki sonuglarin ilging ve strpriz bir sonucudur.

Onerme 4.2 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir sirali sinirli tiiretme olsun.

vx,y,z € Aigin D (xyz) = 3D (x) yz=3xD (y) z=3xyD (z) dir.

11



ispat: zeAolsun ve . :AXxA—>A Vx,yeAigin y_(x,y)=D(x)yzseklinde
tanimlansin. Yukaridaki sonucgtan aciktir ki w_bir sirali sinirli ortosimetrik lineer
operatordir. [7, Teorem 3.4] ten y_simetriktir. Sonug¢ olarak Vx,y € Aigin

D (x) yz=D (y) xz =D (z) xy dir. Buradan

D (xyz) =D (x) yz + xD (y) z + xyD (2)
=3D (x) yz

saglanir.
Siradaki sonug yukaridaki iddialarin bir sonucudur.

Sonug 4.2 A bir hemen hemen [ —cebirive D:A — A bir sirali sinirh tiretme olsun.

VX,y,z € Aigin

D (xy) z=2D (x) yz = 2xD (y) z= 2xyD (z) dir.

Ispat: Vx,y,ze Aicin D (xy) z=D (x) yz +xD (y) z dir. Onceki énermeden
D (xy) z= 2D (x) yz = 2xD (y) z = 2xyD (z)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Siradaki 6nerme Teorem 1’ i ispatlamak icin gereklidir.

Onerme 4.3 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir sirali sinirli tiiretme olsun.

vx,y € Aigin D (xy) xy =0 dir.

Ispat: x,y,ze A olsun. Yukaridaki sonugtanD (xy) z = 2D (x)yz = 2xyD (z) oldugunu

biliyoruz. Ozellikle z=xyolursa D (xy) xy = 2xyD (xy) = 2D (xy) xy elde ederiz.
Sonug olarak D (xy) xy = 0 buluruz.

ilk ana teoremimizin ispati icin tim &n gerektirmeleri topladik.

Teorem 4.1 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir siral sinirli tiretme olsun.

Vx,y € Aigin
(D (xy))’ =0 ve D (x) e N (A) dir.

Ispat: x,y € A olsun.

12



(D (xy))’ =D (xy) (D (x) y + xD (y))
=D (xy) D(x) y + D (xy) xD (y)

oldugundan
D (xy) D (x) y =xyD (x) D (y) ve D (xy) xD (y)=xyD (x) D (y)

(D (xy))* =2xyD (x) D (y) (1)
Dahasi D (xy) xy =0 oldugundan D (xy) xy = xyxD (y) = 0 esitligine sahibiz. Bundan

dolayi

D (xyxD (y)) =D (x) yxD (y) + xD (yxD (y))
=D (x) D (y) xy + xD (xy) D (y) + xxyD’ (y)
=D x)D(y)xy +D (x) D (xy) y + D (x) xyD (y)

=3xyD (x) D (y)
=0
Sonuc olarak
xyD (x) D (y)=0 (2)

elde ederiz.

(1) ve (2) numarali esitliklerinin basit bir kombinasyonuyla (D (xy))* = 0 elde ederiz.
Geriye Vx € A igin D(x) € N(A) oldugunu ispatlamak kaliyor. Sonug icin (D (xy))> =0
oldugundan Diem [10, Teorem 3.9 (i)] ile Vx,y,ze Aicin D (xy)z=0 dir. Onerme 2’

den D (xyz) = 3D (x) yz elimizde mevcut ve Sonug 2’ den

D(xy)z = 2D(x)yz = 2xD(y)z = 2xyD(z) cikartilir.

Bu sebepten Vx,y,ze€ Aigin D (xyz) =0 dir. Ozellikle eger y=z = D(x)ise (D(x))’ =0
yani D(x) € N(A) dir.

Simdi hemen hemen f —cebirleri Gizerindeki sirali sinirh tiretmeler igin Coulville-
Davis- Keimel [8] teroeminin genellestirilmis versiyonu verilebilir. ispat Teorem 1’ in

ispatina benzer oldugu icin yapiimamistir.

Teorem 4.2 A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir siral sinirli tiretme olsun.

VX,y,z € Aligin D (xyz) =0 ve D(x) € N(A) dir.
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Sonug¢ 4.3 ([5], Teorem 3) A bir hemen hemen f —cebirive D:A — A bir pozitif

tlretme olsun. O zaman VXx,y,z € Aigin D (xyz) =0 ve D(x) € N(A) dir.

Siradaki 6rnek dnceki teoremlerin terslerinin yanlis oldugunu géstermektedir.

Ornek 4.1 A=C([0,1]) noktasal toplam ve siralama ile désenmis [0,1] araligindaki tim

reel degerli stirekli fonksiyonlarin koleksiyonu olarak alinsin. A lizerinde * carpimi

0 ; 0
- ft-3gt-3); 3

IN
IN

t

1
20 .

ile tanimlansin.
t<1

(f *2)(1) ={

IN

Vf,g,he A igin f*g=xh=0 olacak sekilde A' nin * ¢arpimsalligina gére bir hemen
hemen f —cebiridir. D:A —> A Vte[0,1] icin D(f)(¢) = —1)f(t)ile tanimh sirali

sinirl lineer operatér olsun. Vf,g,heAigin D(x)eN(A), (D(f*g))>=0 ve

D(f *g=h)=0 olmasina ragmen D bir tiretme degildir.

Simdi bir sirali sinirh lineer operatoriiniin tiiretme olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli bir

kosulu saglanacaktir.

Teorem 4.3 A N(A)={a €d:a’= O} gibi bir hemen hemen f —cebirive D:A —> A

sirali sinirh bir lineer operatdr olsun. D'nin A Uzerinde bir tliretme olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul Vx,y € Aigin D (xy) =0ve D(x) € N(A)olmasidir.

Ispat: [10, Teorem 3.9 (i)] ile gerek kosul asikar oldugundan yeter kosul ispatlanacaktir.
D(x) € N(A)={a €d:a’ = 0} oldugundan [10, Teorem 3.9 (i)] ile

vx,y € A igin D (x) y=x D (y) =0 dir. Buradan da

Vx,y € A i¢in D(xy)=D (x) y +x D (y) =0

Bundan dolayi D bir tiretmedir. Bu bize istenen sonucu verir.

Sonug¢ 4.4 A bir f —cebirive D:A — A bir sirali sinirli lineer operatdr olsun. D' nin
tiretme olabilmesi icin gerek ve yeter kosul Vx,y € Aigin D (xy) =0ve D(x) € N(A)

olmasidir.

Sonug 4.5 A biryariasal [ —cebiriise A' dakitek sirali sinirli tiretme sifirdir.
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BOLUM 5

ARCHIMEDEAN HEMEN HEMEN F-CEBIRLERINDE SIRALI SINIRLI YEREL
TURETMELER

Bu bélimde, Archimedean hemen hemen f —cebirlerinde sirah sinirli yerel tiiretmeleri
dislinecegiz. Genel olarak hemen hemen f —cebirlerindebir sirali sinirli yerel

tliretmenin bir tiiretme olmadigini sdyleriz. Bu siradaki 6rnek ile gosterilmistir.

Ornek 5.1 Olagan islemlerle ve sirayla 4=R” alalim. Her (a,b),(a',b")e A igin
(a,b)*(a',b") =(0,aa") garpma islemini tanimlayalim. Basit bir dogrulama gosterir ki A
* carpmasl altinda bir hemen hemen f —cebiridir. d:A — A lineer operatori

V(a,b) € Aigin d ((a,b)) = (a,2b) ile tanimlansin. d nin tiiretme oldugunu gostermek
kolaydir. Dahasi Id, ile gosterilen A'nin birim operatori bir sirali sinirli yerel
turetmedir. Gergekten V(a,b) € Aigin 1d, ((a,b)) = d((a,b/2))dir. Fakat 1d, 4 da bir
tiretme degildir.

Siradaki 6nermeler temel sonuglarimiz icin gereklidir.

Onerme 5.1 A bir Archimedean hemen hemen f —cebirive d:A — Abir sirali sinirli
yerel tiiretme olsun. O zaman Vx,y,z€ 4 icin xAy =0, ile d (x)yz=xd (y)z=0,

dir.

Ispat: d:A — Abir sirali sinirli yerel tiiretme ve xAy =0, olacak sekilde x,ye 4
olsun. Bundan dolayr xy =0, dir. Buradan d (x)y=0, (x)y olacak sekilde bir o,

tiretmesivardir. 0, =6 (xy)=0.(x)y+x0_ () oldugundan
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0, =(3,(x)y+x3,(»)’
=(6,(0)y)" +(x8,(») +2xv5,(x)5,(»)

olur. xy =0, oldugundan (5,(x)y)’> +(x5.(y))* =0, olur. Sonug olarak

a=(0,(x)y) =(6x(y)v0 ve b=(5.(x)y) =(-0x(¥))v0 alrsak anb=0,

oldugundan ab =0, dir. Sonug olarak

0, =(3,(x)y)
=(a-b)y’

:aZ +b2
Bundan dolayr @’ =b>=0, .
a’,b* € A oldugundan ([10] Teorem 3.9 (i)) kullanilarak Vze 4 igin az=bz=0,
elde edilir.
Vz e Aigin 0 (x)yz =0, buradan
Vx,y,z€A igin xAy=0, ozelligi ile d (x)yz=0, dir. Ayni argimani kullanarak
Vx,y,z€ A igin xAy =0, ozelligiile xd(y)z =0, oldugu ispatlanir.

Onerme 5.2 A4 bir Archimedean hemen hemen f —cebirive d:A — Abir sirali sinirl
yerel tiretme olsun. O zaman Vx, y,z € 4 igin d(x)yz =xd(y)z = xyd(z) dir.

ispat: z e A4 olsun, o zaman 6nceki 6nermeye gére Vx,ye digin y_(x,y) =d(x)yz
ile tanimlanan y_ :A4AxA—> A lineer operatdri ortosimetriktir. w_ in sirali sinirh

oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten (|x

y|)£(a,b)eAxA olsun. dsirali sinirh

b

oldugundan V(|x

y|) <(a,b) € AxA igin |d(x)| < ¢ olacak sekilde ¢ e A" vardir. Sonug

b

b

olarak V(|x

¥ < (a,b) € AxA igin

. (x,y)| =|d(x) ]
=|d(x)[|y]|
< cb|Z|

olur. Bundan dolayr y_ sirali sinirlidir. Bu ylizden ortosimetrik sirali sinirli bir lineer

operator simetriktir. Bu nedenle y_ simetriktir. Sonug olarak Vx, y,z € 4 igin
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d(x)yz =d(y)x
=y, (»,2)
=y (z,»)
=d(z)xy

Onerme 5.3 A4 bir Archimedean hemen hemen f —cebirive d:A — Abir sirali sinirl

yerel tiretme olsun. O zaman Vx, y,z € 4 igin d(xy)z =xd(yz) = yd(xz) dir.

ispat: x e 4 olsun. Vy,z e digin w (y,z) =d(xy)z ile tanimlanan y_ : AxA — A ¢oklu

lineer operatériiniin sirali sinirli ortosimetrik oldugunu iddia ediyoruz. Onerme 2’ nin

ispatindaki arglimani kullanarak w_ in sirali sinirli oldugu sonucunu cikartiyoruz.
y Az =0 olacak sekilde y,z e A4 segelim, o halde yz=0 dir. d:A — Abir sirali sinirli

yerel tiiretme oldugundan

d(xy)z=0,, (xy)z

=5, (yz+6, (y) xz
olacak seklide bir o, tilretmesi mevcuttur. yAz=0 oldugundan yz=0,dir ve
boylece d(xy)z=0,(y)xz olur. Ustelik 0, =0,(y2)=0,(y)z+0,(2)y dir. Sonug

olarak
0,=(5,(1)z+8,(2)y) =(5,(»)2)* +(8,(2)y)* dir. O zaman

(dcy(y)z)2 =(5xy(z)y)2 =0, dir. Onerme 2’ nin ispatindaki mantik ve ([10], Teorem 3.9
(i) ile Vte A icin 6, (y)zt =0, elde edilir. Bu sebepten d(xy)z=0,(y)xz=0, dir.
Boylece _ sirali sinirlh ortosimetriktir. [6] ve [7] ye gore y simetriktir. Burdan
Vx,y,ze€ A4 igin

v, (v, 2)=d (xy)z

=y, (2Y)
=d (x2)y
=y.(x)
=y.(¥,%)
=xd (yz)
= yd(xz)

olur.
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Ana teoremimizin ispati i¢in tim 6n gerektirmeler toplandi.

Teorem 5.1 Abir Archimedean hemen hemen f —cebirive d:A — Abir sirali sinirh

yerel tliretme olsun. O zaman d A Uzerinde bir genellestirilmis ortalama operatérdur,

yani Vx,y,ze€ A igin d (xd(y)) z =d(x)d(y)z dir.
Ispat: x, y,z,t € 4 olsun. Onceki dnermeden

d (xy)zt =d (z)xpt
=d (x)yzt

Sonug olarak Vx, y,z,t € 4 igin (d (xy) z — d(x)yz)t =0, dir. Burdan da

(d (xy)z — d(x)yz)’ =0, olur. NZ(A)={aeA;a2=O} olsun. A/N,(4) nin bir

Archimedean f —cebiri oldugunu gostermek kolaydir. (burada, X x+ N(A)kosetini

belirtmektedir.) Bu ylzden d (xy)z —d(x)yz :E dir. Boylece Vx,y,ze A igin

(d (xp)—d(x)y)Z =0, olur.

Ozellikle z =d (xy) —d(x)y olursa d (xy) —d(x)ye N(4A/ N,(A)) elde ederiz. lyi
bilindigi gibi eger B bir Archimedean f —cebiri ise

N(B)' ={xeB,Vye N(B),

x| Aly[=0,} iken Va,beB icin abeN(B) dir. ([9],

Onerme 10.2) d (x)y :m)_/ oldugundan d (x)y € (N(A/ N,(A)))" dir.

Ustelik d bir yerel tiiretme oldugundan d () =0,(xy)=0,,(x)y+xd,(y) olacak

sekilde A Uzerinde bir 6, tlretmesi mevcuttur.

Bundan dolayi d (xy) =6,,(x)y +x6,,(y) € (N(A/ N,(4)))* dir.

Sonug olarak d (xy) —d(x)y e N(A/ N,(A) N (N(A/ N,(A))",

buradan d (xy) —d(x)y :E dir. Buradan da (d (xy)—d(x)y)* =0, olur.

([10], Teorem 3.9 (i)) ile d (xy)z—d(x)yz=0, elde edilir. Bu yizden Vx,y,z€ A4 i¢gin
d (xd(y))z =d(x)d(y)z olur.
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Sonug 5.1 A4bir Archimedean f —cebirive d:A — Abir sirali sinirl yerel tiretme

olsun. O zaman d A uzerinde bir ortalama operatordir, yani Vx,ye Aigin
d (xd(y))=d(x)d(y) dir.

ispat: x,y,z€ 4 olsun. Bir énceki teoremin ispatindan (d (xy)z—d(x)yz)’ =0,
oldugu gorilir. Ozellikle z=d (xy)—d(x)y olursa d (xy)—d(x)y € N(A) elde ederiz.
d (xy)—d(x)y e (N(4))" oldugundan ([9], Onerme 10.2) Vx,yed icin
d (xy) =d(x)y olur. Buyuzden Vx,ye 4 i¢in d (xd(y))=d(x)d(y) dir.

Sonug¢ 5.2 A bir Archimedean yari asal f —cebirive d:A — Abir sirali sinirli yerel
tlretme olsun. O zaman d bir ortomorfizmadir.

ispat: xAy=0, olacak sekilde x,yed olsun. O =zaman xy=0, ve
d (xy)=d(x)y=0, dir. Bu yiizden 0, <(|d(x)|Ay)’<|d(x)|y=|d(x)y[=0, dir.

Sonug olarak |d(x)|/\y e N(A) dir.

A bir yan asal f —cebiri oldugundan |d(x)|/\y=0A dir. Bu ylzden d bir

ortomorfizmadir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada cebirin temel konularindan tiretme konusu latis sirali cebirlerde

incelenmistir. Bazi ilging neticeler ortaya ¢cikmistir.

Teorem 4.1’ de bir hemen hemen f —cebiri A’ da tamimli D:A — A bir sirali sinirh
tiretmede her x,yeA icin (D (xy))> =0veD (x)e N (A) oldugu ispatlanirken,
Teorem 4.2° de ise her x,yze A i¢cin D (xyz)=0 ve D(x)eN(A) oldugu
ispatlanmistir. Teorem 4.3’ te D sirali sinirlh lineer operatdriiniin A lizerinde bir

tiiretme olabilmesi icin gerek ve yeter kosulun her x,ye A i¢in D (xy)=0 ve

D(x) € N(A) oldugu ispatlanmistir.

Son olarak Teorem 5.1° de ise bir Archimedean hemen hemen f —cebiri A’ da

d:A — A sirali sinirh yerel tiiretmesinin A {izerinde bir ortalama operatér oldugu

ispatlanmistir.

Calismada gegen f — cebirleri baska cebirlerle degistirildigi zaman sonuglarin dogru

olup olmadigi arastirilabilir.
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