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OZET

DIKDORTGEN BiCiMLi DALGA KILAVUZLARI BOYUNCA SiINYAL TRANSFERI

Ummii SAHIN

Matematik Mihendisligi Anabilim Dal

Yiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Yard. Dog. Dr. Kevser KOKLU

Bu ¢alismada Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasim(ETEY) olarak adlandirilan bir
analitik zaman-dénemi metoduyla dislnilen keyfi zamana bagh mikemmel iletken
yuzeye sahip bir dikdértgen dalga kilavuzunda bir Greteg fonksiyonu tarafindan uretilen
elektromanyetik alan kuvvet problemine bakacagiz.

TE ve TM dalga kilavuzu modlarinin bir tam kiimesi zaman doéneminde direkt elde
edilebilir. Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasimin analitik formuyla problem
¢Ozulebilir. Analitik olarak ¢ozilen bu problemin Euler yontemiyle TM modunun x
degiskeni icin sayisal ¢6zimu de bulunur. Bulunan bu iki ¢6zimiin uygunlugu Ki-kare
testi ile degerlendirilir.

Dalga kilavuzundaki dijital sinyallerin yayilim problemi nedensellik prensibine uygun
¢Ozillr. Bu calismalarimizi Hilbert uzay 6zelliklerini kullanarak yapabilmekteyiz. Bessel
fonksiyonlarinin derecelerinin yari-tamsayilar oldugu durumlarda analitik ve grafiksel
sonuclarla gosterilir.

Anahtar Kelimeler: Elektromanyetik Teori, Maxwell denklemleri, zaman-dénemi, evrim
denklemleri, modal baz, modal genlik, Euler yontemi, Ki-kare testi, Bessel fonksiyonu,
Hilbert uzayi, yari-tamsayi derece.
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In this study, the problem of electromagnetic field strength which are produced by a
given source function which has arbitrary time dependency in a rectangle waveguide
having perfect electric conductor surface is considered by an analytical time domain
method called Evolutionary Approach to Electromagnetics(EAE).

A complete set of TE and TM waveguide modes is obtained in time domain directly.
The problem is solved within the analytical framework of the evolutionary approach to
electromagnetics. The problem which is solved with analytically also solved with
numerically for TM modes’ x variable by Euler method. Both of these solutions are
evaluated with Chi-square test.

The problem of propagation digital signals in the waveuide is solved explicitly in
compliance with the causality principle. We can study by the using of Hilbert spaces’
properties. Analytical and graphical results are presented for the cases when the
orders of the Bessel fuctions are all possible and semi-integer numbers.

Key words: Electromagnetic theory, Maxwell equations, time-domain, evolutionary
equations, modal base, modal amplitude, Euler method, Chi-square test, Bessel
function, Hilbert space, semi-integer order
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Maxwell denklemleri 140 yil dnce 6nerilmis olup elektromanyetik teoride 19. yuzyilin
en basarih denklemlerinden biridir. Bu denklemelerin ilk ¢oziimleri frekans uzayi

Uzerinde olup gelisim temelde asagidaki gibi olmustur [1].

1960 oncesinde kapall form ve sonsuz seri tabanli analitik ¢oziimlerin ve sayisal
sonuglarin mekanik hesap makineleri ile elde edilmesine ¢aligiimistir. 1960 sonrasinda
ylksek frekans asimptotik tekniklerin ve integral denklem tabanl ¢6ztimlerin FORTRAN
ve benzeri diller kullanilarak bilgisayarlarda hesaplanabilmistir. Dolayisiyla
monokromatik(sintzoidal) ¢ozliimler vyayginlasmistir. Bunun nedenleri; Fourier
teoreminin matematiksel etkileri, sinir deger problemlerinin ¢éziminiin yayginlasmasi

ve sinlizoidal tirdeki dalgalarin dogadaki varliklari olarak agiklanabilir [1].

1980 sonrasinda Maxwell denklemlerine farkli bir bakis ile Tretyakov Elektromanyetik
Teoriye Evrimsel Yaklagsimlar yontemini ileri sirmustir [2]. ETEY ydonteminin, zaman

uzayinda kutularda uygulanmasina iliskin 6rnekler mevcuttur [3].

Elektromanyetik teoride Tretyakov'un metodu kullanilarak, elektromanyetik alan
kuvvetlerinin arandigi baslangi¢ kosullari verilen tg¢ kanonik sinir-deger problemi vardir.
Bunlar, kutu problemi, dalga kilavuzu problemi ve harici problem. Bu tezde ¢6zllen
dalga kilavuzu problemi Euclid uzayinin bir alt uzayinda calisilan kanonik bir
problemdir. Kutu probleminde kullanilan metod ile Maxwell operatoriinin
denklemden ayristiriip ¢6zilmesidir. Coklu baglantili oldugu kabul edilen dalga

kilavuzunun ici bos rastgele bir kesit-alanh fakat geometrik olarak Oz ekseni boyunca
1



diizglin bir kesitinde problemin ¢6zimu yapilmistir. Dalga kilavuzu yizeyi mikemmel

elektrik iletkendir [4].

Problemin ¢6zUldlGgl yapilar kutu veya rezonator olarak adlandirilir. Klasik zaman-
harmonik elektromanyetik teoride, teorik olarak sadece ¢ = —’da baslayip ¢t =+ ’a
kadar devam eden olaylari incelemek mimkindir. Ancak gercek durumda
arastirmacilar bir uyarici kaynagin uyarilmasi sonucu meydana gelen elektromanyetik
salinimlarla islem yaparlar. Elektromanyetik alanlar sadece kaynak uygulanmaya
basladiktan sonra dogar ve zamanla salinirlar. Dogal olarak béyle olaylarin ¢ =0 gibi bir

baslangiclari vardir [4].

Zaman-donemi ¢alismalarinin bilinen iki ana metot ile ¢éziilmesi yaygindir. En sik
uygulanani, sayisal analiz metodu kullanilarak ¢ozilen, sayisal niceliklerin her bir veri
sonrasinda tespit edilip analiz edildigi Zaman Uzayinda Sonlu Farklar (ZUSF) yéntemidir
[5]. Metottaki verilerin bollugu, salinim boyunca veri saglanabilmesi ve bu verilerin
kaydedilip sonucun karsilastirilarak baslangi¢-siireg-sonug karsilastirmasiyla gozlem
yapilip saghkli bir neticeye ulasilabilmesini saglar. Metodun zenginligi bilgisayar

verilerinin ¢oklugu ve karsilastirilabilirligini sunmasidir [6].

ikinci yontem ise analitiktir Bu ydntemde Fourier veya Laplace integral déniisimleri
kullanilir. integraller ile (—oo,oo) araliginda calisildigindan nedensellik prensibi bu

metotta altl cizilmesi gereken 6nemli bir unsurdur. Fizik ve matematik beraber
disunilerek elde edilen matematiksel sonuglar fiziksel gereksinimleri de karsilamalidir

[4].

Analitik bir metot olan Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasim (ETEY) metodu da bu
cimledendir [7]. Metot zaman-doneminde elektromanyetik alanlarin ¢ézimlerini
analitik olarak inceler. Analitik incelemede zaman tiirevinin korundugu diferansiyel

evrim denklemleri ile ¢alisilir.

ETEY yOntemi ile yakin zamanda, miikemmel iletken dalga kilavuzu yiizeyleriyle bu
dalga kilavuzlarinin kesit-alanlarinda #=0 zamaninda baslangici olan sinlizoidal bir
isaret ile elektromanyetik alanlarin uyarilmasi ve dalga kilavuzu boyunca transferi

incelenmistir [8], [9], [10].



Ayni zamanda bu g¢alismada TM modundaki Dirichlet problemine x degiskeni igin
muhendislikte yaygin olarak kullanilan Euler yontemi ile sayisal olarak yaklasilmistir.
Elde edilen analitik ve sayisal sonuglar grafiklendirilmis yaklagimlar gorsel olarak

sunulmustur. Yapilan bu sunumun bilimsel olarak gercekligini saglamak amaciyla

istatistikte yaygin olarak kullanilan Ki-kare (%*) uyumluluk testine basvurulmustur

[11].
Bu tezde;

(i) Urete¢ fonksiyon, ustel fonksiyon ve Bessel fonksiyonun carpimi olarak
hesaplanmis ve daha sonra ¢6ziimdeki Bessel fonksiyon ailesi icin tamsayi
¢ozumleri verilmistir.

(ii) Analitik ¢6zimi bulunmus olan Dirichlet probleminin x degiskeni icin

sayisal ¢dziimii Euler ydntemi ile yapilmistir. Gergekligi Ki-kare (y°) testiile

saglanmistir.

(iii) Gozumlere grafiklerle gorsel bir perspektif saglanmaya galisilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci; Maxwell denklem sisteminin zaman-déneminde d,’nin korundugu evrim

denklemleri ve Laplasiyan vasitasiyla analitik olarak c¢ozilmesidir. Zaman

donemlerinden biri igin sayisal ¢ézimiin de yapilip ¢dzimlerin dogrulugunun Ki-kare

(;{2) testi ile gosterilmesidir. Elde edilen ¢ozimler esliginde bir dikdortgen dalga

kilavuzu boyunca sinyalin nasil aktarildig grafiklerle de gorsellestirilmeye ¢alisilacaktir.

13 Bulgular
Bolim 2:

Bolim 2’de TE-TM modlarina dik koordinatlarda bir bakis yapilmis, Neumann ve
Dirichlet problemlerinin ¢éztmleri verilmis, uyarici kaynak ile dikdértgen dalga kilavuzu
boyunca sinyal transferi icin, koordinatlarin ve zamanin ikinci dereceden tirevlere
sahip (harmonik) reel-degerli 6z vektor fonksiyonlari sinifinda elde edilen tam analitik

¢ozumleri verilmistir.



Bu analitik ¢6zimlerden TM modunda Dirichlet probleminin x degiskeni icin Euler
yontemi kullanilarak MATLAB 7 ile sayisal ¢ozimi yapilmistir. Bulunan gercek ve
yaklasik degerler Ki-kare uyumluluk testine tabi tutularak gergekligi gdzlenmistir. Bu

gerceklik ayrica cizelge degerleri kullanilarak EXCEL yardimiyla grafiklendirilmistir.

Maxwell denklemleri ¢oziliirken, nedensellik prensibine bagh kalinmis baslangi¢

degerleri ve sinir sartlari uygulanmistir.
Bolim 3:

Bolim 3’te; i¢ ¢arpim uzayi ve Hilbert uzayr tanimlanmis ve bu uzaylarin 6zellikleri
verilmistir. Bu uzaylarla ilgili temel kavramlar tanimlanmis ve temel teoremlerden
bahsedilmistir. Bir uzayin hangi durumlarda Hilbert uzayr olabilecegi uzerinde
durulmus, Hilbert uzayi olan ve olamayan uzaylara 6rnekler verilmistir. Ayrica bir
Hilbert uzayinin en dnemli 6zelliklerinden biri olan diklik kavramindan bahsedilmistir.

Kendine es operator kavrami tanimlanmis ve ilgili teoremler verilmistir.
Bolim 4:

Boliim 4’te; Bessel diferansiyel denklemi ve ¢6zimi{ hakkinda genel bilgiler verilmis,
modal genliklerin Bessel fonksiyonu yardimiyla elde edilisinden bahsedilmistir. Klein-
Gordon denkleminin ¢ozimlerine bakilmis, degiskenlerine ayirma metodu ile Klein-
Gordon dalga denklemi ¢ozillip ¢oziim Bessel fonksiyonu ile Ustel bir fonksiyonun
carpimi olarak bulunmustur. Bu ¢6ziimun sifir-sonsuz araliginda tam bir fonksiyon ailesi
elde edilmis ve Bessel fonksiyonunun indeksinin farkh durumlari incelenmistir. Sonug
olarak Bessel diferansiyel denklemi ve Bessel fonksiyonlari ile ilgili ayri bir tartisma
yapilmis ve bunun yani sira genlik probleminin kiiresel Bessel fonksiyonu yardimi ile
¢Ozumleri gosterilmistir. Bu yaklasim sonucunda elde edilen denklemlere sinir kosullari
uygulanmadan ve denklemler normalize edilmeden sunulmus, bu tartismalar baska

calismalara birakilmistir.
Bolim 5:

Bu boliimde grafikler cizilip birbirleri ile gorsel olarak bir karsilastirma yapilmistir.
Hemen her grafik icin p=1/2,3/2,5/2,...degerlerine ayri ayri bakilmis, 7 =10,20,30,..

ve &£ =10,20,30,.. degerlerine ait grafikleri MAPLE 14 yardimiyla gizilmistir.



B6lUm 6:

Bu bélimde amaclar dogrultusunda gerceklestirmis oldugumuz calismamizin 6neri ve

sonuglarina deginilmistir.



BOLUM 2

ZAMAN DONEMi MODLARI PROBLEMI VE SAYISAL YAKLASIM

2.1 Giris

Dalga kilavuzlari boyunca sinyal transferinin analizi iki ana kisimdan olusur. ilki, zaman-
dénemi dalga kilavuzu modlarinin modal bazda sunumudur. ikincisi ise, Klein-Gordon
dalga denkleminin ¢6zilmesinden olusur [4]. Dikdortgen dalga kilavuzlari boyunca
sinyal transferini saglayan zaman-bagimli modal genlikler Klein-Gordon denkleminin
¢6zumda ile bulunur. Klein-Gordon denkleminin ¢6zimi nedensellik prensibine bagh

olarak seri halinde elde edilir.

Bos bir dikdortgen dalga kilavuzundaki sinyallerin yayilmasi ve iletilmesi problemi
analitik bir zaman-dénemi metodudur. Dalga kilavuzu geometrik olarak homojen, Oz
ekseni boyunca dizgin ylzeyli kapah tekli baglantiidir. Dalga kilavuzu yiizeyi
muikemmel elektik iletkendir. Tam TE ve TM dalga kilavuzlari modlari direkt olarak
zaman-doneminde elde edilmistir. Her bir modal alan enlemsel ve eksenel kisimlarinin
vektdr uzantilarinin toplami olarak alinmistir. Her bir uzanti iki etkenden olusur. Biri
dalga kilavuzunun bir elemani ve enlemsel dalga kilavuzu koordinatlarinin vektor
fonksiyonu olan modal baz digeri ¢t zamani ve eksenel koordinatz’nin skaler bir
fonksiyonu olan bir modal genlik. Modal bazlarin bitlin elemanlart iki skaler potansiyel
yardimiyla belirlenir. Bunlar uygun bir yol ile normalize edilmis Laplasiyan igin Dirichlet
ve Neumann sinir-deger problemlerinin 6z¢ézimleridir. Modal bazin her bir elemani
dalga kilavuzu yizeyinde uygun sinir kosullari saglar. Modal genlikler evrimsel kismi
tirevli diferansiyel denklemler sisteminin zamana (ve eksenel koordinat z ‘ye) bagh

¢Ozlimleridir [4].



3-bilesenli pozisyon vektdori R ve V operatori, dalga kilavuzu kesit-alanin S yuzeyi

ve z ekseni,

R=r+zz, V=V, 6 +1z0, (2.1)

olarak alinacaktir. Burada z, Oz ekseni boyunca yonelmis birim vektor, r S kesit

alanh dalga kilavuzundaki 2-bilesenli pozisyon vektérii ve V |, V’nin enlemsel kismidir.
Diferansiyel operatérii V|, sadece enlemsel dalga kilavuzu koordinatlarinda (r) calisir.

3-bilesenli elektromanyetik alan kuvvet vektorleri E ve H her biri asagidaki gibi iki-

bilesenli ve bir-bilesenli vektorlerin toplami olarak

E,(R,1)=E(r,z,t)+2E_(r,z,1)
H, (R,t)=H(r,z,7)+2zH (r,z1) (2.2)

sunulmustur. Sinir kosullari,

n-H), =0, (I-E), =0, (z-E), =0 (2.3)
dir.

2.2 TE Modu

Neuman problemini ¢ozerek baslamaliyiz.

(VI+02 )y, (r)=0

v, (r)‘L =0
2
e
N

burada d, =n-V , L konturu Uzerinde normal tirev, vjl >0, m=12,.. ozdegerler,
m indisi reel eksende artan bir siralamaya sahip sayisal degerler, l//m(r)’ler de bu

O0zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir.



9> 9’

Ozel olarak ¥, (r) = X (x)Y(y) seklinde segilsin ve Laplasiyan: Vi =—

seklindedir.

Bu degerleri (2.4) denkleminde yerine koyarsak;

O’[X(Y(y)], XY ()
92 x? dy>

+02X(x)Y(y)=0

ya1x],  a’ly]

dx dy

1
+02XY =0 ve — ile garpilirsa
XY

1 d*X 1d%
_ +_

X dx* Y&y
—

-1 (x) —2(y)

+0.=0 =0 =(X)+1(y)

bulunur.
Denklemin ¢6zim{;

X (x)=Acos(t(x)x)+ Bsin(t(x)x)
Y(y)=Ccos(t(y)y)+ Dsin(t(y)y)

bulunur.

¥, (r) =X ()Y (y)=[Acos(t(x)x) + Bsin(t(x)x)] [C cos(z(y) y) + Dsin(t(y) y)]

seklindedir.

oV, (r)‘L =0 Neumann sinir kosullarini uygulayalim;

1.0<x<a, il//m‘ =0
dy "
;_y‘//my_o = [A cos(t(x)x)+ B sin(t(x)x)] [—Ct(y) sin(¢(y)y)+ Dt(y) cos(t(y)y)] =0

[-Ct(y).0+ Dt().11=0=> D =0

+_
ox> oy’

(2.5)



2.05x<a, il//m‘,szo
ay "7

= [—Ct(y) sin(t(y)b)] =0=sin(0+ px); p=0,1,2,...... =>t(y)= p77£; p=0,1,2,....

= %me—o = [—At(x) sin(#(x)x)+ Bt(x) cos(t(x)x)] [C cos(t(y)y)]‘x:() =0

[~At(x).0+ Br(x).1][C cos(t(y)y)|=0= B =0

4. 0<y<bh, i‘/fm\xza =
ox
0 )
al/jm‘x:a = [—At(x) sm(t(x)a)][C cos(t(y)y)] =0
. ) qr
sin(t(x)a) =sin(0+gr) => t(x)=—;9=0,1,2,...
a
ve U2 =17 (x)+17(y)
2 2 2 2 2 2
7 (ﬂj +(P_”j S KD i N U
" a b a b’ " a b’ P

Sonug olarak bulunan degerlerin (2.5) denkleminde yerine konulmasiyla;

W, (r) = X ()Y (y) =[Acos(t(x)0)][C cos(t(y) y)] = N cos(t(x)x) cos(t() y)

bulunur. Burada, #(x) _ar , 1Y) oyl
a b
v? 2
Normalizasyon sabiti; 5:" .[|l//m| ds=1, S=ab

N



j v, |ds—— j cos>(#(x)x) j cos>(#(y)y)dydx =1

x=0 y=0

2
?

B ab 2 2 2t(x) 22 2t(y)

P (612 +pzj . A
3 a2 b NZKE*'lCOS(Zt(x)x)j ]{(14'1008(%()}))})) ]:1

2,12 2
ﬂ(bq+ap)N{+a a}{b_ﬁ_b b}l

a’b’ ab |2 4qm 4qr |2 4prm 4prm
T (b*q* + b 4a’b®
( gzap) Za_:1:>N2: 2 262 2 2
ab ab 22 (b q”+a p”)
2ab
N = ; ptq#0
w\b*q* +a’p?

Boylece,

v, (r) =N cos(t(x)x)cos(t(y)y)

2ab cos(ﬂx) cos(p?ﬂ- y); p+q#0

W, (x,y) =
w\b’q’* +a’p’ a

elde edilir.
Ornek 2.1
Tipik 0<x<a ve 0<y<b ile sinirlari belirlenen dikdértgen seklinde bir dalga
kilavuzu olan L konturunu distinelim. A’ normalizasyon sabiti olmak tizere P, (r)
potansiyelini ¥, (r)= A"y (r) olarak alaim. w (r)=cos(pmx/a)cos(mgy/b) dir. g
ve p parametreleri p, ¢=0,1,2,.., p+q#0 sartini saglayan tamsayilardir. (2.4)

problemini ¢ozerek

vl=rx (p la*+q /bz)E v,,

Ar=\2-6,)2-6,)/v,, =A, (2.6)

p.q

10



0, egerm#n
elde edilir. Burada 6,, ve J,, Kronecker deltasidir (J,,, :{ 8 oldugu
’ ’ ’ 1, egerm=n

hatirlanmalidir). vjl O0zdegerlerini reel eksen Uzerinde konumlayan indis m indisidir:

m— (p,q). P, (r) potansiyeli zaman dénemi TE modlarinin taniminin bir parcasidir
[6].

E! =0

m

B = (D, () YR Vo (1))
v, H, = <a(vmz)hm (Z’t)>[1/ VoY, (r)}

v, /., = (h, (2.0))] v, Y\, , (1) ] (2.7)

1 o 1 o

(v,2) =—— Ve c=

1
v, of 3 €atty

Modal alan ciftleri dalga kilavuzu kesit-alaninda [*] kdseli parantez ile gosterilir.

cv, ot

burada 9 boslukta isik hizidir.

ver)

Buradaki potansiyellerin hepsi Laplasiyandan elde edilirler. <*> kirik parantez ile ifade

edilen faktorler uygun modal alan uzantilarinin modal genlikleri fiziksel manasina

sahiptir. Hepsi Klein-Gordon denkleminden elde edilen bir hm(z,t) potansiyeli

tarafindan belirlenir [4].

(02, -92 +1h,(z1)=0 (2.8)

(2.4) problemi bir sifir asikar ¢oziimline daha sahiptir. Bu ¢dziim v(f =0 Ozdegerine
karsilik gelir ve harmonik ¥,(r) fonksiyonu igin V2% (r)=0, aano(r)‘L =0
problemini Uretir. r € L+S ve ¢, bir sabit olmak tizere harmonik fonksiyonlar

maksimum-minimum teoreminden ‘Po(r):cl elde edilir. ‘Po(r) potansiyeli bir TE

modu daha Uretir.

E!(r,z,1)=0, H)(r,z.1)=zc, (2.9)

11



burada Hg alaninin modal genligi de bir sabittir [4].

Weyl Teoremi TE zaman-dénemi modlarinin L, Hilbert uzayinda tam oldugunu ifade

etmektedir [12].

2.3 TM Modu

Dirichlet problemini dik koordinatlarda ele alalim. TM modlari igin Dirichlet problemi;

(Vi+x,),(r)=0

L j 2, (r)\zds = (2.10)

seklindedir.

Burada K‘i >0, m=12,.... 6zdegerler, m indisi reel eksende artan bir siralamaya sahip
sayisal degerler, ¢m(r)’ler de bu &ézdegerlere kargilik gelen dzvektérlerdir. x; =0

O0zdegerine karsilik gelen ¢0(r) ¢O0zUmi sifirdir. Dalga kilavuzunun S kesit alani

dikdortgen olarak alinsin. Homojen Helmholtz denklemi;

(V2 +x2 ) (r)=0, (a—:+872+lcij¢m(r):0 (2.11)

+5.=0 (2.13)

12



19X (x) 1 Y (y)

eklinde yazilabilir. (2.13) denklemi —— =—*(x) ve —— =—’
biciminde degiskenlerine ayrilirsa
K =1 (x)+17(y) (2.14)

Ozdeger ailesi elde edilmis olur. Nihayetinde x_  06zdegerler kiimesi (2.14)

m

denkleminden rahatca cekilebilir. Burada #*(x) ve t’(y) sabitleri neden negatif
secildiler diye bir soru karsimiza c¢ikar. Eger t*(x) ve t°(y) keyfi sabitleri pozitif
secilseydi (2.10) denkleminin ¢6zimi rahatca gorilebilecegi gibi exp(-_i-it(x)x) ve
exp(ir(y)y) olarak bulunacakti. Boylece é,(r) potansiyeli

exp(£ir(x)x) exp(xit(y)y) elde edilecekti. Oysa bu istel fonksiyonlar iraksamalar

icermektedir. Fakat problem Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklagim (ETEY) ile

¢Oziileceginden ¢ozimler yakinsak olmalidir [5].

(2.11) denkleminin ¢6zimi ¢m(r)‘L =0 sinir kosullari altinda
. (r)= A’ sin(pmc/a)sin(gzy/b) (2.15)

olarak elde edilir. Burada p ve g parametreleri p+qg#0 sartiyla p,g=0,12,...
tamsayilardir. A normalizasyon katsayisidir. (2.10) denkleminden x, o6zdegerler

kiimesi

Kflzﬂ'z(pzla2+q2/b2) (2.16)
seklinde bulunur. A’ icin (2.10) denkleminin Uglnct satirt  ¢oziilmelidir.

K, 2
?’”J‘|¢m(r)| ds =1 normalizasyon integralinde S =ab alinirsa
S

e 2 x=a y=b
Kf’(lz’") J-sinz(pﬂ:x/a)dx jsinz(qﬂylb)a’yzl (2.17)
a x=0 y=0

(2.17) denkleminde gerekli sadelestirmelerden sonra A’ normalizasyon sabiti

13



A =2/k, (2.18)

olarak bulunur.

¢m(r) potansiyeli zaman-dénemi TM modlarinin taniminin bir parcasidir [4].

H: =0

zm

K'H¢ =<—3<Kma>€m (z,t)>[z><l/ V. o, (r)]
KB = (0, (20))[ife V.0, (1)

K, E, =<em(z,t)>[lcm 1/\/5%(1')} (2.19)

_1a 12 I
Ky,ct) K, at’ (x,,2) K, ot ZISO,UO

Teoremi TM modlarinin L, Hilbert uzayinda tam oldugunu ifade etmektedir [12].

burada 8( boslukta 1sik hizidir [4]. Weyl

(2.7) ve (2.19) zaman-dénemi modlarinin her ikisi de 6-bilesenli reel degerli fonksiyonel

vektor uzayi i¢inde asagidaki i¢c ¢arpim tarafindan belirlenen keyfi X, X, vektor cifti

tanimlar.

1
(Xl,Xz)zng(eoEl.Ez + 1t,H, H, s < oo (2.20)

" u

burada X, = col(E,,H,) ve X, = col(E,,H,) ve col’un anlami kolon ve “.“ {ig bilesenli

vektorler icin skaler carpimdir.

TE ve TM modlarinin (2.7) ve (2.19) kiimesini sirasiyla, asagidaki gibi

=

G={x,},3=1x;]

m JIm=]

(2.21)

X" =col[B" H") ve X¢ =col(E: ,H ) olarak gésterelim. m=m’ olmak izere, ilk
farkli eleman ciftini X" ve X alip (2.21) denkleminde bunlari X, X, nin yerlerine
koyarsak (X,Z,X,Z,)zo sonucunu buluruz. Bu bize G kiimesindeki butiin elemanlarin

karsilikh birbirine dik oldugunu gosterir. Ayni durum 3 kiimesi elemanlari icin de

14



gegerlidir. Simdi G kiimesinden bir X elemanive 3 kiimesinden bir X, elemani alip
bunlari tekrar (2.21) denkleminde yerine koyalim. Yine m, m’ keyfi olmak uzere
(x”,X¢)=0 sonucunu elde ederiz [4].

G ve S’nin her birinin kendi icerisindeki tamliklari [13], [7] c¢alismalarinda

ispatlanmistir. ilaveten G ve 3 ¢o6ziimler uzayinda bir alt uzay olustururlar. Sonug

olarak bunlarin direkt toplami: G @ 3’dir. Bundan dolayi, bir alt uzay digerine diktir.

Bu ¢calismamizin sadece L, Hilbert uzayinda miimkiin olmasi, Hilbert uzaylarina genel

bir bakisi gerektirmektedir. Bu nedenle lglincii bolimde i¢ carpim ve Hilbert

uzaylarindan ayrintili bahsedilecektir.

24 Sayisal Yaklasim

(2.12) esitliginin Euler yontemi ile sayisal ¢6zUmu yapilarak daha dnce yapilan analitik

coziimle asagidaki sekilde Kkarsilastirilacaktir. Oncelikle Euler y®&ntminden kisaca

bahsedelim;

dy

== f(x,y), ¥(x)=y, (2.22)
dx

i. x, ve b sonlu degerler olmak lzere, f(x,y) fonksiyonu x, <x<b ve —co< y < +oo

araliklarinda tanimli ve sirekli,

ii. f(x,y) fonksiyonu, [xo,b] kapali araliginda herhangi bir x degeri igin Lipschitz
kosulunu saglasin. (2.22) diferansiyel denklemi ele alinsin. A=At adim araligi, ¢,

adimindaki sayisal ¢6zim y,, analitik ¢6zim Y, olmak Ulzere Euler denklemi, ¢,

l

adimindan ¢,,, adimina yapilan kesim hatasi E,,, ve i. adima kadar biriken toplam hata

e:

Vi =Y +hf(y.1,) (2.23)

Y=y +hf (Y1) (2.24)
h2

E., = _Ef’(Y[’ui) (2.25)

15



|ei|<W[(l+ha—f(zi,t[)] —1} (2.26)

< 3

2zt

Y (z)
olarak yazilabilir. Burada z,, y, ile Y, arasinda herhangi bir deger ve u, < (t,,z,,,) dir
[14]. (2.12) numaral denklemde y sabit tutularak elde edilen yeni denklem;
1 o’x(1) 3’X (1)

— =—c(t) veya ——+c ()X (t)=0 2.27
X(1) o (1) vey ¥ (1) X (1) (2.27)
seklindedir.

(2.27) numarali denklemin analitik ¢ézimi; X (1) = sin2Z | seklindedir.
a

Bu calismada, 6zel olarak; p,ae Z degerlerini p =1, a=1olarak alinmistir. Buna bagh
olarak, c¢(t) = & olacaktir. Bu sartlar altinda (2.27) numaral denklemimiz,

X +X7*=0 (2.28)

ikinci mertebeden sabit katsayili bir lineer diferansiyel denkleme déniisen (2.28)
o X
numarali denklemimizi t =0 aninda X (0)=0, Tzu(t), u(0) = baslangi¢ kosullari
t
altinda A =0,02 adim uzunlugu ile =1 ani igin Euler yontemi ile sayisal ¢6ziime
gidilmistir.

Cozim oncesinde (2.27) ve (2.28) numarali denklemler verilen sartlar altinda,

t=t,=0
uO)=u,=7x
X, =X +u.h (2.29)

_ 2
u,, =u, +h.(—x.7")
X, =x +u.h

seklindedir.
16



(2.28) numarali denklem (2.29) numarali denklem ciftleri ile sayisal olarak ¢ozilirse,

i=0 igin x, = x, +u,.h u, =u, +h.(-x,.7°)

i=1igin x, =x +u.hu, =u, +h.(—x.7°)

i=2igin x, =x, +u,.h uy =u, + h.(-x,.7°)

i =49 igin xy, = X, ity h Uy =1y +h(—X,. ")

seklinde hesaplanmistir. Tim sayisal hesaplamalar MATLAB 7 ile yapilirsa x;,, xj ve u,

degerlerine ait veriler asagidakiler sekildedir.

2.5

Analitik Coziim ile Sayisal Yaklagimin Karsilagtiriimasi

Cizelge 2.1 Dirichlet problemine sayisal yaklasimlar

X y =sinzx y sayisal y*

0 0 0 0
0,02 | 0,06279052| 0,06283185| 0,03141593
0,04 | 0,12533323| 0,12566371| 0,09420645
0,06| 0,18738131| 0,18824751 0,1564393
0,08 | 0,24868989| 0,25033521| 0,21786889

0,1| 0,30901699| 0,31167974| 0,27825277
0,12| 0,36812455| 0,37203599| 0,33735264
0,14| 0,42577929| 0,43116177| 0,39493526
0,16 | 0,48175367| 0,48881882| 0,45077338
0,18 | 0,53582679| 0,54477371| 0,50464663

0,2| 0,58778525| 0,59879882| 0,55634239
0,22 | 0,63742399| 0,65067324| 0,60565665
0,24 | 0,68454711| 0,70018371| 0,65239478
0,26 | 0,72896863| 0,74712542 | 0,69637233
0,28 | 0,77051324| 0,79130291| 0,73741575

0,3| 0,80901699| 0,83253087| 0,77536305
0,32| 0,84432793| 0,8706349| 0,81006447
0,34 | 0,87630668| 0,90545222| 0,84138306
0,36| 0,90482705| 0,93683242| 0,86919523
0,38 | 0,92977649| 0,96463803 0,8933912

0,4| 0,95105652| 0,98874517| 0,91387549
0,42 | 0,96858316| 1,00904408| 0,93056726
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0,44 | 0,98228725| 1,02543958 | 0,94340063
0,46| 0,9921147| 1,03785153| 0,95232495
0,48 | 0,99802673| 1,04621521| 0,95730501
0,5 1] 1,05048162| 0,95832114
0,52| 0,99802673| 1,05061773| 0,95536935
0,54| 0,9921147| 1,04660671| 0,94846128
0,56| 0,98228725| 1,03844801| 0,93762419
0,58| 0,96858316| 1,02615748 | 0,92290085
0,6| 0,95105652| 1,00976732| 0,90434936
0,62 | 0,92977649| 0,98932605| 0,88204295
0,64 | 0,90482705| 0,96489838| 0,85606965
0,66| 0,87630668| 0,93656501| 0,82653195
0,68| 0,84432793| 0,90442237| 0,79354643
0,7| 0,80901699| 0,86858232| 0,75724328
0,72| 0,77051324| 0,82917176| 0,71776576
0,74| 0,72896863 | 0,78633217| 0,67526967
0,76 | 0,68454711| 0,74021914| 0,62992272
0,78 | 0,63742399| 0,69100179| 0,58190388
0,8| 0,58778525| 0,63886218| 0,53140266
0,82| 0,53582679| 0,5839946| 0,47861836
0,84| 0,48175367| 0,5266049 0,4237593
0,86| 0,42577929| 0,46690967| 0,36704198
0,88| 0,36812455| 0,4051355| 0,30869024
0,9/ 0,30901699| 0,34151803| 0,24893437
0,92 | 0,24868989| 0,27630116| 0,18801019
0,94| 0,18738131| 0,20973603 | 0,12615814
0,96| 0,12533323| 0,1420801| 0,06362233
0,98 | 0,06279052| 0,07359618 | 0,00064956
1 0| 0,00455134 | -0,06251165
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= ==y sayisal y=sin(pi*x) = = = y*

Sekil 2.1 Cizelge 2.1’deki degerile (y) sayisal, (y =sinzx) analitik ve (y*) sayisal-
analitik verilerin grafigi

Cizelge 2.2 Hata analizi

X E, E iist
0,04 |-9,39E-02 1,98E-04
0,06 |-9,32E-02 1,96E-04
0,08|-9,23E-02 1,94E-04
0,1/-9,11E-02 1,90E-04
0,12 |-8,99E-02 1,86E-04
0,14 |-8,84E-02 1,81E-04
0,16 | -8,68E-02 1,75E-04
0,18|-8,51E-02 1,69E-04
0,2|-8,31E-02 1,62E-04
0,22|-8,11E-02 1,54E-04
0,24 |-7,89E-02 1,46E-04
0,26 |-7,66E-02 1,37E-04
0,28|-7,41E-02 1,27E-04
0,3|-7,16E-02 1,18E-04
0,32|-6,90E-02 1,07E-04
0,34|-6,62E-02 | 9,64E-05
0,36|-6,34E-02 | 8,52E-05
0,38|-6,06E-02 | 7,36E-05
0,4|-5,77E-02 6,18E-05
0,42|-5,47E-02 | 4,97E-05
0,44 |-5,17E-02 3,75E-05
0,46 | -4,87E-02 2,51E-05
0,48 |-4,57E-02 1,26E-05
0,5|-4,27E-02 | 0,00E+00
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2,00E-02
0,00E+00
-2,00E-Q2><
-4,00E-02
-6,00E-02
-8,00E-02

-1,00E-01

0,52 (-3,97E-02 |-1,26E-05
0,54 (-3,67E-02 |-2,51E-05
0,56 (-3,38E-02 |-3,75E-05
0,58 (-3,10E-02 |-4,97E-05
0,6|-2,82E-02 |-6,18E-05
0,62 (-2,54E-02 |-7,36E-05
0,64 (-2,28E-02 |-8,52E-05
0,66 (-2,02E-02 |-9,64E-05
0,68 (-1,78E-02 |-1,07E-04
0,7|-1,55E-02 |-1,18E-04
0,72|-1,33E-02 |-1,27E-04
0,74|-1,12E-02 |-1,37E-04
0,76 (-9,28E-03 |-1,46E-04
0,78 |-7,50E-03  |-1,54E-04
0,8|-5,88E-03 |-1,62E-04
0,82 (-4,42E-03 |-1,69E-04
0,84 |-3,14E-03 |-1,75E-04
0,86(-2,02E-03 |-1,81E-04
0,88 |-1,08E-03 |-1,86E-04
0,9|-3,27E-04  |-1,90E-04
0,92 (-2,27E-04 |-1,94E-04
0,94 (-2,17E-04 |-1,96E-04
0,96 (-2,13E-04 |-1,98E-04
0,98 (-2,12E-04 |-2,00E-04

1/-2,07E-04 |-2,00E-04

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

O-O-0-0-0-00 0000000000000 CC-COO00

‘b‘?/‘b‘b ‘?/‘b
Soror Y QQ’QOJQ% 7 Q% QF

)"Q"Q

Y > R GV 00

Qs

—a—Ei
--0-—Ei

Ust

o <b X o® Voo N
Q%Q%)Q?)Q?

Sekil 2.2 Cizelge 2.2’deki degerler ile E, hata payi ve Ejiist hatanin Ust sinirinin grafigi

E,, Hata analizinde hata payini

gostermektedir.
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Gizelge 2.3 Mutlak hata analizi

X ME, ME iist
0,04 |9,39E-02 -1,98E-04
0,06 | 9,32E-02 -1,96E-04
0,08 |9,23E-02 -1,94E-04
0,1 |9,11E-02 -1,90E-04
0,12 | 8,99E-02 -1,86E-04
0,14 | 8,84E-02 -1,81E-04
0,16 | 8,68E-02 -1,75E-04
0,18 | 8,51E-02 -1,69E-04
0,2 |8,31E-02 -1,62E-04
0,22 |8,11E-02 -1,54E-04
0,24 |7,89E-02 -1,46E-04
0,26 | 7,66E-02 -1,37E-04
0,28 |7,41E-02 -1,27E-04
0,3 |7,16E-02 -1,18E-04
0,32 | 6,90E-02 -1,07E-04
0,34 |6,62E-02 -9,64E-05
0,36 | 6,34E-02 -8,52E-05
0,38 | 6,06E-02 -7,36E-05
0,4 |5,77E-02 -6,18E-05
0,42 |5,47E-02 -4,97E-05
0,44 |5,17E-02 -3,75E-05
0,46 | 4,87E-02 -2,51E-05
0,48 | 4,57E-02 -1,26E-05
0,5 |4,27E-02 0,00E+00
0,52 |3,97E-02 1,26E-05
0,54 | 3,67E-02 2,51E-05
0,56 | 3,38E-02 3,75E-05
0,58 | 3,10E-02 4,97E-05
0,6 |2,82E-02 6,18E-05
0,62 | 2,54E-02 7,36E-05
0,64 | 2,28E-02 8,52E-05
0,66 | 2,02E-02 9,64E-05
0,68 |1,78E-02 1,07E-04
0,7 |1,55E-02 1,18E-04
0,72 |1,33E-02 1,27E-04
0,74 |1,12E-02 1,37E-04
0,76 |9,28E-03 1,46E-04
0,78 |7,50E-03 1,54E-04
0,8 |5,88E-03 1,62E-04
0,82 |4,42E-03 1,69E-04
0,84 | 3,14E-03 1,75E-04
0,86 | 2,02E-03 1,81E-04
0,88 | 1,08E-03 1,86E-04
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0,9 |3,27E-04 1,90E-04
0,92 |2,27E-04 1,94E-04
0,94 |2,17E-04 1,96E-04
0,96 | 2,13E-04 1,98E-04
0,98 | 2,12E-04 2,00E-04
1 2,07E-04 2,00E-04

1,10E-01
9,00E-02
7,00E-02
5,00E-02
3,00E-02
1,00E-02

—8— MEi
— -~ — MEi Ust

Sekil 2.3 Cizelge 2.3’deki degerler ile ME. hata payi ve MEiist hatanin Gst sinirinin
grafigi

Sayisal c¢ozimlerle ve analitik c¢coziimlerle elde edilen Cizelge 2.1’deki verilerin
gercekligini saglamak amaciyla ki-kare (x*) uygunluk testi yapalim.

H,: Dirichlet probleminin analitik ¢6zim ile sayisal ¢ozimi ayni degeri versin.

H,: Dirichlet probleminin analitik ¢6zimd{ ile sayisal ¢6zimu ayni degeri vermesin.

Hipotezler gergevesinde Cizelge 2.1’deki y =sin(xzx), y, y* sayisal verileri igin ki-kare
(%) uygunluk testi EXCEL ile hesaplanarak uygunluk testinin degeri 0,0107 olarak
hesaplanmistir. Bu degere karsilik gelen ki-kare (y*) tablo degeri 72’den ¢ok kiigiiktiir
(EK-C). Ki-kare uygunluk testine gore H, hipotezi reddedilmez ve analitik ¢6zimin
sayisal ¢6ziimin ile ayni sonucu vermektedir.

Tim bu degerlendirmelerde ele alinan verilerin karsilastirmasi igin kullanilan Ki-kare

(%) uygunluk testinden boliim 2.6’da bahsedilmistir.
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2.6 Ki-Kare (;(2 ) Testi

Ki-kare testi bircok maksatla kullanilan oldukga yaygin bir testtir. Bu galismada
gerceklestirmis oldugumuz TM modunun hesaplanmasi esnasinda karsilastigimiz
Dirichlet probleminin ¢6zimu isleminde elde ettigimiz analitik ¢dziimler ayrica sayisal
yaklasimlarla gergeklenmektedir. Yapmis oldugumuz sayisal ¢éziimlerin uygunlugunu
test etmek amaciyla Ki-kare testinden faydalaniimistir. Bu durum gbz O6niinde

bulunduruldugundan bu bolimde ki-kare uygunluk testinden kisaca s6z edilecektir.

2.6.1  Uygunluk Testi

GoOzlenen frekanslarin belirli bir hipoteze uygun olup olmadigini belirlemek, ayrica
herhangi bir teorik dagilima bu gozlenen frekanslarin uyum gosterip géstermedigini

tespit etmek amaciyla ki-kare uygunluk testi yapilir [11].

Ki-kare uygunluk testinin bu iki kullanim sekli alt bolimler halinde ele alinmistir.

2.6.2  Belirli Bir Hipoteze Uygunluk Testi

Anakitleden sansa bagh alinan N birimlik bir érnegin birimlerinin, r kategoriden
olusan bir kiimenin her bir elemanina dagilma sayilari gbzlenmis olsun. Bu gozlenen

degerleri O, ile gésterelim. Belli bir hipoteze gére bu kategoride olmasi gereken, yani,
beklenen degerlerin de hesaplanabildigini farz edelim ve bunlari e, ile gosterelim.

Burada bahsedilen gozlenen degerler ve beklenen degerler r kategorinin

frekanslaridir. Buna gore her bir O, gozlenen frekansina bir e, beklenen frekansi

karsilik gelecektir. Bunu bir gizelge halinde ifade edelim [11]:

Cizelge 2.4 Ki-kare () uygunluk testi hesaplamalari

Kategoriler Gozlenen frekanslar | Beklenen frekanslar
1 0, e
2 0, e,
3 o, e,
r o, e
2.0 2.




Ornek biytkligi N olmak tzere 201. = Zei = N olacaktir.

Ki-kare uygunluk testi ile gézlenen frekanslarin (o,), beklenen frekanslara (e;) uygun
olup olmadigi arastirilir. Bagka bir ifadeyle, o, degerlerinin belli bir hipoteze gére elde
edilen ¢, degerlerine uygun olup olmadigi tespit edilmeye calsilir. Bu durumda testin

safhalari asagidaki gibi olur.
1. Safha: Hipotezler.

Ho: 0,=¢,, i=12,...,r
(0o,=¢, 0,=¢e,,..,0 =¢,)

Gozlenen frekanslar beklenen frekanslara uygundur, gorulen farkhlik 6nemsizdir.

Hi: o, # e,

Gozlenen frekanslar beklenen frekanslara uygun degildir. Gorilen farkhlik 6nemlidir.
2. Safha: Test istatistiginin Hesaplanmasi.

Test istatistigi asagidaki esitlik yardimiyla hesaplanir.

" (o —e ) 2
ZZ — z (05 ei) [ veya ZZ — Zi_NJ (230)
ei

i=1 ei

Gorildugu gibi o,’lerin ¢,’lere yaklasmasi durumunda x° istatistigi sifira yaklasacaktir.

3. Safha: Karar Modeli

Ki-kare uygunluk testleri sag kuyruk testidir [15]. Clnkl o, —e, farklarinin kareleri

alinarak y* test istatistigi hesaplanir. Fark biyidiikce, farklarin kareleri pozitif yénde

sonsuza dogru biyir. Boylece red bélgesi daima dagilimin sag kuyrugunda olur. Buna

gore karar modeli sdyledir [11].
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Kabul i Red
(Uygun) (Uygun Degil)
7 a
KD

Sekil 2.4 Ki-kare () kritik deger grafigi
Kritik deger (K.D), a ©nem seviyesi ve s.d=r—1 serbestlik derecesine gore
hazirlanmis x> kritik degerler tablosundan belirlenir (EK-C).
KD:Z;;r—l
olarak sembolize edilir [11].
4. Safha: Karar Verme.
2. Safhada hesaplanan y° degeri ile kritik ;{i;,_l degeri, karar modeline gore mukayese
edilerek karar verilir. Buna gore,

X’ <X... ise H, hipotezi kabul edilerek gézlenen degerlerle beklenen degerlerin

birbirine uygun olduguna, gorilen farkhligin 6nemsiz olduguna & 6nem seviyesinde

karar verilir.

X >}(02N_l ise, H, hipotezi reddedilerek o,’lerin e, lere uygun olmadig§ina & 6nem
seviyesinde karar verilir.

Testten daha glvenilir bir sonug alinmasi igin su iki durum dikkate alinmalidir [11].

1. ki kategori varsa her bir beklenen frekans 10 veya daha biiyiik olmalidir.

r=2=e 210

2. Kategori sayisi ikiden fazla ise (r >2) her bir beklenen frekans bes veya daha

blyuk olmahdir.

r>2=e25
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Ki—kare testi yaparken, c¢ok sik yapilan yanlis kullanma hatalarindan birisi kiiglk

beklenen frekanslarla calisiimasidir. Kiigiik bir beklenen frekansin * ye katkisi biyiik
olacaktir. e, kugildikge x° biyiyecektir. Bu durum H, hipotezinin reddedilmesi

ihtimalini arttirir [15].

2.6.3  ihtimal Dagilimlarina Uygunluk Testi

Bu test ile grup gozlenen frekanslarin belirli 6zelliklere sahip ihtimal dagilim
fonksiyonlarinca temsil edilip edilmeyecekleri arastirilmaktadir. Uygulamada daha
ziyade Binom, Poisson ve normal ihtimal dagihm fonksiyonlarina uygunluk testi

yapilmaktadir [11].

ihtimal dagilimlarina uygunluk testinde beklenen frekanslar ilgili ihtimal fonksiyonu
kullanilarak elde edilir. Daha sonra (2.30) esitligi ile test istatistigi hesaplanir. Daha
once gorulen uygunluk testinden farkli olarak serbestlik derecesi s.d =r—1—m esitligi
ile tespit edilir. Burada m tahmin edilen parametre sayisidir. Binom ve Poisson
dagihmlari igcin m =1, normal dagihm igin ise m =2 alinir. Binom dagiliminda tahmin

adilen parametre p, Poisson dagiliminda A, normal dagilimda ise ¢ ve o ’dir [15].
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BOLUM 3

IC CARPIM UZAYLARI VE HILBERT UZAYLARI

3.1 I¢ Carpim Uzaylari ve Hilbert Uzaylari

Tanim 3.1

Bir i¢ carpim uzayi (ya da 6n-Hilbert uzayi) Gizerinde bir <x, y> i¢c carpimi tanimli olan bir

X vektor uzayidir. Bir Hilbert uzayi ise, Gzerinde i¢ garpimla tanimlanmig metrige gore,
tam olan bir i¢ carpim uzayidir. Burada s6zu edilen i¢ garpim, X X X ‘den X ’in bir k

skaler cismi igine yapilan bir donisimdir; yani X ’in her x vey vektér cifti, x ve
y’nin vektorel c¢arpimi olarak adlandirilan ve <x,y> ile gosterilen ve her
x,y ve zvektorleri ve « skaleri icin asagidaki o©zellikleri gergekleyen bir skalerle

eslenmektedir.

(ig1) (x+y.2)=(x,2)+(y,2)

(ig2) (ax,y)=a(x,y)

(ig3) (x.y)=(y.x)

(ig4) (x,x) 20, (x,x)=0& x=0

X uzerinde tanimlanan bir ig carpim, X Uzerinde,

= y/(x. %) (3.1)

ile verilen bir norm ve
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d(x,y)=[x=||=J(x=y,x—y) (3.2)

ile verilen bir metrik tanimlar.

Buna gore, ic carpim uzaylari birer normlu uzay olup, Hilbert uzaylari ise birer Banach

uzayidir.

(ic 3)’deki Ust cizgi, karmasik eslenigi gdstermekte olup, X ’in reel bir vektdér uzay

olmasi halinde, kolayca,

<x, y> = <y, x>, (simetri)

sonucunu elde ederiz.

(ic 1)-(i¢ 3) ifadelerinden ise, sik sik kullanacagimiz,

(@) (ax+By.2)=a(x,z)+B(y.z)

(b) (x.ay)=a(x,y) (3.3)

() (x.ay+pBz)=a(xy)+B(xz)

formiillerini elde ederiz. (a) formiil, i¢c carpimin birinci carpana gore lineer oldugunu
ortaya koyar. (c) ise, sag tarafta a ve ,E eslenikleri bulundugundan, i¢ carpimin ikinci

garpana gore eslenik lineer oldugunu gosterir. Bu iki 6zelligi birlikte ifade ederek, i¢

carpimin sesquilineer oldugunu soyleyecegiz. Bunun anlami, eslenik lineerligin bazen
. . “ 1 H ” H i
yari-lineer olarak adlandiriimasi nedeniyle, IE kere lineer” demektir. Igc carpim uzayi

Gzerindeki norm, paralelkenar esitligi olarak bilinen,

et st + o= oI =200+ 51D (3.4)

esitligini saglar.

(3.4) esitligini gerceklemeyen bir normun, (3.1)'in kullanilmasiyla, i¢c carpimdan elde
edilemeyecegini soyleyebiliriz. Boyle normlar vardir ve bunlara iliskin 6rnekler asagida

verilecektir. Bu nedenle herhangi bir yanlis anlamaya yer vermeksizin,
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“Normlu uzaylarin hepsi bir i¢ garpim uzayi degildir.” diyebiliriz.

Orneklerimizi incelemeden once, teorinin timiinde esas olan diklik kavramini
tanimlamamiz gerekmektedir. Ug boyutlu uzaylarda iki vektdriin skaler carpiminin sifir
olmasi halinde, bu iki vektoriin dik olduklarini, ya da, en az bir tanesinin sifir vektori

oldugunu biliyoruz. Bu durum bizi asagidaki tanima gétirmektedir.

Tanim 3.2 Bir X i¢ carpim uzayinin, x ve y gibi, iki elemani verildiginde eger,
<x, y> =0

ise x elemani y elemanina diktir denir ve x L y seklinde yazilir. Benzer sekilde,
A, B c X altkiimeleri verildiginde, eger, her a€ A igin, x L a ise, x L A ve her ae A

ve her be B i¢in, a L b ise, A L B yazariz.

Ornek 3.1 R" Euclid Uzayi

R" uzay,, x=(§,)=(,,....,) vey=(®,) = (1,,....17;) olmak lzere,

(x.y)=&m+&m, (3.5)

ile tanimlanan i¢ carpima gore, bir Hilbert uzayidir.

Gergekten, (3.5)'ten

o= (e = (&2 4 b £29

ve buradan da,

d(x,y) ==y =(x=y.x=3)" =[& -n)* +..+ & -n,1"

ile tanimlanan Euclid metrigini elde ederiz.
n=3 olmasi halinde, (3.5) formult, x=(&.¢,,E) vey=(,,1,,7,) Un, bilinen

<x,y>:x.y:§1771+§2772+§37]3 skaler c¢arpimini verir ve <x,y>:x.y:0 dikligi,

elemanter diklik kavramiyla uyusur.
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, 12
Ornek 3.2 [’[a,b] Uzayi I’[a,b] uzayi Uzerindeki norm ||x||=(jx(t)2dt] ile

a

tanimlanir ve
b

<x, y> = jx(t)y(t)dt (3.6)

a

ile tanimlanan i¢ carpimdan elde edilir. Kolaylik olmasi agisindan buradaki fonksiyonlari
reel degerli olarak da alabiliriz. Ancak, belli uygulamalarda bu kisitlamayi kaldirmak ve
fonksiyonlari (7€ [a,b] olmak kosuluyla) karmasik degerli fonksiyonlar olarak almak
bazi avantajlar saglar. Bu fonksiyonlar,

b

<x, y> = jx(t)ﬁdt (3.7)

a

tanimini yapmamiz halinde, bir i¢ ¢arpim uzayina dénilisecek olan bir karmasik vektor

uzayl olustururlar. Burada gosterdigimiz Ust c¢izgi yine karmasik eslenigi

gostermektedir. Buna gore, (ic 3) gerceklenmekte ve dolayisiyla, <x,x> yine reel

. 12
olmaktadir. Bu ozellige, x(zf)%=|x(t)|2 olmasi nedeniyle, ||x||=(j|x(t)|2dt] ile

tanimlanan norma iliskin islemlerde yine gereksinme duyacagiz. (3.6)’ye karsilik gelen
uzayin tamlanmisi reel I*[a,b] uzayidir. Benzer sekilde (3.7)e karsilik gelen uzayin
tamlanmisi ise karmasik L*[a,b] uzayidir. Yapilan bu incelemelerden sonra L*[a,b]

uzayinin bir Hilbert uzayi oldugunu soyleyebiliriz [16].
Ornek 3.3 7* Hilbert Uzayi

0* uzayi,

(vy)=Y¢&m, (3.8)

j=1
ile tanimlanan i¢ carpima goére bir Hilbert uzayidir. Buradaki serinin yakinsakhgi,
Cauchy-Schwarz esitsizliginden ve x,y € ¢* varsayimindan ¢ikmaktadir. ¢>’deki norm

ise,
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- 2
||x|| :<x, x>1/2 = (Z‘c_fj‘ )% ile tamimlanir. ¢* uzayi bu norma gére tamdir.
=

¢* uzay Hilbert uzaylarinin ilk 6érnegi olup, ilk kez D. Hilbert tarafindan integral
denklemlere iliskin bir calismasinda tanimlanmis ve incelenmistir (1912). Bununla
birlikte, Hilbert uzayinin aksiyomatik tanimi, daha sonralari, J.von Neumann tarafindan

kuantum mekaniginin matematiksel temellerine iliskin bir calismada verilmistir [16].
Ornek 3.4 (7 Uzay

p # 2 olmak lzere, (7 uzay! bir i¢ carpim uzayi olmayip, dolayisiyla, bir Hilbert uzayi

da degildir.

Ispat Yukaridaki ifademiz, p #2 olmak lizere, ¢”’nin normunun bir i¢ carpimdan elde

edilemeyecegi anlamina gelmektedir. Bu durumu, s6z konusu normun, (3.4) deki

paralelkenar esitligini gerceklemedigini gostererek ispatlayabiliriz. Gergekten,

x=(1,1,0,0,...)e ¢ ve y=(1,-1,0,0,...)e £ alirsak,

[l =l51=2". [x+y]=]x->]=2

oldugunu hesaplayabiliriz. Boylece, p #2 olmasi halinde, (3.4)'in gerceklenmedigini
gorebiliriz.

£ uzayi tamdir. Buna gore, p #2 olmak lizere, /" dizi uzayi, Hilbert uzayi olmayan bir

Banach uzayidir [9].

3.2 ¢ Carpim Uzaylarinin Diger Ozellikleri

ilk olarak, yukarida verdigimiz (3.1) bagintisinin bir norm tanimladigini géstermemiz

gerekmektedir.

(N1) x| >0
(N2) [|=0x=0
(N3) flox]| = o ]

(N4) [lx+ v <[] +]]
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(N1) ve (N4) kosullari, (i¢ 4)’den ¢ikmaktadir. Ayrica, (N3) kosulu, (i¢c 2) ve (i¢c 3)'den

yararlanilarak elde edilir; gercekten,

x| = (ox, ) = e, x) = [of

dir. Son olarak, (N4) kosulu, asagidaki lemmada igerilmektedir.
Lemma 3.1

Bir ic carpim ve buna karsilik gelen norm Schwarz esitsizligini ve Uggen esitsizligini,

asagida belirtildigi sekilde gergekler:

(a) Esitlik hali, ancak ve ancak, {x, y} "nin lineer bagimli olmasi halinde gegerli olmak

Uzere,
Kx, y>‘ < ||x||||y|| (Schwarz esitsizligi) (3.9)
‘dir.

(b) S6z konusu norm, esitlik hali, ancak ve ancak, y=0 ya da, x=cy (c reelve 20)

halinde gecerli olmak Uizere,

||x+ y|| < ||x||+||y|| (Ucgen Esitsizligi) (3.10)
esitsizligini gercekler [16].

3.3 Hilbert-Adjoint Operator

Tanim 3.3

H, ve H, Hilbert uzaylari olmak tzere, T: H, — H, sinirl lineer bir operat6r olsun.
T nin, T" Hilbert-adjoint operatori, her xe H veye H, igin,

<Tx, y> = <x,T*y> (3.112)

olacak sekilde bir

T:H,—H,

operatorudar.
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Kuskusuz, 6nce, bu tanimin bir anlaminin oldugunu, yani, verilen bir T icin, boyle bir

T" in var oldugunu géstermemiz gerekmektedir.
Tanim 3.4

X ve Yayni bir k (=RyadaC) cismi Uzerindeki iki vektor uzayr olsun. X XY
Uzerinde bir h sesquilineer formu (ya da, sesquilineer fonksiyoneli), her

x,x,x,€ X vey,y,y, €Y veher af skalerleriigin,

(@) h(x, +x,,y) =h(x, y)+h(x,,y)
(b) h(x,y, +y,)=h(x,y)+h(x,y,)

(c) h(ax,y)=ah(x,y)

(d) h(x, By) = Bh(x,y)
olacak sekilde bir,

h: X XY — k dondsumidur.

Buna gore, h, birinci argimente gore lineer, ikinci argimente gore de eslenik lineerdir.
X ve Y reel ise (k=R)’dir. (d) kisaca, h(x, fy)= Bh(x,y) olarak yazilir ve h, her iki
arglimente gore de lineer oldugundan, bilineerdir denir. X ve Y normlu uzaylar ise, ve

her x,y igin,

[ACe, )| < e[ ¥] (3.12)

olacak sekilde reel bir ¢ sayisi varsa, h'a sinirhdir denir ve

= sup B2l suplic, e
wxctor [xly] e

sayisina da, /'in normu adi verilir.
Ornegin, i¢ carpim, sesquilineer ve sinirlidir.

(3.12) ve (3.13)'ten,
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e, )| < ] (3.14)
elde edebilecegimizi de belirtmeliyiz.

Simdi de, Hilbert-Adjoint operatorlerin, uygulamada siklikla kullanilan, bazi 6zelliklerini

verip, ispatlarini yapacagiz [16].
Teorem 3.1

H, veH, uzaylan, S:H,—H, ve T:H — H, sinirh lineer operatérler ve «

herhangi bir skaler olsun.

Buna gore,
(a) (T"y,x)=(y.Tx) (x€ H,,ye H,)
(b) (S+T) =S"+T"

ispat (a) (3.11)’den (a)’y1 elde edebiliriz:
(1°y.x) ={x.T"y) = (Tx.y) = (3.Tx).
(b) (3.11)'ten, her x ve y igin,

(x.(S+T)"y)=((S+T)x.y)
(S, y)+(Tx, y)
(0.8 y)+{x17)
<

x,S y> <x,T*y>

yazilir. Buna gére, her yigin, (S+7) y=(S +T")y olup, bu da, tanim geregi, (b) dir.

3.4 Self-Adjoint, Uniter ve Normal Operatérler

Hilbert—adjoint operator yardimiyla, uygulamada biylik 6nemi olan bazi sinirh lineer

operator siniflarini tanimlamak miamkdndir. Bir H Hilbert uzayinda, sinirh lineer bir

T :H — H operatéri verilmis olsun. T° =T ise, T 'ye self-adjoint ya da Hermityen, T

bire-bir, tizerineve T° =T"" ise, T 'ye Uniter, TT =T T ise, T 'ye normal operator

adi verilir.
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T'nin T~ Hilbert-adjoint operatori, (3.11) ile, yani,

<Tx, y> =<x,T*y> ile tanimlanir. T self-adjoint ise, bu formdl,
<Tx, y> = <x, Ty> (3.16)

sekline donisur. Tanimdan, asikar olarak gorebilecegimiz lizere, T, self-adjoint ya da

Uniter ise, normaldir.
Kuskusuz, bir operatér, self-adjoint ya da tiniter olmak zorunda degildir. Ornegin,

[:H — H 6zdeslik operatorii ise, T =-2il olmasi nedeniyle, T =2il normaldir;

* * * _ 1
dolayisiyla, TT =T T =41 olup, buna karsihk, T #T 1=—§il olmasinin yani sira,

T" #T'dir. Simdi, bunun nedenini agiklayip, bazi énemli bagintilardan s6z edecegiz

[16].

Ornek 3.5

c"'i <x,y>=xT§ (3.17)
ile tanimlanan i¢ garpimla birlikte gbz 6nine alalim; burada x ve y, kolon vektorleri

e

olarak yazilmis olu, transpoz anlamindadir. Dolayisiyla, x" :((fl,...,fn) olup, adi

matris ¢carpimi kullanilmistir.

T:C"—C", sinirli olan lineer bir operator olsun. C" icin bir baz verildiginde,

T ve T" 'nin T Hilbert-Adjoint operatdriinii, sirasiyla, A ve B adini verecegimiz,

n— satirh iki kare matrisle gosterebiliriz.

(3.17)yi, carpimin transpozuna iliskin, bilinen (Bx)" = x"B" kuralini kullanarak,

(Tx,y) = (Ax) y=x"A"y
ve

<x,T*y> =x"By

elde ederiz. Bu iki esitlikte, sol taraflar, (3.11) geregince, her x,ye C" igin, esittir. Bu

nedenle, A" = B olmas| gerekmektedir. Sonug olarak,
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B:ZT bulunur ve bu da ispatimizi tamamlar. Bu sonucu asagidaki sekilde ifade

edebiliriz:

C" icin bir baz verildiginde ve C" Uzerindeki lineer bir operator belirli bir matrisle
gosterilebiliyorsa, bu operatérin Hilbert-adjoint operatéri, bu matrisin karmagsik

eslenik transpozu ile gosterilir.

Sonug olarak, gosterim matrisleri,

T self-adjoint (Hermityen) ise, Hermityen,

T Uniter ise, Uniter

T normal ise, normal’dir.

Benzer sekilde, bir 7: R" — R" lineer operatorii igin, gdsterim matrisleri,
T self-adjoint ise, reel simetrik,

T Uniter ise, normal ‘dir.

Konuya iliskin olarak, bazi tanimlari hatirlamamiz yerinde olacaktir. Karesel bir
A= (a;) matrisi verildiginde, A matrisine,

A=A ise Hermityen, (dolayisiyla, gtkj =)

ZT =—A ise Burgu- Hermityen, (dolayisiyla, Etk_,- =-a,)

ZT =Z_l ise Uniter

AZT =ZTA ise, normal’ dir denir.

Reel karesel bir A= (&, ) matrisine de,

A" = A ise reel simetrik (dolayisiyla, a4, =a;)

A" =—A ise reel burgu simetrik (dolayisiyla, a,=—0,)

A" = A™" ise, ortogonal’dir denir.

Buna gobre, bir reel Hermityen matris bir (reel) simetrik matris; bir reel burgu

Hermityen matris bir (reel) burgu Hermityen matris; ve bir reel Uniter matris bir
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ortogonal matristir (Hermityen matris deyimi, Fransiz matematikgisi Charles Hermite’in

adina ithafen verilmistir (1822-1901)) [16].

Simdi, yine, keyfi Hilbert uzaylar tizerinde tanimli lineer operatérlere donelim ve self-

adjoint olmaya iliskin, 6nemli ve oldukca basit bir kriteri ifade edelim:
Teorem 3.2

T:H — H, bir H Hilbert uzayi tGizerinde sinirli lineer bir operator olsun. Bu durumda,
(a) T self-adjoint ise, <Tx,x>, her xe H igin, reeldir.
(b) H karmagsik ve <Tx,x>, her xe H igin, reel ise, T operatori self-adjointtir.

ispat (a) T self-adjoint ise, her x igin,(Tx,x>=<x,Tx>=<Tx,x> ‘dir. O halde, <Tx,x>

kendisinin karmasik eslenigine esittir, yani reeldir.

(b) <Tx, x>, her x icin reel ise,

<Tx, x> = <Tx, x> = <x,T*x> = <T*x, x>

yazabiliriz. Buna gore,

0= <Tx, x> —<T*x, x> = <(T ~T)x, x>

olup, H'in karmasik olmasi nedeniyle 7 -7~ =0"dur.

Teoremin (b) kisminda, H 'in karmasik olmasi esastir. Ve bu acgik¢a gorilmektedir.
Glnku, reel bir H igin, i¢c carpim reel degerli olup, bu durumda, T lineer operatéri

Uzerine higbir varsayim koymaksizin, <Tx,x> reel olur.

Self-adjoint operatorlerin  carpimlari  (bilesimleri) uygulamada sik sik ortaya

citkmaktadir. Bu nedenle asagidaki teorem yararli olacaktir [16].
Teorem 3.3

Bir H Hilbert uzayl Uzerinde, sinirh self-adjoint lineer iki S ve T operatoérlerinin

carpiminin self-adjoint olmasi icin gerek ve yeter kosul bu operatorlerin komutatif yani,

ST =TS
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olmasidir.

Ispat Bilindigi tizere,
(ST) =TS =TS
yazabiliriz. Buna gore,

ST =(ST)" < ST =TS 'dir. Bu da ispati tamamlar [16].

38



BOLUM 4

MODAL GENLIK PROBLEMI VE MODAL GENLIKLERIN BESSEL
FONKSIYONU YARDIMIYLA BELIRLENMESI

4.1 Giris

Modal genliklerin belirlenmesinden 6nce modal genlikleri Bessel fonksiyonu yardimiyla
belirleyecegimiz icin Bessel diferansiyel denklemine, Bessel diferansiyel denkleminin
¢6zim yontemi olan dizgiin tekil nokta etrafinda seri ¢6ziime ve Bessel diferansiyel

denkleminin ¢6zlim ailesine bakalim.

4.2 Diizgiin Tekil Nokta Etrafinda Seri C6ziim

Tanim 4.1

n. mertebeden lineer ve homojen adi diferansiyel denklem

Y+ p ()Y T+ p, "+ p(0)y =0

seklinde verilmis olsun. Bu durumda;

i) Eger p,(x),p, (x),....p,,(x) katsayllarinin hepsi x =x, noktasinda analitik degilse

X, noktasina verilen diferansiyel denklemin bir tekil noktasi denir.

i) Eger batin P, (%) katsayilari analitik degil fakat tim
(x—xo)”’k P, (x), k=0,1,...(n—1)icin analitik ise x, noktasina bir diizgiin tekil nokta
denir.

iii) Eger x, noktasi verilen diferansiyel denklemin ne adi noktasi ne de diizgiin tekil

noktasi degilse bu durumda diizgiin olmayan tekil noktasi denir.
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y +P(x)y +Q(x)y =0 ikinci mertebeden lineer homojen adi diferansiyel denklemini

distinelim. Eger x =0 diizgiin bir tekil nokta ise xP(x) ve x*Q(x) fonksiyonlari

xP(x) = ian", x| <r
n=0

x<r

Fon=3 0"

n=0

seklinde kuvvet serilerine agilabilir veya bunlari

x|<r, x#0

P(x)= ian"_l,

n=0

x|<r, x#0

0= 0,

sekliyle de yazabiliriz.

Verilen diferansiyel denklemin Frobenius seri ¢6zimunu asagidaki formda énerelim.

=)

y(x)= x‘ZZanx'”“ = z ax", 0<x<r,
n=0

n=0

y’nin x’e gore tirevini alir ve bu sonuglari diferansiyel denklemde yerine koyarsak

y (x)= i (n+a)a,x"", y"(x) = i (n+a)(n+a—-1a,x"*>

n=0 n=0

=)

i (n+a)(n+a—1a,x" "7 + i Px"! i (n+a)a,x"*" + i Q. x"? z ax™ =0

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

sonucunu buluruz.

oo o n
ZPllxn—lz(n+a)anxn+a—l — zz Pn_mxn—m—l (m+ a)amxmﬂz—l

n=0 n=0 n=0 m=0

=i[ (m+a)P,_ a, ]x"""

—mm
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n

oo . oo 0o N
Z ann Z anxn+0{ — Z( Qn_mam )xn+0{
n=0 n=0

n=0 m=0

i{(n+a')(n+a’—l)an +Zn:[(m+a')l-)n_m +Qn_m]am}xn+0{—2 =0

m=0

n+a-2

Bu esitligin saglanmasi igin x , n=0,1,... katsayisi sifir olmalidir.
n =0 igin;

[a(a—-1)+aP,+Q,la, =0,denklemi elde edilir.

Bu durumda a, =0 veya a(a—-1)+aF,+Q, =0 olmalidir.

n=1 igin;

(n+a)+(n+a-1a, +Zn:[(m+a)Pn_m +Q,,.la, =0

m=0

ise
1 n—1
an = [(m+a Pn—m + n—m ]am
(n+a)(n+a—1)+(n+a)R)+Q0mZ_:; ) ©
i) Eger a,=0 ise a,=a,=...=0o0lur ve sonug olarak y(x)=0 sifir ¢6zimi elde
edilir.

ii) Eger a, #0 ise a(a—1)+aPF, +Q, =0 indisel denklemi elde edilir.

indisel denklemin «igin ¢ézilmesiyle ¢, ve a, kékleri elde edilir. Bu nedenle sifir

olmayan ¢6ziim igin &, #0 olmaldir ve ¢ indisel denklemin kékudur [17].

4.2.1 Fuchs Teoremi - Diizgiin Tekil Nokta Etrafinda Seri C6ziim

y (x)+P(x)y (x)+Q(x)y(x) =0 ikinci mertebeden lineer homojen adi diferansiyel

denklemi icin x=0 bir diizgiin tekil nokta ise

x| < r yazabiliriz.

P =Y P, X0 =307,
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Kabul edelim ki a(a+1)+aF, +Q, =0 indisel denklemi ¢, ve @, @, 2, olmak lzere

iki reel koke sahip olsun. Bu durumda verilen diferansiyel denklemin asagidaki gibi

Frobenius seri ¢6zima vardir.

katsayilari y,(x)’in diferansiyel

n

yl(x)zx“‘Zanx”, a,#0, 0<x<r, buradaki a
n=0

denklemde yerine konulmasiyla bulunur. ikinci lineer bagimsiz ¢6ziim ise asagidaki gibi

bulunur [17]:

1. Eger ¢, —«, farki tamsayidan farkli ise ikinci Frobenius seri ¢c6ziimu

yz(x):x“Zanx”, 0 < x<r seklindedir. Buradaki b, katsayilari y,(x)’in diferansiyel

n=0

denklemde yerine konulmasiyla bulunur.

2. Egero,=a,=a ise

y,(x)= yl(x)lnx+x“2bnx”, O<x<r, buradaki b, katsayilar y,(x)’in diferansiyel

n=0

denklemde yerine konulmasiyla bulunur. Bu durumda y,(x) ikinci ¢6zimi bir

Frobenius seri ¢cozim degildir.

3. Eger o, —a, farkitamsayi ise

yz(x):ayl(x)lnx+x“22bnx”,0<x<r, buradaki b, ve a katsayllari y,(x)’in
n=0

diferansiyel denklemde yerine konulmasiyla bulunur. a parametresi sifir olabilir, ayni

zamanda y,(x) ikinci ¢6zimi bir Frobenius seri ¢6zimi olabilir.

Sonug olarak diferansiyel denklemin genel ¢6zimi y(x)=C,y,(x)+C,y,(x) seklinde

verilebilir [17].

4.3 Bessel Diferansiyel Denklemi ve Coziimii

Bessel diferansiyel denklemix®y +xy +(x*—p?)y=0, x>0, formundadir. Burada
p =0 sabit bir sayidir. Bessel diferansiyel denkleminin ¢éziimiinde diizgiin tekil nokta

etrafinda seri ¢6zim ydntemi kullanilir.

42



2 2

VY 4Py +0(x)y =0, P(x) =+, 0(x)=> L x=0 noktasinin bir diizgin teki
X X

nokta oldugu agiktir. Cinka

xP(x)=1=140x+0.x> +..= P, =1,

X0 =x"=p’=—p’ +0x+x" +0.X° +0.x" +..= Q, =—p°,

xP(x) ve x*Q(x)’lerin her ikisi de x =0 noktasinda analitiktir ve seriye acilabilirler, bu

seriler |x| < ooicin yakinsaktir. Bu nedenle x =0 noktasi bir diizglin tekil noktadir.
indisel denklem a(a—1)+aP,+Q, =0 seklindedir.
a@-Y+al-p’=0=>a-p'=0=>a,=p, a,=-p

Bessel diferansiyel denklemi asagidaki formda seri ¢6ziime sahiptir.

v, (%) =x”2anx" =Zanx”+”, a,#0, 0<x<oo

n=0 n=0

x’e bagh turev alirsak

»(@) =D (n+ pla,x"""
n=0

y;(x) = i (n+p)n+p _1)anx"+p—2

n=0

y,,y, ve y, degerlerinin denklemde yerine konulmasiyla

xzz (n+ p)(n+p—Da,x""* + XZ (n+p)a,x""" +(x* - pZ)Z ax"" =0
n=0

n=0 n=0

Toplamin indeksinin degistirilmesiyle

e 2n+2:m had b

n+p+ m+p __ n+p
E a,x = E a, ,x"" = E a, ,x"",
n=0 m=2 n=2
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(S [+ pnt p-D)+(n+ )= plax’ +3 a, 6} =0

n=0 n=2

x'#0= Zn(n+2p)anx” +Zan_2x" =0

n=0 n=2

Bu denklemin saglanabilmesiicin x",n =0,1,... sifir olmahdir

x*:0.(0+2p)a, =0=> a, #0 sabiti keyfidir.
x':1.(A+2p)a, =0=a, =0

n=>2 icin;

a
x":n(n+2p)a +a ,=0=>a =— n-2
( P+ " n(n+2p)
Boylece a,,,, =0, n=0,1,... ve
a, =— a() — a()
2= = > R
22+2p) 22101+ p)
_ a2 aZ _(_1)2 a,

a, =-— =- = ,
Yo4@+2p) 2’202+ p) 2°210+ p)2+ p)

4
2 nl(1+ p)2+ p)...(n+ p)’

a,, = (1)’

n

ve

PN (1) 1 X\2n o
N0 = apx Z;‘( D n!(1+ p)2+ p)...(n+ p) 2) y D<x<

Co6zumi daha sade yazabilmek icin

I'(p+1)= jt”e"dt, p >0 seklinde tanimlanan Gamma fonksiyonunu kullanabiliriz [17].
0
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[(p+D= —J't”d (e")=—t"e" 17, +j e pt"dt
0 0

=p[1e"dr = pI(p).
0

oyle ki

I'n+p+)=n+pl'(n+p)=n+p)n+p-HI'(n+p-1)=..

=(n+p)(n+p-1..0+p)I'{d+p)

p =k ’nin bir tamsayi olmasi durumunda
L) =[e'dt=—¢"I7,=1,
0

re)=1ra=1,

I'G)=2I2)=2.1=2],

I'k+)=kI'(k)=k!
Bu nedenle g, =[2"T'(1+ p)I™' secilmesiyle birinci Frobenius seri ¢oziimii
y1(x) = Jp(x)’

J,(x) fonksiyonuna p ‘inci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu denir.

. 1 X 2n
7r9= 2'T(1 Z; n!(1+ p)(2+ p)...(n+ p) e
N 1 X 2n+p
JI,(x)znZ:(;(—l) m(z) 0<x<oo
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Funch Teoremine gore lineer bagimsiz ikinci ¢6ziim indisel denklemin kdkleri arasindaki

farka goére degismektedir. &, —a, =2p farkinin tamsayidan farkli, sifir veya pozitif

tamsayi olmasi durumuna gore degismektedir [17].

4.3.1 2p’nin Tamsayl Olmamasi

ikinci Frobenius seri ¢ézimi

¥,(x) :x_”anx", O<x<oo

n=0
Ayni islemleri kullanarak n=1,2,... i¢in

n bO
2 nl(1- p)(2—p)...n—p)’

a,,, =0, a,, =(=1)

-p S _ 1\ 1 EZV: 0o
= e e @) 0

by, =[27"T(1-p)]”" segilmesiyle

=Yy —t (&

P =] (x), 0<x<oo
n!I'(n—p+1) 2) ()

elde edilir. Buradan genel ¢6ziim;
y(x)=CJ ,(x)+C,J_,(x) seklindedir.
Genel ¢6ziim ayni zamanda
y(x)=DJ,(x)+D,Y, (x)

J,(x)cos pr—J_,(x)

Y, (x)= p 'inci mertebeden ikinci tir Bessel fonksiyonudur.

sin px

Jo(x), J,(x), J,(x) ve J,(x) fonksiyonlarinin grafikleri ile Y,(x), ¥,(x), Y,(x) ve

Y, (x)fonksiyonlarmm grafikleri su sekildedir [6].
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Sekil 4.2 Y, (x), Yl(x), Y, (x) ve Y3(x)fonksiyonlar|n|n grafikleri

Yukarida verilen Jo(x) ve Y, (x) fonksiyonlarinin grafiklerine yakindan bakilacak olursa,
gorulir ki, x’in blylk degerleri icin bu egriler sonimli kosinilis ve sinls egrilerini

andirmaktadir [6].
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432 p=0,0 =, =0

Birinci Fronenius seri ¢6zimu sadelestirilerek

- n 1 ﬁ 2n 0o
yl<x>—J0<x)—;<—1> —(m)2<2> , 0<x<

Lineer bagimsiz ikinci ¢oziim

y,(x)= yl(x)lnx+2bnx”, 0< x<oo’dir.

n=0

x’e bagh turev alirsak;

y,(x) =y, In X+ annx”_l ,
X n=0

y,(x) = yi(x)lnx+ﬁ—%+2n(n—l)bnx”_2, 0< x<oo
x X

n=2

yz,y'2 ve y,’nlin Bessel diferansiyel denkleminde yerine konulmasiyla ve p=0

durumunda;

(x*y, +xy, + x*y) Inx +2xy, + z n(n—1)b x" + z nb x" + anx’”z =0
n=2

= n=1 n=0

bulunur [17].

y,(x)’in Bessel denkleminin bir ¢éziimii olmasi nedeniyle x’y, +xy, +x°y, =0’dir ve

belirtiimelidir ki

, = L1 2nx & . 4n o x,,
2xy1—2x;(—1) WT_Z‘(_D s (5" bulunur.

Buradan

> 1" an (%)2" +3 n(n=Db,x" + nb,x" +3 b, ,x" =0 elde edilir.

2
n=1 (n ') n=2 n=1 n=2
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Bu esitligin saglanabilmesiicin x",n=0,1,... sifir olmalidir.
x' katsayisindan 1.5, =0= b, =0 dir.

x",n 21 katsayisindan b, ,, =0 dir ve

n+l
n 4n 1 2n . .
(_1) W (E) + [271(21’1 — 1) + 2n]b2n + bzn—z =0, oyle ki

by, = () Ly P

> —= elde edilir.
nn!)” 2 (2n)

1 1 1
I+—+—+..+—

1
1 Ly2n
(n!)’ (2)

Sadelik i¢in b, =0 alalim. Gerekli islemler yapilarak b,, = (-n™!

oldugu gosterilebilir.

Bu nedenle lineer bagimsiz ikinci ¢dziim

v, (x)=J,(x)Inx+ Z:(—l)”+1
n=l
sifirinci mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonunun terimidir.
V4
¥, (x) =5Y0(x)+ (In2-9)J,(x), 0<x<oo
0 < x < oo igin sifirinci mertebeden ikinci tlr Bessel fonksiyonu

1 1 1
I+ —+—-+..+—

_z f S _yntl 2 n/z o . .
Y()(X)_ﬂ'{(ln2+7)JO(X)+nZ:;‘( D (n!)2 \2) } seklindedir.

7/:0,57721566490153...:lim(Z%—lnn) Euler sabitidir.
k=1

n—oo

Genel ¢éziim ise y(x)=C,J,(x)+C,Y,(x) seklindedir.
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X

o
W

Sekil 4.3 J, (x) ve Y, (x)"in grafikleri

Simdi de kiresel Bessel fonksiyonlarinin grafiklerine bir g6z atmak gerekirse;

J J J

——3
2

..... S ==

2

s 1t
2 2

0,2 -

Sekil 4.4 J,,,(x), J,,,(x), Js,,(x) ve J,,,(x) fonksiyonlarinin grafigi
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Sekil 4.5 Y, ,,(x), ¥,,,(x), Y;,,(x) ve Y,,,(x) fonksiyonlarinin grafigi

4.3.3 p Pozitif Tamsayi

Birinci Frobenius seri ¢ozimu

;(E)Z””’, 0< x <o seklinde yazilmisti.
nl(n+p)! 2

W =J,0=3 1y

lineer bagimsiz ikinci ¢6ziim

¥, (x) :ayl(x)lnx+x_”2bnx", O<x<oo

n=0

y,(x)=a(y,(x)In x+ %) + Z (n—p)b x"""

n=0

Y200 = a(y, () In x+2 ~ 24 i(n —p)n—p-Db x>

X X n=0

Bulunan bu degerlerin Bessel denkleminde yerine konulmasiyla

alx*y, +xy, + (x> = p*)y lInx+2axy, + Y (n— p)(n— p—Db,x""

n=0
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i (n—p)b,x"" + i:bnx"_”_2 - i pzbnx"_” =0
n=0 n=0 n=0

¥,(x)’in denklemin bir ¢6ziimii olmasi nedeniyle

xzy; +xyi +()c2 —pz)y1 =0 dir.

. = L Q2n+ )Tt & L 2a(2n+ p) X 5.
dary, = 2axy -1y DY Sy 26CnED) (X,
= nl(n+p)12="r = nl(n+p)! 2

denklemin x” ile ¢arpilmasiyla

= 2" an+p) x, = =
D" T N yQn—p)b X"+ Y b x" =0 bulunur [17].
;< e 2 Z( p)b, Z [17]

Bu esitligin saglanabilmesiicin x",n=0,1,... katsayisi sifir olmalidir.
Yukaridaki esitlige x",0<n <2 p’nin higbir katkisi yoktur.
x*:0.(0-2p)b, =0= b, keyfi oldugu igin b, =1 alalm.
x':1.0-2p)h,=0=b, =0

x",2<n<2p katsayisindan

n(n-2p)b,+b, ,=0=b, = bys
n(2p—n)
22p-2) 2°.1(p-D
b, 1
42p—-4) 2°2Wp-D(p-2)
— k=1
n=k: by = Du o 1 =Pk
2k2p—-2k) 27kNp-D(p-2)..(p—-k) 27k!l(p-D!
Buradan b,,,, =0, n=0,12,... oldugu goérulir.
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1

2 ap x - -
2 2 _ _ 1 —
x°" katsayisindan T(E) "+b,, ,=0=a=-2""(p-D!'b,,,, =— 2 (p—1)!

elde edilir.

b,, degeri keyfidir fakat sadelik icin b, , =0 alalim.

X2 p>1, katsayisindan

2" a(2n+ . ) |
(-1 n‘(li—+p){))(2)2( P @0+ 2p) )by, + by s, =0, Byle ki
n+l 2/’—1a(2n+ p) 1 2(n+p) b2(n—1+p)
b2(n+p) = (_ —) __ snmHp)

n(n+ p)nl(n+p)! 2 2’n(n+ p)
Matematiksel islemleri kullanarak

p-1
27 aA, Lo, An=(1+l+...+1)+( T

nl(n+p)! 2 1 2 n I+p 2+p n+p

)n+l

b2(n+p) _(
Buradan lineer bagimsiz ikinci ¢coziim 0 < x < oo icin,

P (p_n_l)' EZn S _ 1\l 2[’ lAn 2(n+p)
Y, () =al ,(x)Inx+x {Z—( —1>!(2) +a;( ) = ),(2) }

Notasyon degisikligi yapilarak

1+l+...+l=l//(n+l)+7/, v(l)=-y, W(n)zr(r%(n) psi fonksiyonu. y,(x) p’inci
2 n

mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonunun bir terimidir.

v, =ald, ()Inx+> z(’{l"(p" 11))| Sy

L Ly WA DTyt pr) =y (p D +y X,
+-2.(=D it ) 2

=a(lJ, (x)lnz— Z(P n— 1)( )an i( 1" ‘//(n"‘l)'z‘li(n;P"'l)( Xyaner
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=y (p+D=21n2)7, ()
T 1
=a{EYp(x)—E[y—l//(p+1)—21n2]Jp(x)}, O<x<oo

_2 x_ 1 (p n- 1) 20-p
Y,()=—J, ()l —— Z )

1S gy MDYt pa D 2
z( D nl(n+p)! )

Birinci ve ikinci tiir Bessel fonksiyonlarinin kullaniimasiyla genel ¢6zim
y(x) =CJ,(x)+C,Y,(x)
Bu ¢bzim «,—a, farkinin pozitif tamsayr olmasi durumudur. ikinci ¢bzim Inx

logaritmik terimini icerir [17].

434 p= k+ ,k=0,1,... ve o, -, =2k +1’in Pozitif Tamsayi Olmasi

Birinci Frobenius seri ¢ozimu

1 X Dntkak

n®=J 1(x) Z( )'————5-() . 0<x<o seklindedir.
n=0 n!F(n+k+§)

. v 2n+k +l x ame
n0 =2 1" R
n=0 2n!F(n+k+2)

Lineer bagimsiz ikinci ¢6zim

1, o
y,(x)=ay,(x)Inx+x “ Z)anx", 0<x<oo

n=0
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oo 3
ylz(x)=a(yi(x)lnx+&)+2(n—k—%)bﬂx 3
X n=0

5

Y0 = a0 x+ 22 =20 L3 (k= Dy —k =2y
X X n=0 2 2

Bu degerlerin Bessel denkleminde yerine konulmasiyla

- Ll el
a[xzy;—i-xyl'+(x2—pz)yl]lnx+2axy1'+Zn(n—2k—1)bﬂx ‘ 2+anx 2 =0
=0

n=0

1
" : kt—
x*y, +xy, +(x* = p*)y, =0 oldugu belirtilmelidir ve denklemin x 2 ile carpiimasiyla

s 1
2 2Q2n+k+-) X

a> (-1 2 (5)2'”“+1 +3 n(n—2k ~1b,x" + b, x"* =0
n=0 n''(n+k+ 5) n=0 n=0

Bu esitligin saglanabilmesi igin x*,n=0,1,... sifir olmahdir.
Yukaridaki esitlige x",0<n <2k +1 icin hicbir katkisi yoktur.
x":0.(0-2k —1)b, =0 = b, keyfidir.

X 1.(1-2k=1)b =0=h,=0

x",2<n<2p katsayisindan

b

2m—1

b2m+l =-
Cm+1)(2m—-2k)

=0, 1<m <k oldugunu gosterebiliriz.

x**" katsayisindan

1
k+—
a——2 L (2k+1).0b,, +b, =0=a=0

1

k——
2 2I'(k+—
( 2)

a =0 ile birlikte x" katsayisi verilir.
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0, b, = Dy m=172,..

n(n-2p)b, +b,_,=0=0b, _22m(m—p)’

m—1 =

bO
2" m!(1= p)(2 = p)...(m~= p)

b,, =(=D" .oldugu gosterilebilir.

) (1)2’”_” bulunur.

b, =[2"T (- p)|”" segilmesiyle b, =
o =[P TU=PI seclmesiyie b, m!T(m—p+1) 2

- = -1)" X o
I N i g e . R W PR
0= Y b = ) A Q) T O

Genel ¢oziim

y(x)=CJ ,(x)+C,J_,(x) seklindedir ve 2p ’nin tamsayi olmamasi durumuyla aynidir.
Bu durum ¢, —a, nin pozitif tamsayl oldugu durumdur, ikinci ¢6zim bir Frobenius
serisidir ve In x logaritmik terimini icermez [17].

Uygulamalarda Bessel fonksiyonu nadiren standart formda bulunur. ikinci mertebeden

lineer adi diferansiyel denklem

2 _ 2 2.2

burada «, B, p, p sabit sayilardir ve bu denklem Bessel denklemine donistirilebilir.

,d’n dn 2 2y,
§d§2+§d§+(§ pInN=0,¢5>0 (4.2)

Sonuc asagidaki gibi bulunur.

& = Bx” degisken dénusiimiiyle,

dy/ds _po | dy_xdy_ odO_xd0)

P _ , ay _
d d px Box"" dx  p dx dé  p dx

dé 7 d&/dx

Bu durumda (4.2) denklemi
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L N ——(”’7)+<ﬂ2x“ P =0

dE 7 dE

n=x“y donisimiyle

x—=x""ZL—ax
dx dx y

xi()cd—n)—x2 «d’ Z+(1 200)x"™ 2 —+a’x %y elde edilir.
dx dx dx dx

Buradan diferansiyel denklem

lady

zo’dy d+0(x “y+(Bx

2 _2p

x —pH)p*x*y =0 haline gelir ve bu da

(4.1) denkleminin formatindadir.

Eger (4.2) Bessel diferansiyel denkleminin ¢dziimiinde 77 = Bp(dff) olarak alinsaydi (4.1)

denkleminin ¢ézimi y=x“B,(Bx”) seklinde olacakt.

4.4 Klein Gordon Denklemi

Klein-Gordon denklemi herhangi diger ikinci dereceden kismi tirevli diferansiyel
denklemler (KTDD) gibi baslangi¢c kosullar gifti ile desteklenmelidir. Fiziksel olarak,
bunlar uygun bir sinyal kaynaginin uyarilmasinda rol oynar. Bu kaynagin ¢t =0 anindan
once uyariimadigi (hareketsiz oldugu) fakat =0 aninda uyarilmaya basladigi kabul

edilsin. Eger boyleyse baslangic kosulu

o(7), 7>20=1>0 icin

f(&. T)\g:o =

0, 7<0=1<0 icin

(4.3)
@(r), >20=1>0icin
arf(é:’ T)\f:o =

0, 7<0=1<0 icgin
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olarak yazilmalidir. ¢(z), @(z) verilmelidir ve £ =0= z =0 olmalidir [4].

Sonuc olarak, Klein-Gordon denkleminin ¢oziimleri nedensellik prensibi sartlarina
uymalidir. Burada en son iki yorum vardir ve biri digerini destekler. Eger kaynaklari bu
baslangic zamaninda sifir ise bitin alanlarin sifir oldugu zayif nedensellik vardir. Bizim
problemimizde bu 7 <0’a karsiik gelir. Glgli nedensellik kosulu ise Einstein
aksiyomunun ileri sirdligi herhangi bir manyetik alanin bir sinyali boslukta ¢ 1sik
hiziyla yaydigi iddiasini takip eder. Bizim problemimiz, kaynagin; dalga kilavuzu kesit-
alaninin iginde, £ =0’da yer aldigidir. Bu bize Klein-Gordon denkleminin ¢éziminin
& =0 kaynak noktasinin 6tesinde £ =17 (6rnek, z = cr) dan sonra sifir olmak zorunda
oldugunu soyler. Bundan dolayi, eger sinyal Oz ekseni boyunca yayiliyorsa Klein-

Gordon denkleminin ¢oziimu fiziksel olarak

f(7,&)=0 eger <0

f(z,E)=1f(z,E) 20 eger 0<E<T (4.4)

f(r,E)=0 eger E>71

seklinde okunmalidir.

Klein-Gordon denklemi grup teorinin iskelet catisindaki Poincare grubu altinda
calisildiginda kendi 6zelliklerini korur. W. Jr. Miller Klein-Gordon denklemini bu yoniiyle
calismis ve bu denklemin ¢ézimiinde simetrinin yoriingeleri denen onbir birbiri ile dik
fonksiyon  olusturmustur [18]. Calismalarin  sonuglari  zaman doneminde
elektromanyetik alan teorisinin gelismesinde genis uygulama alani bulmustur. Bu
konuyla ilgili bir 6rnege asagida yer verilmistir.

(2.8) Klein-Gordon denkleminin f(f,f) ¢O6ziiminiin modal genlikler icin potansiyel
belirledigi hatirlansin. Dustnilstin ki henliz bilinmeyen vyeni (u,v) degiskenleri ile
verilen bir fonksiyon f[u(&,7),v(£,7)] ve (u,v) iki kere diferansiyellenebilen eski (&,7)
degiskenlerinin  bir fonksiyonu olsun. f[u(f,r),v(f,r)] fonksiyonunun (2.8)

denkleminin ¢6zimi olarak yerine konulmasi ve asagidaki islemlerden sonra denklem

yeni haliyle elde edilir [4]. Bu islemlere bir bakalim:
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f fonksiyonunu asagidaki gibi degiskenlerine ayrilsin
f=rE.7)=rlug )& 7= fluv)=U) (V) (4.5)

(2.8) denklemini (u,v) cinsinden yeniden sekillendirmek igin asagidaki 6n hazirhklar

yapalim

0 of ou Of dv
9 )= Yo o 4.6
PO e e (4.6)

D ¥ A
2 V)= 55 9 3¢ 4.7)

e (uv):azf(a_ujz f d'u af(avj afaz+azfa_ug+azfga_u
o7’ ’ ou*\dr) ouadr* w*\ar ov 97> Qudvdr dT Ovou T AT

u ve v degiskenleri bagimsiz degiskenler oldugundan bu son denklem daha da

basitlestirilebilir
1(a)2
u’\or v’

ayni yolla asagidaki elde edilebilir

A f(u,v):{az—f(a—”j ? f(avj LY Tu F o, 0 a—”ﬂ} (4.9)
e o 08 ) T v \9g) Touwog T ovagr T oudv 98 o¢

9’ 0
az_z f(l/l,V) =

(avjz of %u 9of v _ 9°f du v
— | += +— +2 —
or oudr’ v or? oudv 07 0T (4.8)

(4.6)-(4.9) denklemlerinin (2.8) denkleminde yerine yazilmasiyla

H%j (a(:”a{ ngj (a(:”gvf{gf 852}3’;

{az }af 2{au o du av}azf

372 o0& |ov |9t or 9 AE |dudv

(4.10)

+f=0

yeni denklemi elde edilir. Burada f fonksiyonu (u,v) bagimsiz degiskenlerine bagh bir

kaynak fonksiyonudur. Bir sonraki hedefimiz (4.10) denkleminden eski (f,r) bagimsiz
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degiskenlerinin elimine edilmesidir. u ve v’ye uygulanan d, veagy kismi tlrevleri

yardimiyla burada verilmistir. Bundan dolay;, bu hedef u ve v’nin (f,f)
degiskenlerinin fonksiyonu olarak belirlenebilmesi ile gerceklestirilebilir. Bu simetrinin
yoriingeleri calismasi adiminda, Miller f(u,v) ve T(u,v) ters fonksiyon ciftleri kiimesi

elde edilmistir.

Zaman-harmonik modal genlikler digerleri arasinda belirli bir durumdur. Miller’in

listesinde durum 1’e karsilik gelir. Gercekten u=7,v=¢ yerlerine yazip (4.10)
denklemi (2.7)’deki orijinal haline getirilir. Asikardir ki (f,z‘) degiskenleri zaman-

harmonik modlarinin ayrilmasina yol acarlar.

Miller’in listesinden durum 2’ye detayli bir gz atalim.

t=ucoshv, &=usinhv, 0<u<co, —c0o <y < oo (4.11
olarak alinsin. Once u(f, T) ve v(f, T) degiskenlerine gecis yapilmalidir. Bundan dolayi,

7> =u’ cosh’vve &> =u’sinh’ v,

77 =& = uz(cosh2 v —sinh’ v)z u’

1

ve boylece,
u=1"-E =u=1"-&, 0<u<w (4.12)

elde edilir. Buna ilaveten,

S

= tanhv,yani,arctanh= =y, —o <y <oo (4.13)
T ucoshv T

é_ usinhv

yazilabilir. Ve bu denklemi de

vy = arctan h

(4.14)

seklinde daha kullanisli hale getirilebilir. ifade bu hale,
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arctan hx = %ln(i_k x} x| <1

—X

Ozelliginden yararlanilarak gelmistir.

Burada,
g
I+
1 1 +
arctanhéz—ln T —"In Tto olarak hesaplanmistir.
T 2 ¢ T—
T

simdi, u(&,7) ve v(&,7)’ye ait kismi diferansiyeller hesaplanir.

u=7"-&>v= alrctalnhésllnﬂ

r 2 1-¢

oldugu hatirlanirsa,

e Wf_ifz =R coshy (4.15)
e R
g;‘ :%(% =$coshv:%sinhv=—smzzv (4.17)
N s
g_g:;_é PEyS :_\/725_7 =—“Si::hv = —sinhv (4.19)
o)
s;: :_COSL}:Z v (4.21)
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2%y _sinh 2y

082w’

(4.22)

elde edilir [4].

Bitin bu kismi diferansiyel sonuclari (4.10) Klein-Gordon diferansiyel denkleminde

yerine yazilsin. Bu durumda asagidaki denklem elde edilir:

2 . 12 5 5
[Coshzv—sinh2 ngu]:_{smh v_cosh v}a f+

u’ u’ o?

{ sinh” v coshzv}af {sinth sinh2v}af
+| - + 4 - 4

u u Ju u’ u’ ov

Lo| _sinhvcoshv sinhvcoshv 2’ f 4 F=0 (4.23)
u u ouov '
Sadelestirmelerin ardindan
° 190 1 9°
+——+1l-—— |flu,v)=0 4.24
(auz u ou u’ avzjf( ) (4.24)

kismi tarevli diferansiyel denklemi (KTDD) elde edilir. Bernoulli’nin ¢arpim metodu u
ve v degiskenlerine uygulanarak f = f(£,7)= flu(&,7)v(E 7)]= fFluv)=UWV (V)

yazilir. Degiskenlerine ayrilmis bu ¢arpimin (4.26) denkleminde yerine yazilmasiyla

9> 19 1 V()
—t——+1-——F=
ou”  udu u® V(v)

H’_/

az

U)=0 (4.25)

kismi turevli diferansiyel denklemi (KTDD) elde edilir. Yani,

p 1, o’
U, (u)+=U, (u)+|1-— U, (u)=0
u u
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V/(v)-a'V,(v)=0 (4.26)

p

(4.26) adi diferansiyel denklem ¢iftine varilir. Burada « degiskenlerine ayriima

metodunun bir sabitidir. (4.26) denkleminin U(u) fonksiyonuna ait adi diferansiyel
denklem kismindaki Bessel diferansiyel denkleminden Bessel fonksiyonu, V(v)

fonksiyonuna ait olan kismindan ise (matematiksel ve fiziksel olarak dikkate deger
olmasindan dolayi Gstel gelmesi istenen) bir (istel fonksiyon elde edilir. Her iki denklem

de iki lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.
V(v) fonksiyonu a keyfi sabit bir parametre olmak tizere V”(v) = a*V(v) yazilarak

V(v)= a,e” +be™

yazilabilir. Burada ap,bpeﬂi olmak Uzere keyfi reel parametrelerdir. Fakat asagida

f fonksiyonu olusturulacagi igin bu keyfi parametreler simdilik ihmal edilecektir. Yani,

V(v)=et® (4.27)

olarak ifade edilebilir.

Ardindan, U () fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemini verir.

0. (4.28)

(az +li+l—a—2JU(u)

ou’ udu u?

Bu denklem lineer bagimsiz iki ¢oziime sahiptir,
U(u)zApJp (u)+Bpr (u) (4.29)

burada A, ve B, keyfi sabitlerdir. Denklemde, J ‘ye birinci cesit Bessel fonksiyonu,
Y ’ye ikinci cesit Bessel fonksiyonu adi verildigi biliniyor. Oysa ikinci cesit Bessel
fonksiyonu Y(x), x — 0 iken Y(x) — —oo olmaktadir. Yani orijin etrafinda iraksaktir.

Bu istenmeyen bir iraksaklik durumudur. Cézimin seri acilimini bulabilmek icin

fonksiyonlarimizin yakinsak olmasi gerekmektedir. Su halde ikinci ¢esit Bessel

63



fonksiyonu Y(x)'den kurtulmak icin keyfi katsayist B, =0 secilmelidir. Nihayetinde

Ul(u) ¢oziimi A, keyfi sabit olmak Gzere

U(u)=A,J,(u) (4.30)

olarak elde edilmis olur.
Simdi bu Ustel fonksiyon ve Bessel fonksiyonunun g¢arpimi olarak ifade edilen f

fonksiyonu yazilsin. f = f(&,7)= f[u(,7).v(&,7)]= f(u.v)=U(u)V(v) idi. Buradan,

Bunlarin birlegimi ({,‘, 2') bagimsiz degiskenleri cinsinden fiziksel olarak dikkate deger:

p p

£,(&7)=|C, (%Qz J, («/T2—§2)+DP (%)2 Jp( fz—gz) (4.31)

¢6zimi elde edilir. Cozimin & =0’a gore simetrik oldugunu gérmek kolaydir. Bu
noktadan sonra artik £ >0 uzayinin mimkin oldugu ve keyfi sabitin ihmal edildigi, p

keyfi sabit bir parametre olmak (zere,

p

£, (£7) =(%Q2 J, (\/12 —52) (4.32)

denklemi ile ¢alisilacaktir.

Fiziksel olarak bu, TE modlariicin H_,, TM modlariicin E_, eksenel alan bilesenlerinin

modal genligidir. (2.7) ve (2.19) denklemleri hatirlanarak enlemsel alan bilesenlerinin

modal genlikleri asagidaki gibi gosterilsin:
A, (&7)=-9,f, ve B,({,7)=0.f, (4.33)
Bu tirevlerdeki basit islemlerle

Ap(f’f) :_affp :(_1/2)(fp—1 _fp+1)

B, (&,7)=0.f,=(-1/2)(f,. + f,.1) (4.34)

kismi tlirev sonuclari elde edilir [4].
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BOLUM 5

GRAFIKLER

Bu bélimde kiiresel formda f, A ve B fonksiyonlarinn p=1/2,3/2,5/2...

degerlerindeki salinimlari ile bu salinimlarin zaman ¢ yani 7 ve eksenel koordinat z

yani &’nin farkll degerlerindeki grafikleri verilmistir. & ekseni boyunca olan
salinimlarda 7 sabit tutulmus, 7 ekseni boyunca sergilenen salinimlarda & sabit

tutulmustur.

Bu bélimde incelenecek salinim grafikleri kiiresel formdadir.

Sekil 5.1 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=1/2 igin grafigi
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0,2 -

0,6+

Sekil 5.2 Modal genliklerin 0 <& <30 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=1/2 igin grafigi

-0,2 -

Sekil 5.3 Modal genliklerin 0 <& <10 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=3/2 igin grafigi
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Sekil 5.4 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=3/2 igin grafigi

Sekil 5.5 Modal genliklerin 0 <& <30 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=3/2 igin grafigi
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Sekil 5.6 Modal genliklerin 0 <& <10 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=5/2 igin grafigi

Sekil 5.7 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=5/2 igin grafigi
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Sekil 5.8 Modal genliklerin 0 <& <30 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=5/2 igin grafigi

Sekil 5.9 Modal genliklerin 0 <& <10 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p=7/2 igin grafigi
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Sekil 5.10 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz
eksenel koordinat, p=7/2 igin grafigi

F

..... BB 3
2 2

Sekil 5.11 Modal genliklerin 0< £ <30 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz
eksenel koordinat, p=7/2 igin grafigi
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Sekil 5.12 Modal genliklerin 10 <7< 40 zaman araliginda degisimi. & sabit, p =1/2

icin grafigi
..... Aq ____Fq _ _ 54
3 5 3
0,10 - P
i fti o
0,05 - I“ ﬂé : «.,‘ : :
IR B BT A I T A TS L T
IFANE d : A ] IAN
'Hlii 111 ;f t's #;i 7l
D_'Il | i i lii. A / 3 i 1‘.,“ / %'\
'|! L1y 3 A B £
{1 I Wy i ;
~0,05 || i} ,,-" :
1.'; ¢\
=010+ : T T T
10 20 30 40

Sekil 5.13 Modal genliklerin 10 < 7 < 40 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =3/2
icin grafigi
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0,06 -
0,04 -

0,02 -

Sekil 5.14 Modal genliklerin 10 <7 <40 zaman araliginda degisimi. & sabit, p =5/2
icin grafigi

0,04

0,02

-0,02

Sekil 5.15 Modal genliklerin 10 <7 <40 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p=7/2
icin grafigi
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Zaman-donemi mod problemi iki ana baslik altinda tartisiimistir. Birincisi; Maxwell

denklemlerinde 9, zaman turevi korunarak ve nedensellik prensibine bagh kalinarak

modal bazin belirlenmesidir. L, Hilbert uzayinda self-adjoint lineer bir operator
Maxwell denklemlerinden ayristiriimis, Neumann ve Dirichlet sinir-6zdeger problemleri
coziilerek bu 6zdegerlere bagh 6zfonksiyonlar (potansiyel) aileleri Uretilmistir. ikincisi;
Klein-Gordon denkleminden elde edilen genliklerin bulunmasidir. Buradan dretilen
Uretec fonksiyonu Ustel bir fonksiyon ile Bessel fonksiyonunun carpimi olarak
bulunmustur. Boylece manyetik alanlari belirleyecek potansiyellere ve genliklere

ulasiimistir.

(x,y) ekseni boyunca eliptik Helmholtz denklemi 6nce analitik olarak ¢6ziImds,
ardindan bu ¢6ziimde y sabit tutularak sadece x igin sayisal degerlere bakilmis ve
analitik ¢cozim ile sayisal ¢c6ziim arasinda bir karsilastirma yapilmistir. Bu karsilastirma
hata analizi ile birlikte okuyucuyu bir gerceklemeye gotiirmektedir. Grafikler ise gorsel
yorumlama imkani vermektedir. Bu tartismalara ilave olarak Zaman Uzayinda Sonlu

Farklar (ZUSF) ile daha ciddi gergceklemeler yapmak da mimkiinddr.

Bu kisimdan sonra matematikgiler icin 6Gnem arz eden Bessel diferansiyel denklemine
ve ¢6zum fonksiyonlara bir g6z atilmis ve bunlar ile ilgili tartismalar verilmistir. Sonug
olarak belirlenen genlikler icin grafikler ile sinyalin transfer edilisine 1sik tutulmaya
calisilmistir. Tezde vyeni olarak Bessel fonksiyonlarinin yari-tamsayl grafikleri

sunulmustur.
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EK-A

A-1 Sekil 5.3 Maple Kodlari
SPHERICAL BESSEL-Tau is FIXED
restart;

n:=1;

alpha:=n+1/2; #n:=0,1,2..
tau:=10.001;

xil:=0;

xi2:=10;

y1:=-0.2;

y2:=0.2;

N:=1500; #N=numpoints

th:=2; #th is thickness

GRAFiK KODLARI

R1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”r2-xi*2))));

F1:=R1;
h1:=piecewise(0xi,0,xi10,0,F1);

with(plots):

al:=plot(h1,xi=0..10,numpoints=N,thickness=th,view=[xi1..xi2,y1..y2],legend=[F[1/2]],c

olor=black,axes=boxed,symbol=box,linestyle=solid);



display({al}):

n:=1;, #n=0,1,2..
alpha:=n+1/2-1;

tau:=10.001;

xil:=0;

Xi2:=10;

yl:=-1;

y2:=1;

N:=1500; #N=numpoints
Fam1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”2-xi*2))));
h2:=piecewise(0xi,0,xi10,0,Fam1);
with(plots):

b1:=plot(Fam1,xi=0..10,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],axes=boxed,le
gend=[F[am1]]);

display({b1}):

#alpha:="alpha’;

alpha:=n+1/2+1;

tau:=10.001;

xil:=0;

Xi2:=10;

y1:=-0.4;

y2:=0.4;
R3:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”2-xi*2))));
Fapl:=R3;
h3:=piecewise(0xi,0,xi10,0,Fap1l);
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with(plots):

cl:=plot(Fap1,xi=0..10,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],axes=boxed,le
gend=[F[ap1]]);

display({c1}):

n:=1;

#alpha:='alpha'; #n:=0,1,2..
tau:=10.001;

xil:=0;

Xi2:=10;

yl:=-1;

y2:=1;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
Al:=(-1/2)*(R2-R3);
gl:=piecewise(0xi,0,xi10,0,A1);
with(plots):

sl:=plot(g1,xi=0..10,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],legend=[A[1/2]],c

olor=black,axes=boxed,symbol=box,linestyle=dash);
display({s1}):

n:=1;

tau:=10.001;

xil:=0;

xi2:=10;

yl:=-1;
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N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
B1:=(-1/2)*(R2+R3);
g2:=piecewise(0xi,0,xi10,0,B1);
with(plots):

s2:=plot(g2,xi=0..10,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],legend=[B[1/2]],c

olor=black,axes=boxed,symbol=box,linestyle=dot);

display({s2}):
with(plots):

display({al,s1,s2});
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EK-B

(4.27)

MILLER’iN LISTESI

denkleminde &(u,v) ve z(u,v) yerlerine yazildiginda f(u,v)=U (u)V (v)

esitligi elede edilir bu degisimin sonucunda asagidaki listeye ulasilir.

1.

10.

11.

—o<yu<oo, —oo<y<oco araliklar icin 7=u ve &E=v, f(u,v) stel
fonksiyonlarin garpimidir.

T=ucoshy ve ¢&=usinhy —o<y<ow (0<u<oo  istel ve Bessel
fonksiyonlarinin carpimidir.

=W’ +v")/2 ve E=uv ile 0<u<oo —o<y<oo, f(u,v) parabolik silindirik
fonksiyonlarin ¢arpimidir.

t=uy ve E=@’+1v?)/2 ile 0<u<oo, —o<y<oo parabolc silindirik
fonksiyonlarin garpimidir.

T+&E=2u+v) ve 7-&E=(w—v)* ile —o<u,v<oo Airy fonksiyonlarinin bir
carpimidir.

7+&=cosh[(u—v)/2] ve 7—¢&=sinh[(u+v)/2] ile —eo<u,v<oo Mathieu
fonksiyonlarinin bir carpimidir.

t+&=2sinh(u—v) ve 7-&=exp(u+v) ile —oo<u,v<eo  Bessel
fonksiyonlarinin bir carpimidir.

t+&=2cosh(u—v) ve 7-&E=exp(u+v) ile —oo<u,y<oo  Bessel
fonksiyonlarinin bir ¢garpimidir.

7 =sinhucoshv ve &=coshusinhv ile —oo <u,v <o Mathieu fonksiyonlarinin

bir carpimidir.
t=coshucoshy ve ¢&=sinhusinhv ile —o<u<e, 0<v<o Mathieu

fonksiyonlarinin bir garpimidir.
T=cosucosv ve ¢=sinusiny ile O<u<2m, O0<u<sm Mathieu

fonksiyonlarinin bir carpimidir.
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EK-C

KRITiK z*> DEGERLERI

Onem Seviyesi, @

> 0,995| 0,99 | 0,975| 0,95 | 0,90 | 0,10 0,05 | 0,025 | 0,01 | 0,005
1 --- 10,001 {0,004 | 0,016 | 2,706 | 3,841 | 5,024 | 6,635 | 7,879
2 |0,010|0,020|0,051|0,103|0,211| 4,605 | 5991 | 7,378 | 9,210 | 10,597
3 |0,072|0,115|0,216 | 0,352 | 0,584 | 6,251 | 7,815 | 9,348 | 11,345 | 12,838
4 |0,207|0,297|0,484|0,711 1,064 | 7,779 | 9,488 | 11,143 | 13,277 | 14,860
5 |0,412|0,554 0,831 |1,145|1,610| 9,236 | 11,070 | 12,833 | 15,086 | 16,750
6 |0,676|0,872|1,237 | 1,635 |2,204 | 10,645 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548
7 10,989|1,239|1,690|2,167 | 2,833 | 12,017 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278
8 [1,344|1,646 2,180 | 2,733 | 3,490 | 13,362 | 15,507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
9 (1,735|2,088|2,700 | 3,325 | 4,168 | 14,684 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589
10 |2.156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 4,865 | 15,987 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188
11 2,603 3,053 | 3,816 | 4,575 |5,578 | 17,275 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 3,074 (3,571 | 4,404 | 5,226 | 6,304 | 18,549 | 21,026 | 23,337 | 26,217 | 28,300
13 |3,565(4,107 | 5,009 | 5,892 | 7,042 | 19,812 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 29,819
14 4,075|4,660 | 5,629 | 6,571 | 7,790 | 21,064 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319
15 4,601 5,229 | 6,262 | 7,261 | 8,547 | 22,307 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801
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s.d

Onem Seviyesi, @

0,995

0,99

0,975

0,95

0,90

0,10

0,05

0,025

0,01

0,005

16

5,142

5,812

6,908

7,962

9,312

23,542

26,296

28,845

32,000

34,267

17

5,697

6,408

7,564

8,672

10,085

24,769

27,587

30,191

33,409

35,718

18

6,265

7,015

8,231

9,390

10,865

25,989

28,869

31,526

34,805

37,156

19

6,844

7,633

8,907

10,117

11,651

27,204

30,144

32,852

36,191

38,582

20

7,434

8,260

9,591

10,851

12,443

28,412

31,410

34,170

37,566

39,997

21

8,034

8,897

10,283

11,591

13,240

29,615

32,671

35,479

38,932

41,401

22

8,643

9,642

10,982

12,338

14,041

30,813

33,924

36,781

40,289

42,796

23

9,260

10,196

11,689

13.091

14.848

32.007

35.172

38.076

41.638

44.181

24

9,886

10,856

12,401

13,848

15,659

33,196

36,415

39,364

42,980

45,559

25

10,520

11,5624

13,120

14,611

16,473

34,382

37,652

40,646

44,314

46,928

26

11,160

12,198

13,844

15,379

17,292

35,563

38,885

41,923

45,642

48,290

27

11,808

12,879

14,573

16,151

18,114

36,741

40,113

43,195

46,963

49,645

28

12,461

13,565

15,308

16,928

18,939

37,916

41,337

44,461

48,278

50,993

29

13,121

14,256

16,047

17,708

19,768

39,087

42,557

45,722

49,588

52,336

30

13,787

14,953

16,791

18,493

20,599

40,256

43,773

46,979

50,892

53,672

40

20,707

22,164

24,433

26,509

29,051

51,805

55,758

59,342

63,691

66,766

50

27,991

29,707

32,357

34,764

37,689

63,167

67,505

71,420

76,154

79,490

60

35,534

37,485

40,482

43,188

46,459

74,397

79,082

83,298

88,379

91,952

70

43,275

45,442

48,758

51,739

55,329

85,527

90,531

95,023

100,425

104,215

80

51,172

53,540

57,153

60,391

64,278

96,578

101,879

106,629

112,329

116,321

90

59,196

61,754

65,647

69,126

73,291

107,565

113,145

118,136

124,116

128,299

100

67,328

70,065

74,222

77,929

82,358

118,498

124,342

129,561

135,807

140,169

S

-2,58

-2,33

-1,96

-1,64

-1,28

+1,28

+1,64

+1,96

+2,33

+2,58
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