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OZET

SONLU CiSIMLER UZERINDE AYRIK FOURIER DONUSUMU VE CEBIRSEL
KODLAMA TEORIiSINDEKi BAZI UYGULAMALARI

Sultan SELCUK

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Ayten OZKAN

Fourier dontisimi, kompleks fonksiyonlar teorisinde Fourier analizi konu baslhigi
altinda incelenen, bilimin ve mihendisligin cesitli alanlarinda karsimiza c¢ikan
mate matikgiler icin ilging bir ydntem, mihendisler icin kullanish bir ara¢ olan ¢ok yonlii
bir kavramdir. Matematikte daha cok kompleks sayilar cisminde Fourier donlisiimi
incelense de, bu calismada sadece sonlu cisimler lzereki dénlisiimleri incelendi. Bu
amacla oncelikle sonlu cisimler, cisim genislemeleri ve bunlar icin 6rnekler verildi.
Fourier donldsimiinin tanimiyla birlikte matris gosterimi, tez icinde tanim ve
teoremlerde kullanacagimiz ozellikleri ve genellikle mihendislerin asina olduklar fakat
matematiksel olarak da c¢ok anlamli olan lineer yineleme ve lineer kompleksite
kavramlari incelendi.

Fourier donlisimin kullanim alanlarindan en 6nemlilerinden biri olan hata dizelten
kodlar icinde devirli kodlar ve bunlara ait 6zellikler Gzerinde duruldu. Bir devirli kodun
Fourier dontsimi sonucunda elde edilen frekans bolgesindeki spektral olarak ne
anlam ifade ettigi incelendi. Devirli kodlarin klasik taniminin disinda, belirli spektral
bilesenleri sifira esit olan kodlar olarak tanimlanabilecegi ve bircok kodun
dekodlamasini da spektral olarak tanimlanabilecegi gosterildi.

Devirli kodlar icinde 6zel olarak, gliniimizde iletisim sistemlerinde, kompakt disklerde
ve dijital video islemlerinde en ¢ok kullanilan Reed-Solomon kodlari ve bunlarin bir

Xi



altcisim-alt kodu olarak BCH kodlar arastinldi. Bu kodlarin spektral tanimlar ve baz
kodlama ornekleri incelendi. Ayrica yine Reed-Solomon ve BCH kodlarinin bir veya iki
bilesen eklenerek genisletilmis formlarinin olusturulmasi gosterildi.

Reed-Solomon kodlar i¢in kullanilan algoritmalarn en kullanish olanlarinin Fourier
donisimiine dayandigi gorilmustir. Bunlar hata yerini bulan dekodlama sinifina girip
cebirsel olarak énemlidirler. Bu algoritmalardan bazilarini tanitmak amaciyla polinom
gosterimleri, sendromlar ve bunlarin spektral tanimlar incelendi. Hatanin yerini ve
degerini cebirsel metodlar kullanarak bulmaya yarayan Peterson-Gorenstein-Zierler
dekodlayicisi ve Sugiyama algoritmasi ayrintilariyla incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fourier donlisimi, hata diizelten kodlar, devirli kodlar, Reed-
Solomon kodlar, BCH kodlari, hata yeri bulan dekodlama algoritmalari, Peterson-
Gorenstein-Zierler dekodlayicisi, Sugiyama algoritmasi.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
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ABSTRACT

DISCRETE FOURIER TRANSFORM OVER FINITE FIELDS AND ITS
APPLICATIONS ON ALGEBRAIC CODING THEORY

Sultan SELCUK

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Assist. Prof. Dr. Ayten OZKAN

The Fourier transform is a multidimensional concept which is investigated under the
topic of Fourier analysis in theory of complex functions and which we see in various
areas of science and engineering, as an interesting method for mathematicians and a
useful tool for engineering. Although in mathematics, the Fourier transform in the field
of complex numbers is a more widespread topic of investigation, this study only
investigates the transforms on finite fields. With this aim, firstly finite fields, extension
fields and examples of these have been given. Together with the definition of the
Fourier transform, matrix form of the transform, its characteristics to be used within
the thesis in definitions and theorems and the concepts of linear recursion and linear
complexity —usually more familiar to engineers but also very meaningful in terms of
mathematics- have been analyzed.

Error correcting codes in cyclic codes, which are one of the most important areas of
use for the Fourier transform, and their characteristics have been studied. The spectral
meaning of the codes in the frequency domain obtained as a result of the Fourier
transform of a cyclic code has been investigated. It has been shown specifically for
cyclic codes that the value of the code obtained as a result of the Fourier transform
has certain specified spectral components equal to zero and that it may be used in
coding and decoding algorithms.
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Specifically for cyclic codes, Reed-Solomon codes presently used most widely in
communication systems, compact discs and digital video procedures and BHC codes as
a subfield-subcode of these have been researched. The spectral definitions and some
coding examples have been analyzed. In addition, the formation of the extended forms
of the Reed-Solomon and BCH codes by adding one or two components has been
shown.

It has been seen that the most useful of the algorithms used for Reed-Solomon codes
are based on the Fourier transform. These are part of the decoding class which finds
error and algebraically important. In order to give information on some of these
algorithms, polynomial representations, syndromes and their spectral definitions have
been analyzed. The Peterson-Gorenstein-Zierler decoder and Sugiyama algorithm,
which serve to find the location and value of the error using algebraic methods, have
been put through detailed analysis.

Keywords: Fourier transform, error correcting codes, cyclic codes, Reed-Solomon
codes, BCH codes, locator decoding algorithms, Peterson-Gorenstein-Zierler decoder,
Sugiyama algorithm.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bilimin degisik alanlarinda genis kullanim alanlarina sahip olan Fourier dénisimiinin
kokenleri 1805 yilina kadar uzanir. Bu yillarda, Ginli matematikci Carl Friedrich Gauss
belirli bolgelerdeki bazi astroitlerin yoriingeleri (izerinde calisirken ayrnk Fourier
donisimind gelistirmistir. Fakat bu konuyla ilgili herhangi bir yayin yapmamistir.
Fourier analizinin temellerini kuran Fransiz matematik¢i Jean Baptiste Joseph Fourier
de, henliz bu tarihlerde kendi calismasini yayinlamamisti. 1822 yilinda Fourier bu
konudaki ilk yayinini yapti [1].

Bundan sonra Fourier donisimi, kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde, ¢ok
bliylik tamsayilarin ve polinomlarin carpiminda, kompleks analizde, veri iletim
sistemlerinde, cebirsel kodlama teorisinde ve kriptolojide kullanilan, hem
matematikgiler hem de muihendisler igin gok yonlu bir arag haline gelmistir.

Fourier donisiimiiniin hata-kontrol kodlarindaki ilk uygulamalarn ise 1960’1 yillarda
gorilur. ilk spektral dekodlayici Reed ve Solomon [2] tarafindan, Reed-Solomon
kodlarinin minimum uzakhginin ispatinda kullanilmistir. Fakat bu dekodlayici pek pratik
olmadigindan uzun bir sire spektral dekodlama teknikleri Gzerinde g¢alisma olmadi.
Kodlama teorisinde Fourier doniisimiinin roll, bu ad altinda olmasa bile, Mattson ve
Solomon tarafindan 1961 yilinda ortaya kondu [3]. Teorik ilerleme igin énemli bir rolQ
olan spektral polinom tanimini yaptilar, fakat yine bir Fourier donisimi olarak
spektral polinomun 6nemi ¢ok net anlasiimadi.

Sonlu cisimler (izerinde Fourier donlisimi ilk defa 1971’de Pollard [4] tarafindan

incelendi. Bunlarin hata-kontrol kodlari Gzerindeki kullanimini Gore [5] 1973 yilinda



tanitti. Ardindan Chien ve Choy [6] ile Lempel ve Winograd [7] tarafindan konu ele
alindi. Bir dizinin agirhg ile Fourier donisimiinin lineer kompleksitesi arasindaki
iliskiyi 1979’da Blahut [8] ortaya koydu. Schaub 1988’de yazdigI doktora tezinde devirli
kodlarin minimum uzakhklar Gzerindeki sinirlarin yani kisaca devirli kodlarin, lineer
kompleksite kavrami kullanilarak nasil olusturulabilecegini gosterdi [9].

Reed-Solomon kodlari basta olmak lzere devirli kodlarin popdlerligini, bunlar izerinde
cok kullanish dekodlama algoritmalarinin varligina baglayabiliriz. Devirli kodlar sinifinda
cok etkili bir sekilde kullanilan hata yeri bulan dekodlama algoritmalarina ilk adimi
Peterson [10], hata yeri bulan polinomu tanitarak atmis oldu. Daha sonra Gorenstein
ve Zierler [11] hata yeri bulma dekodlamasini ikili olmayan kodlarda incelediler. Forney
[12] ve sonra 1989 yilinda Horiguchi [13] ve 1997 yilinda da Koetter [14] ¢alismalarinda
hata degerini hesaplayan degisik metodlar gelistirdiler. Blahut [8] hata yeri bulma
dekodlama algoritmalan ailesini Fourier donisiim metodlarina gore yeniden formiile
etti. 1983’de Welch ve Berlekamp, sendromlarin hesabini elimine eden kod boélgesinde
bir dekodlama algoritmasinin pantentini aldilar [20]. Bundan sonra Berlekamp bu

konudaki ¢alismalarina devam ederek 1996’da ¢alismalarini yayinladi.

1.2 Tezin Amaci

Matematikte Fourier donlisiiminin temelleri Fourier analizi bashgi altinda atilmistir.
Fourier analizi ise basta mihendislik alanlarn olmak lizere fizik, akustik, istatistik,
kriptografi, istatistik teorisi, kodlama teorisi, kombinatorik, optik, geometri, kismi
diferansiyel denklemler, kuantum mekanigi, deniz bilimi, telekomiinikasyon ve
haberlesme alanlarinda kullanilan bir aragtir. Matematik alaninda Fourier analizi
kompleks sayilar cismi Uzerinde incelenir. Bu c¢alismada oncelikle Fourier analizinde
mate matikciler tarafindan c¢ok fazla incelenilmemis olan sonlu cisimler Uzerindeki
Fourier dontsimiini incelemek amacglanmistir. Ayrica diger temel amag, veri ve sinyal
isleme konusunda siklikla karsimiza g¢ikan Fourier donlisiminin ve o6zelliklerinin
cebirsel kodlama teorisindeki uygulamalarini arastirarak, 6zellikle devirli kodlarin
frekans bolgesindeki tanimlarini ve bunlarin kodlama ve dekodlama algoritmalarindaki
kullanithslarini  aciklamak ve bu konunun altinda vyatan teorik matematigi
incelemektektir. Ayrica hata dizelten kodlar konusunda bilinen kavramlarin Fourier

donusim teknikleriyle alternatif bir sekilde ele alinip yeni bakis acilan kazandirmak ve



donlisim tekniklerine yatkin olan fakat bunlarin kodlama teorisindeki yerini bilmeyen

mihendisler i¢in de faydali bir calisma yapmak amaglanmistir.

1.3 Hipotez

Ayrik Fourier dontsimi sonlu cisimler Uzerinde uygulanabilir. Hata diizelten kodlar
konusunda bilinen kavramlar, Fourier dénlisimi sonucunda elde ettigimiz frekans
bolgesinde tanimlanabilir. Bir vektériin Hamming agirligi ters Fourier donlsiimunin
lineer kompleksitesine esittir. Ozel olarak devirli kodlar icin frekans bdlgesinde
alternatif bir tanim vardir. Devirli kodlar belirli spektral bilesenleri sifir olan kodlar
olarak da tanimlanabilir. Bu tanim kullanilarak kodlama ve dekodlama algoritmalari
olusturulabilir. BCH ve Reed-Solomon kodlarini da iceren bircok kodun dekodlamasi

spektral olarak aciklanabilir [8].



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bir semboller kiimesine alfabe denir. Bazi alfabeler sonsuzdur, 6rnegin reel sayilar
kiimesi veya kompleks sayilar kiimesi gibi. Biz genellikle sonlu alfabeler ile ilgilenecegiz.
Verilen bir alfabenin sembollerinin olusturdugu ardisik dizilmis kiimeye dizi denir. Bir
dizi sonsuz uzunluklu olabilir. Bizim ilgilendigimiz sonsuz dizilerin belirli bir baslangici

olup sonu olmayacak, fakat baslangic ve sonu olmayan sonsuz diziler de vardir.

Verilen bir alfabeden sonlu uzunlukta sembollerden olugsan kiimeye sonlu dizi denir.
Dizideki sembollerin sayisina blok uzunlugu denir ve n ile gosterilir. Bazen blok
uzunlugu acikca belirtiimez, fakat belirli bir dizi verildikten sonra dizideki sembollerin
sayisi sayilarak hesaplanabilir. Diger durumlarda, blok uzunlugu n olarak verilir, ki biz

sadece n blok uzunlugu ile ilgili ¢galisma yapacagiz.

Dizileri bir ¢cok acidan inceleyebiliriz. Ornegin verilen bir sembol dizisinin yapisi
Uzerinde ve bunlarin cesitliligi Gzerinde calisilabilir. Biz bu ¢alismada genellikle sonlu
uzunluklu diziler tzerinde, cisim olarak bilinen 6zel bir aritmetik yapiya sahip alfabeler
Uzerinde duracagiz. Bu durumda sabit bir sonlu blok uzunluguna sahip dizilere vektor

diyecegiz.

Cebirsel metodlar kullanarak cisimler Uzerindeki dizilerle islem yapabiliriz. Lineer
yineleme, devirli konvolisyon ve Fourier donlisimi gibi kavramlar kullanarak diziler
Uzerinde calisabiliriz. Bu ¢alismada sadece sembol alfabesi cisim olan hatta sadece
sonlu cisim olan, adina kod diyecegimiz sonlu boyutlu dizi kimeleri Uzerinde

calisacagiz.



Bir cisim Uzerinde tanimli bir vektdriin en énemli 6zelliklerinden biri Hamming agirhigi
ya da kisaca agirhiktir. Hamming agirhigi bir vektérde sifirdan farkh bilesenlerin sayisi
olarak tanimlanir. Bir cisim {izerinde tanimli bir ¢ift vektoriin en énemli 6zelliklerinden
biri ise iki vektor arasindaki Hamming uzakligi ya da kisaca uzakliktir. Hamming uzakhgi
iki vektorin bilesenlerinden farklilik gosterenlerin sayisi olarak tanimlanir. Bu
¢alismada vektorlerin agirliklan ve vektorler arasindaki uzaklik konusu bizim igin 6nemli

olacaktir.
2.1 Sonlu Cisim

Cebirsel olarak cisim adi verilen yapi kabaca; toplama, ¢ikarma, carpma ve bdlme
yapabildigimiz ve bu islemlerle birlesme, degisme ve dagilma ozelliklerini saglayan
aritmetik bir sistemdir. En ¢ok bilinen cisim ornekleri rasyonel sayilar kiimesi Q, reel
sayilar kiimesi R ve kompleks sayilar kiimesi C’dir. Toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme

islemlerinin kurallan her cisimde bilindigi gibidir.

Bazi bilenen aritmetik sistemler cisim degildir. Ornegin tam sayilar kiimesi Z toplama
ve carpma islemleri g6z onine alindiginda cisim degildir. Benzer sekilde dogal sayilar

kiimesi N de cisim degildir.

Bunlar disinda sonlu veya sonsuz elemanli bircok cisim 6rnegi vardir. Sonlu sayida

elemani olan cisimlere sonlu cisim ya da Galois cismi denir. q elemanli bir Galois cismi

GF(q)ya da Fq ile gosterilir. Bir sonlu cismin sifirdan farkli elemanlarinin olusturdugu

kime GF(q)" ile gosterilir. Galois cismi GF(q), yanlizca q bir asalp'ye esit ise ya dam
birden biylk bir tamsayl olmak Uzere, bir asalin kuvvetine (p™) esit ise vardir. q'nun

diger tim degerlerinde toplama ve ¢arpma cisim aksiyomlarini saglamaz.

Bir F cismini tanimlamak icgin, cismin her eleman cifti icin iyi tanimli olan iki islem

tanimlamaliyiz. Bu islemler toplama ve carpma olup su ozellikleri saglarlar.

Toplama Aksiyomlari: F cismi toplama islemi altinda kapalidir, birlesme ve degisme

ozelliklerini saglar.
at+(b+c)=(@+b)+c 2.1)

a+b=b+a (2.2)



Toplamanin birim elemani sifir vardir ki, a+ 0 = aolur. Ayrica her elemanin tek bir

negatifi vardir ki a + (—a) = 0 olur. Cikarma islemi, a + (—a) seklinde tanimlanir.

Carpma Aksiyomlari: F cismi carpma islemi altinda kapalidir, birlesme ve degisme
ozelliklerini saglar.
a(bc) = (ab)c ve ab=ba (2.3)

Garpmanin birim elemani 1 # 0 olup 1a = a ve sifirdan farkli her elemanin tek bir tersi

1

vardir ki a1 ile gésterilir ve aa™* = 1 olur. Bélme islemi ise a=< b (yadaa/b) ile

tanimlanip ab™! anlamindadir.
Ortak Aksiyom: Dagilma ozelligi; hera, b,c € F igin,
(a+b)c=ac+ bc (2.4)

saglanir. Eger q bir asal sayip'ye esit ise, GF(q) sonlu cisminin yapisini agiklamak
kolaydir. Bu durumda, GF(q) = {0,1,2, ...,p — 1} olur. Toplama ve carpma islemleri
modulo- p toplama ve modulo- p ¢arpma olarak vyapilir. p elemanh bir cisim
tanimlamanin diger bir yolu farkli bir yapi ile farkh notasyonlar kullanilarak
olusturulabilir fakat bu farkl bir bakis acisindan baska birsey degildir, ayni sonuca
varilir. Sonugta her p asal igin sonlu cisim GF(p) notasyon farki ile bir tektir. Bu
baglamda p elemanli sadece bir cisim vardir diyebiliriz. Benzer sekilde GF(p™) cismi

icinde ayni seyi soyleyebiliriz [16].
2.2 Cisim Genislemesi

GF(2), GF(3) , GF(5) cisimlerinin toplama ve c¢arpma tablolarini kolaylikla
olusturabiliriz. (Cizelge 2.1) Fakat GF(4)i¢in ayni seyi sOyleyemeyiz. Modulo-4 de
2Xx 2 =0olup, 2'nin modulo 4'te garpimsal tersi olmadigindan burada modulo-p
aritmetigi yapamayiz. Dolayisiyla GF(4) icin farkh bir yapi olusturacagiz. 4 elemanl bir
cisim olusturmak icin 2 elemanh GF(2) cisminin genislemesini kullanacagiz. Genel
olarak, F cismini iceren herhangi bir cisme F cisminin cisim genislemesi denir. Burada F
cisminin kendisine temel cisim denir. GF(p™) seklindeki bir cisim, GF(p) cisminin bir
genislemesidir ve kompleks sayilar cisminin reel sayilar cisminden olusturulma sekline
benzer sekilde basit polinomlar yoluyla kurulur. Bu yapilanmanin en genel halini
aciklamak istiyoruz, fakat 6nce C kompleks sayilar cismini, R reel sayilar cisminin bir

genislemesi olarak nasil olustugunu anlayalim.



Cisim genislemesi ile olusan yeni cisim, toplama ve g¢arpma islemlerinin tanimlarini
yapabilmemiz icin reel sayi giftlerinden olusmalidir. Cisim genislemesini gegici olarak
R® jle gosterelim ve R = {(a,b)|a,b € R} seklinde tanimlayalim. Burada R
cisim genislemesini R? vektor uzayi ile karistirmamak gerekir. Ayrica R®) tizerindeki
toplama ve g¢arpma islemlemlerini tanimlamanin birka¢ yolu oldugunu sdylemeliyiz.
Cisim genislemesi R iizerindeki aritmetigi tanimlamak icin elemanlarini polinomlar
olarak ifade edecegiz. Bu amag icin kuracagimiz polinomlarda x semboliinii baska
yerlerde kullanmak igin z kullanacagiz. Boylece (a, b) yerine daha kullanish olana + bz

yazarak cisim genislemesini tekrar tanimlayalim;
R® = {a + bz|a,b € R} (2.5)

Sonra R’de ¢arpanlarina ayrilmayan 2. dereceden bir polinom bulalim. Ornegin
p(z) = z% + 1polinomu carpanlarina ayrilmaz. Bunun yaninda R’de carpanlarina
ayrilmayan 2. dereceden bircok polinom vardir (6rnegin z2 + z + 1), fakat kullanim
kolaylig1 sagladigindan genellikle p(z) polinomu segilir. Simdi cisim genislemesi olarak,
katsayilart R’den olmak uzere derecesi p(z) den kigiik olan polinomlar kiimesini
tanimlayalim. R(® {izerindeki toplama ve carpma islemleri modulo p(z) toplama ve

carpma olarak tanimlanir. Boylece toplama ve ¢arpma islemleri de
(a+bz)+ (c+dz)=(a+c)+ (b+d)z (2.6)
(@+bz)(c+ dz) =ac+ (ad+ bc)z+bdz? (mod z? +1)
= (ac—bd) + (ad + bc)z (2.7)

seklinde tanimlanir. Burada z> = —1 (mod p(z) ) oldugundan ve z = v/—1igin genel
olarak bilinen kompleks sayilarla carpma islemi formuna doénistirmus oluruz. Boylece
cisim genislemesi ile elde ettigimiz yapi aslinda kompleks sayilar cismi C olur. Ayrica
R® cisim genislemesini kurmak icin baska yapilar kullanilsa bile sonucta notasyon

farkiyla yine kompleks sayilar cismi C elde edilir.

Benzer sekilde GF(2) cismini GF(4) cismine genisletmek icin
p(z) = z2? +z + 1 polinomunu secelim. Bu polinom GF(2)'de carpanlarina ayriimaz.
Gergektende GF(2) cisminde birinci dereceden polinomlar sadece z ve z+ 1
polinomlaridir ve bunlarin higbiri z2 +z + 1'nin bir ¢arpani degildir. Bdylece,

GF(4) = {a + bz|a,b € GF(2)} (2.8)



olarak tanimlanir ve GF(4) cismindeki toplama ve carpma islemleri, modulo p(z)

polinom toplamasi ve carpmasidir. Yani, (a+ bz) + (c +dz) = (a+c) + (b+d)z
ve GF(2)'de "+" ve "-" islemlerinin ayni olmasi kullanilarak
(a+ bz)(c+ dz) = ac+ (ad + bc)z + bdz? (mod z2+z+ 1)
= (ac+ bd) + (ad + bc + bd)z (2.9

elde edilir. GF(4) cisminin elemanlan 0,1,z,z + 1 olup bunlar 0,1,2,3 ile gosterirsek,

toplama ve carpma islemlerinin tablosu soyle olur.

Cizelge 2.1 Bazi kiiclik cisim 6rneklerinin aritmetik tablolar

+ o 1 . Jo 1
GF(2) 0 |0 1 o [o o
1|1 o0 1 |0 1
+ o 1 2 0o 1 2
GF3) 0 |0 1 2 oo o o
111 2 o0 1|0 1 2
2 |2 0 1 2 o 2 1
+ o 1 2 3 o 1 2 3
GF(4) 0 |0 1 2 3 oo o 0 o
1|1 0 3 2 1 /0 1 2 3
2 2 3 o0 1 2 o 2 3 1
3 13 2 1 o0 3 /o 3 2 1
+ o 1 2 3 4 . Jo 1 2 3 a
GF(5) 0 |0 1 2 3 4 oo 1 2 3 14
111 2 3 4 0 1|1 2 3 4 0
2 |2 3 4 0 1 2 |2 3 4 0 1
3 13 4 0 1 2 3 (3 4 0 1 2
4 /4 0o 1 2 3 4 {4 o 1 2 3




Simdi bunlan genellestirelim. Herhangi bir F cisminin F(™ cisim genislemesini
olusturmak icin oncelikle F cisminde c¢arpanlarina ayrilmayan m. dereceden bir p(z)
polinomu buluruz. Bdyle bir polinoma F lizerinde indirgenemez polinom denir. Fakat F
cisminde m. dereceden indirgenemez polinom bulunmak zorunda degildir. * Bu
durumda F(™ cisim genislemesi de yoktur. Fakat bir GF(q) sonlu cisminde her m
pozitif sayisi icinm. dereceden bir indirgenemez polinom bulunur. Eger boyle m.
dereceden indirgenemez polinom sayisi birden ¢ok ise bu durumda birden ¢ok cisim
genislemesi mevcuttur. Sonlu cisimlerde m. dereceden indirgenemez polinomlar ile
olusturulan tim cisim genislemeleri notasyon farki ile aynidir. Bunlara ayni cismin

izomorfik kopyalar denir.

F cismini olusturacak olursak, 6nce derecesi m’den kiiciik olan polinomlar kiimesini
yazalim;

FMW ={q z™"'+4a, ,z™" %+ +a,z+a,la; €F} (2.10)

F cisim genislemesinde toplama islemi polinom toplamasi ve carpma islemi de
modulo p(z)'de polinom g¢arpmasi gibi yapilir. Bu yapida F cismi g elemanli sonlu cisim
GF(q) ve cisim genislemesi de g™ elemanli sonlu cisim olarak gortlebilir. Yani bu cisim
notasyon farki ile GF (q™) cismidir. Her GF(q) sonlu cismi ayni yollarla bir p asal ve [
tam sayisi icin GF(p') cisminden olusturulabilir. Buradaki p asalina GF (q) cisminin

karakteristigi denir.

Ornegin GF(16) cismini GF(2)'nin bir cisim genislemesi olarak kurahm. p(z) = z* +
z + 1 segelim. Bu polinom hem GF (2) Uzerinde indirgenemezdir, hem de onemli bir
ozellige sahiptir. Eger p(z) polinomu GF(16)'y1 insaa etmek icin kullanilirsa, bu
durumda z'nin carpma islemine gore mertebesi 15 olur.? Bu durumda z polinomunun
mertebesi GF(16)'daki sifirdan farkli eleman sayisina esit oldugundan, GF (16)'daki

her eleman z'nin bir kuvveti olmak zorundadir.

Temel cisim GF(q) Uzerinde herhangi bir p(z) polinomu ig¢inz (mod p)'nin mertebesi
(g™ —1) ise bu polinoma GF (q) Uzerinde primitif polinom denir ve z elemanina da

GF(q™) genigleme cisminin primitif elemani denir. GF (q) insaa etmek igin primitif

1 Ornegin R'de kiibikindirgenemez polinomyoktur.

2 Bir y elemaninin mertebesi y™ = 1 olacaksekildeen kiglik n pozitiftam sayidir.



polinom kullanmanin sebebini GF (16) cisminin elemanlarini z'nin kuvvetleri olarak
yazarak gorebiliriz. Bu elemanlar sunlardir: {1,z,z+1,z%,z2+ 1,z +z,z> +z +

1,z3,23+1,234+ 2,23 +z+ 1,23+ 22,23+ 2+ 1,23 + 22 + 2,23+ z* + z + 1}.

Bu durumda cismin sifirdan farkli her elemani z'nin bir kuvveti oldugundan primitif
eleman z cismi Uretir denir. Bu roli ile z'yi primitif eleman olarak vurgulamak istersek
a olarak kullaniriz. Burada a'yi teorik olarak bir cisim elemani, z'yi ise a'nin polinom
olarak gosterilisi olarak dustinebiliriz. GF(16)'da sifirdan farkli cisim elemanlarini a'nin

(ya da z'nin) kuvvetleri seklinde yazarsak soyle buluruz:

a =z
a? = 72
a3 = z3

at=z+1 z*=z+1 (mod z*+2z+1)

a>=z*>+z
ab =z3 + 22
a’ =z3+z+1
a® =z +1
a’ =z3+z
a®=z2+z+1
al' =z3+z2+z
a? =z3+z+z+1
aB=z3+z2+1
a*=2z3+1
a®=1=qa° (2.11)
GF(16) aritmetigi su sekilde isler; cisimde iki elemani toplamak igin bunlari iki polinom
gibi toplar ve katsayilarini modulo 2 yaparnz. Ornegin z3 + z2 ve z2 + z + 1 alalim.
Sadece katsayilan yazarsak, 1100 + 0111 = 1011 elde ederiz. Benzer sekilde bunlari
carpmak icin;
(1100)(0111) = (23 + z9)(z* + z+ 1) = a®a’® = a’® = aa®
=a.l=a=z

= (0010) (2.12)

islemleri yapilir. Benzer sekilde bélme iginise;
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(1100)/(0111) = (23 + z?)/(z* + z + 1) = a®/a?® = a®a®
=a'' =23+ 2z%+ 2z = (1110) (2.13)
islemleri ile sonuca varilir. GF(256) cismini insaa etmek i¢in de ayni yolu izleriz.

indirgenemez polinom olarak,
p(2)=z8+z*+23+2z°+1 (2.14)

polinomunu alabiliriz ki bu aslinda bir primitif polinomdur ya da GF(2)'de herhangi bir

8. dereceden polinom alabiliriz [16].

Herhangi bir cisim lizerinde, matris cebri ve vektor uzayi teorisi de dahil olmak (izere
bircok temel cebir metodlarini kullanabiliriz. Ayrica herhangi bir F cismi lizerinde n
uzunluklu bir vektérin ayrik Fourier donlisimi de tanimhdir. GF (q) sonlu cismi
(g — 1)'i bélen her nigin, mertebesi n olan bir eleman igerir, ¢linkii GF(q) her zaman
mertebesi (q — 1) olan bir primitif elemana sahiptir. Egern, (q — 1)'i bollyor ise
cismin her sifirdan farkli elemania'nin bir kuvveti olacak ve her zaman a'nin bir
kuvvetinin mertebesi n olacaktir. Egern, (g — 1) 'i bolmiyorsa mertebesi n olan
eleman vyoktur. Simdi bu bilgileri kullanarak sonlu cisimler {izerinde Fourier

donlsimiand inceleyelim.

11



BOLUM 3

AYRIK FOURIER DONUSUMU ve OZELLIKLERI

3.1 Ayrik Fourier Doniisiimii (DFT)

Ayrik Fourier donisimi (discrete Fourier Transform-DFT) kompleks sayilar cisminde
tanimlaninca hata-kontrol kodlarn konusu ve mihendisler icin olduk¢a faydali ve
kullanigh bir ara¢ olur. Ama Fourier doniisiml herhangi bir cisim lzerinde de varlik
gosterir. Fourier donlsiminin bircok ozelligi, belirli bir cismin belirli yapisal
ozelliklerine degilde, genel olarak bir cismin soyut 6zelliklerine dayandigindan, Fourier

donlsiminidn en bilinen 6zellikleri herhangi bir cisim lizerinde de gecerli olur.

Fourier donlisimi, F™ seklinde gosterilen n boyutlu vektor uzayi tUzerinde tanimlanir.
F™ vektor uzayinda bir v vektort, F cisminin n elemanindan olusur ve soyle yazilir:

v =[v,, vy, e, V4] 3.1

Vektorin F cisminin bir y elemani ile ¢arpilmasi, v'nin her bilesenininy ile ¢arpilmasi

anlamina gelir. Yani;

YU = [YVg, YV s VU] (3.2)

olur ve buradaki cisim elemani y'ya skaler denir. ki vektér u ve v vektérlerinin

toplamasi ise,
UV = [ug+ vy, Uy + Uy, e, Uy + V] (3.3)
seklinde bilesen bilesen toplamadir.

Tanim 3.1 F cismi (zerinde n uzunluklu bir vektor v olsun. w ise F'nin mertebesi n
olan bir elemani olsun. v vektoriiniin Fourier donlisim, F Gizerinde yine n uzunluklu

bir V vektoridir ve bilesenleri soyledir:
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n—1

v, = Z wiv,  j=01,.,n—1 (3.4)

1=

Burada bulunan V vektoriine v’nin spektrumu da denir ve V'nin bilesenlerine de
spektral bilesenler denir. Bir vektorin Fourier dénlisiim vektorinin bilesenlerini her
zaman j ile, orijnal vektoriin bilesenlerini ise i ile indeksleyecegiz. Ayrica Fourier

dondsim iliskisini de v & V ile gosterecegiz.

Fourier donlisimi bir polinomun degerinin hesaplanmasi gibi de dislindlebilir.

v=[yli=01,..,n-1] 3.5)

vektorinin polinom olarak gosterimi;

n-1

v(x) = Z v;x (3.6)
i=0

seklindedir. Buradan bir x = f cisim elemani ig¢in v(f)'yi hesaplamak istersek,
n-1

v(F) = ) vf (3.7)
i=0

buluruz. Boylece Fourier donlisimi, v(x) polinomunu n mertebeli w elemaninin n
kuvvetlerinde hesaplamak anlamina gelir. Yani j=0,1,..,n—1 icin V; bileseni
v(w?)'e esit olur. Eger F sonlu cisim GF (q)'ya esit ise ve w bir primitif eleman ise bu
durumda Fourier donusimi ile sifirdan farkh tim (g —1) elemanin v(x) degerini

hesaplamis oluruz [16].

Fourier donusimi bir ¢ok kullanish 6zelligi ile bizim igin ¢ok gugllu bir aragtir. Bu

ozellikleri vermeden 6nce birka¢ tane Fourier donisimi ornekleri verelim.

1.Qya daR:w =1 elemaninin mertebesi 1 ve w = —1 elemaninin mertebesi 2'dir.
Q'da ya da R'de bunlar disinda mertebesi n olacak sekilde bir w elemani yoktur.
Boylece Q ve R'de trivial Fourier dontisim vardir. R {izerinde uzunlugu 2'den buyuk
bir Fourier dénisimi elde etmek icin R'yi C icine gdmmek gerekir. Fakat Q ya da R

Uzerinde 2™ eleman iceren ¢ok boyutlu Fourier donlisimi vardir.

2.C:i =+/—1 olmak iizere w = e~?™/" elemani n mertebelidir. Dolayisi ile hern igin

C'de Fourier donusimi mevcuttur.

3. GF(5): w = 2 elemaninin mertebesi 4'tlr. Buradan,

13



3
v, = Z 2, j=10,123 (3.8)

i=0
dontsimi GF (5)'te 4 uzunluklu bir Fourier dontsimuddr.

4. GF(31): w = 2 elemaninin mertebesi 5'tir. Buradan,
4

v, = Z 2V, j=0,1,23,4 (3.9)
i=0

doéntslimi GF (31)'te 5 uzunluklu bir Fourier dontstimudiir. Ayrica, w = 3 elemaninin

mertebesi 30 olup Fourier dondsimdi,

29

V, = Z 3Uyp; j=01,..,29 (3.10)
i=0

seklindedir.

5. GF(2'® +1): 2'® + 1 asal bir sayl oldugundan ancak n, 2'® + 1 — 1 sayisini bélerse
mertebesi n olan bir w elemani bulunur. Dolayisiyla k = 1,2, ...,16 icin mertebesi 2k
olan elemanlar mevcuttur. Yani k = 1,2,...,16 iken her 2k icin GF(Z16 +1) 'de

uzunlugu 2% olan Fourier déniisiimii bulunur.

6. GF((2Y — 1)%): Bu cisim, GF(2'7 — 1) Uzerinde indirgenemez olan 2. dereceden
bir polinom kullanilarak GF (27 — 1) cisminin bir cisim genislemesi olarak insaa

edilmistir.
(Y -1)?-1=2Y -1+ 127 - 1-1) =227 - 2) = 2826 - 1)
oldugundan 28(2¢ — 1)'i bélecek sekilde bir nicin genisleme cisminde n mertebeli

bir w elemani vardir. Ozellikle GF((2'7 — 1)?)'de 2'nin 2'8'e kadar her kuvveti igin

2'nin o kuvvetine esit uzunlukta olan bir Fourier dénlisimi vardir.

7. Q1*®): p(z) = z'® + 1 polinomunu gbz oniine alalim. Bu polinom Q iizerinde
indirgenemez bir polinomdur. z'® = —1 yazarak modulo p(z) = z'® + 1 carpmasi
indirgenir. Q(*®)'nin bir elemani 2 yerine 16 pargali bir "siiperkomleks" sayi gibi
distndlebilir. Bu paralellik ile distndigliimiizde z semboli i ile degistirilebilir. Fakat
bir kompleks sayr ay,a; € Q olmak uzere a,+a,i formatinda iken, bir

"siperkompleks" sayi her k =1,2,..,15 igin a, € Q ve i'® =—1 olmak (zere
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Ao+ a,i+ ayi®+ -+ a,i™ + a,ci"® formundadir. Q(16) cisminde 32 blok
uzunlugunda bir Fourier dénistimi vardir. Ciinkii z'® = —1  (mod z'® + 1) olup z
elemaninin mertebesi 32'dir. Bu Fourier dénlsimi 32 uzunluklu bir vektori yine 32
uzunluklu bagska bir vektére donustirir. Vektorin bilesenleri Q Uzerinde 15.

dereceden polinomlardir ve Fourier dénlisimu;

31

Vi(2) = Z 2Uv,(z)  (mod 2%+ 1) (3.11)

i=0
seklinde hesaplanir. Bu islemi, 32'ye 16'lik rasyonel sayilardan olusan bir matristen
baska bir 32'ye 16'lik rasyonel sayilar matrisi olusturma islemi gibi dlstinebiliriz. ClnkU
z ile carpma islemi bir indeksleme islemi olarak uygulanabilir, Q(*®)'da Fourier

dontsimi Q'da hi¢ garpma yapmadan da hesaplanabilir [16].
3.2 Fourier DOonilisiimiin Matris Gosterimi

vveV, F" cismi lzerinde n-liler ve w, n. primitif birim kok olmak Uzere Fourier
dénisiimiini hesaplamak icin bunlarin matris gésteriminden faydalanabiliriz. Oncelikle

v ve V n-lilerini stitun vektorleri olarak yazalim [9].

o ] Yo 1
Y1 | (Vi |

v=|5 i ve Vzii | (3.12)
l”n—lJ an-1J

Buradan v'nin Fourier dontsimi olan V'yi DFT matrisi yardim ile séyle hesaplayabiliriz:

V = Fo. (3.13)

Buradaki F, DFT matrisi ise soyledir,

[1 1 1 w1 ]
[1 ! w? I L |

F=|: : : I (3.14)
lll Wl 2D (DD |

Ornekler

1. GF(16) cismini gbz 6niine alalim. Eger GF (16) cismi p(z) = z* + z + 1 primitif
polinomu ile ingaa edilmis ise, z elemaninin mertebesi 15 olur. Dolayisiyla w = z’de 15

mertebeli bir eleman olup,
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v, = Z zUv,  j=0,1,..,14 (3.15)
i=0

=

seklinde n = 15 uzunluklu Fourier donlisimii elde ederiz.

v; ve V;'nin bilesenleri GF (16)'nin elemanlan olarak GF(2)'de z* = z+ 1 polinomuiile

indirgendikten sonra en fazla 3. dereceden polinomlar seklinde ifade edilebilirler.

Bagka bir ydntemle, GF(16)'da w = z> elemaninin mertebesi 5 olup, boyutu 5 olan bir

Fourier donlsimi olusturabiliriz.

M@ 11 1 1 1 )
i@ | |1 23 z¢ 2° Zz2?||vn(2)]
(@) |=11 26 222 28 z2¢||v,(2)| (3.16)
|1/3(Z)| |1 40 418,27 Z36||v3(z)
Nl L1z g g gl )

Burada GF (16) cisminin elemanlarinin polinomlar olarak gosterildigini vurgulamak igin
v ve V vektorlerinin bilesenleri de polinomlar seklinde ifade edildi. Ayrica z'nin 3.

dereceden biiyiik biitiin kuvvetleri z* = z + 1 polinomu kullanilarak kiicltildiler.

2. GF (256) cismini ele alalim. 255'i bolecek sekilde birn icin mertebesin olan bir w

mevcuttur. Eger GF(256) cismini insaa etmek igin p(2) =z8 +z* +2z3+ 2%+ 1

1

primitif ~ polinomunu  kullanirsak z 'nin  mertebesi 255 olur. Bdylece,

31
. = [1 ] e (3.17)
Vy54(2) : 27 Vy54(2)

GF(256) Uzerinde 255 boyutlu Fourier donusimi elde ederiz. Her bilesen GF(2)
izerinde bir polinom ile gosterilir ve z'nin kuvvetleri z8 = z* +z3+ z2+ 1 ile

sadelestirilmistir [16].
3.3 Fourier Doniisiimiiniin Ozellikleri

Fourier donusimi birgok kullanigh ve faydal 6zellikleri oldugundan énemli bir aractir.

Bu dogrultuda bizim icin faydali olacak olan 6zellikleri siralayalim. V = [Vj] vektord,

v = [v;] vektoriinin Fourier dénlisimi olsun. Bu durumda su 6zellikler saglanir:

Lineerlik: v + uv' & 6V + uV' Acikca yazacak olursak,
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n-1 n—1 n-1

Z wY(bv;+ pv') = 52 o, + ,uz wv'; =68V, +uv’;. (3.18)

i=0 i=0 i=0
Ters Doniisiim: Herhangi bir cisimde n=1+14+--4+1 (n tane) seklinde
tanimlanmak Uzere,

n-1
w™ Y, i=01,.,n-1 (3.19)
j=0

SIP—‘

Acikca yazacak olursak,

n-1 n-1 n-1 n-1
1 1
— w U wl]vl —_— — vl w(l_l)]
n n
j=0 =0 =0 j=0
1 n-1 n . =i
== vl{1 — ot 0 12U (3.20)
=0 1—dD

Modiilasyon-Degisme: Cift parantezler modulo n oldugunu gostermek (zere,

[viwij] o [V(UH))] donlstimi vardir. Agtkgca yazacak olursak,

n-1 n—

Z (U w(zl))wl] _ Z viwi(j+l) — V((j+l)) (3.21)

i=0 =
Oteleme: [Vi-1p] © [Va) J]. Agikga yazacak olursak,

n-1

.
Wotw ™ = =3 Vw0 = v, (3.22)
j n j ((i-0)- '

j=0 j=0

S|

Konvoliisyon 6zelligi: Carpmanin konvoliisyonu

e = z fii- 91 © E; = FG; (3.23)

Konvollsyonlarin carpimi:

1
e;=fi9; < E; = EZ Fij-p)a (3.24)
1=0

Acikca yazacak olursak,
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; —Z fe-)9r = Z fia-m Z w6
=0

-1
1 -7 i-D) -ij
j=0
Polinomlarin sifirlan: v(x) = X! v;x‘ polinomunun bir @’ noktasinda sifin olmasi

icin gerek ve yeter kosul V=0 olmasidir. V(y) = X4 ijj polinomunun bir w™¢
noktasinda sifirolmasiicin gerek ve yeter sart v; = 0 olmasidir. Kisaca;

n-1

v(wl) = Z v )=V, (3.26)

i=0
Lineer kompleksite: Birv vektoriinin agirhgi onun Fourier dontsimi V'nin devirli

kompleksitesine esittir. Sonraki bolimde ayrintili anlatilacaktir.
Karsithk (reciprocation) Ozelligi: Bir [v;] vektérintn ters vektéra [v,_;] vektéridir.
v'nin tersinin Fourier dontsimd, Fourier dontsim V'nin tersine esittir.
V(-] © V-]
Burada w™ = 1 olmak Uzere,

n-1 n—-1

V(-1 @ = Z v "D

i=0 i=0

n-1

= Z v, ™D =V, (3.27)

i=0
Devirli permiitasyon: b ve n aralarinda asal tam sayilar olsun. Yani en blyik ortak

bolenleri 1 olsun. Budurumda Bb =1 (mod n) olmak tzere,
] © Wiyl

Burada temel sayilar teorisi bilgimizden biliyoruz ki, 6yle B ve N sayilar vardir ki,

Bb + Nn = 1'dir. Boylece bunu kullanarak

Z WV = z wE MYy () = Z WV ED (3:28)

ir=0
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yazabiliriz. i’ = ((bi)) olsun. b ve n aralarinda asal oldugundan bu permitasyondan

toplam degismez. Bbylece,

n-1 n—1

i=0 ir=0

Desimasyon (decimation) Ozelligi:

Teorem 3.1 0beb(b,n) = 1 olmak tzere eger v’ n-lisi, v n-lisinden b kadar desimasyon
ile elde edilmis ise bu durumda, ((b™1)) b'nin modulo n tersi olmak Uizere spektral n-li

V', V n-lisinden ((b™1)) kadar desimasyon ile elde edilmistir.

Burada v'nin b kadar desimasyonu ile anlatilmak istenen,i =0,1,...,n— 1 i¢inv'nin

bilesenleri ile v'; = v, donlisimi yaparak v’ bilesenlerini elde etmektir. Burada

v''nuin bilesenleri ise soyledir: V' = [V, Vb - Vi(n-1]b)) ]

ispat: obeb(b,n) =1 ile v'nin tim elemanlarinin v''de bulunmasini garantilemis

oluyoruz. Frekans bolgesinde V''niin bilesenleri
V.o=> v,wY (3.30)

seklindedir ya da bunlar v'nin terimleri cinsinden yazarsak

n-1

v = Z 1,0 = V<(((b_1)))> (3.31)

i=0
olur. Bu 6zellik benzer sekilde zaman bdlgesinde desimasyon ile de uygulanabilir. [9]

Ornek: Fourier dénisiimiiniin desimasyon 6zelligini bir érnekte gosterelim. n =7

uzunlugunda elemanlarn GF (22) tizerinde olan bir kodséz alalim.

v=[1110011] (3.32)
olsun. Bu kodsoziin 3 ile desimasyonu sonucunda

v’ =[1011110] (3.33)
elde ederiz. Simdi v'nin Fourier dontsimini alirsak

V=[1,0°%ww?ww,w’ (3.34)

olur. Benzer sekilde v"'niin Fourier déniisimii de
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V' =[1,w° w3 w0’ wb w? w’] (3.35)

bulunur. Buradan 3'Gn modulo 7 tersi 5 oldugundan V'nin 5 ile desimasyonu ile

[1,0°, w3 wb wb wdw]=V (3.36)
oldugunu goririiz.

Teorem 3.2 (Konjugelik (conjugacy) Kisiti) Spektral bélgenin n-lisi V'nin elemanlari
GF(q) cisminin genisleme cismi olan GF(q™)'ye ait olsun. Bu durumda zaman bélgesi
n-lisi v'nin elemanlaninin GF(q) 'ya ait olmasi icin gerek ve yeter kosul spektral
bilesenler konjugelik kisiti olan

q _ -
‘/]' —_ V((q])) _] —_ 0,1,...,77. - 1 (3.37)

esitligini saghyor olmasidir. Benzer sekilde zaman bélgesi elemanlari genisleme cismi
GF(q™)’de ise spektral elemanlarin altcisim GF (q)’da olmasi igin gerek ve yeter kosul

zaman bédlgesi n-lilerin konjugelik kisiti v]f’ =Vqn J=01..,n-1 esitligini

saglamasidir [18].

ispat: Tanimdan V; = ¥} wlv; j=0,1,...,n — 1 oldugunu biliyoruz. Buradan
n-1 q

vi= (Z ooijvi> (3.38)
i=0

degerini hesaplamaliyiz. Karakteristigi p olan herhangi bir cisimde

p°!
S =—mm=10 d 0<l<p?® 3.39
Rl e AT (mod p) p (3.39)

oldugunu biliyoruz. Bu ise GF(q™)'de eger g, p'nin bir kuvveti ise (a +b)% = a% + b4
olur. Clinkl burada diger tim terimler q1 a97'b4 seklindedir ve q1 p'nin bir kati

oldugundan modulo p'de sifira esittir. Boylece

n-1

Vi = Z oyl (3.40)
i=0

yazabiliriz. Ayrica buradan GF(q)'daki her a elemani igin a% =a oldugunu da

kullanarak
n—-1

q_ iqjy, —
Vi = Z @ V; = V(qp) (341)

i=0
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elde ederiz. Benzer sekilde ikinci kisimi da gosterebiliriz. Ayrica bir 6nceki 6érnegimizde

V ve V' esleniklik kisiti 6zelligini sagladigina da bir érnek teskil ederler.
3.4 Lineer Yineleme ve Lineer Kompleksite

F cismi Gzerinde bir lineer yineleme, V; ve A; terimleri F cisminin elemanlar olmak

Uzere
L
k=1

seklinde bir gosterime sahiptir. A;'lere baglanti katsayisi diyelim. j =1,..., L icin L
adet baglanti katsayisi A; verildiginde lineer yineleme fonksiyonu, j =0,1,..,L — 1
icin V; terimlerinden j = L,L +1,... igin V; terimlerini Gretir. Burada L tamsayisi

yinelemenin uzunlugunu verir. Yinelemenin L adet katsayilar, A, = 1 olmak tzere

L L
A =1+ Al = A (3.43)
j=1 j=0

seklinde tanimli ve baglanti polinomu (connection polynomial) olarak adlandirilan bir
polinom olusturmak igin kullanilirlar. Lineer yineleme kisaca (A(x),L) ile gosterilir. Bu

gosterimde A(x) bir polinom ve L bir tamsayidir [15].

Elemanlar F cisminden olmak lzere (sonlu veya sonsuz) V = (V,,V,, ...,) dizisi verilsin.
Bunu bir vektoriin Fourier donlsimi olarak duslnebiliriz. Bu dizinin lineer
kompleksitesi, bu dizi icin lineer yenileme var olacak sekilde en kicik L degeridir.
Baska bir ifade ile bu diziyi olusturan en kiigik uzunluklu lineer yinelemeye V'nin lineer
kompleksitesi denir. V'nin lineer kompleksitesi L(V) ile gosterilir. Eger sifirdan farkh
sonsuz V dizisi i¢in bdyle bir yineleme yoksa bu durumda L£(V) = oo olur. Tim
bilesenleri sifir olan bir dizinin lineer kompleksitesi sifirdir. Uzunlugu r olan sonlu bir
dizi icin L(V) her zaman mevcuttur ve r'den daha buylk degildir. n periyodlu periyodik

bir dizi icin de L(V) her zaman mevcuttur ve n'den daha bliyuk degildir.

Ornek: Elemanlari GF(2)'de olan 6 uzunluklu v = [010101] dizisi verilsin. Bu diziyi
olusturan en kiglk lineer yineleme i = 2,3,4,5 i¢cinv; = v;_, oldugundan v dizisinin

lineer kompleksitesi L(v) = 2olur.
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Eger V, n uzunlugundaysa bu durumda V, n uzunluklu bir vektoriin Fourier dontistim G
olarak dustindlebilir. Simdi V'nin lineer kompleksitesi ile ters Fourier dénlisiimi v'nin
ozellikleri arasindaki iliskiyi inceleyelim. Bu durumda daha sonra gorecegimiz
sebeplerden dolayr V'yi Ureten en kiiclk lineer yineleme icin elde ettigimiz baglant
polinomuna hata yerini bulan polinom (locator polinom) denir. Yani hata yerini bulan

polinom bir periyodik dizi icin minimal uzunlukta bir baglanti polinomudur [9].

n uzunlugunda ve agirhgi 1 olan bir v vektori dislinelim ve v'nin sifirdan farkli olan tek

bileseni v,,, olsun. Bunun Fourier déntisimi
V; = v,,07™ (3.44)
olur. Spektrum lineeryineleme ile I, = v,, ilk degerleriigin

V= o™V, (3.45)

seklinde dretilir. Yani 1 agirlikli bir vektoriin spektrumu 1 uzunluklu bir lineer yineleme
ile Uretilebilir. Bu durum lineer kompleksitenin asagidaki teoremde verilen 6zel bir

durumudur.

Teorem 3.3 Devirli olarak tekrar eden, sonlu uzunluklu bir V vektériiniin lineer

kompleksitesi, ters Fourier déniisiimii v'nin Hamming agirligina esittir.

ispat: i}, i,,...,i 4 indisleriv = (v, v,, ..., v,,_;)'nin sifir olmayan d adet bilegeninin
indislerini gostersin. Su polinomu dustnelim:

d

d
A0 =] [ -xwt)=" Axt (3.46)
k=0

=1

A, bilesenleri A(x)'in katsayilari olan bir vektdér olsun. A da A'nin ters Fouirer

dontsimdi olsun.
n—1 d
1 1 , .
b= A=A ) =] [ (1-w o) (347)
k=0 1=1

Burada A; = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul i € {i,i,,...,i;} olmasidir. Yanid; =0
ancak ve ancak v; # 0. Sonug olarak her i i¢in A;v; = 0 dir. Buradan konvoliisyon

teoremine gore A*V = 0 ya da
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n-1

z AVgeejyy = 0 (3.48)

j=0

olur. Fakat k > dise A, = 1 ve A, = 0 olur. Boylece

d
j=1

elde edilir ve lineer kompleksite d'den bilyiik olmaz. Daha kiglik olmadigini gostermek

icin varsayalim ki

L
Z AV =0 (3.50)
=0

olsun. Ters Fourier doénisimi A; = 0 igin v; # 0 oldugu anlamina gelen A,v; =0
esitligini saglamak zorundadir. A(x) en fazla L adet sifira sahip olacagindan, L en fazla

v'nin agirlig1 kadar olabilir diyebiliriz. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug: Bir V vektorinin Hamming agirhgl ters Fourier donlsimi v'nin lineer

kompleksitesine esittir.
3.5 Vektorlerin Agirliklari Uzerindeki Sinirlar

Lineer kompleksite 6zelligi bir vektortin agirligini, onun Fourier dénlsiimini olusturan
lineer yinelemenin uzunluguna bagladigini gordik. Bu 6zellik kullanilarak bir vektorin
Fourier donlisimi ile vektoriin istenilen agirlikta olup olmadigi kontrol edilebilir. Bu
bolimde, bir vektoriin Fourier dontsimindeki sifirlarin yapisinin o vektorin
agirhgindaki sinirlart nasil belirledigini aciklayan teoremler verilmistir. Bu teoremler

cebirin temel teoreminin sonuglari olarak da elde edilebilir.

Teorem 3.4 (BCH Sinini) Agirligi (d — 1)'e esit veya daha kiigiik olan, Fourier
dénliisimiinde (d — 1) (devirli) ardisik bileseni sifira esit olan n uzunluklu tek vektér sifir

vektordiir.

ispat: Lineer kompleksite 6zelligine gére v vektdriniin agirhg d'den kiiciik oldugundan

Fourier donlsiimi olan V su yinelemeyi saglar;

a-1
Vi=- Z M) (351)
k=1
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Bu yineleme gosteriyor ki V'nin sifira esit olan herhangid — 1 adet devirli ardisik
bileseni, V'nin sifira esit olan baska bir bileseni ile devam edecek ve bu islem boyle
devam edecek. Sonucta V'nin bilesenleri her yerde sifira esit olup v sifir vektor

olacaktir.

Teorem 3.5 (Devirli Permiitasyon ile BCH Sinir1) b ve n aralarinda asal ve a keyfi bir

sabit olsun. Agirhigi (d — 1) veya daha az olan ve Fourier déniisiimdi
V((a+bl)) = O ) l = 0,1, ...,d - 1 (3.52)
esitligini saglayan tek v vektorii tiim bilesenleri sifir olan vektordiir.

ispat: Fourier dénusimiiniin modiilasyon 6zelliginden dolayi, spektrum V'nin a kadar
yer degistirmesi v'nin agirligini degistirmez. Devirli permitasyon ozelligi ile donlisim
V'nin B = b~!(mod n) kadar devirli permiitasyonu v'nin agirigini degistirmedigini
soyleyebiliriz. Bu ise spektral V'nin verilen (d — 1) sifirinin yerini degistiren, v'nin
agirhgr koruyan bir permitasyonunu elde ettigimizi gosterir. Bir dnceki BCH siniri

teoremi ile ispat tamamlanmis olur [16].
3.6 Alt cisimler, Konjugeler ve idempotentler

F cismi mertebesi n olan bir w elemani iceriyor ise n uzunlugunda bir Fourier
dontsimi de vardir. Eger F, n mertebeli bir elemana sahip degilse bu cisim lizerinde n
uzunluklu Fourier donlsimu yoktur demektir. Eger genisleme cismi E mertebesi n
olan bir w elemani igeriyor ise bu durumda E Uzerinde n uzunluklu bir Fourier

donlsimi mevcuttur ve bu donlisim vyine,

n—1
ijz wYv, j=0,..,n-1 (3.53)
i=1

seklinde tanimlanir. Ayrica v vektoriniln bilesenleri sadece F'de olsa bile V vektori
genisleme cismi E de bilesenlere sahiptir. Simdi F™ vektor uzayinda tanimli bir v
vektérinin Fourier donlUsimi olan E™ vektor uzayinda tanmimli herhangi bir V
vektoriniin yapisini inceleyelim. Teorem 3.2'de konjugelik kisiti ile verdigimiz esitlige
gore konjugelik ili§kisi1/}q = Vi ile belirlidir ve bize genisleme cismi GF(q™) ile
altcisim GF (q) arasindaki konjugelik iliskisini gosterir. GF(q™) sonlu cisminde bir 8

elemaninini = 1,2, ...,r — 1 igin qi. kuvvetleri £'nin g'lu konjugeleri olarak tanimlanir.
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(r, 81" = B olacak sekilde en kiigik pozitif tam sayidir.) Aynca {8,89,89",...,87 '}
kiimesi B'nin q'lu konjugeleridir. Genellikle bir eleman birden ¢ok q'lu konjugeye sahip
olur. Eger GF (q™)'in bir elemani kendisi dahil r adet konjugeye sahipse, bu durumda
eleman GF (q") € GF(q™) seklinde bir alt cismin elemanidir ve r, m'i boler. Boylece
konjugelik altinda cisim birbirinden ayrik altkiimelere ayrilmis olur ve bu kiimelere
konjugelik siniflar denir. q'lu konjugelerin kiimesi ayni zamanda bir primitif elemanin

kuvvetlerinin kiimesi olarak da ifade edilebilir.

ikili cisim GF(2™)'de bir B elemaninin tim ikili kuvvetleri 8'nin ikili konjugeleri olarak

adlandirihir. Ornegin GF (16)'da ikili konjugelik siniflari:
{0},{1,2,4,8},{3,6,12,9},{5,10},{7,14,13,11}.

Konjugelik siniflari ayni zamanda a'nin kuvvetleri ile de tanimlanabilir, &6yle ki

{a°}, {at, a?, a*,a®}, {a3, ab, a'?, @}, {a®, a'®}, {a’, a™*, a3, a1}

Bunlar ikili gosterim ile de,

{0000},{0001},{0011},{0101},{0111}

seklinde gosterilir. Burada dikkat edilirse her 4 bitlik elemanin devirli olarak yer

degistirmesi sonucu ayni konjugelik sinifina ait diger bir eleman elde edilir.

GF(q™) iginde boyutu 1 olan q'lu konjuge siniflari GF(q) altcismini meydana getirir.
Alt cismin elemanlarini tanimlamak icin GF(q)'nun her elemaninin f% = f esitligini
sagladigini unutmayalim. Ayrica x? — x polinomunun GF(q™) icinde sadece g tane
sifir olabilir ve bunlar 1 uzunlugunda q'lu konjugelik siniflari igindeki elemanlaridir.
Ornegin GF(64) cisminin B* = B esitligini saglayan dort elemani altcisim GF(4)'in

dort elemanidir [16].

Tanim 3.2 GF (q™)'in bir g'lu konjugelik sinifinin tim elemanlarini toplarsak

1

B + B4 _|_ngz 4o+ p1

elde ederiz. Bu toplam B'nin q'lu izi (trace) olarak adlandinlir ve tr(f) ile gosterilir.

Ayrica f'ning'luizi GF (q)'nun bir elemanidir, glinki

(tr(B)? = (B+ BT+ BT + -+ BT )

= B4 _|_,3qz_|_...+ﬁqr_1+,3 = tr(B) (3.54)
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GF(2™)'de B'min tim ikili konjugelerinin toplami B'nin ikili izini verir. Ayni konjuge
sinifinda olan elemanlar ayni ikili ize sahiptir. GF(16) cisminde, a®, at, a3, a’, a’’nin

konjugelik siniflarindaki elemanlarin ikili izleri sirasiyla 1,0,1,1,1'dir.

Tanim 3.3 GF (2) Uzerinde tanimh Fourier ddnugtimuniin bilesenleri W;'ler sadece 0 ve

1 degerlerini alan w(x) polinomuna ikili idempotent polinom denir.

sz = W; oldugundan konvoliisyon teoremine gore bir idempotent polinom

w(x)?=w(x) (mod x™—1) (3.55)

esitligini  saglamalidir.  Konjugelik iliskisi sz = W((Zj)) oldugundan, w(x) bir
idempotent eleman ise her jigin a’ ayni konjugelik sinifinda olmak Uzere W; ayni
degeri alir. Yani 0 veya 1.

Ornegin GF(8)'in ikili konjugelik siniflan {a®}, {a', a?, a*}, {a3, a® a°}'dir. 3 tane
konjugelik sinifi oldugundan ve bunlarin birlesimlerini almanin 23 yolu oldugundan 23

idempotent polinom vardir. Bunlardan iki tanesi trivialdir. Trivial olmayanlarin

idempotent polinomlarinin spektralleri,

w = (1,0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,1,0,0),(0,0,0,1,0,1,1) ve bunlarin ikiserli bilesen bilesen
toplamlandir. Boyle alti tane trivial olmayan spektral vardir. Bunlar ise
wx)=x+x+x*+x3+x2+x+1, x*+x%+x, x®+ x>+ x3 ve bunlann
ikiserli tim toplamlar ile olusan idempotent polinomlara karsilik gelir. Her idempotent
polinom w(x)? = w(x) (mod x” — 1) esitligini saglar. Bu esitligin tam 6 tane trivial
olmayan ¢6zimi vardir ve bunlarin hepsini bulmus olduk.

Katsayilan GF (™) cisminde olan bir v(x) polinomu hesaplanarak elde edilen GF (¢™)
cisminde j = 0,1,n — 1 i¢in bir V; dizisi konjugelik 6zelligini saglamak zorundadir. Boyle
bir dizinin baglanti polinomu, lineer yinelemesi ve konjugelik iliskisi ile ilgili olarak ne
soylenebilir? Siradaki teorem bununla ilgili bir ifade vermektedir.

Teorem 3.6 Karakteristigi 2 olan bir cisim lizerinde, I/}-Z =V esitligini saglayan

herhangi bir V,,,V,, ..., V,,_, dizisi ve herhangi bir (A(x),L) lineer yinelemesi igin

L
v, = _Z AV j=1L,..2r—1 (3.56)

i=1
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esitligi saglaniyorsa bu durumda,

L
Vo = = > AV, (357)

i=1
olur.
ispat: Hipotezden V,,. = V% secelim. ispat, ayni terim igin iki farkli gésterimin oldugunu

icermektedir. Oncelikle karakteristigi 2 olan bir cisimde 1 + 1 = 0 oldugunu kullanarak

L 2 L L
i=1 i=1 i=1

elde ederiz. ikinci olarak

L L L L L
Vop = —z MNVy_p=—) A <_Z AiVZT—i> = Z A AiVoy g (3.59)
k=1 k=1

i=1 k=1 i=1
yazabiliriz. Simetri 6zelliginden i # k igin her terim iki kere olustugu igin karakteristigi 2
olan bir cisimde bu iki terimin toplami O olur. Yani sadece kosegendeki (i = k igin)

elemanlar kalir. Boylece

L L
Vyr = _2 AV = Z A%VZT—Zi (3.60)

elde ederiz. Bu ise ilk buldugumuz ifade ile ayni olur ve teoremin ispati biter.
Teoremin bir sonucu, eger V,,V;,...,V, _, dizisi ikili degerli bir vektérin Fourier
donlsimiu ise bu durumda (A(x),L) lineer vyinelemesinin bu diziyi olusturup
olusturmadigini test etmek icin, j'nin sadece tek degerleri igin hesaplanan yinelemenin
degerlerinin dogrulanmasi yeterlidir. Teoreme gore j'nin ¢ift degerleri igin yineleme

otomatik olarak saglanir [15].
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BOLUM 4

DEVIRLi KODLAR ve FOURIER DONUSUMU

Hata kontrol kodlar ginimuzde birgok kullanim alanina sahiptir. Bunlarin basinda
iletisim sistemleri, manyetik ve optik kayit sistemleri gelir. Kompakt disk ve dijital video

diskleri ise bu uygulamalarin en bilindik 6rnekleridir.

Bu calismada hata kodlarn icinde sadece blok kodlardan bahsedecegiz. Hata kontroli
icin bahsettigimiz bir blok kod, sonlu bir alfabeden genellikle GF (q) sonlu cisminden,
alinan n'liler kiimesinden olusur. Alfabe olarak bir cisim segilmesinin sebebi ise,
kodlama ve dekodlama algoritmalarinin yapisini olusturmak icin zengin bir aritmetik
yaplya sahip olmasi ve boylece kullanish ve pratik kodlarin olusmasina yardimci

olmasidir.

En popiler blok kodlar lineer kodlardir. Bir kodun lineer olmasi ise, iki kodsdzln bilesen
bilesen toplamlarinin yine bir kods6z olmasi ve bir kods6zliin herhangi bir skaler ile
carpilmasi ile yine bir kods6z olusturmasi anlamindadir. Boylece kodsozler birbirinden
farkli olacagi dusiindldigiinden cok sayida hata diizeltilebilir. Kod sozler arasindaki bu

farkhhk ise Hamming uzakhgi ile lguldr.

En 6nemli blok kod sinifi Reed-Solomon kodlaridir. Diger bir 6nemli kod sinifi Reed-
Solomon kodlarin bir alt sinifi olarak agiklanacak olan BCH kodlaridir. BCH ve Reed-
Solomon kodlari, lineer blok kodlar sinifinin iginde bir alt sinif olusturan devirli kodlara

iki 6rnek olusturur.
4.1 Lineer Kodlar, Agirlik ve Uzaklik
F cismi lzerinde bir lineer (n, k) blok kodu C, F lzerinde n'lilerin olusturdugu vektor

uzayinin k-boyutlu bir altuzayidir. Biz genellikle F cismi olarak GF(q) sonlu cismini
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alacagiz. Bdylece GF(q)™ cisminin k boyutlu alt uzayl n uzunluklu g* vektér icerir
diyebiliriz. Bir (n, k) kodu, her k sembollu verisézii icin n sembolli kodséz temsil
edecek sekilde kullanilir. Bu durumda kodsdzde n — k sembol fazladan olur ki bu ise
alinan s6zdeki hatalarin dizeltilmesi icin kullanilir. Altuzay icin secilen uygun bir bazile
fazlalikn — k sembol ile sinirlandirilir ve bunlara da kontrol sembolleri denir. Kodun

orani ise k/n ile bulunur. Kodun blok uzunlugu n, veri uzunlugu ya da boyutu K'dir.

Tanim 4.1 Bir vektoriin Hamming agirligi, vektoriin sifirdan farkli bilesenlerinin sayisi
olarak tanimlanir. Ayni blok uzunlugundaki iki vektér arasindaki Hamming uzakligi iki
vektorin farkli bilesenlerinin sayisi olarak tanimlanir. Bir kodun minimum uzakhgi ise
d,in ile gosterilir ve koddaki herhangi iki farkli kods6z arasindaki minimum Hamming
uzakhgi seklinde tanimlanir. Bir lineer kod i¢in herhangi kodsoz giftlerinin aralarindaki
minimum Hamming uzakhgi, sifirdan farkhi herhangi bir kodséziin Hamming agirligina

esittir.

d = d,,;, olmak Uzere bir (n, k) kodu (n, k, d) kod olarak da yazabiliriz. Bu notasyon
minimum uzaklik bilinmedigi zamanlarda d < d,,;,, olacak sekilde kullanilir. Burada d

her zaman d Uzerinden alt sinirdir.

min
GF(q)™'de bir noktanin t yarigapli Hamming kiresi, o noktadan en fazla t kadar
uzakhkta olan noktalar kiimesidir. Bir kodun her kodsozli icin ayni yaricapa (bir
tamsayi) sahip Hamming kireleri oldugunu disiinelim. Bu kiirelerin yarigcaplarinin
higbirinin kesismeyecek sekilde tamsayi olarak blyutildigini varsayalim. Bu durumda
elde ettigimiz deger kodun diizeltebilecegi hata sayisidir. Bu saylya kodun paketleme

yaricapi (packing radius) adi verilir ve t ile gosterilir. Ayni zamanda d,,;,, /2'den daha

min
kiguik en biyuk tam sayl olarak tanimlanir. Benzer sekilde bu kirelerin yarigaplarini
tim noktalar igine alana kadar blydtirsek, bu durumda kodun érti yarigapini
(covering radius) elde ederiz. Ortii yaricapi ise p ile gosterilir. Bir kodda kodsézlere ait,
esit yaricapa sahip Hamming kuireleri ayrk ve tim uzayir kapliyor ise bu koda
miikemmel kod denir.Kodséz merkezli, Hamming yaricapi t olan kireler birbirinden
ayrik oldugundan, bdyle herhangi bir kiredeki GF(gq)™'in eleman sayisi ile boyle

kiirelerin eleman sayisi g* carpilirsa GF(q)™'in toplam eleman sayisindan biyiik

olamaz. Yani

3 Buradaki blok uzunlugu ve veri uzunlugu lineer olmayan kodlarda da vardir fakatboyut kavramiyoktur.
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t
> (@-D'n, <q" (4.1)
=0

dir. Bu esitsizlik Hamming sinin olarak bilinir. Mikemmel kodlar bu Hamming

sinirini esitlik olarak saglarlar ve bunlar ¢ok nadir bulunurlar.

Bir lineer kod C, GF(q)™ vektér uzayinin k boyutlu bir alt uzayr oldugundan bu
altuzayin herhangi bir bazi ile belirlenebilir. k satir altuzay igin bir baz olusturan bir
matrise kodun lrete¢ matrisi denir ve G ile gosterilir. (n — k) satiri ortogonal tiimleyen
icin bir baz olusturan bir matrise kodun kontrol matrisi denir ve H ile gosterilir. Sonug
olarak c, C'nin bir elemani olmasi igin gerek ve yeter kosul c'nin su iki esitlikten birini

sagliyor olmasidir.
c=aG yadacH" = 0. (4.2)

ik esitlik ¢ kodséziiniin a veri szl cinsinden ifade edildigini gosterir. ikinci esitlik ise
C'nin H™nin bos uzayr oldugunu soyler. C kodunun w agiriginda bir kodséze sahip
olmasi icin gerek ve yeter sart H kontrol matrisinin w tane lineer bagimli situnun

olmasidir.

C lineer kodunun boyutu G Urete¢ matrisinin rankina esittir. Clinkli G Urete¢ matrisinin
satir sayisi ile H kontrol matrisinin satir sayilar toplami vektor uzayinin boyutu olan n'e

esittir. Bir kodun boyutu da kontrol matrisi H'nin rankinin n'den farkina esittir.

Bir matrisin ranki onun hem satir hemde sutun rankina esit oldugundan bir C lineer
kodunun boyutu, Ulrete¢ matrisi G'nin lineer bagimsiz situnlar kiimesinin en
blyuginun kardinalitesine esittir. Tersine, C'nin minimum uzakhigi ise, H'nin (d — 1)

stunlu her kiimesinin lineer bagimsiz oldugu en biyilik d sayisina esittir.

Tanim 4.2 (Singleton Sinirn) Herhangi bir lineer (n, k) blok kodun minimum uzakhg:

d.. <n—k+1 (4.3)

min —
esitsizligini saglar. Bu esitsizligi esitlik olarak saglayan kodlara maksimum uzaklikh kod

denir.

Teorem 4.1 Bir (n, k) maksimum uzaklikli kodda, herhangi k tane bilesen veri kismi
olarak secilebilir ve GF(q)'dan keyfi degerler olarak atanabilir, béylece bir tek olan

kodsézler belirlenir.
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ispat: d,,;,, uzakliga sahip bir kod d,,;, — 1 kadar hatayl diizeltebilir. Maksimum
uzakhklh kodlarda d,,;, = n —k + 1 oldugundan (n— k) atanmamis bileseni hatali

olarak dusinirsek teorem ispatlanir.

Bir lineer C kodu GF (q)™ vektor uzayinin bir lineer altuzayidir. Alt uzay olarak C'nin bir
ortogonal tiimleyeni C* vardir. Bu ortogonal, C'nin her elemani igin GF (q)™de bunlara
ortogonal olan bitin v vektorlerini icerir. Bu ise herc € C igin 2?2—01 C;V; i€ ¢arpiminin

sifira esit olmasi anlamina gelir. Yani

n-—1
ct= {v| z c;v; herc€ C igin} (4.4)

i=0
seklinde tanimlanir. Ortogonal tiimleyen C* bir lineer koddur ve C'nin dual kodu denir.
Sirastyla H ve G matrisleriC* icin lretec ve kontrol matrisleridir. Sonlu bir cisim
lizerinde C ve C*'nin kesisimi bos olmayabilir, yani sifirdan farkl bir ¢ vektérii hem C
de hem de C* de bulunabilir. Hatta C = C* olabilir. Bu durumda bu koda self-dual
(kendine dual) kod denir. Ayrica dim(C) + dim(C*) = n’dir ve bu esitlik C ve C*

kiimelerinin kesisimi sifirdan olussa dahi dogrudur.

GF(q™) Uzerinde bir C kodu GF(q™) cismi Uzerinde bilesenlere sahiptir. Ayni
zamanda tum bilesenleri GF(q) alt cisminde olan kodsozleri de olabilir. C kodun bu
sekilde tim kodsozlerinin olusturdugu kime GF(q) Uzerinde bir kod olusturur. Bu

koda altcisim-altkod denir ve
C'=CnGF(g)" (4.5)

seklinde yazilir. €' kodunun minimum uzakligi € kodunun minimum uzakhgindan kiiciik
degildir. Bir altcisim-altkodu altkodlarin 6zel bir durumu olarak duginebiliriz. Genel
olarak bir altkod bir kodun herhangi bir alt kiimesidir. Bir lineer altkod ise kod igin

tanimli islemler altinda lineer olan altkoddur [15], [16].

4.2 Devirli Kodlar

Devirli kodlar, bu bélimde ele alacagimiz Reed-Solomon ve BCH kodlari olarak bilinen

kodlari da igeren, hata dizelten blok kodlar arasinda en énemli sinifi olusturur.

Bir F' cismi Uzerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli kod, spektral bilesenleri sifira esit

olan belirli bir kiimeye sahip n vektorli tim c kod soézler kiimesi olarak tanimlanir.
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Boyle vektorlerin kiimesi lineer kombinasyonlar altinda kapali oldugundan, tanimdan
bir devirli kodun lineer kod oldugunu soyleyebiliriz. Spektral bilesenler ancak Fourier
donusimiin var oldugu durumda var olacagindan, bir F cisminde n uzunluklu bir devirli
kodun var olmasi igin, ayni cisimde ya da genisleme cisminde n uzunluklu Fourier

dontsimiln var olmasi gerekir.

Kodun tanim kiimesi olarak adlandirilan spektral indekslerden bir A = {j,, j;, .-, j-}
kiimesi alalim. C kodu, F cismi uzerinde, | = 1,2, ..., 7 icin Fourier dénustimi C; =0
olan n uzunluklu tim c vektorlerinin kiimesidir. Yani w, F cismi ya da genisleme
cisminde mertebesi n olan bir eleman olmak izere ve C; = X' w"c; iken

C= {C|le =0 [=1,2, ...,r} olur. Burada C spektrumuna kodséz spektrumu denir.

Ayrica ters Fourier donisumi da, ¢; =% ?;1 w‘ijCj sekilde tanimhidir. Eger F cismi

GF(q) sonlu cismi ise, bu durumda n, (¢™ — 1)'i bdler ve w'da GF(q™)'nin bir
elemanidir. Eger, n = q™ — 1 ise w, GF (q™)'nin bir primitif elemanidir ve bu durumda

olusan devirli koda primitif devirli kod denir.

Bir primitif devirli kodun (g™ — 1) kods6zuniin bilesenlerini indekslemek igin her
bilesen, GF(q™)'nin bir primitif elemaninin (g™ — 1) kuvvetleri olarak tanimlanabilen,
sifirdan farkli bir elemanina atanir. Benzer sekilde n uzunlugunda bir devirli kodun n
kods6z bilesenini indekslemek icin, her bilesen n mertebeli w elemaninin n farkh
kuvvetinden birine atanir. Kodsézln bilesenleri i =0,1,..,n—1 i¢in c i ile
gosterilebilir. Fakat bu gosterim tarzi gereksiz sekilde karmasik oldugundan i'yi w' ile
tanimlayarak, i = 0,1, ...,n — 1igin her bileseni c i yerine c; ile gésteririz. Cismin sifir
elemani bir devirli kod igin indeks olarak kullanilmaz. Bir devirli kodun bir ¢ kodsozi

ayni zamanda bir kodsé6z polinomu olarak
n-1

c(x) = Z c;xt (4.6)
i=0

seklinde ifade edilebilir. Bir devirli kodun bir kodsdz spektrumu da C de spektrum

polinomu olarak

C(x) = z Co (4.7
j=0
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seklinde ifade edilebilir. Fourier dénlstimu C; = c(w’)ile, ters Fourier déniisimii ise
c; = n~1C(wY)ile hesaplanir. Eger w, GF (q)'nun bir elemani ise bu durumda her C;
spektral bileseni GF (q)'nun bir elemanidir. Eger j tanim kiimesinde degilse C; diger

spektral bilesenlerden bagimsiz ve keyfi sekilde belirlenebilir. Eger w, GF(q)'nun
elemani degilse bu durumda bir micin genisleme cismi GF(q™)'nin elemanidir ve

spektral bilesenlerin qu = C((cu')) konjugelik kisitini saglamalan gerekir. Bu ise, j tanim

kimesi A'da iken gj (mod n) de tanim kiimesinde olmasi anlamindadir. Bu durumda

tanim kiimesi A, her konjuge sinifindan sadece bir veya birkag Uye ile kisaltilabilir ve

bu durumda tanim kiimesine tam tanim kiimesi denilir ve A . ile gosterilebilir.

Bir kods6z her zaman, temel idempotent denilen ve tek sekilde tanimli w(x) kodso6z
polinomunu igerir. Bu w(x) polinomu, herhangi kodsdz polinomu c(x) igin
w(x)c(x) = c(x) (mod x™—1) 6zelligini saglar. Temel idempotent Fourier
dontsimii ile tanimlanabilir. Konvollisyon 6zelliginden, herhangi kods6z spektrumu C
icin tim j'lerde W;C; = C; olur. Bu 6zelligi saglayan kods6z spektrumu W

0 jEA,

L jed (4.8)

W ={

ile verilir ve bu spektrum tek bir kodso6z icin gegerlidir.

Bir kods6z her zaman tirete¢ polinomu denilen g(x) polinomu igerir. Bu g(x) polinomu
minimum derecede monik kodséz polinomudur. Béyle bir monik polinom bir tekdir.
Gergekten eger boyle mininum derecede monik iki tane polinom olsa bunlarin farki
daha az derecede yeni bir kods6z polinomu olusturur. Bu ise bir skalerle tekrar monik
hale getirilebilir. Her c¢(x) kods6z polinomu, g(x) ile bélinince kalan sifira esit olan bir
polinom olmak zorundadir. Yoksa kalan polinom, derecesi g(x)'den daha kiiclk olan
bir kods6z polinomu olur. Yani her kodséz g(x)'in bir kati olmalidir ve c(x) =

a(x)g(x) seklinde yazilmalidir. Bdylece kodun boyutu k = n — deg(g(x)) olur.

Fourier dontsiminin oteleme(translation) ozelliginden dolayi, eger ¢ devirli bir
sekilde b kadar oteleniyorsa C; de Cjwjb ile yer degistirir ki C; sifir olunca o da sifir olur.
Bir devirli kodun herhangi bir kodsoziiniin devirli sekilde 6telenmesi sonucu olusan
kod, yine ayni devirli kodun baska bir kodsdzini olusturur. Bu ozellik devirli olma

6zelligi olarak bilinir. Biz bu calismada kodlarin bu 6zelligi ile ilgilenmesek de devirli
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kodlar adlarini bu 6zelliklerinden almiglardir ve 6nemli bir 6zelliktir. Fakat devirli kodlar
sadece bu ozellikleri ile degil Fourier donisim ozellikleri ile minimum uzakliklarinin
bulunmasi ve bu sayede kodlama ve dekodlama islemlerinin yapilmasi acisindan da ¢ok

onemlidirler.

C kodu devirli oldugundan xc(x) (mod x™ — 1) de ayni zamanda kodun igindedir.
Benzer sekilde herhangi bir a(x) polinomu igin a(x)c(x) (mod x™ — 1) de koddadir.

Bolme algoritmasindan

x"—=1=9(x)g(x)+r(x) (4.9
olur ve burada kalan polinom r(x)'in derecesi g(x)'in derecesinden kiiglik olup r(x)
sifirdan farkli bir kods6z olamaz. Fakat r(x) kods6z olmasi igin spektral sifirlarinin
olmasi gerekir ve dolayisi ile sifir kodsozdiir, yani r(x) = 0'dir ve bdylece kontrol
polinomu denen bir h(x) polinomu igin

gx)h(x)=x"-1 (4.10)
olur. Devirli kodlar konusundaki calismalarimizdaki en temel ama¢ kodun minimum
uzakhgini bulmaktir. Devirli kodlar lineer oldugundan bir kodun minimum uzakligini
bulmak, kodun sifirdan farkli herhangi kodsézleri icin en kiicik Hamming agirhigini
bulmak ile ayni seydir. Kod tanim kiimesiyle tamamen belirli oldugundan, minimum
uzunluk da kodun tanim kiimesinin bilinmesiyle hemen bilinir. Bu durumda bir

vektorin agirligr ile vektorin Fourier dontsiminin icerdigi sifirlar arasindaki iliski

devirli kodlarin yapisinin temelini olusturur.

GF(q) Uzerinde bir g(x) polinomu ayni zamanda GF(q™) lzerinde bir polinom olarak
dustnalebilir. g(x) Urete¢ polinomu olarak kullanildiginda GF(q) veya GF(q™)

Uzerinde bir devirli kod tanimlayabilir.

Teorem 4.2: g(x) polinomu GF (q) lzerinde tanimli (a7 — 1)'i bélen bir polinom
olsun. GF (q) tzerinde tanimli g(x) tarafindan (retilen devirli kod ve GF(q™) lzerinde

tanimli g(x) tarafindan dretilen devirli kod ayni minimum uzakhiga sahiptir.

ispat: C, ve C,m sirasiyla GF(q) ve GF(q™) uUzerinde tanmimh kodlar olsunlar.
C, € Cymoldugundan bu durumda d,,;,, (C,) = d,y, (Cym) olur. c(x) polinomu C,m

icindeki minimum agirhkli  kods6z polinomu olsun. Buradan a(x) ve c(x)
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polinomlarinin katsayilart GF(q™) 'de olmak lzere c(x) = a(x)g(x) olur. c'nin

bilesenleri
k-1

¢ = 9i-j3; (4.11)
j=0

olsun. i. bileseni ¢'nin g-lu izinin i. bilesenine esit olan sifirdan farkli bir vektor ¢’ alalim.
c''niin sifir vektér olmadigini kabul edebiliriz. Cunkii eger sifir vektér olursa bunun
yerine c;'ler sifir olmadigi siirece her y igin tr(yc;) sifir olmayan yc kodséziini

g6zonline alinz. Bu durumda

k-1 k-1
c,=tr(c)= trz gi_ja; = z tr(9:_;a;) (4.12)
=0 =0

olur. g;_;, GF(q)'nun bir elemani oldugundan, q. kuvvetine esittir ve izleri carpanlarina
aynilabilir. Buradan

k-1

- k-1
¢i = Z gi-jtr(a;) = Z gi- @' (4.13)
j=0 j=0

sonucuna varirnz. Bdylece ¢’'(x) polinomunun g(x)a’'(x) ile verildigini ve C,'da bir

kodsdze karsihk geldigini goririz. Fakat iz fonksiyonu c;'nin bir sifir bileseninden,
¢;'nun sifir olmayan bir bilesenini olusturamaz. Yani, ¢"nin agirligi c'nin agirligindan

daha biyik olamaz. Sonugta

Ainin (Cq) < dpin (Cqm) (4.14)
bulunur ve iki esitsizlikten esitlik elde ederiz.

4.3 Reed-Solomon Kodlari

Tanim 4.3 F, mertebesi n olan bir elemana sahip bir cisim olsun. F Gizerinde taniml bir
(n, k,d) devirli Reed-Solomon kodu, Fourier doniisim kiimesinde sifira esit olan,
{io,jo +1,...,Jo +d — 2} indis kimesiyle belirli (d — 1) ardisik spektral bilesene sahip,

n uzunluklu tim vektorlerin kiimesidir.

Bir Reed-Solomon kodunu lineer cebir dilinde de ifade edebiliriz. Fourier donlisimu
F™den F™e tersinir lineer bir dénisimdir. Fourier donlisimi sonucunda donlisim

herhangi bir belirli ardisik (d — 1) bilesene kisitlanirken, bu durumda kisitlanmis Fourier
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donitsimi, n —k =d — 1 olmak {lizere n boyutlu vektér uzayindan (n —k) boyutlu
vektér uzayina lineer bir donisim olarak distndlebilir. Reed Solomon kodu bu
donisimiin bos uzayl olarak tanimlanir. Benzer sekilde, ters Fourier donidsimi da
F™den F™e tersinir lineer bir dontustimdir. Tamami sifira esit olan (d — 1) tane ardisik
bilesenden olusan tim vektérleri iceren F™in kK boyutlu bir alt uzayina uygulanirsa ters
Fourier donlisimi k boyutlu vektor uzayindan n boyutlu vektér uzayina bir doniisim
olarak duslindlebilir. Reed-Solomon kod bu donlisimin gorintli kimesidir. Yani

boyutu K'dir.

n, (q—1)'i boldiginden kodséz bilesenleri ve spektrum bilesenleri ayni cisim
GF(q)'nun elemanlandir. Eger ¢ kods6zu devirli olarak bir yer degistiriyorsa onun
spektral bileseni G, o ile carpilr. G sifir oldugunda Cjw; de sifir olacagindan c'nin
devirli yer degistirmesi de bir kodsozdir. Yani C bir devirli koddur. Reed Solomon kod
bir devirli kod oldugundan bir trete¢ polinomu vardir. GF(q)'da bir 3 elemaninin ayni

cisim Uzerinde minimal polinomu fg =x —f olur.

Sembollerin cismi ile donisim ayni cisim Uzerinde oldugundan tim minimal
polinomlar birinci derecedendir. Bu durumda {w,w*?, ...,w]0+d‘2} kiimesi kod igin

tek tanim kiimesidir ve ayni zamanda tam tanim kiimesidir.

Bir Reed-Solomon kod i¢in herhangi bir j, secebiliriz. Budurumda Ureteg polinomu

g(x) = (x — o) (x— wotl) .. (x — wh+d=2) (4.15)
olur. Bu polinomun derecesi her zaman (d — 1)'dir. Buradan bir Reed Solomon kod igin
n—k=d-1 (4.16)
oldugunu soyleyebiliriz. Eger w'nin mertebesi (q — 1) ise GF(q) Uzerinde bir Reed
Solomon kodun blok uzunlugu maksimum olur. Bu durumda w bir primitif eleman olur

ki bu durumda a ile gosterilir, kodun blok uzunlugu n = q — 1 olur. Bu durumda Reed

Solomon kod primitif Reed Solomon kod olarak adlandirilir.

Siradaki teorem, cebirin temel teoremi ile ispatlanir, Singleton sinirina gére Reed
Solomon kodun bir optimal kod oldugunu gostermektedir. Béylece spektrumunda
(d — 1) tane ardisik sifir olan bir Reed-Solomon kod d,;,, = d olacak sekilde minimum

uzakliga sahiptir.
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Teorem 4.3 Bir Reed-Solomon kodu maksimum uzaklikli koddur ve minimum uzakligi
Apin =n—k+1 (4.17)
esitligini saglar.

ispat: Tanim kiimesi olarak C'nin son (d — 1) bileseninin sifira esit oldugunu diisiinmek
yeterlidir. Baska sekilde, tanim kiimesini son (d — 1) bilesene tasimak i¢cin modulasyon
teoremini kullanarak her kods6z bilesenini w'nin bir kuvveti ile ¢arparsak bir kodsozlin

agirhgr degismez, clinki sifir olmayan bilesenler yine sifir olmayacaktir.

n—-d

C(x) = Z Cx (4.18)

j=0
olsun. Bu durumda buna karsilik gelen kodsoz bilesenleri c; :%C(w‘i) olur. C(x)
derecesi en fazla (n — d) olan bir polinom oldugundan en fazla (n —d) tane sifin

olabilir. Bu durumda eger tamamen sifir degil ise ¢ en azd bilesende sifir degildir.

Minimum uzaklik d,,,;,, Reed-Solomon kodu i¢gind — 1 = n — k oldugu igin

d,>d=n—k+1 (4.19)

esitsizligini saglar. Ayni zamanda herhangi bir lineer kod Singleton sinirindan

dpin <n—k+1 (4.20)
esitsizligini saglar. Boylece d,,;, = n— k + 1vyanid,;, = d olupispat biter.

Bu teoremden, sabitn ve k tam sayilar icin hicbir kodun Reed-Solomon koddan daha
biyldk bir minimum uzakliga sahip olamayacagini ¢ikartabiliriz. Bu ise bize Reed-
Solomon kodu kullanmak icin glcli bir gerekge verir. Fakat bu oldugundan daha ¢ok
sey soyledigi anlamina gelmemelidir. Clinkii 6rnegin herhangi (n’, k") parametrelerine

sahip bir kod, bu parametreler igcin var olmayan fakat bir (n,k) Reed-Solomon

kodundan daha tercih edilebilir olabilir.

Reed-Solomon kodlar diger devirli kodlara kiyasla ayni alfabe Uzerinde daha kisa blok
uzunluguna sahiptirler. Eger alfabe kiiciik ise bu durumda pek ise yaramazlar. Ornegin
GF(2) Gzerindeki ikili alfabedeki Reed-Solomon kodlarin blok uzunlugu 1 olup hig
enteresan degildir [15], [16].

4.4 Reed-Solomon Kodlari igin Kodlayicilar
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Bir kodlayici bir k sembolli veri s6zlini n sembolli kods6ze donustiren bir kural veya
bu donisimi yapan bir aractir. Bir kodun ¢ok cesitli kodlayicilari olabilir. Herhangi bir

kodlayici onu dizayn edenin istegine veya gerek duydugu oOzelliklere gore degisebilir.

0 0 0 b 0 ao a1 az

Sekil 4.1 Spektral sifirlarin yerlesmesi [16]
Basit bir kodlama kuralini, Sekil 4.1'de gosterildigi gibi

C.—{aj_jo_n-l—k’ ]=]0+n_k,,]0+n_1
]_

0, j=Jojo+ 1 .jo—1+n—k (421)

spektrumun k bagimsiz bilesenine 1 = 0,1, ...,k — 1 icin k adet veri semboli a,'leri
ekleme seklinde tanimlayabiliriz. Ters Fourier donlisimi ile kodlama islemi

tamamlanir. Kodsozleri
1 n-1
¢ = HZ w ¢ i=01,..,n—1 (4.22)
i=0

ile elde ederiz. Burada ¢ kodsoziiniin n bileseni icinden k veri sembolini hemen
bulmak mimkin degildir. Veri s6zlinli elde etmek icin c¢'nin Fourier donisimini

hesaplamak gerekir. Bu dekodlayiciya donlisim bazli kodlayici denir.

Daha popiler bir kodlayici ise kod bazli kodlayici olarak bilinen kodlayicidir. Kodun

Urete¢ matrisini soyle tanimlayalim:
g(X) = (X — O)jo)(x— mj0+1) e (X — wj0+n_k_1)
=x"ktg o xPKLyg o oxPKZ 4 4o x+g,. (4.23)

g(x)'in katsayilari g vektoriniin bilesenleridir. Bu vektoriin Fourier donlisimi G olup,
bu doénisimde (jy,jo +1,...,jp +n —k—1) icin bilesenleri sifirdir. Yani g(x) 'in
kendisi de agirligi (n —k + 1)'den buylk olmayan bir kodsézdiir. (BCH sinirina gore
minimum agirhk (n —k + 1)’den kiiglik olamayacagindan, bu Reed-Solomon kodlarin

minimum agirhiginin (n — k + 1) oldugunu goéstermek igin alternatif bir yoldur.)

Diger bir kodlayiciyt soyle tanimlayabiliriz. k tane veri semboll veri polinomu

olusturmak igin kullanilarak
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k-1
a(x) = Z a;x! (4.24)

i=0

seklinde polinom olusturulur ve c(x) = g(x)a(x) olur ve c(x)'in derecesi de
deg(c(x)) = deg(g(x)) + deg(a(x) ) (4.25)
seklinde bulunur. Eger a(x) maksimum dereceye sahipse yani derecesi k — 1 ise
deg(c(x)) =(n—-k+(k-1)=n-1 (4.26)

olup c(x)'de maksimum dereceye sahip olur. Bdylece a(x) ve g(x) polinomlarinin
carpimi ile kodsoziin tiim n bilesenleri tamamlanmis olur. Burada yine c(x) iginde k

veri semboli hemen bulunamaz. Bunun igin

c(x)

a(X) = @

(4.27)

polinom bélmesi yaparak kolaylikla kods6zi bulabiliriz. Bu kod bazli kodlayici, doniisim
bazli kodlayici ile tam olarak ayni kods6z kiimesini verir, fakat veri sozleri ile kodsozler

arasindaki iliski farklhidir.

Cizelge 4.1 GF(23) Cisminin Gésterimi

Ustel Polinom ikili Sekizlik Minimal
Notasyon | Notasyonu | Notasyon Sistemde Polinom
0 0 000 0 -
o’ 1 001 1 x+1
ol z 010 2 x3+x%+ 1
o? z? 100 4 x3+x%+1
o z2+1 101 5 x3+x+1
ot z2+z+1 | 111 7 x> +x%4+1
o® z+ 1 011 3 x3+x+1
ol 7z’ +z 110 6 x3+x+1

t hata duzelten bir Reed-Solomon kod icinn —k =d —1 = 2t segelim. j, = 1 segimi

ile Greteg polinom

gx)= x—w)x—w?) - x— w?) (4.28)
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olur ve bu polinomun derecesi her zaman 2t'dir. Ornek olarak, t = 1 olmak Uzere
GF(8) uzerinde bir (7,5) Reed-Solomon kod igin g(x) urete¢ polinomunu bulalim.
Herhangi bir j, i¢in bu yapilabilir.j, = 1 ve w = a segelim. GF(8)'in elemanlan Cizelge

4.1 deki gibi z'nin polinomlari olarak ifade edilmek Uzere, Girete¢ polinom
gx)=x—a)(x—a®)=x?+ (z2+ 2)x+ (z>+ 1) (4.29)
seklindedir.

Bir veri polinomu, 5 tane sekizli(oktal) sembollerin dizisinden olusur. Varsayalim ki
a(x) = (22 +2)x* +x3 + (z+ Dx*+ zx + (z* + 1) polinomu veri polinomu olsun.

Sistematik olmayan kods6z ise 7 tane sekizli sembollerin dizisinden olusur ve polinomu
c(x) =a(x)g(x) = (a*x* + x>+ &®x% + ax + o) (x* + a*x + o)

=a'x® + a®x° + a?x* + 0x3 + a®x? + abx + o? (4.30)
seklindedir. Bu kods®z ayni zamanda su notasyon ile de yazilabilir;
c(x) = (Z?2+2)x + (z+ x> +22x* + 0x3 + (22 + z+ Dx?+ (z® + D)x + 22

x'in kuvvetlerinin katsayilan sekizli kod sembolleridir ve her kod semboliinde z'nin

kuvvetlerinin katsayilar bu sekizli semboliin Ug¢ bilesenlik pozisyonlarini indeksler.

a(x)'in sekizli veri sembolleri 8> = 32768 yolla belirlenebilir. Bu durumda (7,5) Reed-
Solomon kodunda 32768 tane kodsoz vardir. Bu kodsozlerden bazilar Cizelge 4.2'de
gosterilmistir. Fakat gorildigiu gibi bu kicik kodda bile listemek icin ¢ok fazla kods6z
vardir. Bu listede kodsozler sistematik kodlayici ile Gretilmis gibi diizenlenmistir, ilk bes

sembol veri sembolleri son iki sembol ise kontrol sembolleri gibi distindlebilir.

ikinci bir 6érnek olarak, GF(8) lzerinde t = 2 ile (7,3) Reed-Solomon kod i¢in g(x)
polinomunumu bulalim. Herhangi bir j, ile yapabiliriz. j, = 4 ve w = a segelim. Bu

durumda GF(8) cisminin elemanlari z'nin polinomlari olarak gésterilmek Gzere
g(x) = (x—a*)(x— a®)(x—a®)(x— a°)
=x*+ 22+ D3+ 22+ Dx*+ (z+ Dx+z (4.31)
seklinde bulunur.
Bir veri polinomu (¢ tane sekizli semboliin dizisini gosterir. Varsayalim ki veri polinomu

a(x) = (z2+2)x*+x+ (z+ 1) (4.32)
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olsun. Sistematik olmayan kodso6z
c(x) =a(x)gx)

= (a*x? + x + ) (x* + a®%* + o*x + a)

= a*x® + ax® + a®x* + 0x3 + 0x? + o°x + o* (4.33)
seklinde bulunur ve yedi tane sekizli sembolden olusur.

Cizelge 4.2 (7,5) Reed Solomon kodu

O 0 0 0 0 0 O
O 0 0 0 1 6 3
O 0 0 0 2 7 6
O 0 0 0 3 1 5
o0 0 1 o0 1 1
o0 0 1 1 7 2
o0 0 1 2 6 7
O 0 0 1 3 0 4
o0 0 7 0 7 7
o0 0 7 1 1 4
o 0 0 7 2 0 1
O 0 0 7 3 6 2
o0 1 0 o0 7 3
o0 1 0 1 1 o0
O 0 1 0 2 0 5
o 0 1 0 3 6 6
o0 1 1 0 6 2
o0 1 1 1 0o 1
o0 1 1 2 1 4
o0 1 1 3 7 7
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Uglincii bir 6rnek olarak GF(16) tizerinde t = 2 ile (15,11) Reed-Solomon kodu icin bir

g(x) polinomu bulalim. j, = 1ve w = asegelim.

gx)=(x—a)(x—a®)(x—a®)(x—ah) (4.34)
olur. Cizelge 4.3 den yararlanarak p(z) = z* + z + 1 primitif polinomu ile GF(2)'nin bir

genisleme cismi olarak GF(16)'nin olusturulmasiyla trete¢ polinomu,
gx)=x*+ (@3 +z22 + D3+ (23 +22)x?+ 23%x+ (z°+z+ 1)
=x*+ a®x3 + a®x% + o3x + ol (4.35)

seklinde bulunur. g(x) dordiincii dereceden oldugundan n—k =4 ve k =11 olur.

Veri polinomu onbir tane 16'li (hexadesimal) sembolden olusur.

Son olarak tanimlayacagimiz kodlayici daha kullanishdir, ¢linkii kods6z icerisinde veri

sembolleri acikca bellidir. Bu 6zelligi tasiyan kodlayicilara sistematik kodlayici denir.

Oncelikle x"*a(x) polinomunun a(x) polinomu ile ayni katsayilara sahip olduguna ve
sadece bu katsayilari n — k kadar kaymis durumda olduguna dikkat edelim. x" ¥a(x)
polinomunun n —k—1,n —k — 2, ...,0indisli (n — k) tane katsayisi sifir olur. Reed-
Solomon kodun bir kods6zini Uretmek i¢in bu (n —Kk) tane pozisyona kontrol
sembollerini ekleyecegiz. Ozel olarak, Ry, [x"*a(x)] polinomu x"*a(x)'in g(x)'le

bolimiinden kalan polinom olmak lzere
c(x) = x"a(x) — Ry [x"*a(x)] (4.36)

olsun. Kalan polinomunun katsayilari tam olarak x"~¥a(x) polinomunun katsayilarinin
sifir oldugu yerlerdedir. Yani c(x) polinomunu olusturan pargalar ¢akismaz. Boylece

veri polinomu a(x), c(x) iginde hemen gorindr.
c(x)'in gegerli bir kods6z polinomu oldugunu goérmek igin, kalan isleminin toplama

uzerine dagilma ozelligi ve kalanin kalani da kalandir gercegi de go6zoniinde

bulundurularak c(x) polinomunun g(x) ile béliminden kalan hesaplanir.

Rgn[c(X)] = Ry [x"*a(x) — Ry [x"a(x)]]

=Ry X" a(x)] = Ry [X" a(x)] = 0 (4.37)

g(x)
Boylece c(x)'in g(x)'in bir kati oldugunu goriiriz. Bu ise c(x)'in dogru spektral sifirlara

sahip oldugu, yani Reed-Solomon kodun bir kods6zi oldugu anlamina gelir. Sistematik
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kodlayici diger iki kodlayici ile ayni kodsdz kiimesini elde eder, fakat veri sézleri ile kod

sozler arasidaki iliski farkhdir.

Cizelge 4.3 GF(2*) Cisminin Gosterimi

Ustel Polinom ikili Onluk Minimal Polinom
Notasyon Notasyon Notasyon | Sistemde

0 0 0000 0 -

o 1 0001 1 x+1

ol z 0010 2 x*+x+1

o z2 0100 4 x*+x+1

o3 z3 1000 8 x*+x3+x%+x+1
ot z+ 1 0011 3 x*+x+1

o 7z’ +z 0110 6 x2+x+1

ol z3 + z? 1100 12 x*+x3+x%+x+1
o’ z3+z+1 1011 11 x*+x3+1

o® zZ+ 1 0101 5 x*+x+1

o’ 23 +z 1010 10 x*+x3+x2+x+1
ol® z2+z+1 0111 7 x2+x+1

ol 23+ 2% +z 1110 14 x*+x3+1

al? z+z+z+1 | 1111 15 x*+x3+x2+x+1
al3 z3+z2+1 1101 13 x*+x3+1

ol z>+ 1 1001 9 x*+x3+1

4.5 BCH Kodlari

d minimum uzakligina, (q— 1)'i bdlen n blok uzunluguna sahip bir devirli Reed-

Solomon kodu, GF(q) izerinde, {wh,who*?, .., wo*9=2} tanim kiimesi ile belirli
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(d—1) ardisik bileseninin spektrumu sifir olan tim soézler kimesi oldugunu
hatirlayalim. Bir Reed-Solomon kodda, kod sembolleri ve spektrum sembolleri ayni
GF(q) cismi Uzerindedir. d tasarlanmis uzakhgina ve (q™ —1)'i bdlen n blok
uzunluguna sahip bir BCH kodu ise, GF(q) lizerinde belirli (d — 1) ardisik bileseninin
spektrumu sifira esit olan tim soézler kiimesidir. BCH sinirna goére BCH kodunun
minimum uzakhgi d,,;, en az tasarlanmis uzaklik d kadar olmasi gerekir. Fakat bazen
bir BCH kodun minimum uzakligi tasarlanmis uzakhgindan daha buiyik olabilir. Bir BCH
kodun her kodsoziiniin spektrumu genisleme cismi GF(q™) Uzerindedir ve
{wh, ™, . wo*4=2} tanim kiimesi ile belirli (d — 1) ardisik bileseninin spektrumu
sifira esit olmak zorundadir. Boylece GF(q) Uzerinde BCH kodun kodsozleri GF(q™)
uzerinde Reed-Solomon kodun kodsézleridir. Bunlar sadece Reed-Solomon kodun
GF(q) Uzerinde degerler alan kodsozleridir. Boylece her BCH kod bir Reed-Solomon

kodun altcisim-alkodudur.

Cizelge 4.4'de GF(8) lizerinde (7,5,3) Reed-Solomon kodun 8° adet kodsézlerinden bir
kismi listelenmistir. Bu listeyi inceledigimizde bazi kodsozlerin sadece ikili degerler,
yani 0 ve 1 degerlerini aldigini goririz. (7,5,3) Reed-Solomon kodun tiim kodsozlerini
incelersek bdyle onalti tane kods6z oldugunu goriiriz. Bu kodsozler GF(2) tzerinde bir
lineer devirli kod olustururlar. Bu koda GF(2) tzerinde (7,4,3) BCH kodu, ayni
zamanda (7,5,3) Hamming kodu denir. Bu érnekte GF(23) iizerindeki Reed-Solomon

kodun bir altcisim-altkodu olarak GF(2) tzerinde BCH kodunu gormiis olduk.

GF(q) Uzerinde n uzunluklu bir kod aradigimizda, GF(q)'da mertebesi n olan bir w
elemani yokken GF(q™)'da bdyle bir eleman varsa bu durumda BCH kod isimize yarar.
Bdyle bir durumda kodsoz bilesenlerimiz GF(q)'da iken bunlarin spektral bilesenleri
GF(q™)'de olur. Kisaca GF(q™) tizerinde bir (n,k, d) Reed-Solomon C kodu ile elde
edilen BCH kodunu séyle tanimlayabilirizz ¢'= C n GF(q)".

BCH kodun minimum uzakhgi en az tasarlanmis uzaklik d kadar olur. Reed-Solomon
kodun paketleme yarigapi her zamant= |(d— 1)/2] olsa da d,;,, d'den daha buyuk
olabileceginden BCH kodun paketleme yarigapi |(d— 1)/2]|'den daha biyik olabilir.
Bu noktada tasarlanmis uzakhigl d* ile gosterip, t'yi de BCH vyarigapi olarak
adlandirabiliriz. BCH sinir ile paketleme yaricapinin en az BCH yaricapi t kadar olacagi

garantilenir.
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Cizelge 4.4 (7,5) Reed-Solomon kodundan bir altcisim-altkodun gikartiimasi

Reed-Solomon Kod Altcisim-Altkod
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 6 3
0 0 0 0 2 7 6
0 0 0 0 3 1 5
0 0 0 1 . 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 7 2
0 0 0 1 2 6 7
0 0 0 1 3 0 4
o 0o 0o 7 0 7 7
0 0 0 7 1 1 4
0 0 0 7 2 0 1
0 0 0 7 3 6 2
o 0o 1 0 0 7 3
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 2 0 5
0 0 1 0 3 6 6
0 0 1 1 0 6 2
0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1
0 0 1 1 2 1 4
0 0 1 1 3 7 7

Konjugelik kisiti chzc((qj)), ters Fourier donlsimi GF(q)'da olan spektrumu

tanimlamak icin tam bir formdil verir. BCH kodun her kods6zl spektrumunda bu kisiti
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saglamak zorundadir. BCH siniri, minimum uzaklhgi en az tasarlanmis uzaklik kadar olan
bir kod olugturmak igin bir kosul verir. Hem BCH siniri hem de GF(q™)’de spektrum
bilesenlerinin konjugelik kisiti kullanilarak olusturulan GF(q) Gizerinde bir kod BCH
koddur.

(7,4) ikili BCH kodu BCH sinin teoremini kullanarak da agiklayalim. Her spektral C;
bileseni kodsoz bileseninin ikili degerler aldigini garantilemek igin C]-2 = Cy; esitligini
saglamak zorundadir. Bu nedenle tek bilesendeki bir hata duzeltebilmek i¢in C; ve C,
bilesenleri kontrol frekanslari olarak ve sifira esit segilir. Yine BCH siniri teoremine gore
C, de sifir olmalidir. Yine bu teoremden CZ = C, olur ki bu da C,'in ya 0 ya da 1
oldugunu gésterir. Ve C; = C2 = C5 olup bu da C,'in GF(8)'de herhangi bir eleman,
Cs ve C4'ninise C;'e bagh oldugu anlamina gelir. Kodsézler, spektrumunun ters Fourier
dontsimd ile bulunur. Cizelge 4.5'de bunlar gosterilmektedir. Yine bu ¢izelgeden de

goriilecegi gibi tek hata diizelten BCH kodu (7,4) Hamming koduna esittir.

Zaman bolgesinde onalti kodsozii daha net bir sekilde belirlemek icin gerekli spektral
sifirlara sahip olan bir g(x) trete¢ polinomu olusturalim. Bir v(x) polinomu bir w’

noktasinda sifin olmasi igin j. spektral bilesen Vi'in sifira esit olmasi gerekir. Cizelge

4.5’e baktigimizda bu sifirlarinj = 1,2,4 noktalarinda oldugunu géririz. Yani of, o?, at
noktalarinda polinom sifirdir. ilk iki sifira BCH sinirini, Gictincii sifira ise konjugelik kisitini

saglamakicin ihtiyag vardir. Béylece reteg polinom a® = a + 1 esitligi kullanilarak
g() = (x—ah)(x—o®)(x— a*)
=x3+x+1 (4.38)

seklinde bulunur. g(x)'in bir carpani (x — o*) oldugundan, sifirlari GF(8) de olmasina

ragmen g(x)'in bilesenleri ikilidir.
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Cizelge 4.5 (7,4) Hamming kodu

Frekans Bolgesi Kodsozleri Zaman Bolgesi Kodsozleri
G G ¢ G G ¢ G C6 C5 € C3 ¢ ¢ Co
O 0 0O o0 0 o0 O O 0 O o0 0 o0 O
a® o 0 a® 0 0 O 1 1 1 0 1 o0 o0
o> a* 0 ' 0O 0 O 0 o 1 1 1 o0 1
a* o 0 a2 0 0 O 0 1 0 0 1 1 1
a® o> 0 > 0 0 O 1 1 0 1 0 o0 1
al a2 0 a* 0 0 O 0 1 1 1 o0 1 o0
o a¢ 0 a5 0 0 O 1 0 0 1 1 1 o0
a5 o> 0 a 0O 0 O 1 o 1 0o o0 1 1
o o0 O o0 0 o0 1 1 1 1 1 1 1 1
a a® 0 o 0 0 1 0 o o 1 o 1 1
a2 ot 0 ot 0 0 1 1 1 0 0 0 1 o0
a* al O a2 0 O 1 1 0 1 1 0 0 o0
a® o> 0 a3 0 0 1 0 o 1 o0 1 1 0
al o2 0 a* 0 0 1 1 o o o0 1 o0 1
a8 a® 0 a5 0 0 1 0 1 1 0 0 o0 1
a5 o> 0 a® 0 0 1 0 1 0 1 1 o0 o0

Genel olarak modulo n tam sayilar denklik sinifina ayrilmistir:

Bj = {j'ququI "'qumj_l}' (439)
Eger C]-'in spektral bilegenleri belirlenmis ise, indeksi j denklik sinifinda olan diger her
spektral bilesen Cj 'in bir kuvveti olmak zorundadir ve ondan farkh bir sekilde

belirlenemez. Ayrica eger j'nin denklik sinifir elemandan olusuyor ise bu durumda

qur =Cjve C].qr_1 = 1 olur. Sonug olarak GF(q™)'nin herhangi bir elemanini C; olarak

secemeyiz. Sadece sifir elemani ya da mertebesi (q" — 1)'i bolen elemanlari segebiliriz.
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Boylece j 'nin denklik sinifi r elemanli ise bu durumda C; € GF(q") oldugunu

soyleyebiliriz.

Frekans bolgesinde bir kodu belirlemek igin ise oncelikle (@™ — 1) tamsayiyr denklik
siniflarina ayiriniz ve her sinif icin bir temsilci seceriz. Bir BCH kodu olusturmak icin
ardisik (d — 1) spektral bilesen kontrol frekansi olarak segilir ve sifir olarak disundlir.

Diger semboller veri semboli olarak kalir.

Ornegin n = 63 icin bunu uygulayalim. Denklik siniflarini su sekilde buluruz:

{Co}

{Cv C,, Cy Cg, Cyg, C32}
{C3, Cor C12,Cos, Cug, C33}
{CSr C105C20,Cs0,Cy7, C34}
{C7' Ci4,Cag,Cs6, Cyo, Css}
{C9v Cis C36}

{C11' C32, Cys» Co5, Csp, C37}
{C13 1 €260 Cs2, €41, Cyo) C38}
{C15' C30, Co0, Cs7, Cs1, C39}
{C21' C42}

{C23' Ca65C29, Csg, Cs3, C43}
{C27' Cs4» C45}

{C31' Ce25Co1 Cs9, Css) C47}

Her kiimenin ilk elemanini kiimenin temsilcisi olarak segelim. Temsilci belirlendikten
sonra kimenin diger elemanlann da bellidir. Eger kontrol frekansi olarak
C;, C,,Cj5,C,, Cg,Cq secersek bunlar Gg sinif olusturdugundan Gglu hata dizelten, 63
blok uzunlugunda ikili bir BCH kodu elde etmis oluruz. Bu durumda geriye kalan tim

elemanlan C,, C,, Cq, C44,C45,Cy5,Cyq, Cy3,C,p, C54 veri sembolii olarak kabul ederiz.

Cy ve C,, denklik siniflar r = 3 elemanh oldugundan ve ayrica C§ = C,, C8, = C,,
oldugundan bunlar GF(8)'in elemanlandir. Benzer sekilde C,,, r = 2 elemanli bir
denklik sinifina sahip oldugundan ve aynca Cj; = C,, oldugundan GF(4) )'in
elemanidir. Yine ayni sebeplerle C,'in GF(2), C,,C;;,Cy3,Cys, C,5,C5; degerlerinin de
GF(64)'Un elemanlan oldugunu séyleyebiliriz. Sonugta bu veri sembollerini gostermek
icin3+3+2+14+6+6+6+ 6+ 6+ 6 =45 bilesene ihtiyacimiz vardir. Boylece
U¢ hata duzelten (63,45) BCH kodunu elde etmis oluruz. Frekans bolgesinde kodlama
yaparak elde edilen 2*° tane kodséz ile zaman bdlgesinde bir iretec polinom ile

kodlama yapilarak elde edilen 24° tane kodséz aynidir. Veri elde edilene kadar,
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dekodlayici verinin nasil kodlandigi ile ilgilenmez. Fakat son asamada veri dizeltilmis
kodsdzden cikartildiginda dekodlayici verinin kodsézde nasil saklandigini bilmesi
gerekir. Eger veri bilesenleri frekans bolgesinde kodlanmis ise yine frekans bolgesinde

okunmalarn gerekir.

15 kod uzunlugunda, ¢ift hata diizelten bir ikili kod elde etmek igin tanim kiimesi olarak
spektrumun doért ardisik bilesenini secelim.j = 1,2,3,4i¢cinC; =C, =C; =C, =0
secebiliriz. Spektrumun diger bilesenleri GF(16)'nin elemanlandir ve birbirlerine
konjugelik kisiti ile C]-2 = Ciziy seklinde baglidirlar. Bu, {cd, a%, ... } konjugelik sinifina
karsilik gelen j indeksli bir spektral bilesenin, ayni konjugelik sinifina karsilik gelen diger
tim spektral bilesenleri belirledigi anlamina gelir. Modulo 15’deki konjugelik siniflar,

spektral bilesenler kiimesinin parcalanisi ile asagidaki gibi ifade edilir;

{Co} {C1, €3, Cy, G}, {C5, Cg, €12, Co 3, {Cs, €103 {C7, €14, €13, Cyy }

5 uzaklikl bir kodun BCH sinirini saglamasi igin, tanim kiimesini A = {1,2,3,4} seklinde
secelim. Bu elemanlarin tiim konjugelik siniflarinin elemanlarini ekleyerek bitiin tanim
kimesini A = {1,2,3,4,6,89,12} elde ederiz. cg = C, oldugundan C, bileseni
GF(2)'nin bir bilegenidir ve 1 bilegen ile belirlenebilir. C; = CZ, = Cs oldugundan Cs
bileseni GF(4)'lin bir elemanidir ve 2 bilesen ile belirlenebilir. C, bileseni GF(16)'nin
herhangi bir elemanidir ve 4 bilesen ile belirlenebilir. Toplamda kods6z spektrumunu
belirlemek igin 7 bilesene ihtiya¢ vardr. Boylece kod GF(2) tizerinde bir (15,7,5) BCH
kodudur.

ikili (15,7,5) BCH kodu kod kiimesinde irete¢ polinomu cinsinden de ifade edilebilir.

Bu polinomun tam tanim kiimesinin her elemanina karsilik gelen bir sifin o olmalidir.

Bu nedenle katsayilart GF(2)'de olan

gx) = x—a)x—a®)(x— o) (x—a®)(x— a®)(x—a®)(x— a'?)(x — a’)
=x8+x"+x+x*+1 (4.40)

polinomu vardir. deg(g(x)) = 8 oldugundan n —k = 8ve k= 7 'dir.

Ug hata diizelten, 63 uzunlugunda bir ikili kod elde etmek icin tanim kiimesi olarak alti
ardisik spektral indis segelim. A ={1,2,3,4,5,6} olsun. Buna uygun gelen konjugelik
siniflan {1,2,4,8,16,32},{3,6,12,24,48,33},{5,10,20,40,17,34} 'dir ve tim tanim
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kiimesi bu ¢ kiimenin bilesimidir. Boylece lirete¢ polinomunun derecesi 18'dir. Bu

devirli kod (63,45,7) BCH kodudur.

Bir BCH kodunun minimum uzakligi tasarlanmis uzakligindan daha biyik olabilir. 23
kod uzunlugunda iki hata dizelten bir ikili kod elde etmek igin tanim kiimesinden 4
ardigtk spektral bilesen segelim. j=1,23,4 i¢cin C;, =C, =C;=C, =0 olsun.
23% = 2 — 1 oldugundan spektral bilesenler GF(2'1) cismindedir. Spektrumun diger
bilesenleri konjugelik sartiyla bagh olup GF(21)'dedirler. Modulo 23'de (¢ adet

konjugelik sinifi vardir ve Fourier spektrumun bu bolinlisi soyle olur,
{Co}

{C1,C3, Cy, Cg, Cy6, Co, Cig, Cy3,C5, G, g}

{CZZ' C21’ C19' C15’ C7’ C14-' CS' C10' CZO’ C17' Cll}

Sadece C; elemanini igceren kiime sifira sinirlanmistir. Bu nedenle kod bir (23,12,5)
BCH koddur. Fakat bu kodun minimum uzakligi tasarlanmis uzakhgindan daha

bayuaktar.

Zaman bolgesinde kodlama yapmak icin kodun lretec¢ polinomunun bulunmasi gerekir.

Uretec polinom ise 1, ...,d — 1 araliginda bir eslenigi olan tiim j'lerigin

g(x) = 1_[ (x— o) (4.41)

seklinde verilir. Kodsozler ise c(x) = a(x)g(x) formunda oldugundanj=1,...,d -1
icin g(x) yapisi da kullanilarak

¢ =c(w)=a(w)g(w)=0 j=1,.,d-1 (4.42)
elde ederiz. Buna es olarakj=1,..,d —1igin fj(x)'lerooj'lerin minimal polinomlar

olmak lzere g(x) = ekoK[f, (x), ..., f4_, (x)] yazabiliriz. 15 blok uzunlugunda iki hata

diizelten BCH kodun (retec¢ polinomunu bulmak istersek,

g(x) = ekok{f, (x),£,(x), £5(x), £, (0]
=ekok[x*+x + 1, x*+x+ 1, x*+x3+x2+x+ 1, x* +x + 1]
=x*+x+DE*+ 3+ x7+x+1)

=x84+x"+x+x*+1 (4.43)
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elde ederiz. g(x) sekizinci dereceden oldugundan n — k = 8 olur. Buradan da k =7
olup (15,7) iki hata dizelten BCH kod igin ureteg polinom bulmus oluruz. Burada BCH
kodlarin belirlenmis n ve t degerleri ile olusturuldugunun altini ¢izelim. k degeri ise
g(x) polinomu bulunmadan bilinemez. Yine ayni yolla devam ederek 15 uzunlugunda

primitif BCH kodlar icin iirete¢ polinomlar bulabiliriz. Ornegin t = 3 alirsak,

g(x) = ekok(f, (x),f;(x),f5(x), £, (x),f5(x),fs (X)]

=x*+x+DE*H+H PP+ DEE+Hx+1)

=x0+x3+ x> +xt+xP+x+1 (4.44)
polinomu (15,5) li¢ hata diizelten BCH kodu igin lrrete¢ polinom olur. t = 4 igin Ureteg

polinom hesaplamak istersek

g(x) = ekok(f, (x),f,(x),f5(x), £, (x),f5 (%), fs (X), 7 (x), 5 (x)] (4.45)
=x*+x+ DE+HP+HxPHx+ DEE+Hx+ D EP A+ x4 1)
=x"+xBP +xP +xT +x0+x0+ kXT3 P x4+
elde ederiz ki bu da (15,1) BCH kodu igin lreteg¢ polinomdur. Bu kod 7 hata dizelten
basit tekrar kodudur. t= 5,6,7 icin det = 4 icin buldugumuz ayni lrete¢ polinomu

buluruz. t = 7'den sonra ise BCH kodu tanimsizdir ¢link{ cisimde sifirdan farkli eleman

sayisi 15'dir.

Cizelge 4.6'da GF(16) cismini GF(4)'iin bir genisleme cismi olarak p(z) =z% +z + 2
primitif polinomu ile nasil olusturuldugu verilmistir. Bu tablo ayni zamanda a =z
primitif kdk olmak Uzere GF(16)'daki tim cisim elemanlarinin GF(4) Gzerindeki

minimal polinomlarini da igerir.

GF(4) Gzerinde 15 uzunluklu tek hata diizelten BCH kod igin Ureteg¢ polinomu soyle

elde edilir.
g(x) = ekoK([f, (x),f,(x)]
=X*+x+2)(x+x+3)=x*+x+1 (4.46)

Bu polinom GF(4) tzerinde 15 uzunluklu tek hata dizelten (15,11) BCH kod igin
Urete¢ polinomudur. Bu bir Hamming kod degildir ve 15 dortli (quaternary) sembol

icinden 11 dortli sembol kodlar.
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Cizelge 4.6 GF(4?) Cisminin Gosterimi

Ustel Polinom Dortli Onluk Sistemde | Minimal Polinom
Notasyon | Notasyon Notasyon | Notasyon
0 0 00 0 -
o’ 1 01 1 x+1
ol z 10 4 X2 +x+2
o? z+ 2 12 6 x?2+x+3
o’ 3z+ 2 32 14 x?+3x+1
ot z+ 1 11 5 X2 +x+2
o’ 2 02 2 X+ 2
ol 2z 20 8 xZ+2x+ 1
o’ 2z+ 3 23 11 x2+2x+2
o® z+ 3 13 7 x> +x+3
o’ 2z+ 2 22 10 x2+2x+1
atf 3 03 3 x+3
ot 3z 30 12 x*+3x+3
ol? 3z+ 1 31 13 x?2+3x+1
al? 2z+1 21 9 X%+ 2x+ 2
ot 3z+ 3 33 15 x?+3x+3

Yine benzer sekilde GF(4) Uzerinde 15 uzunluklu BCH kodlar igin Urete¢ polinomlar

bulabiliriz. Ornegin t = 2 igin:

g(x) = ekok[f,; (%), f,(x), f3(x), f,(X)]

=x*+x+2)(x*+x+3)(x*+3x+ 1)

=x4+3x°+x*+x3+2x%+2x+1
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olur ki bu polinom GF(4) lGzerinde iki hata diizelten (15,9) BCH kodu igin Ureteg

polinomdur. t = 3 alirsak:
g(x) =x%+3x%8+3x7 + 2x° + x>+ 2x* + x + 2 (4.48)

polinomu GF(4) lzerinde Ug¢ hata dizelten (15,6) BCH kodu igin Urete¢ polinomdur.

t = 4 alirsak
g(x) = xM +x0 +2x8+3x7 +3x°+ x5+ 3x* +x3+x+3 (4.49)

polinomu GF(4) lzerinde doért hata diizelten (15,4) BCH kodu igin lirete¢ polinomdur.
t =4 icin

g(x) = x4+ 2x™ +3x1% + 2x° + 2x% + x7 +3x° 4+ 3x* +3x3* + x* + 2 (4.50)

polinomu GF(4) lizerinde bes hata dizelten (15,3) BCH kodu igin Urete¢ polinomdur.

Son olarak t = 6 igin
gx) = x4+ x4+ x12 4+ x11 4+ x10 4 x% + x8 + x7 + x0+ x>+ x* +x3 +x% +x + 1 (4.51)

polinomu GF(4) lizerinde 6 hata diizelten (15,1) BCH kodu igin Urete¢ polinomdur ve

aslinda 7 hata diizeltebilir ¢clinkli ayni zamanda basit tekrar kodudur.

BCH kodun tanimi bizim yukarda primitif uzunluk ile yaptigimiz tanimindan daha
geneldir. Genelde BCH kod, Urete¢ polinomu g(x)'in sifirlari olarak, primitif olmasi
gerekmeyen herhangi bir w'nin 2t ardisitk kuvvetinin degerlerini alir. Bu kodun
uzunlugu w'nin mertebesidir yani ™ = 1 esitligini saglayan en kigik n sabitidir [15],

[16].
4.6 Genisletilmis Reed-Solomon Kodlan

Eger bir kod, bir Reed-Solomon kodun kodsoOzlerine bir veya iki ekstra sembol
eklenerek elde ediliyor ise bu koda genisletilmis Reed-Solomon kodu denir. Sadece bir
sembol ekleniyorsa tek genisletilmis Reed-Solomon kod, iki sembol ekleniyorsa cift
genisletilmis Reed-Solomon kod adi verilir. Karakteristigi 2 olan bir cisim lGzerinde en
onemli genisletilmis Reed-Solomon kodu tek genisletilmis primitif Reed-Solomon
kodudur. Clnki bu kodun blok uzunlugu 2™ olup bir ¢ok uygulamada kolaylikla

kullanilabilir.

Eklenen her sembol, veri semboll ya da kontrol semboli olarak dislindlebilir. Yani bir

kodun oranini arttirarak genisletilmisi elde edebilir veya minimum uzakhigini arttirarak
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uzatabiliriz. Ayni genisletilmis kod, minimum uzakligid ., olan bir Reed-Solomon kod

min
genisletilerak veya minimum uzakhgi d,;;, — 2 olan bir Reed-Solomon kodun uzatiimasi

ile elde edilebilir.

Eklenen iki sembollin genisletilmis kodsdzde tanimlanmasi gerekir. Bunun igin birkag
indeksleme notasyonu kullanilabilir. Eger (d — 1) blok uzunlugundaki genisletilmis
olmayan primitif kods6ziin bilesenleri sifir olmayan cisim elemanlari ile indekslenmis
ise, bu durumda kodun yeni bilesenlerinde cisim elemani sifir indeks olarak
kullanilabilir. Genellikle co# kullanilir ve bodylece q+ 1 uzunlugunda genisletilmis
kods 6z

€ = (Cp €0y Cyyls oy Cya=2, Copy) (4.52)

olur. Eger genisletilmis olmayan kodun bilesenleri primitif elemanin (q — 1) kuvveti ile
indekslenmis ise bu durumda sifir yeni sembollerde indeks olarak kullanilmak icin
uygun degildir. Yani iki yeni sembole ihtiya¢ vardir. Bu durumda indeks olarak + ve —
kullanabiliriz. Boylece n = q + 1 blok uzunluguna sahip bir genisletilmis kods6z bir yeni

bilesen kods6ziin en basinda ve bir yeni bilesende en sonunda olmak lizere

c= (c_,co,,cl, ...,cq_z,c+) (4.53)

seklinde yazilir. Burada c_ ve c, ¢ikartilarak elde edilen (d — 1) uzunlugundaki vektore
ic (interior) vektor denir. Bir kodsoziin spektrumundan bahsederken i¢c vektorin

spekturumu anlagiimalidir.
Tanim 4.4j, ve trastgele tamsayilar olsunlar. Cift genigletilmis Reed-Solomon kodu
blok uzunlugu (q + 1) ve kodsézleri (c_,co,,Cy, ..., Cq_p, €4 ) Olan GF(q) Gzerinde bir

lineer koddur. Bu kodun kodsoézlerinin spektrumu (q — 1) uzunlugunda olup su

ozellikleri saglar:

1.G=0,j=jp+ 1, jo+d=3 (4.54)
2.¢; = c_ (4.55)
3. Cj0+d—2 = C+ (4‘.56)

* Reel say1lar cismini genisletmek i¢cinen uygun yol +oco ve —oo sembollerini eklemek ve bunlar i¢in
aritmetik islemleri tammmlamaktir. Genisletilmis reel sayilar bir cisim olusturmaz. Bu islemin
aynisini bir Galois cismine de uygulayabiliriz. oo semboliini ekleyerek ve islemleri a + o0 = co ve
aco = oo seklinde tanimlayarak cisim olmayan bir kiime olustururuz.
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Genisletilmis Reed-Solomon kodun tasarlanmis uzakhgi d'dir. Tanimdan (d — 3) ardisik
spektral bilesen sifira esittir ve bu (d — 3) bilesenin her iki tarafindaki elemanlar c_ ve

c, olur.

Teorem 4.4 GF (q) lizerinde bir genisletiimis Reed-Solomon kod, minimum uzakligi

d=n—k+1=q—k+ 2olan bir (q + 1, k) koddur.
ispat:  Kolaylik saglamak icin jo = 0 alabiliriz. Eger j, sifira esit degilse, kontrol

matrisinde ilk ve son sltundaki elemanlar hari¢ diger tim elemanlar w'o ile garpilmis

olacaktir. Fakat bu sonucumuzu etkilemez. Kontrol matrisi

—1 1 1 -1 1 1 7

0 w? e 972 wi™t 0

0 w2 w? v @2@-2) w@-1 0

: : (4.57)
0 wid k1 a-k-1D2 o @-k-1D(q-2) @-k-D(q-1)

0 Wi~k w2 v @@ R(-2) w(@-B(q-1) -1

seklindedir. Eger kontrol matrisinin her (d — 1) stGtununun kiimesi bir lineer bagimsiz
vektorler kiimesi olusturuyor ise kodun minimum uzakligi en az d olur. Eger ilk ve son
sttun silinirse bu durumda matrisin herhangi q — k + 1 stitununun kiimesi, situnlari
farkli olan bir Vandermonde matrisi olusturur ve nonsingiler olur. Boylece icteki tim
situnlarin g —k + 1 elemanli kiimeleri lineer bagimsiz olur. Bunun yerine ilk ve son
sttunu da iceren q — k + 1 situnlar kiimesini alirsak determinant, sirasi ile bir kere ilk
slituna bir kere de son sutuna agilarak alinabilir. Bu ise matrisinilk ve son satirlarini yok
ederek Vandermonde matrisinin determinantini sifirdan farkh kilar. Boylece herhangi

q — k + 1 situn lineer bagimsiz ve minimum uzaklik en az q — k + 2 olarak bulunur.

Simdi genisletilmis Reed-Solomon kod icin bir kodlayici verelim. Kodlayici spektrumun
(d — 3) ardisik bilesenini sifir olarak atar. Spektrumun diger bilesenleri GF(q)'dan
rastgele veri bilesenleri igerir. Spektrumun kontrol frekans blogunun iki yanindaki
degerler de yine GF(q)'da degerler alip kodsdze eklenmis c, ve c_ kodsozleri gibi
distndlir. Bu ise (q + 1) uzunlugunda d,,;, minimum uzakli§ina sahip genisletilmis
Reed-Solomon kodu verir.

Cift genigletilmis bir (n, k) Reed-Solomon kodu zaman bolgesinde kodlamak igin bir

2t

irete¢ polinomu ele alalim. g(x) polinomu w?, ..., w? ! noktalarinda sifirlan olan
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urete¢ polinomu olsun. Bu polinomu (cg,cy,...,¢,7_1) icinde k veri semboliini

kodlamak icin kullanalim. Buradan genislemede olusan semboller

nr—1 nr—1
— i — 2ti
c_ = Z C;w ve c, = z C;w (4.58)
i=0 i=0

seklinde olur ve bunlar (¢, cy,...,c,7_;) kodsozlerine eklenerek yeni kodséz
olusturulur.

Genisletilmis Reed-Solomon kodu dekodlamak icin Reed-Solomon kodun herhangi bir
dekodlayicisini kullanabiliriz. Ya eklenen bilesenler hatali degildir ki bu durumda iki
ekstra sendrom

Sjp=Vj,=c- ve Sjgta-2 = Vjj+a-2 ~ C4 (4.59)
olusturmak icin kullanilabilirler, ya da en az bir hata barindirabilirler. ikinci durumda ig
vektorde en fazla (t — 1) hata vardir ve ekstra iki sendroma ihtiya¢c kalmaz. Sadece bir
kodsdz gelensdzden t kadar uzakliktadir, yani bu iki sendrom kiimesi ile dekodlama
sonucu iki farkl kods6z olusmaz [15].

4.7 Genisletilmis BCH Kodu

GF(q™) tzerinde n = q™ + 1 blok uzunluguna sahip bir genisletilmis Reed-Solomon
kodu, genisletilmis Reed-Solomon kodun altcisim-altkodunu alarak GF(q) Uzerinde
n = q™ + 1 blok uzunlugunda bir kod olusturmak igin kullanilabilir. Alternatif olarak, n
uzunlugunda bir genigletilmis Reed-Solomon kod, her q™-li sembolii m tane g-lu
sembole degistirerek mn blok uzunluguna sahip bir kod olusturmak igin kullanilabilir.
Bu baslikta GF(q) Uzerinde bir genisletilmis kodun biraz farkh bir sekilde
olusturulmasindan bahsedecegiz. Burada yaklasimimiz, genisletilmis Reed-Solomon
kodda (q™ — 1) i¢ sembolden sadece GF(q) igindeki bilesenleri almak olacaktir.
Geniglemeyi saglayacagimiz iki sembol ise GF(q™)'de herhangi bilesenler olabilirler.
Bu sekilde olusturulan kodlara genisletilmis BCH kodlar denir.

(g™ — 1) uzunlugunda GF (q™) Uzerinde bir C vektord, qu = C((qj konjugelikiliskileri

saglaniyorsa GF(q)'da bir kodun kods6z spektrumudur. Tasarlanmis uzakligl d olan bir
genisletilmis BCH kod elde etmek icin, j, indeksiyle baslamak uzere ardisik (d — 1)

spektral bileseni segelimve c_,c, € GF(q™) olmak lizere

¢, =c. (4.60)
C;=0 j=jo+1,.jo+d—3 (4.61)
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Cijra—2 = C_+ (4.62)
elemanlarini tanimlayalim. Bu semboller spekturumdaki mimkin olan konjugelik
iliskileri disinda rastgele elemanlardir. Benzer sekilde geri kalan spektral bilesenlerde
g'lu konjugelik iliskisini saglamak kosulu ile rastgeledirler. Bu durumda kodsdziin ici bu
spektrumun ters Fourier donlisiimi olur. Kods6ziin ici olarak s6z ettigimiz kisim, c_ ile
gosterdigimiz en fazla m tane GF(q)'lu sembol ile baslayan ve c, ile devam eden

sembollerdir.

Cizelge 4.7 j, = 0 i¢in genigletilmis BCH kodlari

dgcn m=4 m=5 m=6 m=7 m=8

3 (20,15) (37,31) (70,63) (135,127)  (264,255)
5 (20,11) (37,26) (70,57) (135,120)  (264,247)
7 (18,7) (37,21) (70,51) (135,113)  (264,239)
9 (37,16) (70,45) (135,106)  (264,231)
11 (67,39) (135,99) (264,223)
13 (37,11) (70,36) (135,92) (264,215)
15 (70,30) (135,85) (264,207)
17 (70,24) (135,78) (264,199)
19 (264,191)
21 (135,71) (264,187)
23 (66,18) (135,64) (264,179)
25 (70,16) (135,57) (264,171)
27 (264,163)
29 (135,50) (264,155)

Genigletilmis BCH kodun nasil insaa edildigini géstermek icin j, = 0 segelim ve modulo
63 konjugelik siniflarini kullanarak spektrumu GF (64)'de olan bazi kodlar olusturalim.
Cizelge 4.7 de, blok uzunlugu 255 kadar olan primitif BCH kodundan elde edilen tek
minimum uzakliga sahip tiim genisletilmis kodlar verilmigtir. C, = CZ oldugundan sifir
veya bir olmak zorundadir vyani c¢_ tek bir sembolden  olusur.
2t —1=9,18,36,27,54,45 oldugu durumlarda c, tg¢ bilesen igerir ve 2t —1 =21

veya 42 oldugu durumlarda da c,, 2 bilesen igerir. Bu durumlar haricinde ise C,;_;

bileseni yani ¢, , GF(64)'nun herhangi bir elemenidir. Ayrica 2t —1 konjugelik
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sinifinda en kiguk sayr olmalidir ¢linkii eger konjugelik sinifinda baska bir sayi varsa
spektrumun o bileseni de sifir olmak zorunda olup bu da C,,_, 'in sifir olmasi anlamina
gelir.

t=4 alalim. 2t—1=7 olup Cy,Cy,...,C; kontrol frekanslannmiz olur. C, =c_,
GF(2)'de herhangi bir eleman ve C, =c, de GF(64)'de herhangi bir elemandir.
Ayrica C, tek bite, C;, C5, Cg, C; bilesenleri 6 bilesene karsilik gelmektedir. Bu durumda
n = 63 4+ 1+ 6 olup minimum uzakhgi en az 9 olan bir (70,24) kod elde etmis oluruz.
t = 8 olsun. Buradan 2t —1 = 15 ve kontrol frekanslan C,,Cy,...,C; olur. C, =c_,
GF(2)'de herhangi bir eleman ve C;, = c, de GF(64)'de herhangi bir elemandir.
Ayrica C, tek bilesene, C,,C;,Cs,C,,Cy4,Cy5,Cic bilesenleri 6 bilesene ve (g Ug
bilesene karsilik gelmektedir. Bu durumda minimum uzakligi en az 17 olan bir (70,24)
kod elde etmis oluruz [15].

4.7 Bir BCH Kod Ornegi

Bu bolimi bitirmeden o6nce bir ikili (7,4) BCH kodunu inceleyelim. Bu kodun (7,4)
Hamming kodu ile denk oldugunu, ayrica BCH kodun bir devirli kod oldugunu biliyoruz.

Kodun elemanlari sunlardir:

0 0 0 0 0 0 O
11 1 0 1 0 O
0 0 1.1 1 0 1
0 1. 0 0 1 1 1
11 0 1 0 0 1
0 1.1 1 0 1 O
1 0 01 1 1 O
1 0 1.0 0 1 1
11 1 1 1 1 1
0O 0 01 0 1 1
1 1 0 0 0 1 O
1 0 1.1 0 O O
0O 01 01 1 O
1 0 0 1 0 1
0 1.1 0 O O 1
0 1 01 1 0 O
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Bu elemanlarin Fourier dénisimlerini (spektrumlarini) hesaplayalim. Oncelikle

n=q™m— 1i¢inGF(q™)'de bir primitif elemani bulmaliyiz. n = 7 oldugundan m = 3

olup w, p(x) = x> + x + 1 polinomunun kékiidir ve w” = 1 olup birimin 7. kékidur.

Gergekten,

p(w)=w?+w+1=0

w=w+1

wr=w+w

w=wltw=wtw+1

w®=wtw+tw=w?+1

w =1

Simdi kodsozlerin spektrallerini hesaplayalim. Bunun icin

6
C; = Z we; j=01,..,6

i=0

toplamlarini hesaplayalim.

0:C0+C1+C2+C3+C4+C5+CG

=
I

w N
Il

— 2 3 4 5 6
Co T wcy +w e, + w’c; +w'cy, + wcy + w’¢q
2 4 6 8 10 12
Cotwc; +wic, +wc; +wcy, +w s + wcy

— 3 6 9 12 15 18
= ¢+ w'c; + w’c, +wic; + wrc, + W s + w ¢y

— 4 8 12 16 20 24
4 = Ctwci,+w'c, tw c;+w>c, +w g+ wTcy

Cs=cy+ w’c; + 0%, + wc; + w*¢, + W cg + W ¢

— 6 12 18 24 30 36
Ce = Co+ w°cy+wc, + wocg + w™c, + w5 + w ¢y

Bu toplamlari kullanarak Fourier dénlisim matrisini olusturalim.

Cy rl 1

1 w

C 1 w
2 1 (1)3
C;|= 4

C 1 w
C4- 1 (1)5
5 6

.| _1 w
Simdi her bir

hesaplayabiliriz.

1 1 1 1 7

1 o

2 3 4 5 6 0
w w w w w c
1

wt Wb we 0l w2 C
2

wé w2 w5 w8 c
3

w8 w2 Wl 00 2 C
4

wl 015 w20 B2 3O c
5

w2 0B w2 @030 B3 .
Lc,

kods6z icin bilesenleri yerine koyarak Fourier
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Bitlin kodsozlerin DFT'lerini hesapladiktan sonra bunlarn siralayarak inceleyelim.
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Sonugta kodsozlerin spektraOllarini inceledigimizde C,,C,,C, bilesenlerinin sifir

oldugunu goririz.
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BOLUM 5

FOURIER DONUSUMUNE DAYANAN DEKODLAMA ALGORITMALARI

Bir hata kontrol kodu sadece orani ve minimum uzakligi acisindan incelenmez, ayrica
uygun bir sekilde dekodlama yapilip yapilmadigi acisindan da incelenmelidir. Genellikle
bir kodu dekodlamak icin bircok yol vardir. Fakat bir dizayn yapan kisi belirli bir
uygulamada hangisinin en uygun olacagina karar vermek icin cesitli dekodlama
algoritmalarina asina olmalidir. En uygun algoritmayi se¢cmek ise sadece blok uzunlugu
ve minimum uzakhk gibi kod parametrelerine bagh degildir. Ayni zamanda
uygulamanin yazilim ve donanim agisindan nasil ¢alistigl, ihtiya¢ duyulacak dekodlama
hizi ve tim dekodlama stiirecinin maliyeti algoritmayi secerken etkilidir.

Genellikle buyik lineer kodlar dekodlamak zor bir istir. Bu ylzden bir kodu segerken, o
kod igin pratik bir dekodlama algoritmasinin var olmasi énemli bir faktérdir. Reed-
Solomon kodlarn ve diger devirli kodlar Fourier dontsimiinin 6zellikleri ile yakindan
alakall bir uzakhk yapisina sahiptir. Bu nedenle Reed-Solomon kodlar icin iyi
algoritmalarin bir cogu Fourier dontsimiine dayalidir.

Bu bolimde anlatilan dekodlama algoritmalar "hata yerini bulan dekodlama (locator
decoding) algoritmalan" olarak bilinen dekodlama algoritmalar sinifindandir. Bu ise
cebirsel dekodlama algoritmalar iginde en zengin, en ilging ve en énemli olandir. Hata
yerini bulan dekodlama algoritmalari matematiksel olarak daha ilging ve sofistikedir.
Bu dekodlama algoritmalarinin ilgingligi, gérlinlste ¢ozlilmesi zor gériinen nonlineer
problemleri lineer problemlere veya daha basit nonlineer problemlere
donustirmesidir. Genel hata yerini bulan dekodlama algoritmalar sinifina baktigimizda

cok cesitli algoritmalar oldugunu goririz.
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Hata bulan dekodlama algoritmalari, bir devirli kodun tanim kiimesi ardisik sifirlar
oldugu her durumda kullanilabilir. Algoritma dekodlama yapmak igin bu ardisik sifirlan
kullanir ve boylece bu algoritma gercek minimum uzaklik yerine daha ¢ok BCH siniri ile
yakindan ilgilidir. Hata bulan dekodlamada, BCH sinirinin yanisindan kigik olan en
buyik tam sayi olarak tanimli BCH yarigapina ulasilir, fakat kodun paketleme yarigapina
sadece paketleme yarigcapi BCH yarigapina esit oldugu durumda ulasilir. Bir Reed-
Solomon kod (ve bircok BCH kod) icin minimum uzaklik BCH sinirina esit olur ve
boylece hata bulan dekodlama bu kodlar icin paketleme sinirina ulasir. Reed-Solomon
kod icin hata bulan dekodlama en ¢ok kullanilan algoritmadir.

Hata bulan dekodlama algoritmasi hata yerini bulan polinom (locator polynomial)
olarak adlandinlan A(x) polinomunun kullanimina dayanir. Hata vyerini bulan
dekodlama, Uzerinde ¢alisilan cismin cebirsel yapisini ve 6zelliklerini kullandigindan
ozellikle blylk kodlar icin uygun olan glicli bir dekodlama algoritmalarn ailesi
olusturur. Algoritmanin secimi ise hem uygulamanin 6zel gereksinimlerine hem de
dizayn eden kisinin istedigine baglidir. En 6nemli dekodlama algoritmalarn Fourier
dontsimulnin ozelliklerine dayanir.

5.1 Sendromlar ve Hata Modelleri

Bir ¢ kod s6zii gonderilmis olsun ve ulasim esnasinda hataya ugradigini varsayalim.

Kodun paketleme yarigapi t = [(d,,;,, — 1)/2] olmak Uzere, eger olusan hatalar t den

min
daha azyerde ise dekodlayici kod s6zii (ya da kod sézdeki veri sembollerini) diizeltir.

Bir veri iletisim sisteminde alinan s6ze gelenséz denir ve v vektori ile gosterilir.
Gelens6z v, kods6z c¢'nin bir hata vektori e ile bozulmasi sonucu olusur. Bir gelensdziin
i. bileseni

v,=¢+e 1i=01,.,n—-1 (5.1)
seklinde yazilir ve burada e; vektorl i'nin en fazla t degerinde sifirdan farkhidir. Eger
hata t'den daha fazla bilesende degil ise bu durumda v gelens6ziinden kodsozii ya da
kods6zilin icerdigi veri sembollerini sinirli-uzaklik dekodlayicisi diizeltir.

Biz sadece alfabesi cisim olan kodlarla ilgilendigimizden bir kods6zin i. bilesenindeki
hatayl e; = v; — ¢; seklinde tanimlamak mantiklidir. Yani gelenséz v'yi, kodséz c ile bir

e hata vektoriiniin toplami seklinde digtnebiliriz. Burada e hata vektoriinin en fazla t

bileseni sifirdan farklidir.
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F cismi Uzerinde, genellikle bir sonlu cisim GF (q), bir lineer kod igin kontrol matrisi H
vardir, dyle ki her ¢ kodsézii icin cHT = 0 iliskisi saglanir. Bdylece

vHT = (c+ e)HT = eHT (5.2)
yazilabilir. Genel bir lineer kod igin s sendrom vektérii, sdyle tanimlanir;

s =vH" =eHT (5.3)
ve sendrom vektoriinin bilesenlerine sendromlar denir.

Lineer bir kodu dekodlamak icin iki adim vardir. ilk adimda n boyutlu e vektoriini
(n—k) boyutlu s vektériine donustiren s = vHT lineer islemi ile sendromlari
hesaplanz. ikinci adimda ise agirligi t'den fazla olmamak Uizere e vektorii icin s = eHT
esitligini ¢Ozeriz. Bu da minimum agirlkh n boyutlu e vektéri igin (n — k) esitlik
¢ozmek demektir. Boyle n boyutlu ve en fazla t agirlikli vektorlerin kiimesi, GF(g)™'in
lineer bir altuzayr degildir. Yani sendrom vektorleri s'lerden, hata vektorleri e'lere olan
dontsiim bir lineer donlisim degildir. Bunun tersini almak icin (n — k) boyutlu bir
uzaydan n boyutlu bir uzaya lineer olmayan bir islem gereklidir. Her dlzeltilebilir hata
tek bir sendroma sahip olmak zorunda oldugundan, sendromlar uzayinda ¢6zimi olan

vektorlerin sayisi

> @-vm()) (5.4)

ile bulunur. g™ *'den biyik olmayan bu sayl, (n — k) vektdrli bir uzayda, ters
gorintileri dizeltilebilir hata modelleri olan eleman sayisidir.

Kicuk ikili kodlarda dizeltilebilir kodlar icin ve bunlara karsilik gelen sendromlari iceren
bir sendrom tablosu cizilebilir. Boolean-mantik dekodlayicisi denilen hizli bir
dekodlayci, sendrom ve hata modelleri arasindaki iliskiye bakmak icin bir mantik agaci
icerir. Bir boolean-mantik dekodlaycisi ¢cok ¢ok hizli olabilir fakat sadece ¢ok basit ikili
kodlarda kullanilir.

Devirli Reed-Solomon kodlar ve diger devirli kodlar icin Fourier donlisimu aracihigi ile
alternatif farkli bir sendrom tanimi yapmak miimkiindir ve bu ¢ok daha kullanighdir.

Gelens6z v'nin Fourier dénisimi

n—-1
V= oy j=01.,n-1 (5.5)
i=0
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seklinde hesaplandigini biliyoruz. Fourier dénisimin lineerliginden;

V; = C; +E j=01,..,n-1 (5.6)
yazilir ve Reed Solomon kodlarin yapisindan

;=0 j=01,...n—k—-1 (5.7)
olur. Buradan da

V, =E; j=01..,n—-k—-1 (5.8)
elde ederiz. Burada bu elemanlarin V vektoériinden kolaylikla buldugumuz hata
spektrumu E'nin (n — k) tane bileseni oldugunu vurgulamak gerekir. Bunlar genellikle
S ile gosterilirler ve daha 6nce tanimlanan sendromlardan farkli olmalarina ragmen
(spektral) sendromlar olarak adlandirlirlar. Bu iki tanimi birbirinden ayirmak igin ilkini
kod-bélgesi sendromlan  ikincisini de déniisiim-bélgesi  sendromlari  olarak

adlandirabiliriz. Sonug olarak donisliim-bolgesi sendromlari

S;=E=V, j=01.,n-k-1 (5.9)
seklinde tanimlanir. Burada islem kolayligi olsun diye j, = 0 6zel durumu kullaniyoruz.
Fakat bunu kullanmakta bir sakinca yoktur ¢linkii Fourier déntisimin modilasyon
ozelligini bize, € devirli olarak degistiginde c'ye ne oldugunu soyler. Modiilasyon
ozelligini  kullanarak j, 'in diger herhangi bir degeri ile de ayni islemleri

gerceklestirebiliriz.

Polinomlar olarak ifade edersek hata-spektrum polinomu séyledir;

n—-1
E(x) = Z E,x) (5.10)
j=0
sendrom polinomu ise soyledir;
n—k-1
S(x) = Z S (5.11)
j=0

Hata-spektrum polinomu en fazla (n — 1) dereceli ve sendrom polinomu da en fazla
(n — k — 1) derecelidir. Reed-Solomon kod i¢in minimum uzakhk d,,;, =n—k+1

oldugundan t = |(n — k) /2] olmak Uzere t hata diizeltir. Simdi amacimiz,

n-1

szz wYe; j=01,...n—k—-1 (5.12)
i=0

esitligini, agirhk en fazla t olmak (zere, en kiigclik agirhiga sahip hata vektori e icin

hesaplamaktir. Bunun alternatifi ise n blok uzunlugunda hata vektoriinin dontsimu
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E'yi bulmaktir. Burada e'nin agirig en fazla t = |(n —k)/2]’dir ve E;'ler her
j=01,..,n—k—1igin bilinen Sj'lerdir. Fourier donlisimi tanim kimesinde bu
sendromlarn kullanan dekodlayicilara déniisiim-bélgesi dekodlayici denir.

ilk dekodlama adiminda, hata bulan polinom olarak bilinen A(x) yardimci polinomu
tanimlanir. Burada sendromlar kiimesi ile hata spektrumu E arasindaki lineer olmayan
iliskinin, S; sendromlar ve hata bulan polinom A(x)'in katsaylari arasindaki lineer
iliskiye donustigiini goririiz. Dekodlayicida bir yerde goériinen lineer olmayan islemler
A(x) ile E'nin geriye kalan bilesenleri arasinda toplanmislardir ve lineer olmayan iligki
ise lineer yinelemenin basit bir formudur. Simdi direk matris terslerinden elde edilen
sendromlardan lineer yinelemenin katsayilarini bulmak igin bir algoritma agiklayalim.
Agirligi v olan bir e hata vektorli verilsin. (Burada v en fazla t'dir ve bilinmez)

1 =0,1,..,vicinindisler i; olmak tzere su polinomu dustinelim;

A(x) = 1_[ (1—xwh). (5.13)
=1

Burada v < t noktalan hata olan konumlari gosterir ve bunlar e'nin sifir olmayan
bilegenlerine karsilik gelir. Bu durumda &§; = (1/n)A(w™")'nin sifir olmasi igin gerek ve
yeter sart i indeksli bilesende bir hata olmasi ve bu daha kiiglik dereceli bir A(x) icin
saglanmamasidir. Boylece her i igine;5; = 0 olur. Fourier dénlsimiinin konvolisyon
ozelliginden,

AX)E(x)=0 mod (x™—1) (5.14)
olur ki bu da A(x)'in gergekten hata bulan polinom oldugunu dogrular. Bu polinomu

katsayilarina gore yazarsak, cift parantezler modulo n alindigini géstermek Uzere,

v
z AkE((]—k)) = O ]= 0,1, e n = 1 (5.15)

k=0

elde ederiz. A, = 1 oldugundan bu esitlik
v

E; = —Z AE—i)y=0 j=01,.n-1 (5.16)
k=1

seklinde tekrar yazilabilir ve bu esitlik, hata spektrumunun bilesenlerini saglayan bir
basit lineer yinelemedir. Lineer yinelemenin uzunlugu olan v, e'nin agirligina esittir. Bu
ise daha once bahsettigimiz lineer kompleksite 6zelligine bir 6rnektir. Hata vektori

e'nin agirligi v olup bu en fazla t kadardir ve boylece lineer kompleksite 6zelliginden
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E'nin bitin bilesenleri en fazla t uzunluklu lineer yineleme ile devirli bir sekilde

uretilebilir. Yani A(x), e hata vektoriiniin hata bulan polinomu olmak lzere,

t
E =— Z MEGo)  J=01.m—1 (5.17)
k=1

yazilir. Bu devirli yinelemeyi olusturmanin nedeni, bunun A, 'nin bilinmeyen katsayilar
ve E'nin bilesenleri ile ilgili bir lineer esitlikler kiimesi olmasidir. Yukaridaki yinelemenin
icerdigi n denklem igin, E'nin sadece 2t bilinen bilesenini igeren ve A'nin t bilinmeyen
bilesenini iceren t denklemi vardir. Bunlar sunlardir:

E. = =(MEy + ME o + -+ AEy)

E,+1=—(AE, +AE_;+ -+ AE;)

Ey 1= _(AlEZt—Z +AEy g+ AtEt—l) (5.18)
Bunlari matris formunda yazarsak,
Et—l Et—2 Eo A1 Et
Et Et—l El AZ - _ Et+1 (519)
Eyn Ey_s - Ei,4 At EZt—l

elde ederiz. Bu matris esitligi Aj‘nin baglanti katsayilan icin uygun bir hesaplama
metodu ile c¢ozilebilir. Bu metodlardan biri Gauss eliminasyon yontemidir. Hata
vektori e'nin en fazlat agirhginda oldugunu varsaydigimizdan matris denkleminin bir
¢6zimi vardir. Eger matrisin determinanti sifir ise bu durumda t'den daha az hata
vardir. Bu ise A,/'nin bagkatsayisi sifir demektir. Eger determinanti sifir ise, matris
denkleminde t'yi (t — 1) ile degistirip problemi kigiltmis oluruz ve ayni yontemle
¢6zebiliriz. Bu yolla son olarak matris determinanti sifir olmayan v X v'lik bir matrise
indirgenmis olur.

A biliniyorsa hata spektrumu E'nin diger bilesenleri,

t
k=0

yinelemesi ile teker teker hesaplanabilir. Bu yineleme, dekodlama algoritmasinin bir
parcasi olmasi gereken lineer olmayan fonksiyonlarin olusmasini saglar. Ters Fourier
dontsuiml hata vektori e'yi verir. Buradan da,

C;,=v;,—e i=01,..,n—-1 (5.21)

1
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islemiyle bilesen bilesen ¢ikarma yapariz. Sonugta, dekodlayicinin kullandigi islemin
tersiile basit bir hesaplama kullanilarak veri sembolleri koddan ¢ikartiimis olur.
Boylece Reed-Solomon ve BCH kodlarinin sinirh uzaklik dekodlamasi icin en temel
dekodlama algoritmasi verilmis oldu. Fakat bu kisim sadece bir baslangigtir. Hata yerini
bulma algoritmasi, dekodlama algoritmasinin hesaplanmasini kolaylastirmak igin suan
¢ok daha sofistike sekilde gelismistir.

Cizelge 5.1 GF(16)'nin bir gosterilimi
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=

=
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Bu algoritmanin isleyisine bir 6rnek olmasi igin GF(16) Gzerindeki (15,9,7) Reed-
Solomon kodunu dekodlamaya calisallm. n = 15 oldugundan «, GF (16) bir primitif
eleman olmak lzere w = a segebiliriz. a'yi da a* + a + 1 = 0 seklinde secelim.
GF(16) cisminin elemanlarinin gosterimi Cizelge 5.1 de goruldugu gibi olsun. (15,9,7)
Reed-Solomon kodunu {1,2,3,4,5,6} tanim kiimesi ile segelim. Ayrica bu 6rnekte tanim
kiimesini j, = 0 yerine j, = 1 olarak sectigimize dikkat etmek gerekir. Simdi sirasiyla
verisozi, kods6z ve gelensoz su sekilde verilmis oldugunu varsayalim;

d = 0,0,0,0,0,0,0,0,0

¢ =0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

v =0,0,0,0,0,0,0,a,0,a>,0,0,at, 0,0 (5.22)
Dekodlamanin ilk adimi v'nin Fourier donisimini hesaplamak ki burada sadece alti

bileseni hesaplamamiz yeterlidir. Bunu hesapladimizda;
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V=—a%1,a* a3 1,at, - - — - - —— — (5.23)
elde ederiz. Bu alti bilesen E'nin karsilik gelen alti bilesenine esittir.

E, = —(AE; + AE, + AE,)

E. = —(AE, + AE; + \E,)

denklemerinden,

E; E; Ej[A E,

E, E; E,|[|A,|=—]|E;s (5.25)
Es E, E3llA; Eq

matris denklemini olusturup buradan A'yi ¢ézersek;

Ay alt 1 al21 13 alt

Ay =1a®® o' 1 1 |[=[a™ (5.26)
A3 1 a13 a14- all a14

elde ederiz ve buradan da hata bulan polinomu;

Ax) =1+ ax+ a'x? + ax3 (5.27)
seklinde buluruz. Bu polinom ise,

Ax)= 1+ a?x)(1+a’x)(1+a’x) (5.28)

seklinde carpanlarina ayrilir. Bu ise hatanin, i = 2,5,7 bilesenlerinde oldugu anlamina
gelir.

5.2 Hata degerlerinin hesabi

Onceki bolimde aciklanan algoritma hata diizeltme problemini, hata yerini bulan
polinomu olusturma ve hata degerlerini hesaplama olarak iki kisima ayristinr. Hata
yerini bulan polinom bilindikten sonra, geriye sadece polinomdan ve sendromlardan
hata degerlerini hesaplamak kalir. Bu hesap birkac yolla yapilabilir. Simdi bunun icin U¢
farkli yaklasim verecegiz.

Hata degerlerinin hesaplanmasi icin ilk metod, tekrarlanan uzanti (recursive extension)

adi verilen, tam hata spektrumunu olusturmak icin

t
k=1

yinelemesini kullanir. Ornegimizde bunu uygularsak,
E, =MNE,+ AE; +A;E,
=a* . al+a' - 1+a™ - -a®®=a’ (5.30)

elde ederiz. Benzer sekilde,
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Eg=a -a®*+a-ar +a™-1=1 (5.31)
Eo=a -1+a'-a®+a' a'! =a (5.32)
seklinde bulunur ve bu isleme ayni yolla E'nin tim bilesenleri buluna kadar devam
edilir ve sonugcta,

E=(a’a'?1,a* a3, 1,a,a%1,a%a’,1,a,a3,1) (5.33)
bulunur. Buradan da ters Fourier donlisimi ile

e = 0,0,0,0,0,0,0,0,,0,a"0,0,a't,0,0 (5.34)
hata vektort bulunur.

Hata degerlerini hesaplamanin bir diger metodu ise Forney algoritmasi olarak bilinen
metottur. Forney algoritmasi, e hata vektorini hesaplamak igin yeni bir yardimci
polinom I'(x)'y1 kullanir. Bu polinoma hata hesaplayan (error evaluator) polinom denir.

Ayrica

t

N (x) = Z jAxI (5.35)

j=1

olarak verilen A(x)'in turevini de burada kullaniriz. Forney algoritmasini ¢alistirmak

icin, A(x)E(x) =0 (mod x™— 1) esitligini kullaninz. Bunu bir I'(x) polinomu igin

AX)EMX) +T(x)(x"—-1)=0

AX)E(x)=-T()&x"—-1) (5.36)

seklinde yazabiliriz. deg( A(x)) <t ve deg(E(x)) <n—1 oldugundan sonugta

A(x)E(x) garpiminin derecesi en fazla t + n — 1 olabilir. Buradan deg(I'(x)) <t

olmasi gerektigini ve herj =t,..,n—1 icin A(x)E(x)'nin j. katsayisinin 0 oldugunu

cikartinz. Sonug olarak, t < I < n — 1 esitsizligini saglayan her [ igin

I'(x) = A(x)E(x) (modx!) (5.37)

yazabiliriz. Fakat eger [, 2t'den daha buylk secilirse bu ifade E'nin bilinmeyen

bilesenlerini de icerecektir, cinki E; sadece j < 2t i¢in bilinmektedir.

[ =2t secelim ve I'(x) = A(x)E(x) (modx?') yazalim. Bu se¢im v < t, A(x)'in

gercek derecesi olmak lizere denklemin matris formunda yazilmasini saglar.
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E, 0 0 0 0 O T,
E, E, 0 0 0 0 /1\ r,
A1 L2
E.y E_, E._3 E, E, O . 2 :
E, E._, E._, E, E, E, A =T, (5.38)
Eyi  E E; 4 E; E, E Ov 0
: : . 0
Eyeoy Ep—p Eyeez v Epyn Ee By L) O

Bu matris denklemi A(x)'in tersinin monik formu icin (A(x)) yazlabilir. Bu alternatif,

A(x) = A,'xPA(x~1) ile verilir ve matris denklemi;

0 0 O -0 0 Ey 171

0 0 0 - 0 E,  E o Eo

: : o, Fl

0 E, E; w Er 3 Ei, Eiy |log 52

E, E, E o B, Eey E, = T (5.39)
E; E, E - E,  E Ei 1 1oy Ov_1

. : 0

: : ) 0

Eeoy E Evqa o By Eyp By 0 Lo

seklinde olur.
Teorem 5.1 (Forney) Hata bulan polinom A(x) verilsin. Hata vektérii e'nin sifirdan
farkli bilesenleri A(w™) sifira esit iken olusur ve T'(x) = A(x)E(x) (modx?') olmak

Uzere

MNw™)
€ = —m (5.40)
esitligi saglanir.
ispat: Oncelikle A(x)E(x) = —T(x) (x™— 1) esitliginin tirevine bakalim.
NX)E(x) + AOE (x) =T'(x)(1— x™) —nx™ T'(x) (541)
®™™ =1 olmak tzere x = w~" alalim. Buradan;
AN HE(™ + A0 HE (0™ = —nw'T'(w™) (5.42)

olur. Bu esitlige baktigimizda sadece A(w™) = 0 isee; sifir olmadigini gériiriiz ve

boylece
n-1
e; =1 EwY = lE(a)‘i) (5.43)
. . J n '
]=

esitligini de kullanarak teoremdeki esitlik elde edilir.

73



Forney formdill i, = 0O igin tlretilmistir fakat Fourier déniisiminin 6zelligi bize bunu
herhangi bir j, icin nasil degistirecegimizi gésterir. Sifirlarin spektrumunu devirli bir
sekilde j, ile degistirilir ve boylece sifirlar j = 0 da baslar. Fourier dénustiminin
modilasyon 6zelliginden bu hata spektrumunu wUe ile carpar. Buradan hesaplanan

hata modeli bu carpim ile dizeltilmelidir. Béylece genel formiil,

_ r(w™)
€ =~ e (D (5.44)

olur. Daha onceki dekodlama 0&rnegini hata miktarini hesaplamak icin Forney

algoritmasini  kullanarak  bitirelim.  j, = 0 oldugundan  matris  denklemi;

E, 0 0 07 T
E, E, 0 0|, r
E; E, Ei 0[]y rl
E, E, E, E A1 =10 (5.45)
ES E4 E3 E2 A2 0
E¢ E; E, Ej 3 ne

olur. Burada A(x) = 1+ ax + a'x? + a'*x3oldugunu biliyoruz. Esitligin sol tarafi
bilindiginden Cizelge 5.1'deki GF(16)'nin agilimindan faydalanarak sag taraf da

hesaplanabilir.

a'? 0 0 0 7 P
1 a2 0 0 @
14 12 1 a'?
a 1 a 0 ot 8
a® g 1 o2 | = g (5.46)
13 14

1 a a 1 14

all 1 a® g4 a 0
0

Buradan ise I'(x) = a®® + a®x + a®x? ve A'(x) = a'* + a'*x? bulunur. Sonucta

Jo = 1ligin
€ = % (5.47)

oldugunu elde ederiz. Hatalari = 8,10,13 noktalarindadir. Yani w™'"nin degerleri a’,
5 2 - — — -5 — 11
a’ ve a“ olur. Boyleceeg = a, e,, = a> ve e;; = a ~ bulunur [16].

5.3 Peterson-Gorenstein-Zierler Dekodlayicisi

BCH kodlar diger devirli kodlarin dekodlama yontemlerinden herhangi biri ile
dekodlanabilirler. Fakat o6zel olarak sadece BCH kodlar igin gelistirilen daha iyi

algoritmalar da vardir. Bu boliimde hatalarin yerlerini bulmak icin kullanilan Peterson
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algoritmasini ve hata miktarini bulmak igin kullanilan Gorenstein-Zierler algoritmasini

inceleyecegiz.

Peterson-Gorenstein-Zierler dekodlayicisinin t hata dizelttigini ispat ederek, bir BCH
kodun minimum uzakliginin en az tasarlanmis uzakligi kadar oldugunu ispatlamak igin
alternatif bir yol gésterecegiz. Herhangi bir j, se¢memiz birseyi degistirmeyeceginden
esitlikleri basitlestirmek igin j, = 1 alalim.

Bir BCH kodun primitif olmasi gerekmeyen bir cisim eleman w tarafindan

olusturuldugunu varsayalim. Buradan, en fazla t katsayisi sifirdan farkli olan hata

polinomu
e(x)=e,_;x" 1 +e, ,x" 4+ +ex+e, (5.48)
seklinde olur. Varsayalim ki, 0 < v < t olmak lizere v tane hata bilinmeyen i,,i,,..., i,

noktalarinda bulunsun. eill. hatanin miktarini gostermek Uzere (binary kodlar igin
e;, = 1) hata polinomu

e(x) =e; x1+e x'z4 - +e xt (5.49)
seklinde vyazilabilir. Burada hata indisleri ij,i,,...,i, 'leri ve hata miktarlan
€ eiz,---,eiv'leri bilmiyoruz. Hatalari diizeltmek i¢in bunlarin hepsi hesaplanmalidir.
Aslinda v'nin degerini dahi bilmiyoruz. Baslangicta tek bildigimiz sey alinan polinom
(received) v(x).

Sendrom S;, alinan polinom v(x)'in w i¢in degeri olarak tanimlanir. c(w) =0

oldugunu hatirlayarak
S; =v(w) =c(w)+ e(w)

=e; whte Wit te vl (5.50)
seklinde hesaplanir. Bu noktasyon islemleri diizene koymak icin biraz elverissiz
oldugundan bazi yeni tanimlar yapalim. | = 1,..., v igin, i, indeksleri [. hatanin yerini

gostermek Gzere, hata degerlerini ¥, = e;, ve hata yeri sayilarini da X; = w 't seklinde

tanimlayalim. Burada w mertebesi n olan bir eleman oldugundan hata yeri sayisi
hatanin her bileseni icin farkli olmak zorunda oldugunu dikkat edelim. Simdi sendrom

S,'i bu notasyonlar ile yazacak olursak
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S;=YVX, +YVX,+--+YV X, (5.51)
elde ederiz. Benze sekilde g(x)'in taniminda kullanilan w'nin her kuvvetinde alinan

polinomu hesaplayabiliriz. j = 1,2, ...,2t icin sendromlan soyle tanimlayalim;
S; = v(w)) = c(w)) + e(w!) = e(w) (5.52)

Bu sendromlar hatanin Fourier dontsiminin bilesenleri formunda oldugundan zaman
bolgesi sendromlardan ayirmak icin frekans bélgesi sendromlar  olarak
adlandirilabilirler. Bdylece bilinmeyen hata vyerleri X;,...,X, ve bilinmeyen hata

degerleri Y;, ..., Y,, ile 2t adet esitlik elde ederiz:
S;=YX,+VX,+--+VX,
S, =Y, X} +Y,X:+ -+ Y, X?

Sy =V, X2 4 Y, X2 44y X2 (5.53)

Simdi amacimiz bilinen sendromlardan bilinmeyenleri bulmak olacak. Buradan sonra
dekodlama problemi bir nonlineer denklem sistemini ¢é6zme problemine indirgenmis
olur. Sendromun tanimindan bu denklem sisteminin en az bir ¢6zimiinin olmasi
gerekir. Bu ¢oziimin tek oldugunu gorebiliriz. C6zimi bulmak icin kullanilacak method

herhangi bir cisim lizerinde boyle bir denklem sistemi icin gecerlidir.

Bir nonlineer denklem sistemini direk olarak ¢6zmek c¢ok zordur. Bunun yerine
sendromlardan hesapladigimiz ve buradan da hata yerlerini hesapladigimiz ara
degerler tanimlayalim. Bu isleme hata yeri bulma dekodlamasi (error locator decoding)

denilir.

Hata yeri bulan polinom olarak bilinen vel = 1,..,vigin X;* ters hata yerlerinde

sifirlan olan bir polinom tanimlayalim;

AX) = Apx” + Ay x" P+ 4+ Ax +1 (5.54)

esitligi sifirlaniyla yazarsak;

Ax) = (1 —xX)(1—xX,) - (1 —xX,) (5.55)
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olur. Eger A(x)'in katsayilarini bilirsek hatalarin yerini bulabilmek igin A(x)'in sifirlarini
elde edebilirizz. Bu durumda o6ncelikle sendromlardan hata bulan polinomun

katsayilarini A4, ..., A, bulalim. Bunu yapabilirsek problem neredeyse ¢oziilmus olur.

Oncelikle A(x) icin yazilan bu iki esitligi YZX{H’ ile carpalim ve x = X, koyalim. ikinci

esitlik sifir olur ve

0 =YX/ (14 AKX+ AXT2 4 ok Ay, X 70 4 A,XT) (5.56)
ya da
Y, (X + A X kA X)) =0 (5.57)

elde ederiz. Bu esitlik her j ve her [ icin calisir. Bu esitlikleri her jigin,l = 1'denl =
v'ye kadar toplarsak

4

Z V(X" + A X e+ AX]) =0 (5.58)
=1
ya da

v v v
Z Y, X7 +Alz 1 CARS +sz v,x/ =0 (5.59)
=1 =1 =1

elde ederiz. Bu tek tek toplamlar sendromlar olarak biliniyor, dolayisiyla

S

j+v

+ AySipog + Dy Sip_y + o+ 4,8 =0 (5.60)

olur. v < t oldugundan eger j, 1 < j < 2t — v araliginda ise indisler her zaman bilinen

sendromlar belirlerler. Boylece esitlikler kiimemiz

AySipye

1 T AS;

jtv—

5 +"'+Av5v= —-S.

Jjt+v

j=1,.2t—v (5.61)

olur. Bu ise sendromlarla A(x)'in katsaylarini baglayan bir lineer denklem sistemidir.

Bu denklemlerin ilk v tanesini matris formunda yazarsak

[S1 S, S3 S, ]

Av _Sv+1
coh T |Av_2|=—|—sv+3| (5.62)
Sv Sv+1 Sv+2 SZv—l lAl J |“_SZU J
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Bu lineer denklem sistemi de matrisin tersi hesaplanarak c¢ozilebilir. Tersi
hesaplanabilmesi icin matrisin nonsingiiler oldugunu géstermek gerekir. Simdi eger v
hata varsa matrisin nonsingliler olacagini ispatlayalim. Bu ispatla gercekte olusan hata

sayisi hakkinda bir fikir sahibi oluruz.

Teorem 5.2 v gercgekte olusan hata sayisi olmak lizere eger u = v ise

[S1 52 Sv ]
ISZ 53 Sv+1 I
M, = | : | (5.63)
lSv Spe1 " Sawea
matrisi nonsingulerdir. Eger u, v'den blyuk ise matris singilerdir.
ispat 1 > v igin X, = 0 ve Amatrisielemanlan 4;; = X}_1 ile tanimli
|X1 X, - X, |
A=|: S (5.64)
u-1 u-1 -1
llxl Xt xt J|

seklinde Vandermonde matrisi olsun. Ayrica B matrisi de, i = j ise 61-]- = 1 yoksa

5ij = 0 olacak sekilde bilesenleri B = Yin-6ij olan asagidaki gibi bir kosegen matris

olsun.
[Yle 0 - 0 1
0 nX, - 0 |

B=|: S (5.65)
|l0 0 Yﬂxﬂjl

Simdi bunlardan ABAT hesaplarsak, Mu'nin ij elemanlar olmak Uzere, bu matris

carpminin elemanlari,

u u
(ABA");; = Z X Z Yleé‘lkXI]c'_l
=1 k=1

I n
_ Z Xi-lyx,x) 7t = Z Y X+ (5.66)
=1 =1
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seklinde olur. Yani boylece Mu=ABAT oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan M, 'nin

determinanti
det(MM) = det(A) det(B)det(AT) (5.67)

olur. Eger y, v'den buylkse bu durumda det(B) =0 olup buradan det(M,) =0
bulunur ki bu da Mu'nin singller olmasi demektir. Eger u = v ise bu durumda
det(B) # 0 olur. Ayrica A Vandermonde matrisinin sttunlarn birbirinden farkli ve sifir

degillerse determinantida sifirdan farkhdir. Bu durum ise u = v oldugunda saglanir.

Yani bu durumda p = v iken det(M,) # 0 olup matris nonsingulerdir. Bdylece ispat
biter.

Bu teorem Peterson algoritmasinin temellerini olusturur. Oncelikle hata sayisi v'nin
gercek degerini bulunur. Bunun icin M, M,_,, ... matrislerinin determinantlar sirasiyla

hesaplanarak ve sifirdan farkl bir deger bulana kadar devam edelir. Buradan gergekte

olusan hata sayisi bilinmis olur. Sonra A(x)'i hesaplamak igin M, matrisinin tersi

bulunur. Son olarak ise hata yerlerini bulmak igin A(x) polinomunun sifirlari

hesaplanir. Boylece hatalarimizin yeri bulunmus olur.

Eger kod ikili bir kod ise hata degeri hemen hesaplanir. Her durumda hata degeri bir
olur. Eger kod ikili degilse hata miktari da hesaplanmalidir. Tekrar sendromlar veren

esitliklere donelim.
Sl = Y1X1 + Y2X2 + "'+ Y'UXU
S, =Y, X; +V,X5+ -+ Y, X

S, =YX +YV,X3+ - +VYX3

Sy =V X+ L,X3E + -+ Y, X2t (5.68)

Burada hata yerleri X,'ler artik bilindiginden esitlikler bilinmeyen hata miktarlan Y,'ler
ile bir lineer denklem sistemine donlismis olur. Eger katsayilar matrisinin determinanti

sifir degil ise ilk v denklem ¢o6zilebilir. Bu ise Gorenstein-Zierler algoritmasini olusturur.

79



X, X X5 [1 1 -1 ]
X2 xz - x2| X, X o X, |

det]: i = (XX, .. X,) det]: : : (5.69)
|XV XYy Xv | |X1"1 Xyt o xv1

ll v [ v J
esitligini yazabiliriz. Eger v hata olusmus ise son elde ettigimiz Vandermonde

matrisinin determinanti sifirdan farkhidir. Cunki X,,X,, ..., X, degerleri sifirdan ve

birbirinden farklidirlar.

Sekil 5.1 de dekodlama algoritmasi verilmistir. Ozel durumlarda j, = 1 alinmasina

ragmen burada j,'i rastgele koyduk.
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V( X) polinomunu gir

S=w( af+f0—1) Sendromlarini hesapla

V=
N Z—
5 = B
M|
S o S,
’ Evet
(et =) I
Hayir

’ A ‘ _S/+1

{A:m J _ MI{S:M J
Al _S_’v

)

A(X) polinomunun sifirlarini bularak
X (I=L..,v) hatayerlerini hesapla

v

Y X X,

= &

(I
I

T

Dur

AB) = ((((Avﬁ + Av—1).3 +A1,_2),8 +Av—3)ﬁ + -t Ao)

v
M) = ) [a@D]al
j=0
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Sekil 5.1 Peterson-Gorenstein-Zierler Dekodlayicisi [15]

Genellikle, cisimde sonlu sayida eleman oldugundan A(x)'in sifirlarini bulmak igin bir
deneme yanilma yolu olan ve Chien aramasi (Chien search) olarak bilinen metodu
kullaninz. Her j igin A(w”’) hesaplanarak sifir olup olmadigi kontrol edilir. A(x)

polinomunu bir B8 noktasinda hesaplamak igin en basit yol Horner kuralidir:

Horner kurali ile A(x)'i hesaplamak icin sadece v tane ¢arpma ve v tane toplama

yapmaya ihtiya¢ vardir. Alternatif olarak, her j igin islemi syle de yazabiliriz:




Simdi bu dekodlama prosediiriine bir érnek verelim. U¢ hata diizelten (15,5,7) BCH

kodunu g6z 6niine alalim. Kodun (irete¢ polinomu asagidaki gibidir:
g) =x0 +xB+ x5 +x* +x2+x+1 (5.72)

Ornegin alinan polinomumuz da v(x) =x” + x? olsun. U¢ veya daha az hata
olustugundan kodsoz tim elemanlarn sifir olan bir s6z olup, v(x) = e(x) demektir.
Fakat dekodlayici bu goézlemi ve yorumu yapamaz. Simdi dekodlama algoritmasinin
tim adimlarini uygulayacagiz. Oncelikle, x* + x + 1 polinomu ile kurulan GF(16)

aritmetigi kullarak, w = «a igin sendromlar hesaplayalim. Sendromlar:

S,=a’ +a*=a

Se=a* +a? =0 (5.73)

v = 3 alalim. Budurumda

S1 Sz S3 a? a® 0
S, S3 S I

M=|[2 32 =% « 5.74
Ss Sy Ss| [0 @ 1 (5.74)

bulunur. Buradan ise M'nin determinanti sifir oldugu gorilir. Simdi v = 2 alalim. Bu

durumda ise
51 52 alz  of
Mz[sz SH 0] (5.75)

bulunur. Buradan ise determinantin sifirdan farkh oldugunu gorlriz. Yani iki hata

olustugu anlamina gelir. Devam ederek M'nin tersini hesaplarsak:
0 «a
M-1= a® o (576)

buluruz. Simdi A'lar hesaplarsak:
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A,

_5'3 0 a6 0 a9
B 4B

buluruz ve boylece

Ax) = Ax?+ Aix+1=a’x?+a®®x + 1 (5.78)
elde ederiz. Chien aramasi ile bunu g¢arpanlarina ayirirsak:

A(x) = (a’x + D) (a’x+ 1) (5.79)

2 noktalarinda oldugu anlamina

buluruz ki bu da A(x)'in sifirlarninx = a7 vex = a~
gelir. Buradan hata yerlerinin bu sifirlara karsilik gelen yerler oldugu sonucuna variriz.
Yani hatalar ikinci ve yedinci bilesenlerde olusmustur. Kod ikili bir kod oldugundan hata

miktari 1 olup hata polinomumuz da e(x) = x” + x? olur [15].
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Fourier donusimiinin sonlu cisimler Uzerinde nasil isledigi
incelenmistir. Donlisimiin hata dizelten kodlardaki roli agiklanmis, 6zellikle Reed-
Solomon ve BCH kodlarn gibi devirli kodlarin spektral tanimlan yapilmistir. Spektral
tekniklerin kodlama ve dekodlama algoritmalarindaki kullanimlan 6zetlenmistir.
Frekans bolgesi mantigiyla distnerek alternatif kodlama ve dekodlama metodlari
aciklanmistir.  Bu yaklasimla kodlama ve dekodlama algoritmalarina yeni bakis agilari
gelistirilebilir. Var olan kodlar farkli bir yolla yeniden siniflandirilabilir ve béylece kodlar
arasinda yeni iliskiler bulunabilir. Ayrica frekans bolgesindeki kodlama ve dekodlama
algoritmalan bazi durumlarda uygulamada daha avantajli oldugundan, bu konu
doniisim tekniklerine asina olan mihendislerin ilgisini gekebilir. Son olarak, dénlisim

tekniklerine dayanarak yeni kodlar, algoritmalar ve teknikler ortaya c¢ikartilabilir.
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