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OZET

DALGA KILAVUZLARI BOYUNCA SiNYAL TRANSFERi VE WALSH
FONKSIYONU

Ersin SENER

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Yard. Dog. Dr. Kevser KOKLU

Bu ¢alismada Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasim(ETEY) olarak adlandirilan bir
analitik zaman-dénemi metoduyla disinullen keyfi zamana bagh mikemmel iletken
ylzeye sahip bir dalga kilavuzunda (irete¢ fonksiyonu tarafindan (retilen
elektromanyetik alan problemi ele alinmistir.

Analitik olarak ¢ozilen bu problemde TE ve TM dalga kilavuzu modlarinin bir tam
kiimesi zaman déneminde direkt elde edilebilir. Elde edilen ¢dziimlerin ait oldugu
Hilbert uzayindan bahsedilmistir. Her alan bileseni iki faktorin GrinGdir. Bunlardan
biri enlemsel dalga kilavuzu koordinatlarinin bir vektér fonksiyonudur. Diger faktor ise
dalga kilavuzu alan bilesenleri icin modal genliklerin fiziksel anlamina sahip skaler
fonksiyonlardir. Dalga kilavuzundaki dijital sinyallerin yayim problemi nedensellik
prensibine uygun ¢ozilmistir. Walsh fonksiyonu lzerinde durularak sayisal bir 6rnege
yer verilip uygulamanin grafikleri eklenmistir.

Bessel fonksiyonlarinin derecelerinin tamsayilar oldugu durumlarda analitik sonuglar
grafiksel olarak MAPLE 14 yardimiyla gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elektromanyetik teori, Maxwell denklemleri, zaman-dénemi, evrim
denklemleri, modal bazlar, modal genlik, Bessel fonksiyonu, tamsayi derece, Hilbert
uzayl, Walsh fonksiyonu, Hadamard matrisi, MAPLE
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In this study, the problem of electromagnetic field strength are produced by source
function which has arbitrary time dependency in a waveguide having perfect electric
conductor surface is discussed with an analytical time domain method called
Evolutionary Approach to Electromagnetics(EAE).

In this problem, which is solved analytically, a complete set of TE and TM waveguide
modes is obtained in time domain directly. We mentioned Hilbert spaces in which our
solutions that obtained are verified. Every field component is product of two factors.
One of them is a vector function of transverse waveguide coordinates. The other
factors, which are scalar functions, have physical sense of the modal amplitudes for
the waveguide field components. The problem of propagation digital signals in the
waveguide is solved explicitly in compliance with the causality principle. We discussed
Walsh function with a numerical example and attached the graphics of it.

Analytical results’ graphics are presented for the cases when the orders of the Bessel
fuctions are all possible integer numbers by MAPLE 14.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bu tezde ele alinan konu Uzerindeki incelemeler Elektromagnetik Teoriye Evrimsel
Yaklasim (ETEY) yontemi [1], [2] cercevesi icerisinde gergeklestirilmistir. ETEY’'in temel
dustincesi Maxwell denklemler sisteminin problemin baslangicindan sonuna kadar ot

zaman tilirevi korunarak incelemektir.

Elektromanyetik teoride, ETEY yontemi elektromanyetik alan kuvvetlerinin arandigi
baslangi¢c kosullari verilen kutu problemi, dalga kilavuzu problemi ve harici problem
olmak uzere Ug¢ kanonik sinir-deger probleminden olugmaktadir [1]. Galismamizda
dalga kilavuzu problemi, Euclid uzayinin bir alt uzayinda calisilan kanonik problemdir ve
kutu probleminde kullanilan metod ile Maxwell operatoriiniin denklemden ayristirilip
¢ozulmesidir. Coklu baglantili oldugu kabul edilen dalga kilavuzunun igi bos rastgele bir
kesit-alanli fakat geometrik olarak Oz ekseni boyunca diizglin bir kesitinde problemin

¢6zumu yapilmistir. Dalga kilavuzu yizeyi mikemmel elektrik iletkendir [3].

Sonlu  sinir-deger  problemlerinde  elektromanyetik  alanlarin  incelenmesi
elektromanyetik teoride temel bir problemdir. Problemin ¢6zuldigu yapilar kutu veya
rezonator olarak adlandirilir. Klasik zaman-harmonik elektromanyetik teoride, teorik
olarak sadece t=—o’da baslaylp t=+4c’a kadar devam eden olaylari incelemek
mumkiindir. Ancak gercek durumda arastirmacilar zorlanmis salinimlarla islem yapar.
Elektromanyetik alanlarin bir uyarici kaynagin uygulamaya baslamasi ile olusmasi

zorlanmis terimini ifade etmektedir. Elektromanyetik alanlar sadece kaynak



uygulanmaya basladiktan sonra dogar ve zamanla salinirlar. Elbette ki béyle olaylarin

t =0 gibi bir baslangiclari vardir [3].

Zaman-donemi ¢alismalari genelde iki ana metot ile ¢oziilmektedir. En ¢ok kullanilani,
sayisal analiz metodu kullanilarak ¢oziilen sayisal niceliklerin her bir veri sonrasinda
tespit edilip analiz edildigi Zaman Uzayinda Sonlu Farklar (ZUSF) yontemidir. Kullanilan
metotlar sayisal analizin uygulamalari ve bu uygulamalarin sagladigi cesitliliktendir [4].
Metottaki verilerin bollugu, salinim boyunca veri saglanabilmesi ve bu verilerin
kaydedilip sonucun mukayese edilerek baslangig-siireg-sonug karsilagtirmasiyla gézlem
yapilip saghkh bir neticeye ulasilabilmesine olanak sunmaktadir. Ayrica bilgisayar

verilerinin ¢oklugu ve karsilastirilabilirligi metodun zenginligidir [3].

ikinci yontem ise analitiktir. Bu yéntemde Fourier veya Laplace integral déniisiimleri

kullanilir. integraller (—oo,oo) araliginda calisildigindan nedensellik prensibi bu metotta

alti gizilmesi gereken onemli hususlardan biridir. Bu yontemde fizik ve matematik

beraber dislintlmelidir. Matematiksel sonugclar fiziksel gereksinimleri de karsilamalidir
[5].

Analitik bir metot olan Elektromanyetik Teoriye Evrimsel Yaklasim (ETEY) [6] metodu
da bu cimledendir. Metotda zaman-déneminde elektromanyetik alanlarin ¢éziimleri
analitik olarak incelenir. Analitik incelemede zaman tilrevine sahip diferansiyel
denklemler(evrim denklemleri) ile ¢alisiir. Bu denklemlerin uygun baslangi¢ kosullari
altinda herhangi bir ¢6zUimi; baslangicindan gézlem zamanina kadar siirecin zamanla nasil
gelistigini gosterir. Bu yontemin Evrimsel Yaklasim olarak adlandiriimasi bundan

kaynaklanmaktadir.

Bu fikir 1980’lerde Tretyakov tarafindan ileri stirilmis ve Rus bilimsel dergilerinde
yayinlanmistir [1], [2]. ingilizce terciimesi ise ilk olarak 90’li yillarin baslarinda
yayinlanmistir [6], [7]. ETEY yontemi ile yakin zamanda, mikemmel iletken dalga
kilavuzu yuzeyleriyle bu dalga kilavuzlarinin kesit-alanlarinda zamanda baslangici olan
sinusoidal bir isaret ile elektromanyetik alanlarin uyarilmasi sonucu meydana gelen

sinyallerin dalga kilavuzu boyunca sinyal transferi incelenmistir [8], [9], [10].

Walsh fonksiyonlari, ilk kez Amerikali bir matematikgi olan J. L. Walsh tarafindan 1923
yilinda tanimlanmistir. Bu fonksiyonlar ayni zamanda tam bir ortogonal kiimedir. Walsh

2



fonksiyonlari sadece +1 ve —1 degerlerini alir, bununla birlikte bu fonksiyonlarin
trigonometrik serilerle benzerlik gosterdigi bulunmustur. Walsh fonksiyonlarinin ortaya
cikisgindan 6nce bir Alman matematikgi olan H. Rademacher, Walsh fonksiyonlarina

tamamlanmamis fakat dogru bir alt kiime sunmustur [11].

Bu fonksiyon kimeleri isaret isleme ve haberlesmede yeni bir yontemin temelini
olusturmaktadir. 1931 yilinda baska bir Amerikan matematikci olan R. E. A. C. Paley
tarafindan Walsh fonksiyonlarinin tamamen farkli bir tanimlamasi yapilmistir. Cesitli
Alman ve Amerikan matematikgiler ilerleyen yillarda da bu konu Uzerine galismalar

yapmistir [11].
Bu tezde;

(i) ETEY yonteminden bahsedilmis, TE ve TM modlar (zerinde durularak modlarin
tamligina deginilmistir. Ayrica ETEY yonteminin ¢ahsildigi Hilbert uzayindan

bahsedilmistir.

(ii) Modal Genliklerin eldesi Klein-Gordon denkleminin ¢6zimi ile saglanmis olup
¢6zimden elde edilen f ureteg fonksiyonu; Ustel fonksiyon ve Bessel fonksiyonun
carpimi olarak hesaplanmis ve daha sonra ¢déziimdeki Bessel fonksiyonlari icin tamsayi
¢Ozumleri verilmistir.

(iii) Walsh fonksiyonu ile sayisal 6rneklendirme yapilmistir.

(iv) Uretec fonksiyonun garfiklendirmesi yapilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Maxwell denklem sisteminin zaman-déneminde d,’nin korundugu evrim denklemleri

ve Laplasiyen vasitasiyla analitik olarak ¢6zilmesi amaglanmaktadir. Elektromanyetik
alanlar Maxwell denklem sisteminden bu sekilde ayristirilip zaman déneminde
cozulecektir. Coziimlere 6zdeger-6zvektor iliskisi icerisinde bakilarak elekromanyetik
problemin matematikciler acisindan nasil okundugu ortaya konulmaya calisilacaktir.
Dalga kilavuzu boyunca ¢oziimler elde edilmistir. Sonug olarak sinyal transferinin nasil

gerceklestigi hakkinda fikir olusturmaya calisilmaktadir.



1.3 Bulgular
Bolim 2:

Bolim 2’de; TE-TM modlarina genel bir bakis yapilmis, Neumann ve Dirichlet
problemlerinin ¢ozimi tartisiimis, uyarici kaynak ile dalga kilavuzu boyunca sinyal
transferi igin koordinatlarin ve zamanin ikinci dereceden tiirevlere sahip reel-degerli 6z

vektor fonksiyonlari sinifindan elde edilen tam analitik ¢coziimleri verilmistir.

Maxwell denklemleri ¢o6zilirken, baslangic sartlari uygulanmis, sinir degerleri
kullanilarak nedensellik prensibine baglh kalinip ¢éziimler elde edilmistir. ETEY yontemi

kullanilarak elde ettigimiz ¢6ziim fonksiyonlarinin L, Hilbert uzayi Gzerinde tam

olmasindan dolayl bu konu hakkinda temel tanim ve teoremlerden bu bélimde s6z

edinilmistir.
Bolim 3:

Boliim 3’te; Bessel diferansiyel denklemi ve ¢6zimi{ hakkinda genel bilgiler verilmis,
modal genliklerin Bessel fonksiyonu yardimiyla nasil ¢ézildigu ele alinmistir. Klein-
Gordon denkleminin ¢ozlimlerine bakilmis, degiskenlerine ayirma metodu ile Klein-
Gordon dalga denklemi ¢oziliip ¢6zim Bessel fonksiyonu ile bir stel fonksiyonun
carpimi olarak elde edilmistir. Bu ¢6zimin sifir-sonsuz araliginda tam bir fonksiyon
ailesi elde edilmistir. Bessel diferansiyel denkleminin dercesi olan p, p=0,1,2,3,....
alinarak silindirik Bessel fonksiyon ailesi verilmistir. Elde edilen Bessel fonksiyonu
yardimiyla genlik probleminin ¢éziimleri gosterilmistir. Yaklasim sonucunda elde edilen
denklemlere sinir kosullari uygulanmadan ve denklemler normalie edilmeden
sunulmustur. Sonug olarak Bessel diferansiyel denklemi ve ¢6ziim fonksiyonlari ile ilgili
ayri bir tartisma yapilmistir. C6ziim fonksiyonlarinda sadece tamsayi dereceler goéz

ontinde bulundurulmus kesirli degerlerin tartisilmasi baska ¢alismalara birakilmistir.
Bolim 4:

Bu boélimde Walsh fonksiyonuna ait genel bilgiler sunulmus ve Hadamard matrisi ile
Walsh fonksiyonu iliskisinden bahedilmistir. Ayrica sinyal transferine ait bir 6rnek

Walsh fonksiyonu ile ¢ézillp grafikleri sunulmustur.



Bolim 5:

Bu boélimde grafikler MAPLE 14 programi yardimiyla cizilip birbirleri ile kiyaslanmig ve
grafikler hakkinda yorumlar yapilmistir. Hemen her grafik icin

p=0,1,2,3,...degerlerine ayri ayri bakilmis 7=10,20,30,.. ve ¢&=10,20,30,..
degerlerine ait grafiklerin birbiri ile kiyaslanmasi yapiimistir.
BolUm 6:

Bu bolimde amaglarimiz dogrultusunda yapilan ¢alismamizdan elde edilen bilgilerle

sonuclar sunulmus ve 6nerilerde bulunulmustur.



BOLUM 2

ELEKTROMANYETIK TEORIYE EVRIMSEL YAKLASIMLAR

2.1 Giris

Dalga kilavuzlari boyunca sinyal transferinin analizi iki ana kisimdan olusur. ilki, zaman-
dénemi dalga kilavuzu modlarinin modal bazda sunulmasi, ikincisi ise Klein-Gordon
dalga denkleminin ¢6zulmesidir. Klein-Gordon denkleminin ¢6zimi ile sinyal
transferini saglayan zaman-bagimli modal genlikler elde edilir. Klein-Gordon
denkleminin ¢6zimi nedensellik prensibi ¢ergevesinde bulunur. Bu ¢ozliimler seri

halinde evrimsel olarak ifade edilir [5].

Bos bir dalga kilavuzunda sinyallerin yayilmasi ve iletilmesi problemi analitik bir zaman-
dénemi metodu olarak dustndliur. Dalga kilavuzu geometrik olarak homojen, Oz
ekseni boyunca dizglin ve kesit-alani yeteri kadar dizgiin ylzeyli kapali tekli-
baglantihdir. Dalga kilavuzu ylzeyi mikemmel elektriksel iletkendir. Tam TE ve TM
dalga kilavuzu modlari direkt olarak zaman-doneminde elde edilmistir. Her bir modal
alan enlemsel ve eksenel kisimlarinin vektor uzantilarinin toplami olarak alinmistir. Her
bir uzanti iki etkenden olusur. Biri dalga kilavuzunun bir elemani ve enlemsel dalga
kilavuzu koordinatlarinin vektor fonksiyonu olan modal baz, digeri t zamani ve eksenel
koordinat z nin skaler bir fonksiyonu olan bir modal genlik. Modal bazlarin bitiin
elemanlari iki skaler potansiyel yardimiyla belirlenir. Bunlar uygun bir yol ile normalize
edilmis Laplacian icin Dirichlet ve Neumann sinir-deger problemlerinin 6z ¢éziimleridir.
Modal bazin her bir elemani dalga kilavuzu yilizeyinde uygun sinir kosullarini saglar.
Modal genlikler evrimsel kismi diferansiyel denklemler sisteminin zamana ve eksenel

koordinat z ‘ye bagli ¢oziimlerinden olusur [5].



3-bilesenli konum vektoric R ve V operatéri, dalga kilavuzu kesit-alanin yilzeyi S ve

z -ekseni,

R=r+zz, V=V, 6 +1z0, (2.1)

olarak alinacaktir. Burada z, Oz ekseni boyunca yonlenmis birim vektor, r; S kesit

alanh dalga kilavuzundaki 2-bilesenli pozisyon vektérii ve V|, V’nin enlemsel kismidir.
Diferansiyel operatorii V| sadece enlemsel dalga kilavuzu koordinatlarinda (r) cahsir.

3-bilesenli elektromanyetik alan kuvvet vektorleri E ve H her biri asagidaki gibi iki-

bilesenli ve bir-bilesenli vektérlerin toplami olarak

E, (R,t)=E(r,z,1)+2zE, (r,z,1)

(2.2)
H, (R,t)=H(r,z,1)+zH (r,z1)
sunulmustur. Sinir kosullari,
n-H), =0, (I-E), =0, (z-E), =0 (2.3)
dir.
2.2 TE Modu
Neuman problemini ¢ozerek baslamaliyiz.
(Vi+o))y, (r)=0
oV, (r)‘L =0 (2.4)

v’ 2
Zm ds=1
S T!‘-‘wl‘ﬂ (r)‘ S

Burada d, =n-V , L konturu Uzerinde normal tiirev, vjl >0, m=12,.. o6zdegerler,
m indisi reel eksende artan bir sira ile siralanan nimerik degerler, l//m(r)’ler de bu

O0zdegerlere karsilik gelen 6z vektérlerdir.



Ornek 2.1

Tipik 0<x<a ve 0<y<b ile sinirlari belirlenen dikdértgen seklinde bir dalga
kilavuzu olan L konturunu distinelim. A’ normalizasyon sabiti olmak tizere P, (r)
potansiyelini ¥, (r)= A"y (r) olarak alahm. ¥ (r)= cos(px/a)cos(mgy/b) dir. p ve
q parametreleri p, ¢=0,1,2,.., p+qg#0 sartini saglayan tamsayilardir. (2.4)

problemini ¢bzerek

v,izfrz(pz/a2+q2/b2)

2
v,, (2.5)

Ar]; = \/(2 - 511,0)(2_ 5%0) / U”’q = Ah

p.q

0, egerm#n
elde edilir. Burada &6,, ve J,, Kronecker deltasidir (J,,, ={ 8 oldugu

1, egerm=n
hatirlanmalidir.). vjl o0zdegerlerini reel eksen lizerinde konumlayan indis m indisidir:

ornek; m—(p,q). ¥, (r) potansiyeli zaman-dénemi TE modlarinin taniminin bir

parcasidir [12].

E' =0

m

0B}, = (-3, h, (2.0)) & V.1, (r)xz] (2.6)
v, H, = <a(vmz)hm (Z’t)>[1/ o VoY, (r)}

o, = (b, (2.0)) [0, Yo v, (1)

1 o 1 0

burada 9, ) = d, ) =—— Ve c=

1
co, ot " T ot El,

Modal alan ciftleri dalga kilavuzu kesit-alaninda [*] kdseli parantez ile gosterilir.

boslukta 1sik hizidir.

Buradaki potansiyellerin hepsi Laplacian’dan elde edilirler. <*> kirik parantez ile ifade

edilen faktoérler uygun modal alan uzantilarinin modal genliklerinin fiziksel manasina



sahiptir. Hepsi Klein-Gordon denkleminden elde edilen bir hm(z,t) potansiyeli

tarafindan belirlenir.

(02, -0 +1),(z1)=0 (2.7)

v,ct

(2.4) problemi sifir asikar ¢oziimiine de sahiptir. Bu ¢dzim v(f =0 o6zdegerine karsilik
gelir ve harmonik ¥, (r) fonksiyonu igin V2% (r)=0, aano(r)‘L:o problemini
uretir. re L+S ve ¢, bir sabit olmak tizere harmonik fonksiyonlar maksimum-

minimum teoreminden ¥, (r)=c, elde edilir. ¥,(r) potansiyeli bir TE modu daha

uretir.
E!(r,z,1)=0, H|(r,z,7)=zc, (2.8)
burada Hg alaninin modal genligi de bir sabittir [5].

Weyl Teoremi TE zaman-dénemi modlarinin L, Hilbert uzayinda tam oldugunu ifade

etmektedir [11].

2.3 TM Modu

ilk olarak (Vi+vi)(pm(r)=0 Dirichlet problemini silindirik dalga kilavuzu igin

asagidaki sekilde ele alalim. @

0<r<a

0<r<a 0<¢<2rveya —w<P<rx

—L<zLZL (\.. : /
10 do(r.¢). 1dere¢ .,

- - k ,0)=0

rar(r or )+r2 09’ th.or9)

Burada V operatori icin sadece r ve ¢ ile ¢alisilacak.

@(r,9) = R(r®(9)



2
L4
Rrdr dr r" ® dg

11d  dR 1
I"—)+—2

Her iki tarafi R(r) ile ¢arpalim.

—+k, =0
Rrdr dr r

2
11d  dr_x

1d_ dR k;

) (K2 -")R =0

rdr(rdr) s r2)

d’R 1dR k.

Tt +(k> ——rﬁ YR=0 (2.9)

(2.9) esitligi Bessel diferansiyel denklemi formundadir.

R(r)= ar.lp (k,r), m=0,1,2,..., p=0,1,2,...

ve

1d°® .
Ed_¢2 =—k, = P(9) = a, sin(k,9) + b, cos(k,P)
o(r,@) = R(r)®(r) yazilabildiginden;
o(r,¢)=a,J (k,r)la,sin(k,p)+Db, cos(k,p)] seklini alir.
o(r.¢)=a,a,J (k,r)sin(k,@p)+a,b,J (k,r)cos(k,p) yazabiliriz.
r =a sinir kosullari igin;

¢(a,9) =0

p(a,.9)=aJ (k,a)=0=J (k,a)=0

mp

a

k, ’ler Bessel diferansiyel denkleminin kokleridir. k,, = seklindedir.

¢ icin genel olarak a,(k) ve b,(k) katsayilari sirasiyla

10



a,(k) = %Tdrr [ g7, (k,r)sin(k,0)

k o0 2
by =— { drr { dgJ ,(k,r)cos(k,p)

yukaridaki gibi hesaplanabilir.

Dirichlet problemi;
(Vi+x.)p,(r)=0

¢, (r), =0 (2.10)

% j @, (r) ds=1

seklindedir.

Burada K‘i >0, m=12,... 6zdegerler, m indisi reel eksende artan bir sira ile siralanan
sayisal degerler, ®, (r)'lerde bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektérleridir. & =0
O0zdegerine karsilik gelen d)o(r) ¢O6zuma sifirdir [5].

Ornek 2.2

Dikdértgen dalga kilavuzu icinde bir 6rnek distinelim. A normalizasyon sabiti olmak

tizere @ (r) potansiyelini ®, (r)= A‘¢ (r) olarak alalim.

¢m(r)=sin(p72:x/a)sin(qﬂy/b) dir. p ve g, p+qg#0 sartiyla p,g=0,12,..
tamsayilardir.

(2.10) problemini ¢cozerek
K,=n(p*ld+q" Ib’)=K, (2.11)

p.q

AC=2/K,= A,

11



CIDm(r) potansiyeli aynen TE modlarindaki lPm(r) potansiyeli gibi zaman-dénemi TM

modIlarinin taniminin bir parcasidir [12].

H: =0

zm

K'H¢ =<—3<Kma>€m (z,t)>[z><l/ V. o, (r)]
K, By = (360 (2.1))| 1/ & V.0, (1) ] (2.12)

K'E:, =(e, (z,t)>[l(‘m 1/ e, @, (r)}

18a 1 d

1
ck, ot ) ke o JEM,

Teoremi TM zaman-dénemi modlarinin ¢éztimleri L, Hilbert uzayinda tam oldugunu

burada 8( boslukta 1sik hizidir [5]. Weyl

K,ct)

ifade etmektedir [11]. Galismalarimizin Hilbert uzaylarinda mimkin olmasi Hilbert
uzayilarina genel bir bakisi gerektirmektedir. Bu nedenle bolim 2.4’te i¢c carpim ve

Hilbert uzaylarindan bahsedilecektir.

2.4 Hilbert Uzayi

2.4.1 i¢Carpim

Tanim 2.1 Bir lineer uzay Uzerindeki i¢ carpim (a,b) seklinde secilen iki degiskenli

kompleks degerli bir fonksiyondur ve asagidaki sartlari saglar;

(i) (a,b),b’nin sabit bir degeriicin a’nin lineer bir fonksiyonudur,

(ii) (b,a) = (a,b)
(iii) eger a =0 ise (a,a) > 0.

Skaler t ve a,b,c vektorleri icin (ta+b,c)=t(a,c)+(b,c) ‘dir. Her a icin

(0,a)=(a,0)=0 ve (a,tb+c¢) = ;(a,b) +(a,c)’dir [13].

12



Ornek 2.3

ic carpimin bir érnegi olarak;

(@) E"uzayl, (a,b) = Zakbk,

k=1
(b) I” uzay, 1< p <2,(a,b)=) a/b,,
k=1

Bu seriler

Slasl<(Tlal) (S ) 2.13)

Holder esitsizligi icin her zaman yakinsaktir.

Bir reel ic carpim reel degerlidir ve (a,b)=(b,a) sartini saglar. Teoremleri genellikle

kompleks igin ispatlamaliyiz. Reel durum her zaman aynidir.

Ornek 2.4 R" Euclid Uzayi

R" uzay, x=(&,)=(S,,....§,) vey=(,) = (1},....17;) olmak lizere,

(x,y)=E&mn+&Em, (2.14)

ile tanimlanan i¢ ¢arpima gore, bir Hilbert uzayidir [12].

Gergekten, (2.14)'ten

o= {2 = (g )2

ve buradan da,

d(x,y) ==l =(x=y,x=3)" =[(& —m)* +..+ & -1,1"

ile tanimlanan Euclid metrigini elde ederiz.
n=3 olmasi halinde, (2.14) formilu, x=(&,&,.¢&) vey=(n,,1,,7,) Un, bilinen
(x,y)=xy=&n+&n,+&n, skaler carpimini verir ve (x,y)=xy=0 diklig,

elemanter diklik kavramiyla uyusur [12].

13



Tanim 2.2 Bir i¢ carpim uzayi Uzerinde tanimlanan i¢ carpimla birlikte bir lineer uzaydir.

Eger norm tam ise i¢ carpim uzayi bir Hilbert uzayidir.

Ornegin her sonlu boyutlu ic carpim uzayi bir Hilbert uzayidir.

%
)",

Ornek 2.5 Verilen i¢ carpimdan tiiretilen [” (izerindeki norm ”“”:(Z|“k|2 p=2

icin bu bir dogal normdur. Bu yiizden [* bir Hilbert uzayidir. 1< p <2 icin i¢ ¢carpimdan

Uretilen norm tam degildir.

Bu uzaylarin higbir zaman Hilbert uzayi olmadigini gérelim. I* bir Hilbert uzayidir. Fakat
C i¢ carpimi dogal normun bir Grini olmadigindan Hilbert uzayr degildir.
||a+b||2 +||a—b||2 = 2||a||2 +2||b||2 reel veya kompleks paralelkenar kural her i¢c carpim

icin temel bir ozelliktir.

ispati su sekildedir;
laxb|" = (atb,atb)=|d| £2R(a,b)+|b|’

Bu kurala uymayan her norm i¢ carpimdan tiretiimemistir. Ornegin R*> icin

a=(x,y)e R* olmak iizere ||a||=|x|+|y| kurali paralelkenar kuralina uymaz. Bununla

birlikte bu norm i¢ ¢carpimdan tiretilmistir [13].

Ornek 2.6 [”, p>1, p#2 icin Hilbert uzayi degildir. p >1licin paralelkenar kurali
saglanmaz.

12

Ornegin 6" +67|={1.£1.0,0,..}|= (1" +17)" =2",

‘51H = H52H =1. Bundan dolayi

p # 2 icin paralelkenar kurali saglanmaz.

2.4.2  Eslenik Uzay

Sabit bir H Hilbert uzayini ele alalim ve H JUzerindeki lineer fonksiyonelleri

arastirallim. Her ae H vektéri H Uzerindeki bir siirekli lineer fonksiyonelle

‘dir [14].

f(x)=(x,a) formilinu saglar. Gergekten||f|| :||a

14



Simdi H Uzerindeki butin strekli lineer fonksiyonellerin bu formda oldugunu goérelim;

H’dan H ’atanimlanan déniisiim {izerinedir.
Teorem 2.1

f, bir H Hilbert uzayi izerinde stirekli bir lineer fonksiyonel olsun. O zaman bir ae H

vektorl vardir ki her xe H igin f(x)=(x,a) ve ||a|| =||f|| "dir.

2.4.3 ¢ Carpim Normlari

Bazi normlar i¢ carpimdan Uretilmektedir. i¢c carpimdan tiiretilen bir norm paralelkenar

kuralini saglamahdir.

a0 ~a=b] =2]al + 2]l
Bu sart yeterli oldugu kadar da gereklidir [13].

2.4.4 Operatorler
Tanim 2.3 (T~ Hilbert-Adjoint Operatér)

H, ve H, Hilbert uzaylari olmak tzere, T: H, — H, sinirli lineer bir operatér olsun.

T nin, T" Hilbert kendine eg operatérii, her xe H, ve ye H, igin,
<Tx, y> = <x,T*y> (2.15)
olacak sekilde bir T" : H, — H, operatdridiir.

Kuskusuz, 6nce, bu tanimin bir anlaminin oldugunu, yani, verilen bir T icin, boyle bir

T" n var oldugunu géstermemiz gerekmektedir [14].

Teorem 2.2

Tanim 2.1 deki, T’ nin, T~ Hilbert kendine es operatdrii mevcuttur, tekdir ve

normuna sahip, sinirl lineer bir operatérdir [14].

T*

=[] (2.16)
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Ispat: i¢c carpimin sesquilineer ve T’ nin lineer olmasi nedeniyle,

h(x,y)=(y.,Tx) (2.17)

formull, H,x H, uzerinde, sesquiliner bir form tanimlar. Gergekten séz konusu

formun, eslenik lineerligi,

h(y, o, + Bx,) = (v, T(ax, + fx,))
= <y,0/1‘x1 +,5Tx2>
=6_b’<y,Txl>+,Z’<y,Tx2>

=ah(y,x)+ ph(y,x,)
yazilarak hemen gorilar. Ayrica, 2 sinirhdir. Gergekten, Schwarz esitsizligi yardimiyla,

[0l =[( Tl < e <l ]

yazabiliriz. Bu yazis ayrica, h|| < ||T|| sonucunu da verir. Bunun yani sira,

7] el
h|| = sup = sup =|T
l=se g 2 g 1

esitsizliginden,

h|| > ||T|| elde ederiz. Bu ikisi birlikte,

7] = ] (2.18)

sonucunu verir. Riesz gdsterimi teoreminden £ igin, bir Riesz gosterimi vermektedir; S

yerine, T" yazacak olursak,

h(y,x)=<T*y,x> (2.19)

elde ederiz. S6z konusu teoremden, T : H, — H, ‘in,

16



T*

biliyoruz. Ayrica (2.15) ve (2.16)’yi karsilastirirsak, <y,Tx> =<T*y,x> oldugunu goririz.

=||h||=||T|| normuna sahip olan ve tek olarak belirli sinirli bir operatér oldugunu

Eslenik alarak da, (2.18)’yi elde ederiz ki, bu bize, T"’in aradigimiz tipte bir operator

oldugunu gosterir [14].
Teorem 2.3

T:H — H, bir H Hilbert uzayi tizerinde sinirli lineer bir operator olsun. Bu durumda,
(a) T self-adjoint ise, <Tx, x>, her xe H icin, reeldir.
(b) H karmasik ve <Tx,x>, her xe H icin, reel ise, T operatori kendine-estir [14].

ispat (a) T self-adjoint ise, her x igin,(Tx,x}:<x,Tx>:<Tx,x> "dir. O halde, <Tx,x>

kendisinin karmasik eslenigine esittir, yani reeldir.

(b) <Tx, x>, her x icin reel ise,

<Tx, x> = <Tx, x> = <x,T*x> = <T*x, x>

yazabiliriz. Buna gore,

0= <Tx, x> —<T*x, x> = <(T —T)x, x>

olup, H'in karmasik olmasi nedeniyle T -7~ =0"dur.

Teoremin (b) kisminda, H 'in karmasik olmasi esastir. Clinkd, reel bir H igin, i¢ carpim

reel degerli olup, bu durumda, T lineer operatori Gzerine hicbir varsayim koymaksizin,

<Tx, x> reel olur.

Self-adjoint operatoérlerin  garpimlari  (bilesimleri) uygulamada sik sik ortaya
¢cikmaktadir. Bu nedenle asagidaki teorem yararli olacaktir [14].

Teorem 2.4

Bir H Hilbert uzayl Uzerinde, sinirli self-adjoint lineer iki S ve T operatorlerinin

carpiminin self-adjoint olmasi icin gerek ve yeter kosul bu operatorlerin komutatif yani,

ST =TS
17



olmasidir [14].
Ispat: Bilindigi Uizere;

(ST) =T"S" =TS

yazabiliriz. Buna gore,

ST =(ST)" < ST =TS 'dir. Bu da ispati tamamlar.

2.5 Zaman Dénemi Modlarinin Tamhgi

Zaman-dénemi modlarinin L, Hilbert uzayinda tam oldugu Weyl teoreminden

bilinmektedir [15]. Operatorlerin kendine es olmasi 6zelliginden dolay! 6zdegerler ve
bunlara bagl 6zfonksiyonlar da reel degerlidir. Asagida elektrik alan ve manyetik alan

kiimelerinin tamhgi incelensin.

(2.6) ve (2.12) zaman-dénemi modlarinin her ikisi de 6-bilesenli reel degerli fonksiyonel

vektér uzay iginde asagidaki i¢ carpim tarafindan belirlenen keyfi X,, X, vektor ciftini

tanimlar.

1
(Xl,Xz)sz(eoEl.Ez+,uOH1.H2)ds<oo (2.20)

burada X, =col(E,,H,) ve X, =col(E,,H,) ve “col” un manasi “kolon” ve “.” Ug

bilesenli vektorler igin skaler garpimdir.
TE ve TM modlarinin (2.6) ve (2.12) kiimesini sirasiyla, asagidaki gibi

G ={X,’;}:ZO
(2.21)

3= {x;}r::1

X" =col[B" H") ve X =col(E¢ ,H ) olarak gésterelim. m=m’ olmak izere, ilk
farkli eleman ciftini X" ve X alip (2.19) denkleminde bunlari X, X, ’nin yerlerine

koyarsak (X”,X,’:,):O sonucunu buluruz. Bu bize G kiimesindeki bitiin elemanlarin

m

karsilikli birbirine dik oldugunu gosterir. Ayni durum 3 kimesi elemanlari igin de
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gegerlidir. Simdi G kiimesinden bir X elemanive 3 kiimesinden bir X, elemani alip
bunlari tekrar (2.20) denkleminde yerine koyalim. Yine m, m’ keyfi olmak uzere
(x”,X¢)=0 sonucunu elde ederiz [5].

G ve 3’nin her birinin kendi icerisindeki tamliklari [16], [6] calismalarinda
ispatlanmistir. ilaveten G ve 3 ¢oéziimler uzayinda bir alt uzay olustururlar.

Nihayetinde bunlarin direkt toplami: G @3 dir. Bundan dolayi, bir alt uzay digerine
diktir.
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BOLUM 3

KLEIN-GORDON VE BESSEL DIFERANSIYEL DENKLEMI

3.1 Klein-Gordon Denklemi

Klein-Gordon denklemi herhangi diger ikinci dereceden kismi tlrevli diferansiyel
denklemler (KTDD) gibi baslangi¢c kosullari cifti ile desteklenmelidir. Fiziksel olarak
bunlar uygun bir sinyal kaynaginin uyarilmasinda rol oynar. Bu kaynagin =0 anindan
once uyarilmadigi fakat ¢t =0 aninda uyarilmaya baslandig farz edilsin. Bu durumda,

baslangi¢ kosulu;

#(7), 720=120 icin

f (f’ T)‘,f:o =

0, 7<0=1<0 icin
(3.1)

#(7), 720=120 igin

arf (é!’ 7)\5:0 =

0, 7<0=1<0 icin

olarak yazilmalidir. ¢(7), ¢ () verilmelidir ve £=0=> z=0 olmalidir [5].

Nihayetinde, Klein-Gordon denkleminin c¢ézimleri nedensellik prensibinin sartini
saglamaldir. Burada en son iki yorum vardir ve biri digerini destekler. Eger kaynaklar
bu baslangic zamaninda sifir ise bitiin alanlarin sifir oldugu zayif nedensellik vardir.
Bizim problemimizde bu 7 <0’a karsilik gelir. Glgli nedensellik kosulu ise Einstein
aksiyomunun ileri sirdligi herhangi bir manyetik alanin bir sinyali boslukta ¢ 1sik

hiziyla yaydigi iddiasini takip eder. Bizim problemimiz, kaynagin; dalga kilavuzu kesit-
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alaninin icinde, £=0’da yer yer aldigi seklidir. Bu bize Klein-Gordon denkleminin
¢6ziminin & =0 kaynak noktasinin étesinde £ =7 (z=ct) ‘dan sonra sifir olmak

zorunda oldugunu soyler. Bundan dolayi, eger sinyal Oz ekseni boyunca yayiliyorsa

Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimi fiziksel olarak

f(r,&)=0 eger 7<0

f(7,E)=17f(,E) 20 eger 0<E<T (3.2)

f(£,E)=0 eger E>7

seklinde olur.

Klein-Gordon denklemi grup teorinin iskelet catisindaki Poincare grubu altinda
cahisildiginda kendi 6zelliklerini korur. W. Jr. Miller Klein-Gordon denklemini bu yoniiyle
calismis ve bu denklemin ¢éziimiinde simetrinin yoringeleri denen (2.13) birbiri ile dik
fonksiyon  olusturmustur  [17].  Galismalarin  sonuglari  zaman-déneminde
elektromanyetik alan teorisinin gelismesinde genis uygulama alani bulmustur. Asagida

bu konuda bir 6rnek bulabilirsiniz.

(2.7) Klein-Gordon denkleminin f(f,f) ¢O6ziiminiin modal genlikler icin potansiyel
belirledigi hatirlansin. Diglnilsiin ki hentz bilinmeyen (u,v) degiskenleri ile verilen bir
fonksiyon  flu(&,7),v(£,7)] ve (u,v) iki kere diferansiyellenebilen, (&,7)
degiskenlerinin  bir fonksiyonu olsun. f[u(f,r),v(f,r)] fonksiyonunun  (2.7)

denkleminin ¢6zim olarak yerine konmasi asagidaki islemlerden sonra denklemi yeni
haliyle verir [5]. Bu islemlere bir bakalim:

f fonksiyonunu asagidaki gibi degiskenlerine ayrilsin
f sf(f,z')=f[u(f,f),v(f,f)]Ef(u,v)zU(u)V(v) (3.3)

(2.7) denklemini (u,v) cinsinden yeniden sekillendirmek icin asagidaki islemler yapilsin

Y Y

= (3.4)
oudr oJvor

a%f(u,v)
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2e Y= 00 Tav as (3.5)

82f(8_uj2+8_f82u+82f(ﬂj2+8_f8_2v+8f dudv  3'f v ou

az
32 )= 5 Y932 T \ar) Tavar T auav a9 vow 97 9%

u ve v degiskenleri bagimsiz degiskenler oldugundan bu son denklem daha

basitlestirilebilir

1(a).2
u’\or 2
ayni yolla asagidaki elde edilebilir

A f(u,v):{az—f(a—”j ? f(avj JYTu F o, 0 a—”ﬂ} (3.7)
& w92 ) T 9t 98 ) T ouaE® v aE: | oudv OF oF

9’ 0
az_z f(l/l,V) =

9z) ouorl avar  oudwdrar (3.6)

2 2 2 2
(i] L Du o v F dudy

(3.6) ve (3.7) esitliklerinin (2.7) denkleminde yerine yazilmasiyla

(22 22 2 g2l

{az }af Z{Gu v du av}azf

372 o0& |ov |9t or 9 AE |dudv

+f=0 (3.8)

yeni denklemi elde edilir. Burada f fonksiyonu (u,v) bagimsiz degiskenlerine bagli bir
kaynak fonksiyonudur. Bir sonraki hedefimiz (3.8) denkleminden eski (f,r) bagimsiz
degiskenlerinin yok edilmesidir. u ve v ye uygulanan 9, ve8§ kismi turevleri
yardimiyla burada verilmistir. Bundan dolay;, bu hedef u ve v’nin (f,f)

degiskenlerinin fonksiyonu olarak belirlenebilmesi ile gerceklestirilebilir. Bu simetrinin

yoriingeleri calismasi adiminda, Miller f(u,v) ve T(u,v) ters fonksiyon ciftleri kiimesi

elde edilmistir [17].
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Zaman-harmonik modal genlikler digerleri arasinda belirli bir durumdur. Miller”in

listesinde 1 durumuna karsilik gelir [17]. Gergekten u=17, v=¢ yerlerine yazip (3.8)
denklemi (2.7)'deki orijinal haline getirilir. (f,f) degiskenleri zaman-harmonik

modlarinin ayrilmasina yol agacagl asikardir. Klein-Gordon denkleminin ¢éziminde
elde dilen denklemler bizi Bessel diferansiyel denklemlerine gotiirmektedir. Bu durum
gbdz onunde bulundurularak Bessel diferansiyel denklemine ve denklemin ¢6ziimiinden

elde edilecek Bessel fonksiyonuna bir bakalim.

3.2 Bessel Diferansiyel Denklemi ve Coziimii

d’y dy
2 2 2
X —+x—+x" - =0 (3.9)
dx? dx ( P )y

denklemine, p’inci mertebeden Bessel diferansiyel denklemi denir. Burada p,
herhangi bir sabit sayi, bir parametredir. Bu denklemin ¢6zimine de, p’inci
mertebeden Bessel fonksiyonu denir. Hemen ifade edelim ki biz burada p ’nin yalniz
p = 0olan reel degerlerini gdz 6nline alacagiz ve p’nin bu degerlerine karsilik olan

(3.9) denkleminin ¢oziimini veren Bessel fonksiyonlarini bulmaya calisacagiz [18].

3.2.1 Sifirnci Mertebeden Bessel Diferansiyel Denklemi

Esitlik (3.9)'un ¢o6ziiminde 6nce p=0 durumunu gbéz 6nlne alalim. Bu durumda

Bessel diferansiyel denklemi,

d’y dy
+—+xy=0 3.10
dx*  dx Y ( )

X

seklini alir. Bu denkleme, sifirinci mertebeden Bessel diferansiyel denklemi denir.
Acikca goriilmektedir ki, x =0 noktasi denklem (3.10)’'un bir diizgiin tekil noktasidir.

Burada, kolaylik olsun diye yalniz x > 0 igin ¢6ziim bulmaya ¢alisacagiz.

Onceden biliyoruz ki, a, #0 olmak uzere, (3.10) denkleminin ¢6ziimd,

y:ianx"” =x' (a0+ianx"J (3.11)

n=0 n=1

! EK-B’de bulunan listede yer almaktadir.
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seklinde bir Frobenius serisidir. Burada r ve a, katsayllarinin belirlenmesi

gerekmektedir [18]. Bunun igin sira ile y’nin birinci ve ikinci turevleri alinir ve esitlik

(3.10)‘da yerlerine konulursa,

Z n+r n+r 1 n-H l+z n+r n+r—l+zanxn+r+l =0
n=0 n=0

elde edilir. Yeniden diizenlenirse,

=) o

> a, [(n+ r)(n+r—1)+(n+ r):Ix’”’_1 +Y ax" =0

n=0 n=0

veya

- . e B
Da,(n+r) X+ a, 1" =0
n=0

n=2

elde edilir. Buradan,

l"zaoxr—l + (1+ I")Z alxr + ian (l’l+ r)2 xn+r—1 + ian_zxnﬂ’—l — 0
n=2 n=2

veya

rrax " +(1+7) ax +Z[ (n+r) +an_2}x"+r—1=0

n=2

elde edilir. x’in ayni Uslerinin katsayilari sifira esitlenirse,

i. 7r’a,=0, a,#0
i. (1+r)°q=0
iii. (n+r)2an+an_2=0, nz0

bulunur. Géruluyor ki a, katsayilari, r’nin ve n’nin fonksiyonlaridir. Birinci denklem
indisel denklemdir. a,#0 olmasi nedeniyle buradan r>=0 veya indisel kékler

r, =r, =0 bulunur. ikinci esitlikten a, =0 elde edilir [18].
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Uglinci esitlik ise,

a (r)z—M n>2 (3.12)

" (n+r)’

katsayilar arasindaki genel bagintiyi veren rekiirans formilini tarif eder. Burada 6nce
r, =0 degeri goéz 6nlne alinarak, butin an(r) degerleri hesaplanir ve bu degerler
esitlik (3.11)'de yerlerine konularak y, (x) elde edilir. Bunun igin, dnce esitlik (3.12)'den
a,=as=....=a,,, =0 bulunur. Bu demektir ki, biitiin tek indisli katsayilar sifirdir. Bu

durumda, esitlik (3.12)'de tekrar yazilirsa,

veya n=2m alinarak,

a
— 2m—2 —
a,, =——"=, m=1273,..

" (2m)2 ’

yazilabilir. Buradan,

a, a, a,
(2.3) (2.3)°.2%2>  2°(2.3)

a, = — a6 = ao = ao

o(24) (24)2°(23)° 28.(234)
_1 m

a2m=La°2, m=1,2,3,..
22’”.(m!)
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bulunur. Butin bu degerler esitlik (3.11)’de yerlerine konursa,
m 2m
=a, 1+222m 00> x>0 (3.13)

elde edilir. Boylece (3.10) denkleminin birinci ¢6zUmi bulunmus olur. Burada, koseli

parantez icinde kalan fonksiyon Jo(x) ile gosterilirse,

Jo(x)=1+iw=1+iﬂ(£j m, x>0 (3.14)

m=1 22m (m ‘)2 m=1 (m ')2 2

olur. Bu sekilde tarif edilen J,(x) fonksiyonuna, sifirinci mertebeden birinci tiir Bessel

fonksiyonu denir [17].

Acikca goriliyor ki, (3.10) denkleminin ¢6zimid olan Jo(x) fonksiyonu, x=0

noktasinda analitiktir ve x’in bitin degerleri icin (3.14) serisi yakinsaktir.

Bilindigi lizere, r, =r, oldugu zaman (3.10) denklemi seklinde degisken katsayili bir

diferansiyel denklemin, a, =1 6zel degeri igin, lineer bagimsiz iki ¢6zimd,
x)=x" {1+Zan (rl)x"}
n=1

ve

¥y, (x)=y1(x)lnx+x’2ibn(rl)x" (3.15)

n=1

dir. a,=1 igin yl(x)zjo(x) olduguna gore, simdi amacimiz ikinci ¢6ziim yz(x)

fonksiyonunu bulmaktir. Burada problem b, (1) in bulunmasidir [17].

bn(rl) in degerlerini bulmak igin birka¢ yontem izlenebilir. Bunlardan birisi, (3.15)

denklemi ile ifade edilen yz(x) fonksiyonunun dogrudan esitlik (3.10)'da yerine

konmasi ve buradan b,(r;)’in bulunmasidir. ikinci yol ise a;(rl):(i;l” degerini
r

hesaplamak ve b, (r;)=a,(5;) olmasindan yararlanmaktir. Bunun igin énce yukarida
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bulunan i numarali (1+r)" g, (r) =0 bagintisini tekrar géz éniine alalim. Burada r, =0

icin @,(0)=0ve a;(0)=0 oldugu géz éniinde tutularak, (3.12) yineleme formuliinden,
a,(0)=a5(0)=...=d;,,,(0)=0

oldugu acik¢a gorilmektedir. Geriye kalan ¢ift indisli katsayilarin birici tirevleri ise
asagidaki sekilde bulunur. Bunun icin once (3.12) rekirans formili, »n=2m alinarak

tekrar yazilirsa,

a
— 2m—2 —
a,, =——"=—, m=123,..

" (2m+r)2’

olur. Buradan,

a, =— %
L(2+r)
a =— a, _ a,
Yo (44r) (44r)(240)
a4 =— a, __ a, __ a,
C(6+r)  (6+r) (4+r) (2+r) 2°(23)
a,
a,, =-— 0 -, m=12.3,..

(2m+ r)2 (2m—2+ r)2 ....(4+ r)2 (2+ r)
bulunur [18].

(3.16) rekiirans formilinden a;m(O)’m degerini bulabilmek igin 6nce Gom degerini

a 2m

bulalim.

a, ( 1 1 1 1 j
—==2 + +..+ +
a, 2m+r 2m-=2+r 4+r 2+r

burada r =0 konursa
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1 1 1 1 1
—+ + +.ct—+=|a,, (0)
2m  2(m-1) 2(m-2) 4 2

elde edilir. a,,, (O) da g, gibi keyfi bir sabit say1 oldugundan bu katsayi yerine,

(_1)m a,

a,,(0)= o (m!)z

degeri yazilirsa,

Lo (1 1 11 |(-1)"q
a,, (0)__(ZJF(m—1)+(m—2)+"'+z+§+1J 7 (m)

elde edilir. Burada,

Hm=i+L+ ! +...+l+l+l
m m—1 m-2 4 2
ile gosterilirse,
-1)"
@ (0)=p N B yos (3.16)

" 22" (m!)

bulunur. Yukarida degindigimiz gibi, b,(0)=a,(0)=a,(0) oldugundan, esitlik
(3.15)'de b, (0)yerine a;,(0)’in bulunan bu degeri konulabilir. Bu durumda esitlik
(3.16)’da q, yerine a, =1 6zel degeri alinirsa,

o _1 WH—IH
(=1) " x>0 (3.17)

v, (x)=J,(x)lnx+ ) —*
()= 3T

bulunur.
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2.Yol

yz(x)=yl(x)lnx+x"zibn(n)x” (3.15)

n=1

ile 6nerilen ¢ézimin dogrudan esitlik. (3.9)da vyerine koyularak b, (5)’in
bulunmasidir.

Esitlik (3.15)’in x’e gore turevlerini alalim,

V5 ()= ¥ () Inx+ 24375, (7) 2
X

n=1
’

v, (x)= yf’(x)lnx+ﬁ—%+ > n(n-1b,x""
x X

n=2

Bu esitlikleri (3.9) denkleminde yerine yazalim. Bessel denkleminin p =(0’da sonucu,

(¥ +xy, + 7y Inx+2xy + Y n(n—Db,x" +Y nb,x" +Y b,x"* =0

n=2 n=1 n=0

seklindedir.

y,(x) Bessel denkleminin bir ¢6ziimi oldugundan, x*y +xy/+x’y, =0’dir. y/(x)

denklemde yerine yazilirsa;

oo 2n—1 o0 2n
2xy1'=2x2(—1)n 1 2nx :z(_l)n 4n (ﬁj

m=1 (I’l')2 22” m=1 (I’l')2

denklem;

o 2n oo ) oo
3 (-1) in (fj + n(n—1b,x" +> nbx" +> b, ,x" =0
m=1 (l’l ') 2 n=2 n=1 n=2

seklinde bulunur.

Bu denklemde ayni dereceden bilinmeyenlerin (x"’in n=0,1,2,...) katsayilarini sifira
esitleyelim.
i. b5 =0
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n4n

(nl)’

. bzn _ (_1)n+1 1 (lj_ b2n—2

nn)*\2) @2n)?

i. (1)

2n
(%) +[2n(2n—1)+2n]b,, +b, _, =0

Kolaylik olsun diye, b, =0 alahim. Matematiksel ¢ikarim ile;

1

1 1
1+5+§+...+— 1 2n
b — _1 n+l n -
2 =D (n))’ (zj

oldugu gorilir. Boylece lineer bagimsiz ikinci ¢c6ziim

1 1 1
0 1+5+§+...+*
v, (x)=J, (x)lnx+24(—1)"+1 . n (
p (n!)

X

2

2n
j , 0<x<oo

olur. Buna sifirinct mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir [19].

yz(X)=§Yo(x)+(1n2—7)10(x), 0< x<oo

sifirinci mertebeden ikinci tir Bessel fonksiyonu, 0 < x < igin

2 X - 1+;+;+...+1 Ty
_ = il 1yl n|*
Yo(x)—% (ln2+7)J0(x)+nZ:}( 1) ) (J

olarak tanimlanir [19].

Hemen isaret edelim ki, a,=1 i¢in bulunan yl(x):Jo(x) fonksiyonu, (3.10)

denkleminin bir ¢6zimi oldugu halde, burada (3.17) denklemi ile tarif edilen yz(x)

fonksiyonu, Jo(x) ile lineer bagimsiz olmadigindan, (3.10)’un aranan ikinci ¢ozimi

degildir. Buna karsilk Jo(x) ile yz(x)'ln bir lineer kombinasyonu olan ve asagidaki

sekilde tarif edilen
¥y (x) =2 [, )+ (=102, ()]
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fonksiyonu, diferansiyel denklemin aranan ikinci ¢ézimdidir. Esitlik (3.18)'de yz(x)

yerine, (3.17) esitligindeki degeri yazilirsa,

2 x - (_l)mﬂ Hm .
¥, (%) :;{(yﬂnajjo(th_lmxz (3.19)

elde edilir [18].

Burada ¥ ya Euler sabiti denir ve degeri,
y =lim(H, —Inm)=0,57721566..."dir.

a, =1 o6zel degeri icin, esitlik (3.10)’un bir ¢éziimi olan Yo(x) fonksiyonuna, sifirinci

mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir. Boylece, (3.10) Bessel denkleminin

genel ¢6zimu;

)’(x): oy (X)"'CZYO(X)

bulunmus olur. Burada ¢, ve ¢, herhangi iki keyfi sabit sayidir.

Jo(x) ve Yo(x) fonksiyonlarinin 0 < x <20 degerleri icin grafikleri Sekil 3.1'de

verilmistir.

Sekil 3.1 J,(x) ve ¥,(x)"in grafikleri
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3.2.2 p’inci Mertebeden Bessel Diferansiyel Denklemi

Simdi, x> 0degerleri igcin p’inci mertebeden Bessel denkleminin ¢6zimuini bulmaya
calisacagiz. Burada p, sifirdan farkli ve pozitif bir sayidir. Once, (3.9) numarali Bessel

diferansiyel denklemini tekrar yazalim [18].

2
xz—zx5+x%+(x2 —pz)y=0

Biliyoruz ki, bu denklemin ¢6zimd{,

seklinde bir fonksiyondur. y ’nin birinci ve ikinci turevleri alinirsa,

=i:an(n+r)x"+’_1 ve y"=ian (n+r)(n+r-1)x"""2

n=0 n=0

bulunur. yve y’nin tirevleri denklemde yerlerine konursa,

Z (n+r+p)(n+r- p))c”+'+Z:ax”+r+2 0

=0 n=0
olur. Burada x’in ayni dereceye sahip katsayilari sifira esitlenirse,
. a,(r+p)(r-p)=0, a,#0
. a(r+p+1)(r—p+1)=0
m. a,(r+p+n)(r-p+n)+a,,=0, nz2

elde edilir [18]. Buradan r,=p, r,=p ve a, =0 bulunur. Ugiincii denklemde

r=r = p yazlirsa,

a =——22 >0 (3.20)

n(n+2p)
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elde edilir. Goriliyor ki, a, =0 oldugundan, bitiin tek indisli katsayilar sifirdir. Cift

indisli katsayilar ise, (3.20) rekiirans formiiliinden asagidaki sekilde kolayca elde edilir.

a, =— aO = — ao
Po2(2+2p)  22(1+p)

a. =— a, _ a,
o4(4+2p) 2'21(1+p)(2+p)
a, =— a, _ ay

6(6+2p) 2°31(1+p)(2+p)(3+ p)

o (-1)" a,
" [24..(2m) |[(2+2p) (4+2p)....(2m+2p) |

nihayetinde buradan,

1" a,

a,, = 22’”m![(1+ p)(2+ p)_,_,(m+ P):I

, m=1273,..

elde edilir. Béylece r, = p kokiine karsilik olan yl(x) ¢6zUmu

nx)-a3 o

=2 m|[(1+ p)(2+ p)...(m+p)]

(3.21)

Esitlik (3.21)’de p=0 ve g, =1 alinirsa, beklendigi Gzere yl(x) fonksiyonu dogrudan
Jo (x) fonksiyonunu verir. yl(x) ¢OzUim, esitlik (3.21)'de verildigi sekilde ifade edildigi
gibi, ayrica gamma fonksiyonlari kullanilarak daha basit ve alisilmis olarak asagidaki gibi

de verilebilir. Bunun igin 6nce gamma fonksiyonlari hakkinda bildiklerimizi

hatirlatmakta yarar vardir [18]. Tarif olarak,

I(p)= je"tp“dt, 0<t<oo (3.22)
dir. Burada p yerine p+1 yazilirsa,
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I(p+1)= Ie"t"dt = [e"zf"]—J‘(pt‘”‘1 )(— e’ )dt

olur. lim(e”t”)z Ove lim(e"t”)z 0, p>0

t—>o0 t—0

oldugu goz online alinirsa,
[(p+1)= pI'(p)

bagintisi elde edilir. Ayni sekilde,

(p+1)l(p+1)=T(p+2)
(p+2)p+1)0(p+1)=T(p+3)

(p+3)p+2)p+1)(p+1)=T(p+4)

(p+n)(p+n—1) ...... (p+2)(p+1)F(p+1)=F(p+n+1)

elde edilir. (3.22)'de, p =1 alinirsa,

oo

r(1)=[e"dt=1

0

bulunur. (3.23) esitligi yardimuyla,

r2)=1r1)=1.1=1
r(3)=2I@2)=2.1=2!
I(4)=31(3)=3.2.1=3!

bulunur. Buradan p pozitif bir tamsayi olmak Uzere,
I(p+1)=p!

bagintisi elde edilir [18].
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Ayrica F(%) = \/; oldugu gorulebilir.

Bu esitligi Gamma fonksiyonunun tanimindan hareketle gostermek miimkuindur. Simdi,
(3.21) esitligine geri donelim. Yukarida gorilen (3.24) ve (3.25) esitliklerini kullanarak
ayrica a, igin,

1
“ 7T (pr)

oldugu kabul edilerek, yl(x) ¢6zimini diger bir sekli ile bulmaya calisalim. Once

v (x)'i yukarida verildigi gibi tekrar yazalim.

oo (_1)”‘ X2m+p

M(x):aoz

=2 m|[(1+ p)(2+ p)...(m+p)]

Burada yukarida oldugu gibi, a,=1 6zel degeri icin yl(x) fonksiyonu genel olarak

Jp(x) ile gosterilir. O zaman,

N o
Jp( ) 2p1—~(p+1)m2_:4)22’”m![(1+p)(2+p)....(m+P):|

veya
1 s (_l)m xZWH—p
J =
(%) 27 mz_(:)Zz’”m!F(p+m+l)

_i oo (—l)m x2m+p
2 &2 ml(p+m)!

olur. Yeniden diizenlenirse,

J,(x)= i&[szw (3.26)

“=m(p+m)\ 2

elde edilir. J, (x) fonksiyonuna p’inci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu adi
verilir. Burada agik¢a ifade edelim ki, bitin p >0 degerleri igin (3.26) denklemi ile
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verilen Jp(x) fonksiyonu, (3.9) denkleminin bir ¢oézimuddr. Bu ¢o6zimle lineer

bagimsiz olan ikinci ¢6ziim, p ’nin degerlerine bagli olarak degisir.

Eger p sifirdan farkl ve ayni zamanda pozitif bir tamsayi degilse, o zaman diferansiyel
denklemin r, = p ye karsilik olan ikinci ¢6zimi, (3.26) denkleminde p yerine —p

koymak suretiyle kolayca bulunur. Bu ¢6zim J_, (x) ile gosterilir ve degeri

7, (x)= i&(fj " (3.27)

N2

olur.

Jp(x) ve J_p(x) fonksiyonlari aralarinda lineer bagimsiz olan iki ayri ¢6zim

oldugundan, p ’'nin yukarida belirtilen igin, (3.9) denkleminin genel ¢6zimi,

y=clJp(x)+c2J_p(x) (3.28)

olur. Burada ¢, ve c, iki keyfi sabit sayidir.

Eger, p herhangi bir pozitif tamsayi ise, o zaman Jp(x) fonksiyonunun J_p(x) ile
orantili oldugu kolayca goriltr. Bu durumda J, (x) ve J, (x) fonksiyonlari aralarinda
lineer bagimsiz olmadigindan J_p(x) yeni bir ¢o6zim degildir. O zaman Onceden
gordigimiiz metotlardan birini kullanarak, esitlik (3.26) ile verilen Jp(x) fonksiyonu

ile lineer bagimsiz olan ikinci ¢6zim bulunabilir. p’inci mertebeden ikinci tlr Bessel

fonksiyonu asagida verilmistir.

2o 522

1 ( R - T e
St 51 )
Boylece, p herhangi bir pozitif tamsayi oldugu zaman (3.9) denkleminin genel ¢6zim,

y(x)z AJ, (x)+ BY, (x) (3.29)
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olur. Burada A ve B herhangi iki keyfi sabit sayidir.

Bir uygulama olmak lzere J, (x), J, (x), Jz(x) ve J, (x) fonksiyonlarinin grafikleri ile

Y,(x), Y,(x), Y,(x) ve Y,(x)fonksiyonlarinin grafikleri asagida verilmistir [18].

0,5

D_

-0.5

Sekil 3.3 ¥, (x), ¥,(x), Y,(x) ve Y,(x)fonksiyonlarinin grafikleri
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sira ile, Sekil 3. 2 ve Sekil 3. 3’te birlikte verilmistir.

Yukarida verilen Jo(x) ve ¥, (x) fonksiyonlarinin grafiklerine yakindan bakacak olursak,
gorariz ki, x’in buyuk degerleri igin bu egriler sonimli kosinis ve sinls egrilerini
andirmaktadir. Diger taraftan, y”+y=0 denkleminin ¢6éziimleri cosx ve sinx

oldugundan, (3.10) denkleminin

” 1 ’ :
y +;y +(1—I;—zjy=0

seklinde vyazilmasi durumunda, x‘in blyluk degerleri igin (3.10) denkleminin,

y”+y=0 denklemine nasil yaklastigi ve bu egrilerin de, siniis ve kosiniis egrilerine

nasil yaklastigi acikca gorilmektedir [18].

3.2.3 Degisik Mertebelerden Bessel Fonksiyonlari Arasindaki Bagintilar

Bessel fonksiyonlari arasinda degisik rekiirans formilleri vardir. Bunlar kisaca asagidaki

sekilde bulunabilir.

i - xj

e p+m+1\2

fonksiyonu, x in her degeri icin yakinsak oldugundan, tiirevi alinirsa,

? 2= mT(p+m+1)\ 2

J7(x)= li( 1)"(2m+ p)( x jzm*'['—l

elde edilir.

xJ'(x):z “m+ p)f j

p+m+1k5

W (1) =pY. (1) (2m+p) sz” i " (2m+ p) (gjzm,,

=m!T(p+m+1) — p+m+1)

=pJ,(x)+x = (=™ )(gjmpﬂ

=mT(p+m+1
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Buradan,

I xJ, (x)= pJ, (x)- xS, (x)

elde edilir. Benzer sekilde,

I xJ (x)= -pJ, (x)- xS, (x)

w7 ()=2L7 (0)-7,,()

p+l
X

, 1
IV. ‘Ip :E(‘Ip—l_‘,pﬂ)

elde edilir. Bu formdiller Y, (x) icin de dogrudur.

Bu formdllerin ne kadar faydali oldugunu anlamak icin, (iii) numarali formilde

p =1lkonursa,

elde edilir. Eger J,ve J, fonksiyonlar biliniyorsa J,(x) ve ayni sekilde, n herhangi bir
pozitif tamsayi olmak tzere, J, (x) bulunabilir.
3.2.4 Bessel Denklemine indirgenebilen Denklemler

Yukarida verilen (3.9) numarali Bessel diferansiyel denklemine indirgenebilen ve
¢ozumleri Bessel fonksiyonlari cinsinden ifade edilebilen bazi diferansiyel denklemler

ve ¢oziimleri asagida 6zet olarak ele alinmistir. Ornek olarak,
X2y +(x+2bx")y +[c+dx* +b(a+ p—1Dx" +b°x*" ]y =0 (3.30)
denklemini ele alalim. Bazi sartlar altinda bu denklemin Bessel diferansiyel denklemine

indirgenmesi ve bilinen yontemler yardimiyla genel ¢6zimin bulunmasi mimkindur.

Bu sartlar (Kural-1)

(1—a)’ >4cved #0, p#0, g#0

ve denklemin genel ¢6zim{,
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Y@ =xe " [, (Ax") + ¢, (Ax") |

bulunur. Burada,

2
azl—Ta’[), b,l:\/m,m:«/(l—a) iy
q

p 2q

dir.
Eger d <0 ise J, yerine I, ve Y, yerine K, kullanmak adettir.

ikinci bir kural (Kural-2) olarak eger, (l—r)2 >4b, a#0 ve s>r—2 veya b=0

kosullari gecerli ise, asagida verilen denklem

d d 5 -—2
—| x"— |+ (ax’ +bx’ =0
dx( dxj ( )y

Bessel diferansiyel denklemine indirgenebilir ve genel ¢cozimd;
y(x) =x“ [clJn (Ax")+¢,Y, (/bcy)]

bulunur [18]. Burada,

I_Tr’ﬁ 2-r+s 24| . JA=r)> —4b

o =

elde edilir.

Eger, ¢ <0 ise J, yerine I, ve Y, yerine K, konulur. Ayrica, n tamsayl degilse,

istenildigi taktirde Y, yerine J_, ve K, yerine I_, kullanilabilir [18].
Ornek 3.1

y//+ y — 0

denkleminin genel ¢coziimini bulunuz.

Bu denklemin genel ¢6zimundin,

y(x)=c, cosx+c,sinx
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oldugunu biliyoruz. Ancak adi gegen diferansiyel denklem Kural-2’'nin 6zel bir

uygulamasidir. Sabit degerler,

ve

olduguna gore, denklemin genel ¢6zimii

y(x)z dlx/;Jl (x)+ a’zx/;J;1 (x)

bulunur. Burada d, ve d, herhangi iki keyfi sabit sayidir. Ayni denklem igin degisik

gorinim altinda bulunan her iki genel ¢6zim sliphesiz aynidir [18]. Bu bilgiler

dahilinde modal genlikler bir sonraki alt bolimde ele alinacaktir.

3.3 Modal Genliklerin Bessel Fonksiyonu Yardimiyla Belirlenmesi

Miller¥in listesinden (2) durumuna detayli bir géz atalim.

7 =ucoshv, &=usinhv, 0<u <o, —c0 <y < oo (3.31)
olarak alinsin. Once u(&,7) ve v(&,7) degiskenlerine gegis yapilmalidir. Bundan dolays,

7> =u’cosh’vve > =u’sinh’ v,

7 =& = uz(cosh2 v —sinh’ v)z u’

1

ve boylece
u=1"-E=u=41"-&*,0Su<oo (3.32)

elde edilir. Buna ilaveten,

¢ usinhvy
= = = tanhv
T ucoshv

! EK-B’de bulunan listede yer almaktadir.
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yani,

arctanh£=v, —co <Y< oo (3.33)
T

yazilabilir ve bu denklemi de

g_1,7+¢

v=arctanh= =

Ry (3.34)

seklinde daha kullanisli hale getirilebilir. ifade bu hale,

arctan hx = lln(1 ki xj,
2 1-x

x|<1

Ozelliginden yararlanilarak gelmistir.

3

I+

Burada, arctanhézlln 7 :lln ﬂ olarak hesaplanmistir. Simdi, u(&,7) ve
T 2 ¢ 2 \7r-
T

v(&,7)’ye ait kismi diferansiyeller hesaplanir. u = /7> —&? , v = arctan hé = %ln 4 +§
T T—

oldugu hatirlanirsa,

ou 9 [ T ucoshv

=z _E = = = cosh 3.35

ot d7T d [72 = &2 u cosy (3.35)

dv d (1, 7+¢& £ usinhv  sinhv

o7 81(2 nf—é:] 7= &7 u’ u (3.36)

O’u od(ou) 0 ov sinh” v

o7’ ar[arj ar Ty u (3.37)
2 . .

0 \2) :i(ij:i(_ smhvj: 51n}122v (3.38)

dt” dr\dr) Ot u u

ou 9 [ & usinhv .

YRFY o =-¢ W y sinhv ( )
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v 8(11 T+§j t _ucoshv _coshv (3.40)

%zﬁ Enf—é :Tz—(fz_ u’ u
2 2
gff =—C°S: . (3.41)
2 .
ggz :—Sn;hzzv (3.42)
elde edilir [5].

Bitin bu kismi diferansiyel sonuclari (3.8) Klein-Gordon diferansiyel denkleminde

yerine yazilsin. Asagidaki denklem elde edilir:

[cosh2 v—sinh? v]

2 . 2 2 2
0 f_{smh v _cosh v}a f+

ou’ u’ u |’
. 2 2 : 1
,| _sinh®v  cosh®v a_f_l_[smhzZv_sthZv}a_f_F (3.43)
u u ou u u ov
. : 2
5 _smhvcoshv+smhvcoshv o’ f =0
u u oudv
sadelestirmelerin ardindan
> 19 1 0°
fe ol m | f(,v) =0 3.44
(auz u du u® o’ jf( ) -

kismi turevli diferansiyel denklemi (KTDD) elde edilir. Bernoulli'nin ¢carpim metodu u
ve v degiskenlerine uygulanarak f = f(&,7)= flu(&,7)v(E,7)]= fFluv)=UWV (V)

yazilir. Bu son degiskenlerine ayrilmis carpimin (3.44) denkleminde yerine yazilmasiyla

9> 10 1 V')
RS Uu)=0 3.45
ou’ +u ou * u® V() ) (3.45)
\_?J

aZ

kismi diferansiyeli elde edilir. Yani,
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V' (v)-a'v,(v)=0 (3.46)

p

(3.46) adi diferansiyel denklem ciftine varilir. Burada « degiskenlerine ayrilma

metodunun bir sabitidir. (3.46) denkleminin U(u) fonksiyonuna ait adi diferansiyel
denklem kismindaki Bessel diferansiyel denkleminden Bessel fonksiyonu, V(v)

fonksiyonuna ait olan kismindan ise (matematiksel ve fiziksel olarak dikkate deger
olmasindan dolayi Ustel gelmesi istenen) bir Ustel fonksiyon elde edilir. Her iki

denklemde iki lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir [5].

V(v) fonksiyonu @ keyfi sabit bir parametre olmak tizere V"(v) = a*V(v) yazilarak
V(v)=a,e™ +be™

yazilabilir. Burada a,,b, € R olmak uzere keyfi reel parametrelerdir. Fakat asagida f
fonksiyonu olusturulacagi icin bu keyfi parametreler simdilik ihmal edilecektir. Yani,
V(v)=e" (3.47)
olarak ifade edilebilir.

Ardindan, U(u) fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemini verir

(az +li+1—“—2jU(u)

ou’ udu u’

0 (3.48)

Bu denklem lineer bagimsiz iki ¢oziime sahiptir,

U(u)=A,J,(u)+B)Y, (u) (3.49)

burada A, ve B, keyfi sabitlerdir. Denklemde, J ye birinci tur Bessel fonksiyonu, ¥

ye ikinci tlr Bessel fonksiyonu adi verildigi biliniyor. Oysa ikinci tir Bessel fonksiyonu
Y(x), x—0 iken Y(x)— —co olmaktadir. Yani orijin etrafinda iraksaktir. Bu
istenmeyen bir 1raksaklik durumudur. Coziimin seri aciimini bulabilmek icin

fonksiyonlarimizin yakinsak olmasi gerekmektedir. Su halde ikinci cesit Bessel
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fonksiyonu Y(x) den kurtulmak icin keyfi katsayist B, =0 secilmelidir. Nihayetinde

Ul(u) ¢oziimi A, keyfi sabit olmak Gzere
U(u)=A,J,(u) (3.50)

olarak elde edilmis olur.

Simdi bu Ustel fonksiyon ve Bessel fonksiyonunun g¢arpimi olarak ifade edilen f

fonksiyonunu yazalim.
p

f,(&7)=|C, (%}2 J, (\/rz ~¢& )+Dp [%}2 J, (\/12 - & ) (3.51)

¢6zimi elde edilir. Cozimin & =0’a gore simetrik oldugunu gérmek kolaydir. Bu
noktadan sonra artik & >0 uzayinin mimkin oldugu ve keyfi sabit’in ihmal edildigi, «
keyfi sabit bir parametre olmak (izere,

p

fp(f,f){ﬂ]z J, (W) (3.52)

T+¢&

denklemi ile ¢alisilacaktir.

Fiziksel olarak bu, TE modlariicin H_,, TM modlariicin E_ eksenel alan bilesenlerinin

modal genligidir. (2.6) ve (2.12) denklemleri hatirlanarak enlemsel alan bilesenlerinin

modal genlikleri asagidaki gibi gosterilsin:

A, (¢.7)=-9,f, ve B,({,7)=0.f, (3.53)

Bu tilrevlerdeki basit islemlerle

Ap(f’f) :_affp :(_1/2)(fp—1 _fp+1)

Bp(f’z-):affp:(_1/2)(fp—l+fp+l) (3.54)

kismi tlirev sonuclari elde edilir [5].
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BOLUM 4

WALSH FONKSIYON SiNYALLERI

4.1 Giris

Walsh fonksiyonlari, esas olarak Fourier analizinde kullanilan kosinlis ve sinis
fonksiyonlarinin sayisal bir sekilde ifade edilmesidir. Fourier serileri secilmis
frekanslardaki saf kosinlis ve sinls dalgalarinin toplami olarak olusturulan dalga
isaretidir. Fourier serileri karmasik islemler icerir ve yiksek matematik bilgisi gerektirir.

Walsh fonksiyonlarinda birkag ana temel diisiince esas alinarak galisilabilir [20].

Genellikle haberlesmede, isaret islemede, goriintl islemede, dalga uygulamalarinda,
spektrum Olglimlerinde kullanilir. Bununla birlikte Walsh fonksiyonlari, harmonik

analizinde de kullanilan bir yontemdir [21].

Walsh fonksiyonlari, sadece +1 ve —1 genlik degeri alan kare dalga isaretlerinin
diizenlenmis tiimuyle dik bir kimeden olugsmaktadir ve birgok 6zelliginin trigonometrik
serilere benzemektedir. Sinirlandirilmis bir zaman araliginda tanimlanir. Parcgali sabit
dik fonksiyondur. Sinlis ve kosinis fonksiyonlari gibi iki bagimsiz degisken, Walsh
fonksiyonlarinin tanimlanmasinda yeterlidir. Bu iki degiskenden biri ¢ (bir zaman
periyodu), digeri ise n (frekansla iliskili olarak sira numarasi)’dir. Walsh fonksiyonu

Wal(n,t) olarak gosterilir.

4.2 Walsh Fonksiyon Kiimesi

Walsh fonksiyonu T ’'nin temel zaman olarak adlandirildig [O,T] sonlu zaman

araliginda tanimlanir. Kimedeki Walsh fonksiyonlarinin zamana bagmhhig H,

Hadamard matrisi ile belirlenir, N lineer bagimsiz Walsh fonksiyonlarinin bir kiimesine
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genellenebilir. Hadamard matrisinin en disik derecesi N =2’dir ve asagidaki gibi

tanimlanir;

+1 +1
H, =
+1 -1

H,’nin her satirr mimkin olabilecek iki Walsh fonksiyonundan birini tanimlar. N

(4.1)

matris derecesinin 2 degerinin anlami T temel zaman T/2 seklinde iki esit alt araliga
ayrilmistir. Walsh fonksiyonunun uygun degerlerini belirleyen satirdaki +1 veya —1
degerleri N =2 ile zamanin boéllinmesinden sonra elde edilen alt araliklardaki zaman
ekseni boyunca atanmis olmalidir.

N =4 derecesine sahip siradaki Hadamard matrisi H, matrisinden matris esitlik

(4.1)’de her bir sayinin yer degistirmesi ile elde edilir.

+1 +1 +1 +1
[H, H, ] [+ -1 41 -1
4_{H2 —Hj_ +1 o+l +1 41
+1 -1 +1 -1

Bu durumda, T temel zaman N =4 ile bolinmustir ki bu 0<¢ <T'yi her biri T/4
olan 4 esit alt araliga boler. Bu degistirme islemi Walsh fonksiyonunun istenen
kiimesini elde etmek igin tekrar edilebilir. Walsh fonksiyonlarinin her kiimesi dijital

haberlesmenin gelismesi igin ¢alisan teorik esaslar gibi durumlarda ortogonaldir. Hy

matrisi tarafindan tretilen kiime Sekil 4.1’deki gibi gosterilebilir [22].

4.3 Sayisal Sonuglar

7, ve Ot keyfi parametreleri igin
W& n)=F (&) -F(&1),_, , 7,=1+07

formili 7,<7<7,+0, zaman araliginda z=0 tesir kesitinde bir dikdortgensel

darbeyle

47



0, T<T,
w, =41, T,<T<T,+07
0, 7>7,+6r

esitligine uygulanan uyarilmig sinyal igin agik bir ¢6zim tanimlar. Her Walsh fonksiyon

sinyali dikdortgensel darbelerin bir dizisidir ve su sekilde yazilir;

W(g“,r):]fsiw(g“,r) (4.3)
Ealli. )
| WWalil,t)
B ——  Wal(Z.t)

—1L___ 1 Wal3p
L L [ Waiwy
] ] | Wal(5.t)
|
|

1 1| Wal(6.t)
I LT 1 Wal(7.1)

Sekil 4.1 Hyile Gretilen walsh fonksiyon kiimesinin grafigi

eger normalize edilmig temel zaman 1lisez, =i/N, 8, =1/N . H, Hadamard matrisinin
satirindaki uygun degerlere gore istenen Walsh fonksiyonunu tanimlayan §; katsayilari
+1 veya —1’e esittir. Wal(5,7) Walsh fonksiyon sinyali asagidaki sayisal érnekler icin

secilmistir. (2.6) ve (2.12) esitliklerdeki modal genliklerin ve onun kismi tilreviyle

uyumu asagida verilmistir [22].

Cizelge 4.1 W({,7) ile birlikte TE ve TM zaman dénemi modlarinin { ve 7’ya gore
kismi trevleri

W, r) | ow/a¢ | —aw/ar

TE: | h,(v,zv,ct) | I"[v, | V"]

T™ : | h(kzKct) | VK, | I/K,

m

48



Farz edelim ki, dijital sinyal ¢ =0 dalga kilavuzu kesitine bir birim olarak yerlestirilsin

ve 7=0’da baglasin. Birim sadece boylamsal alan bilesenine hareket ettirebilir.

Boylece enine alanlar { =0’da sifirdir. Sinyal O& ekseni boyunca yayilirken, boylamsal

alan bilesenleri enine alanlar hareket eder.

Bitiin modal genlikler ¢ =1'deki dalga kilavuzu kesitinde elde edilen zaman

fonksiyonlari olarak Sekil 4.4’te gosterilmistir. Baslica dislk-frekansh evre kaymasi

olarak dalga kilavuzuyla elde edilen dijital sinyallerin bozulmasina sebep olur.

7=1’e sabitleyelim ve modal genlikleri { koordinatinin fonksiyonlari olarak

hesaplayalim. Sonuglar Sekil 4.7’de gosterildi. Yayilim isleminde dijital sinyal baska ¢esit
bir degisime ugrar. Buna da dalga kilavuzu yayilimina sebep olur fakat geciken distk

frekansli faz kaymasi ile ilgili olarak asagidaki grafikler verilmistir [22].

1_ - “---.'\_\_k

. 05

-1‘_ P P

Sekil 4.2 Eksenel bilesenin modal genligi &, (&,7) veya e, (&,7) 7’nun fonksiyonunun
grafigi
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Sekil 4.3 Enlemsel bilegenin modal genligi 7’nun fonksiyonu olarak dW (¢, 7)/d{ "ye
karsilik grafigi
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Sekil 4.4 Enine bilegenin modal genligi 7 'nun fonksiyonu olarak —0W (¢, 7)/d7 'ye
karsihk grafigi
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AN

Sekil 4.5 Eksenel bilesenin modal genligi &’nun fonksiyonu olarak i, ({',7) veya

e, ({,7) nun grafigi
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Sekil 4.6 Enlemsel bilegenin modal genligi £’nun  fonksiyonu olarak oW (&, 7)/9¢ 'ye
karsihk grafigi
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Sekil 4.7 Enlemsel bilesenin modal genligi £’nun fonksiyonu olarak —0W ({,7)/d7 'ye
karsilk grafigi
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BOLUM 5

GRAFIKLER

Bu boélimde Klein-Gordon denkleminden elde edilen (3.53) ve (3.54) denklemlerindeki
Ustel fonksiyon ve Bessel fonksiyonun ¢arpimi seklindeki (3.52) denklemi yardimiyla

MAPLE 14’te f fonksiyonun salinimlari ile bu salinimlarin zaman ¢ yani 7 ve eksenel
koordinat z yani & ’nin farkh degerlerindeki gérintileri sergilenmeye calisilmistir. &

ekseni boyunca olan salinimlarda 7 sabit tutulmus, 7z ekseni boyunca sergilenen

salinmlarda & sabit tutulmustur. Urete¢ fonksiyonunda yer alan Bessel fonksiyonun
derecesi p=0,1,2 tamsay degerleri igin silindirik Bessel fonksiyonuna ait grafikler

asagidaki gibidir.

Sekil 5.1 Modal genliklerin 0< £ <10 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat grafigi
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Sekil 5.2 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =0 igin grafigi

Sekil 5.3 Modal genliklerin 0 < & <10 arahiginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =1 igin grafigi
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Sekil 5.4 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =1 igin grafigi
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Sekil 5.5 Modal genliklerin 0 < & <10 arahiginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =2 igin grafigi
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Sekil 5.6 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =2 igin grafigi

Sekil 5.7 Modal genliklerin 0 <& <10 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =3 igin grafigi
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Sekil 5.8 Modal genliklerin 0 <& <20 araliginda degisimi. 7 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, p =3 igin grafigi

Sekil 5.9 Modal genliklerin 10 < 7 <20 zaman araliginda degisimi. & sabit, p =0 igin
grafigi
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Sekil 5.10 Modal genliklerin 10 <7 <30 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =0 igin
grafigi
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Sekil 5.11 Modal genliklerin 10 <7 <20 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =1 igin
grafigi
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Sekil 5.12 Modal genliklerin 10 <7 <30 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =1 igin
grafigi

Sekil 5.13 Modal genliklerin 10 <7 <40 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =1 igin
grafigi
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Sekil 5.14 Modal genliklerin 10 <7 < 20 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =2 igin
grafigi
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Sekil 5.15 Modal genliklerin 10 <7 <30 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =2 igin
grafigi
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Sekil 5.16 Modal genliklerin 10 <7 <40 zaman araliginda degisimi. £ sabit, p =2 igin
grafigi
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Sekil 5.17 Modal genliklerin 10 < 7 < 20 zaman araliginda degisimi. & sabit, p =3 igin
grafigi
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BOLUM 6

SONUCLAR VE ONERILER

Zaman-donemi mod problemi iki ana baslik altinda tartisiimistir. Birincisi; Maxwell

denklemlerinde 9, zaman turevi korunarak ve nedensellik prensibine bagh kalinarak

modal bazin belirlenmesidir. L, Hilbert uzayinda self-adjoint lineer bir operator
Maxwell denklemlerinden ayristiriimis, Neumann ve Dirichlet sinir-6zdeger problemleri
coziilerek bu dzdegerlere bagl 6zfonksiyon aileleri tretilmistir. ikincisi; Klein-Gordon
denkleminden elde edilen genliklerin bulunmasidir. Buradan Uretilen (iretec fonksiyonu
Ustel bir fonksiyon ile Bessel fonksiyonunun carpimi olarak bulunmustur. Boylece
manyetik alanlari belirleyecek potansiyel ve genliklere ulasiimistir. Bu kissmdan sonra
Matematikgiler icin 6nem arz eden fonksiyonlara bir goz atilmis ve bunlara ile ilgili
tartismalar verilmistir. Ayrica Bessel fonksiyonlarinda hesaplanan katsayilar tamsayi
degerleriyle ele alinip silindirik Bessel fonksiyonlarinin birbirleri cinsinden yazilabilirligi

gosterilmis ve bu fonksiyonun katsayi hesaplamalari gesitli ydontemlerle gosterilmistir.

Walsh fonksiyonu hakkinda bilgi verilip Hadamard matrisleri araciligiyla sayisal
uygulama vyapilarak grafikleri elde edilmistir. Nihayetinde belirlenen genlikler igin
grafikler ile sinyalin transfer edilisine 1sik tutulmaya c¢alisiimistir. Tezde yeni olarak
Uretec fonksiyonunu olusturan Ustel ve Bessel fonksiyonlarinin carpiminda tamsayi

dereceli Bessel fonksiyonlarinin degerleri igin grafikleri sunulmustur.

Yapmis oldugumuz calisma 6zel olarak ETEY yontemi geregi L, Hilbert uzayinda ele

alinmistir. Benzer galismalar baska uzaylarda da ele alinabilir. Dalga kilavuzlari boyunca

sinyal transferine genel basik yapilmis olup 6zel olarak ilgilenilmesi diger calismalara
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birakilmistir.  Calismamizda Miller'in listesinde yer alan 2 durumu Uzerinde

durulmustur. Listede yer alan diger durumlara ait calismalarla yeni ufuklara ulasilabilir.

! EK-B’de bulunan listede yer almaktadir.
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EK-A

GRAFIKLERIN MAPLE KODLARI

A-1 Sekil 5.2 icin Maple Kodlari
restart;

n:=0;

alpha:=n; #n:=0,1,2..

tau:=20.001;

xil:=0;

Xi2:=20;

y1:=-0.6;

y2:=0.6;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
F1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”r2-xi*2))));
h1:=piecewise(0>xi,0,xi>20,0,F1);
with(plots):

al:=plot(h1,xi=xil..xi2,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],legend=[F[n]],c

olor=black,axes=boxed,symbol=box,linestyle=solid);

display({al}):
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alpha:=n-1,;

xil:=0;

Xi2:=20;

yl:=-1.2;

y2:=1.2;

N:=1500; #N=numpoints
Fam1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”2-xi*2))));
h2:=piecewise(0>xi,0,xi>20,0,Fam1);

with(plots):

b1:=plot(Fam1,xi=xil..xi2,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],axes=boxed

Jegend=[F[am1]]);

display({b1}):

alpha:=n+1;

tau:=20.001;

xil:=0;

Xi2:=20;

y1:=-0.4;

y2:=0.4;
Fapl:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqgrt(tau*2-xi*2))));
h3:=piecewise(0>xi,0,xi>20,0,Fap1);

with(plots):

cl:=plot(Fap1,xi=xil..xi2,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],axes=boxed,|

egend=[F[ap1]]);

display({c1}):
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alpha:=0;

tau:=20.001;

xil:=0;

Xi2:=20;

y1l:=-1.3;

y2:=1;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
Al:=(-1/2)*(Fam1-Fap1);
gl:=piecewise(0>xi,0,xi>20,0,A1);

with(plots):

sl:=plot(g1,xi=xil..xi2,numpoints=N,thickness=th,view=[xil..xi2,y1..y2],legend=[A[alph

a]],color=red,axes=boxed,symbol=box,linestyle=dot);

display({s1}):

alpha:=0;

tau:=20.001;

xil:=0;

Xi2:=20;

yl:=-1.3;

y2:=1;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
B1:=(-1/2)*(Fam1+Fap1l);
g2:=piecewise(0>xi,0,xi>20,0,B1);
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with(plots):

s2:=plot(g2,xi=xil..xi2,numpoints=N,thickness=th,view=[xi1..xi2,y1..y2],legend=[B[alph

a]],axes=boxed,color=blue,symbol=box,linestyle=dash);
display({s2}):
with(plots):

display({al,s1,s2});

A-2 Sekil 5.17 icin Maple Kodlari
CYLINDRICAL BESSEL-Xi is FIXED

restart;

N:=1500; #N=numpoints

th:=2; #th is thickness
F1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”r2-xi*2))));
h1:=piecewise(10>tau,0,tau>40,0,F1);

with(plots):
al:=plot(h1,tau=taul..tau2,numpoints=N,thickness=th,view=[taul..tau2,y1..y2],axes=b
oxed,legend=[F[n]],color=black,symbol=box,linestyle=solid);

display({al}):

n:=2;
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xi:=10;

y1:=-0.08;

y2:=0.08;

taul:=10;

tau2:=40;

N:=1500; #N=numpoints

alpha:=n-1,;
Fam1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(tau”2-xi*2))));
h2:=piecewise(10>tau,0,tau>40,0,Fam1);

with(plots):

b1:=plot(Fam1,tau=taul..tau2,numpoints=N,thickness=th,view=[taul..tau2,yl..y2],axe

s=boxed,legend=[F[am1]]);

display({b1}):

alpha:=n+1;

xi:=10;

y1:=-0.08;

y2:=0.08;

taul:=10;

tau2:=40;
Fap1:=simplify(((((tau-xi)/(tau+xi))*(alpha/2))*Bessell(alpha,sqrt(taur2-xi*2))));
h3:=piecewise(10>tau,0,tau>40,0,Fapl);

with(plots):
cl:=plot(Fap1l,tau=taul..tau2,numpoints=N,thickness=th,view=[taul..tau2,yl..y2],axes

=boxed,legend=[F[ap1]]);
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display({c1}):

alpha:=n;

Xi:=10;

y1:=-0.08;

y2:=0.08;

taul:=10;

tau2:=40;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
Al:=(-1/2)*(Fam1-Fap1);
gl:=piecewise(10>tau,0,tau>40,0,A1);
with(plots):

sl:=plot(gl,tau=taul..tau2,numpoints=N,thickness=th,view=[taul..tau2,yl..y2],axes=b

oxed,legend=[A[alpha]],color=red,symbol=box,linestyle=solid);

display({s1}):

alpha:=n;

xi:=10;

y1:=-0.08;

y2:=0.08;

taul:=10;

tau2:=40;

N:=1500; #N=numpoints
th:=2; #th is thickness
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B1:=(-1/2)*(Fam1+Fapl);
g2:=piecewise(10>tau,0,tau>40,0,B1);
with(plots):

s2:=plot(g2,tau=taul..tau2,numpoints=N,thickness=th,view=[taul..tau2,yl..y2],axes=b

oxed,legend=[B[alpha]],color=blue,symbol=box,linestyle=solid);
display({s2}):
with(plots):

display({al,s1,s2});
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EK-B

MILLERIN LISTESI

B-1 Manyetik alanla ilgili durumlar

(3.2) denkleminde &(u,v) ve z{u,v) yerlerine yazildiginda f (u,v)=U (u)V (v) esitligi
elede edilir bu degisimin sonucunda asagidaki listeye ulasilir [15].

1.

10.

11.

—o<yu<oo, —oo<y<oco araliklar icin 7=u ve &E=v, f(u,v) stel
fonksiyonlarin garpimidir.

T=ucoshy ve &=usinhy —o<y<ow (0<u<oo  istel ve Bessel
fonksiyonlarinin carpimidir.

=W’ +v")/2 ve E=uv ile 0<u<oo —o<v<oo, f(u,v) parabolik silindirik
fonksiyonlarin carpimidir.

T=uy ve E=w?+v*)/2 ile 0Su<oo, —oo<y<oo parabolik silindirik
fonksiyonlarin ¢arpimidir.

T+&E=2u+v) ve 7-&E=(w—v)* ile —o<u,v<oo Airy fonksiyonlarinin bir
carpimidir.

7+&=cosh[(u—v)/2] ve 7—&=sinh[(u+v)/2] ile —eo<u,v<oo Mathieu
fonksiyonlarinin bir ¢garpimidir.

t+¢&=2sinh(u—v) ve 7-&=exp(u+v) ile —co<u,y<c  Bessel
fonksiyonlarinin bir ¢garpimidir.

t+&=2cosh(u—v) ve 7-&=exp(u+v) ile —o<u,v<oo  Bessel
fonksiyonlarinin bir ¢garpimidir.

T=sinhucoshv ve &=coshusinhv ile —eo <u,v <o Mathieu fonksiyonlarinin
bir carpimidir.

T=coshucoshy ve ¢&=sinhusinhy ile —o<u<o, 0<vy<o Mathieu
fonksiyonlarinin bir carpimidir.

T=cosucosv ve ¢=sinusiny ile O<u<27m, O0<u<sm Mathieu
fonksiyonlarinin bir carpimidir.
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