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ONSOZ
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olmasi amaclanmistir. Kompakt operatorlerin spektrumunun incelendigi problemler karsilastirilmis,
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Kompakt operatorler ilk kez integral operatorler seklinde Volterra tarafindan ortaya
konulurken, Banach uzaylarinda kompakt operatorlerin genel tanimini ilk kez Alman
matematik¢i David Hilbert tanimlamistir (Dundorf ve Schwartz [1]). “Spektral Teori’’
tanim1 da yine ilk olarak David Hilbert® in Hilbert uzay1 teorisi ¢aligmalarinda ortaya
cikmistir. Wilhelm Wirtinger 1987 yilinda yayinladigi bir makalesinde “ Spektral
Teori” yi “ Spektrum’’ olarak ifade etmistir ve 6grencisi olan Edward Schmidt ve
Hermann Weyl tarafindan 20. ylizyilin ilk ceyregi boyunca incelenmistir. Hilbert
uzaylar1 i¢in kavramsal temeller Edward Schmidt ve Frigyes Riesz tarafindan
gelistirilmistir ( Young [2] ). ( Dorier [3]) Kompakt operatdrler i¢in spektral teori ise ilk
olarak Frigzey Riesz tarafindan gelistirilmis ve incelenmek iizere biz matematikgilere

birakilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu incelemede kompakt operatdr tanimi yapilmis, kompaktlik kriteri verilerek hem
Banach uzaylar1i hem de Hilbert uzaylar ilizerinde tanimli operatorlerin kompaktligi
ornekler tizerinde arastirilmistir. Eslenik operatoriin dnemine dikkat ¢ekilerek kompakt
bir operatoriin esleniginin de kompakt oldugu gosterilmistir.

Operatoriin spektrumu ve kompakt operatdrlerin spektrumu arasindaki farklarin ve
benzerliklerin arastirilabilmesi i¢in operatdriin spektrumu incelenmistir. Spektrum

cesitlerinin tanimlar1 verilerek her biri 6rneklenmistir.



Hilbert uzaylarinda kompakt operatorlerin ve kendine es kompakt operatorlerin
spekrumu, teoremlerle incelenmistir. Cesitli kaynaklardan almman problemlerin

kompaktlik, kendine eslik ve spektrum arastirilmasi yapilmistir.

1.3 Hipotez

Ele alinan problemlerin ve ¢6ziimlerinin karsilagtirilmasi yapilmastir.



BOLUM 2

ON BIiLGILER

Tamm 2.1 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun.

Her x, y € A i¢in d(x,y) < b olacak sekilde bir b > 0 sayist varsa A kiimesine sinirl

kiime denir.
Tanim 2.2 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun.

Her x € A ve her y € M i¢in d(x,y) < € olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa A agik bir

kiimedir, aksi halde A kiimesine kapali kiime denir.
Tanim 2.3 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun.

A kiimesindeki her (x,) dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse A kiimesine kompakt

kiime denir.

Tamim 2.4 Suhubi [4] goreceli kompaktlig1 su sekilde tanimlamistir; (M,d) bir metrik

uzay ve A € M olsun.

A kiimesinin kapanis1 A kompakt ise A kiimesine goreceli kompakt kiime denir.

Tanim 2.5 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun.

A=M ise A kiimesi yogundur. M kiimesinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa M

kiimesi ayrilabilir denir.
Teorem 2.6 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun.
Eger A goreceli kompakt bir kiime ise A kiimesi ayrilabilirdir (Rynne ve Youngson [5]).

Tamim 2.7 F bir skalerler cismi ve X, F iizerinde bir vektor uzay1 olsun. ||.|[: X — R

fonksiyonu her x, y € X ve her @« € R i¢in



N1 [|x]| >0

N.2 ||x]| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidir.
N3 ||l x| = |al. x|

N4 [[x +yll < [Ix]l + [yl

kosullarin1 sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine

normlu uzay denir.

Tanim 2.8 X bir normlu uzay olsun. X iizerinde tanimli her Cauchy dizi yakinsak ise X

uzay1 Banach Uzay1 olarak adlandirilir.
Tamm 2.9 X ve Y vektor uzaylar1 ve F bir skalerler cismi olsun.
T: X — Y olmak tizere her x, y € X ve herhangi a , f € F i¢in

T(ax + By) = aT(x) + BT(y)
saglaniyorsa T operatorii lineer operator olarak adlandirilir.
Tamm 2.10 X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y lineer bir operator olsun. Her x € X
igin

TGO < k. Il

olacak sekilde bir k > 0 sayis1 varsa T operatorii sinirlidir denir.
Tamim 2.11 X bir normlu uzay ve D(T) € X olsun.
T: D(T) — X olmak iizere her (x,,) € D(T) i¢in lim,,_,,, x,, = X var olsun.
lim,,_,,, T (x,) = T(x) saglaniyorsa T operatorii siireklidir denir.

Teorem 2.12 X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y lineer bir operator olsun. T operatorii

sinirli ise stireklidir.
Tamm 2.13 X ve Y normlu uzaylar olsun.

ST =1y ve TS =1y olacak sekilde S € B(Y,X) operatorii varsa T € B(X,Y) operatorii

terslenebilirdir ve S operatoriine T* nin tersi denir.
Tanim 2.14 X bir normlu uzay ve «, f € R olsun.

f: X — R olmak iizere her x, y € X ve herhangi «,f € R i¢in

flax + By) = af(x) + f1(y)



saglaniyorsa f operatorii lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. Bu fonksiyonellerden

olusan uzaya ise dual uzay denir ve X' ile gosterilir.

Tanim 2.15 X bir vektor uzayi olsun. (-,- ): X X X — R fonksiyonu her x, y, z € X ve
herhangi a, f € R i¢in

(a) (x,x)=0

(b) (x,x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidir.

(c) (ax + By,z) = a(x,z) + B(y,2)

(d) (xy) = (yx)

kosullarin1 sagliyorsa, (- ,- ) fonksiyonuna X iizerinde bir i¢ carpim denir.

Tamm 2.16 X i¢ carpim uzayi iizerinde tanimli her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayi

Hilbert uzay1 olarak adlandirilir.

Lemma 2.17 H bir Hilbert uzayr ve Y € H olsun. Y lineer alt uzaymin Hilbert uzay1
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y* nin kapali olmasidir (Kreyszig [6]).

Tanim 2.18 X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve (e,), X uzayinin bir bazi olsun. Her n, m € N igin

(em €n) =0 ve |le,|l =1 ise (e,), X uzaymnin ortonormal bazidir denir.
Teorem 2.19 Rynne ve Youngson [5] tarafindan ifade edildigine gore,
a)Sonlu boyutlu normlu uzaylar ayrilabilirdir.

b)Sonsuz boyutlu bir Hilbert uzaymin ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

ortonormal bir baza sahip olmasidir.
Tamim 2.20 X bir i¢ carpim uzay1 ve A € X olsun.

At={x€X:hera € A igin (x,a) = 0 } kiimesine A kiimesinin ortogonal biitiinleyeni

denir.

Tamim 2.21 H bir Hilbert uzay1 olmak iizere Y, H* nin kapali bir alt uzay1 ve Y+, Y* nin

ortogonal biitiinleyeni olsun. Her x € H i¢in
X=y+tz
olacak sekilde biry € Y ve z € Y* varsa y‘ ye x* in ortogonal projeksiyonu denir.

Tanim 2.22 H; ve H, Hilbert uzaylar1 ve T: H; — Hj bir sinirli lineer operator olsun.

T* : H — H; operatorii her x € H; ve y € H; icin



(Tx,y) = (x, T"y)
esitligini sagliyorsa T nin eslenik operatorii olarak adlandirilir.

Teorem 2.23 T sinirli bir lineer operator ve T*, T operatoriiniin eslenigi ise

Il = [Tl
esitligi saglanir (Kreyszig [6]).

Tamm 2.24 X bir vektor uzayi, K bir skalerler cismi ve T: X — X bir lineer operator

olsun. Eger
T(x) = Ax

olacak sekilde sifir olmayan, x vektorii varsa A € K skalerine T Operatoriintin 6zdegeri

denir.

Bu bagintiy1 gergekleyen her x vektorii de T* nin A 6zdegerine kars1 gelen 6zvektori

olarak adlandirilir.

Tamm 2.25 T € B(H,H) olsun. Her x, y € H i¢in (Tx ,y) = (x,Ty) esitligi saglaniyor ise

T operatorii kendine es olarak adlandirilir.
Tanmim 2.26 T bir operator olmak iizere, dim(ImT) sayisina operatdriin ranki denir.

Teorem 2.27 H bir Hilbert uzay1 ve {e, }, H i¢inde ortonormal bir dizi olsun. Asagidaki

ifadeler birbirine denktir (Rynne ve Youngson [5]).
a) {e, :n € N} = {0} ;

b) Span{e, :n€ N } =H;

¢) Her x € Higin |[x]|? = X%_11(x, e,)|? dir.;
d)Herx € Higinx = }1_,(X, e,) e, dir.

Lemma 2.28 X bir i¢ ¢arpim uzayr ve A € X olmak iizere, B C A ise A* ¢ Bt dir

(Rynne ve Youngson [5]).

Tamm 2.29 X bir vektdr uzay1 ve S € L(X,X) olsun. A € X, S(A) c A ifadesini

sagliyorsa A, S altinda invaryanttir denir.

Lemma 2.30 K bir Hilbert uzay1 ve S € B(K,K) kendine es olsun. M, K* nin kapal1 bir
alt uzay1 ve S altinda invaryat ise, o zaman, M+ kiimesi de S altinda invarttir (Rynne ve

Youngson [5]).



Teorem 2.31 (M,d) bir metrik uzay ve A € M olsun. A kiimesinin yogun olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her € > 0 ve her x € M i¢in d(x,y) < € olacak sekilde bir y € A

noktasinin var olmasidir.

Teorem 2.32 X bir Banach uzay1 olmak tizere T € B(X,X) ve ||T|| < 1 ise, I-T

terslenebilirdir (Rynne ve Youngson [5]).

Sonu¢ 2.33 X ve Y Banach uzaylar olsun. B(X,Y)‘ deki terslenebilir operatorlerin

kiimesi a¢ik bir kiimedir.

Lemma 2.34 H bir Hilbert uzayr ve T € B(H,H) terslenebilir ise, o zaman T*
terslenebilirdir ve (T*)™1 = (T™1)* dur.



BOLUM 3

KOMPAKT LINEER OPERATORLER

Kreyszig‘ e [6] gore kompakt lineer operatorler matematiksel fizigin problemlerinde ve

integral denklemlerin teorisinde 6neme sahiptirler.

Tanim 3.1 X ve Y normlu uzaylar olsun.

Bir T: X — Y operatorii lineer ve X uzaymin simurli her M alt kiimesi igin T (M)

kompakt ise T kompakt lineer operator olarak adlandirilir.

Lemma 3.2 X ve Y normlu uzaylar olsun. O zaman;

a) Her kompakt lineer T: X — Y operatdrii sinirlidir, dolayistyla siireklidir.
b) Eger dimX = w ise, I: X — X birim operatorii kompakt degildir.

Ispat: (a) U={x € Xl Ix|=1 } birim kiiresi simirlhidir. T kompakt oldugundan T (U)

kompakttir ve dolayistyla sinirhidir. Boylece;
supxjj=1 |[ITx|| <oo dur.
Yani; T sinirlidir ve teorem 2.12 T operatdriiniin siirekli oldugunu gosterir.

(b) M={x € X | I[X||<1} birim yuvari sinirhidir. Eger dimX = o ise 0 zaman M kompakt
olamaz, bdylece (M) = M =M géreceli kompakt degildir. A
Teorem 3.3 X ve Y normlu uzaylar ve T: X—Y bir lineer operatér olsun. T

operatdriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X {lizerindeki her sinirlt (x;,)

dizisini, Y lizerinde yakinsak bir alt diziye sahip olan bir (T'x,,) dizisine gotiirmesidir.

Ispat: T kompakt ve (x,,) smirliysa, o zaman (Tx,) dizisinin Y uzayindaki kapanisi

kompakttir ve tanim 2.3 (Tx,,) dizisinin yakinsak bir alt dizi igerdigini gosterir.



Bunun aksine, her siirli (x,,) dizisinin bir ( xnj) alt dizisinin var oldugunu diistiniilsiin;
oyle ki (T xny), Y lizerinde yakinsak olsun. Herhangi bir sinirl1 B € X alt kiimesini ele
alinsin ve (y,), T(B) lizerinde herhangi bir dizi olsun. O zaman bazi x,, € B i¢in

VY, = Tx,, dir. B sinirli oldugundan (x,,) sinirhidir. Varsayimdan, (Tx,) yakinsak bir alt

diziye sahiptir. Boylece; Tanim 2.3 geregince T(B) kompakttir. Tanim 3.1, T

operatoriiniin kompakt oldugunu gosterir. A

Ornek 3.4 X bir normlu uzay, f € X' smirli ve lineer bir fonksiyonel olsun. z € X olmak

iizere T: X—X operatorii her x € X i¢in
T(x) =f(x)z
ile tanimlansin.
T operatorii kompakttir (Soykan [7]).
(xy), X lizerinde sinirlt bir dizi olsun. f sinirli bir fonksiyonel oldugundan,

(f (xy,)) dizisinin skalerlerin bir dizisi oldugunu goriiriiz. Boylece; bu dizi yakinsak bir
(f( xny)) alt dizisine sahiptir. Eger; k—o i¢in f( xn;) — c ise, o zaman, k—o0o igin
T(xny) — cz olur. O halde (T(xng)), (T(x;)) in yakinsak bir alt dizisi olur. Boylece; T
kompakttir.

Teorem 3.5 X, Y ve Z normlu uzaylar olsun.
a) SveT, XdenY ye tamimli kompakt operatorler ve o, f € C olsun. O zaman,
a S+ B T kompakttir.

b) S: X — Y smirli ve T: Y — Z kompakt bir operator olsun. O zaman, TS: X — Z

operatorii kompakttir.

Ispat : (a) (x,), X° de smirh bir dizi olsun. S kompakt oldugundan (S xn;) yakinsak
olacak sekilde (x,) dizisinin bir ( xnj) alt dizisi vardir. ( xnj) sinirh bir dizi ve T
kompakt oldugundan (T xny,) yakinsak olacak sekilde ( xnj) dizisinin bir ( xny,) alt
dizisi vardir. Buradan da ( aS( xny,-) + fT( xnky)) dizisi yakinsaktir denebilir. Boylece;

a S+ f T kompakttir.

(b) (x,), X iizerinde sinirlt bir dizi olsun. S sinirlt bir operatér oldugundan (Sx;,) dizisi
sinirhidir. T kompakt oldugundan , (TS xny) yakinsak olacak sekilde (Sx,) dizisininin

bir (S xny) alt dizisi vardir. Boylece; TS kompakt olur. A



Sonug¢ 3.6 X sonsuz boyutlu bir normlu uzay ve T: X—X kompakt bir operatdr ise, o

zaman, T operatoriiniin tersi yoktur.

Ispat: T operatdriiniin T~ tersinin oldugu varsayilsin. I = T™1T, teorem 3.5 geregince
X tizerinde kompakt olmalidir. Fakat X sonsuz boyutlu oldugundan bu durum lemma

3.2 ile gelisir. A
Teorem 3.7 X ve Y normlu uzaylar ve T: X—Y bir lineer operator olsun. O zaman,
a) T smirli ve dim T(X) < ooise, T operatorii kompakttir.
b) Eger dim X < ooise, T operatorii kompakttir.
Ispat: (a) (x,), X lizerinde sinirlt herhangi bir dizi olsun. O zaman,
WTxnll < T el

esitsizligi (Tx,) dizisinin sinirh oldugunu gosterir. dimT(X) < o oldugundan (Tx,)
goreceli kompakttir. Yani; (Tx,) yakinsak bir alt diziye sahiptir. (x,), X lzerinde

sinirlt herhangi bir dizi oldugundan, teorem 3.3 e gére T kompakttir.

(b) dim X < o olmasi, T operatdriiniin sinirliligint gerektirir ve dimT(X) < dimX dir.

(a)* dan T operatoriiniin kompakt oldugu agikca goriiliir. A
Teorem 3.8 X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) olsun.
a) T° nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sinirli A € X alt kiimesi igin,

T(A) c Y kiimesinin goreceli kompakt olmasidir.
b) T kompakt ise ImT ve ImT ayrilabilirdir.

Ispat: a) T kompakt ve A c X simurli olsun. T(A) kiimesinden keyfi bir (y,,) dizisi
almsin. O zaman, her bir n e N igin ||y, — Tx,|| < n~! olacak sekilde bir (x,,) dizisi

vardir ve A smirlt oldugundan ( x, ) dizisi smirhidir. Boylece; T operatoriiniin
kompaktligindan, (Tx,,) yakinsak bir alt dizi i¢erir. Bdylece; (y,,) dizisinin limiti T(A)
icinde bulunan bir alt dizi vardir. (y,) keyfi oldugundan T(A) kompakttir.

Her smirli A € X alt kiimesi igin T(A) € Y kiimesinin goreceli kompakt oldugunu
varsayalim. O zaman, X iizerindeki herhangi sinirlt bir (x,,) dizisi i¢in (Tx,) kompakt
bir kiimenin i¢indedir. O halde, T kompakttir.

b) Herhangi bir r > N igin, B,-(0) ¢ X yuvarinin goriintiisic R, = T(B,(0)) € Y

olsun. T kompakt oldugundan, R, kiimesi goreceli kompakttir ve ayrilabilirdir. Ayrica
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ImT sayilabilir Ujy-; R, birlesimine esit oldugundan sayilabilir olmak zorundadir. Son
olarak, ImT kiimesinin bir alt kiimesi ImT {izerinde yogunsa o zaman, ImT {izerinde de

yogundur, dolayisiyla ImT ayrilabilirdir. A

Teorem 3.9 X bir normlu uzay ve Y bir Banach uzayi olsun. T,, : X—Y kompakt lineer

operatorlerinin bir dizisi olsun. Eger ||T,, — T|| — 0 ise T operatorii kompakttir.

Ispat: Bir “’diagonal metod’’ kullarak X deki herhangi bir sinirli (x,,) dizisi i¢in
(Tx,,) dizisinin bir yakinsak alt diziye sahip oldugunu gosterilmis ve teorem 3.3 i

saglanmistir (Rynne ve Youngson [5]).

T, kompakt oldugundan, ( T;x;,,) Cauchy dizisi olacak sekilde (x,,) dizisinin (xl,m)
ile indeksli bir alt dizisi vardir. Benzer olarak, ( T,x,,,) Cauchy olacak sekilde (x;,,)
dizisinin () ile indeksli bir alt dizisi vardir. Bu yontemle devam edilirse ’diagonal
dizi”’ elde edildigi goriiliir. Her sabit pozitif n tam sayisi i¢in (T, y,,) Caucy dizisi
olacak sekilde (x,,) dizisinin ( y,,) = (xm,m) alt dizisi vardir. (x,,,) sinirh yani, her m

icin |[x;,]] < ¢ oldugundan her m igin ||y, < ¢ dir. €>0 igin T, —» T

oldugundan, |T - Tp” < ¢&/3c olacak sekilde bir n = p vardir. (prm) Cauchy dizisi

oldugundan, j, k > N olmak iizere, ||T,y; — T,yx|| <&/3 olacak sekilde bir N vardur.
Boylece; j, k> N icin
I7y; = Tyill < ITy; = Tyl Toys = Toviell I Tovie = T
ST = Toll- 1yl +1T = 71l el

Bu ise; (Ty,,) in Cauchy dizisi oldugunu gdosterir, Y tam oldugundan da (Ty,,) dizisi
yakinsaktir. ( y,,) ise keyfi sinirli bir (x,,) dizisinin alt dizisi oldugundan teorem 3.3

geregince T operatorii kompakttir. A

Sonu¢ 3.10 X bir normlu uzay, Y bir Banach uzayi olsun. ( T} ) dizisi, sinirli T

operatoriine yakinsayan sonlu rankli operatorlerin sinirl bir dizisi ise T kompakttir.

Kreyzig [6], bir operatoriin kompakt oldugunu yukaridaki teoremi ve sonucunu

kullanarak 6rneklemistir.

Ornek 3.11 T, : [, — I, olsun ve T,x = (2;1,%,...,%,0,0,...) ile tanimlansin. T}, lineer ve
siirlidir. Teorem 3.7 a) geregince kompakt oldugu goriiliir.
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T: [,—1, operatdrii j = 1,2,... igin n; = ’/] olmak tizere y = (1;) = Tx ile tammlansin.

T lineerdir. Eger x = (ﬁj) € l, ise, 0 zaman y = (1;) € [, dir.

Ustelik;

| 2

o 1 0 2 llxI1?
(T = T)xl1?= X5 | 1 — lg| < ==

—yo 1 | & | .
]=Tl+1j2 j - (Tl+1)2 ]=Tl+1 — (n+1)2

Normu 1 olan her x vektdrii tizerinden supremum alirsak,
1
IT — Toll < —y
oldugu gortiliir.
Boylece; T, — T dir ve T operatorii teorem 3.9 geregince kompakttir.
Rynne ve Youngson [5], verilen bir T operatoriine yakinsayan sonlu rankli operatorleri

nasil ingaa edilebilecegine dair bir 6rnek vermislerdir. Bir operatoriin kompakt

oldugunu gosterirken genel olarak bu yolun kullanildigini belirtmislerdir.

Ornek 3.12 T(a,) = (n"'a,) ile tammh T € B(l,, [,) operatoriiniin kompakt oldugu

gosterilsin.
Her bir k € N igin T, € B(ly), ( Tya,) = (b¥) ile tanimlansin. Burada;

(bY)— bk =kn‘1an, n<k

by=0,n=>k
Ty operatorleri sinirli ve lineerdir. Ayrica sonlu ranka sahiptirler. Herhangi bir a € [,
i¢in

ITe=Dal = D lanl?/n? < (e + D > lagl <k + D lall?

n=k+1 n=k+1
dir. Buradan, ||T, — T|| < (k + 1)~ dir. Boylece; [T}, — T|| = 0 elde edilir. Bu halde

Sonug 3.10 geregince T kompakttir.

Teorem 3.13 X bir normlu uzay, H bir Hilbert uzay:1 ve T: X — H kompakt bir operator
ise, o zaman B(X,H) uzayinda T operatoriine yakinsayan ve sonlu ranka sahip bir ( Ty)

operator dizisi vardir.

Ispat: T operatorii sonlu ranka sahip ise sonug asikardir. O ylizden aksini kabul edelim.

Lemma 2.17° den ve teorem 3.8 den ImT kiimesi sonsuz boyutludur ve ayrilabilir
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Hilbert uzayidir. Boylece; teorem 2.19 den ortonormal bir (e,,) bazina sahiptir. Her bir
k > 1 indisi i¢in, P, , ImT kiimesinden M, = span{ey, ..., e} lineer alt uzay: {izerine

taniml1 ortogonal projeksiyonu ve T, = P, T olsun.

ImT, © Mjoldugundan, Tj sonlu ranka sahiptir. k— oo iken ||T;, — T|| = 0 oldugunu

gosterilmelidir.

Bunun dogru olmadigin1 varsayalim. O zaman, eger gerekliyse ( Ty) dizisinin bir alt
dizisini aldiktan sonra, her k i¢in ||T, — T|| = € olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vadir
denebilir. Boylece her k i¢in ||(T, — T)xx|| = /2 olacak sekilde birim vektorlerin bir
dizisi olan (x;) € X vardir. T kompakt oldugundan, baz1 y € H i¢in Txj — y oldugu

varsayilabilir.
(Tx = T)xy = (P =D Txye = (P =Dy + (P =D(Txp — )
= —Yn=k+r1(V en)en + (P —D(Txy — y)
dir. Buradan, her bir ifadenin normu alinarak,
/2 < (T = Dxill < Er—pesr (v, €)DY? + 21 Txpe = |
hesaplanir. k— o iken esitsizligin sag tarafi sifira gider. Bu ise kabul ile gelisir. A

Ornek 3.14 1=[0,1] olmak iizere, K(t,7) € L,(I?) operatorii goz 6niine alinsin. Burada,
1

Kx = [ K(t, 1) x(v)dt
ile tanimlidir. K operatorii kompakt oldugu asagidaki gibi gosterilmistir (Eidelman, vd.
[8]).
{@i(t)}, L,(1?) iizerinde ortonormal bir dizi olsun. O zaman,
K(t,r) = Xij a;j @i (t)@; (1) serisi L, (I?) ¢ de yakinsaktir.
Ky = Yiz1X5=1aij9;(t)@;(7) olsun. O halde, n — oo iken ||K,, — K|| = 0 dir. Boylece,
K,= [ 01 K, (t,7) x(t)dt operatorii sonlu ranka sahiptir ve K operatoriine yakinsaktir
denir. Sonug 3.10 geregince K operatorii kompakttir.

Bu sonuglar1 kullanarak bir kompakt operatoriin eslenik operatoriiniin kompakt oldugu

gosterilmistir. Once sonlu rankli operatdrler goz 6niine alimmustir (Rynne ve Youngson
[5D.

Lemma 3.15 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) ise, o zaman, rank(T) = rank(T")
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Ispat: rank(T) < oo oldugunu farzedilsin. Herhangi x € H i¢in, x vektdriiniin ortogonal

biitiinleyeni yazilsmn; u € Ker(T*) ve v € Ker(T*)* =ImT = ImT olmak iizere,
x =u + v dir. Boylece; T*x = T*(u + v) = T*(v) dir. Sonug olarak;
ImT* = T* (ImT) dir.
Bu ise;
rank(T*) < rank(T) < o
olmasini gerektirir.
Ayn1 sonucu T* operatoriine uygulanirsa, (T*)* = T oldugunu kullanarak
rank(T) < rank(T")
elde edilir. A

Teorem 3.16 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) ise, o zaman, T operatoriiniin kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T* operatoriiniin kompakt olmasidir.

Ispat: T kompakt olsun. O zaman; teorem 3.9 geregince ||T, — T|| = 0 olacak sekilde
sonlu ranka sahip operatorlerin bir dizisi vardir. Lemma 3.15 ten herbir (7}; ) sonlu
ranka sahiptir, teorem 2.23 geregince ||T, — T"*|| = ||Ty — T|| = 0 dir. Bdylece, sonug
3.10 © e gore T* kompakttir. Yani, T kompakt ise T* kompakttir denebilir. Bu sonuca
gore ve (T*)" =T oldugundan T* kompaktsa, T kompakttir. A

Teorem 3.17 H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayi, {e,} ve {f,} H’ nin ortonormal birer

dizi olsun. {a,, }, C lizerinde taniml1 bir dizi ve bir lineer T: H — H operatorii
Tx = Yn=1an (X, €0) fn
ile tanimlansin. O zaman;

a) T ‘ nin sinirh olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {a,,} dizisinin sinirli olmasidir.

b) T operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim,,_, ,, a;, = 0 olmasidir.

Ispat: a) {a,} dizisinin sinirli olsun. O halde, her n € N i¢in |a,| < M olacak sekilde

M > 0 sayist vardir. O zaman, herhangi bir x € H i¢in
ITx11? = E=1lanl? [(x, en) 12 < M2 511 (x, en) 2 < M2 |1 x]|? dir.

Boylece; T siirhdir.
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Eger {a,} dizisi siirli degil ise, herhangi bir M > 0 i¢in |ak(M)| > M olacak sekilde

k(M) sayist vardir. O zaman,; ey bir birim vektordiir ve tanimdan,

Tewry = A freny dir. Béylece, || Teran ||= |@ran| =M

bulunur. Dolayisiyla, T sinirli olamaz.

b) lim,,_, , @, =0 olsun. Her birk = 1,2, ... i¢cin T} : H — H operatorii
Tiex = Ln=1an (X, €n) fa

ile tanimlansin.

T\, operatorleri simirli, lineer ve sonlu ranka sahiptir. Boylece; Ty operatorleri

kompakttir.

{a,} dizisi sinirli olsun ancak sifira yakinsamasin.O zaman, her r igin |an(r)| =€

olacak sekilde € > 0 sayis1 ve n(r), r = 1,2, ... dizisi vardir. Herhangir, s € N i¢in,

[Tenc) = Teagl|= lanm facr) = tntaoll” = lonm|” = loncs|” = 2¢2 dir.

Boylece, T kompakt degildir. A
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BOLUM 4

OPERATORUN SPEKTRUMU

Tamim 4.1 X bir normlu uzay ve T: D(T) — X bir lineer operator olsun.
o(T)={A€C:(T- Al terslenemez}

kiimesine T operatoriiniin spektrumu denir.

p(T)=C\ o(T) kiimesine T operatoriiniin resolvanti denir.

Ornek 4.2 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve I, H iizerinde birim operator olsun. Eger u
herhangi bir kompleks say1 ise 0 zaman o(ul) = { u } oldugu Rynne ve Youngson [5]

tarafindan gosterilmistir.
Eger her c € Cigin ¢ # 0 ise o0 zaman cl terslenebilirdir. Boylece;
o(ul) ={ A€ C: (ul-Al) terslenemez}

={ 1€ C:(u-Alterslenemez}

={u}
Tanmim 4.3 X bir normlu uzay ve T: D(T) — X bir lineer operator olsun.
0,(T)={A€C: A, T operatoriiniin 6zdegeri }
kiimesine T operatoriiniin nokta spektrumu denir.

Ornek 4.4 T € B(l,,1,) operatorii, T (xq, %y, X3, X4, ... ) = ( X1, —Xp, X3, —X4, ... ) ile

taniml1 olsun. T operatoriiniin 6zdegerleri bulunsun (Soykan [7]).
(1,0,0,0, ... ) €1, ve (0,1,0,0, ... ) €[, oldugunda ,
T(1,0,0,0, ... ) =(1,0,0,0, ... ) =1.(1,0,0,0, ...)

saglanir. Bu nedenle 1, T operatoriiniin (1,0,0,0, ... ) 6zvektorlii bir 6zdegeridir.
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T(0,1,0,0, ... ) =(0,—1,0,0, ... ) = (—=1).(0,1,0,0, ...)
oldugundan (—1), T operatoriiniin (0,1,0,0, ... ) 6zvektorlii bir 6zdegeridir.

T operadriiniin 6zdegerlerinden olusan kiime T operatoriiniin nokta spektrumu

oldugundan o, (T) = {—1,1} elde edilir.

Tanim 4.5 X bir normlu uzay ve T: D(T) — X bir lineer operator olsun.
0,(T)={A€C: (T- AI)~! operatérii X iizerinde yogun}

kiimesine T operatoriiniin siirekli spektrumu denir.

Ornek 4.6 Ornek 3.11 * de tanimlanan T operatérii igin o, (T) = {0} oldugu gosterilsin.

A =0, T * nin 6zdegeri olsun. O halde;

Tx=(2,2 5% V= A, 25, ..., 28,,..)=(0,0,.) dr

122237
Dolayisiyla, 0 = %=%2 = %3 =...= 0 olur. Ancak bu durum x ‘in sifirdan farkli bir

0zvektor olmasiyla gelisir. O halde, 0, T* nin 6zdegeri degildir.

A #0, T  nin 6zdegeri olsun. O halde;

Tx=(2,2 2 )= (5,25, ... 2%, ...) saglanmalidr.

§,= A& ise A =1 dir. Ancak%2 # 1.&, oldugundan A # 0, T ‘ nin 6zdegeri olamaz.

ImT kiimesinin [, lizerinde yogun oldugunu gostermek i¢in herhangi biry € [, ve € > 0

alinsin. y, = (¥4, ..., Vi, 0,0, ...) olsun. ||y — y, || < € olacak sekilde k > 1 vardir.

X = V1, 2y, ., kY, 0,0, ...) ile tanimlansin. O zaman, y, = Tx; dir. Yani, y, € ImT
dir. Boylece; teorem 2.31 ¢ den ImT, [, lizerinde yogundur. Dolayisiyla , o.(T) = {0}
dir.

Tanim 4.7 X bir normlu uzay ve T: D(T) — X bir lineer operator olsun.
o.(T)={A€C: (T- AI)~! operatérii X iizerinde yogun degil}

kiimesine T operatoriiniin residual spektrumu denir.

Ornek 4.8 S : I, — [, olmak iizere Sx = ( O,X—l1 , xz_z , % , ... ) ile tanimlansin.

0,(S) = {0} oldugu gosterilsin.

A =0, S‘ nin 6zdegeri olsun. O halde;
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X1 X2 X3

Sx=(0,7,5.5,.-.)= (Axy, Axy s ooy A%y, ..)=(0,0,...) dir.
Dolayisiyla, 0 = % =% = 2—3 =...= 0 olur ancak bu durum x ‘in sifirdan farkli bir

0zvektor olmasiyla celisir.

A # 0 olsun. O zaman, Ax; = 0 oldugundan, x;= 0 dir. Buradan Ax, =x; =0 dir ve
x,= 0 bulunur. Bu yolla devam edilirse x; =x, = ... =x, = ... = 0 bulunur ki, bu ise
x # 0 olmasiyla gelisir. Bdylece; S operatoriiniin 6zvektori olmadigr goriiliir. o,(S) =@
dir.

Herhangi bir y € ImS i¢in y;= 0 dir. Dolayisiyla, ||e; — y|| = 1 dir. Boylece; ImS, [,
iizerinde yogun degildir. A = 0 residii spektrumdur. Dolayisiyla; o¢,-(S) = {0} dir.

Kreyszig [6], spektrum gesitlerini tablolandirmistir.

X bir normlu uzay T: D(T) — X bir lineer operatdr olmak iizere Ry(T) = (T — AI)~?1

olsun. Burada A kompleks bir say1 ve I, D(T) lizerindeki birim operatordiir.
(R1) Ry(T) vardir.
(R2) R (T) sinarlidar.

(R3) Ry(T), X icinde yogun olan bir kiime iizerinde tanimlidir.

Saglar Saglamaz 2 aittir
(R1), (R2), (R3) p(T)

(R1) op(T)

(R1), (R3) (R2) o.(T)

(R1) (R3) or(T)

Operatoriin - Hilbert wuzaylarinda eslenik operatoriiniin - belirlenmesi  spektrumun
bulunmasinda ¢ok ©Onemlidir. Bu sebeple verilen tanimlarin Hilbert uzaylarinda da

gecerli oldugu goz Oniine alinarak spektrum incelemesi yapilmistir (Rynne ve Youngson

[5D.
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Lemma 4.9 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) olsun. A, T nin bir 6zdegeri

ise, o zaman A, o(T) ‘ nin i¢indedir.

Ispat: T(x) = Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir x € H vektdrii var oldugundan,

x € Ker(T - AI)‘ dir. O zaman, T - Al terslenemezdir. A

Eger H sonlu boyutlu bir Hilbert uzay:1 ve T € B(H,H) ise, T* nin spektrumu yalnizca T¢
nin 6zdegerlerinden olusur. Bunun sonsuz boyutluda olmasi beklenebilir ancak sonsuz

boyutlu uzaylar {izerindeki bazi operatorler, 6zdegerlere sahip olmayabilir.

Ornek 4.10 [, iizerindeki kaydirma operatorii S goz oniine alinsin (Rynne ve
Youngson [5]).S : I, — [, olmak iizere S(xq, X3, X3, %4, ... )= (0, X1, X5, X3, Xy, ... ) ile

tanimlidir.

A‘ nin S in bir 6zdegeri oldugu varsayilsin. Buna bagl olarak sifirdan fakli 6zvektor

X = (x,) olsun. O zaman,
0, x1,%2, oo s Xp 5 o) = (Axq, Axg oo, AXy, ...)  dir.
Eger, 1= 0 ise, o zaman, bu esitligin sag tarafi sifir vektoriidiir, yani,
0= x; =...=x,=...=0 dir,
Bu ise, x # 0 olmasiyla gelisir.

Eger, A # 0 ise, o zaman Ax; =0 oldugundan, x;= 0 dir. Buradan, Ax, =x; =0 dir ve

x,=0 bulunur. Bu yolla devam edilirse,
X1=X=...=x,=...=0
bulunur ki, buise, x # 0 olmasiyla celisir.

Boylece S operatoriiniin  6zdegerleri olmadigi goriilir. O zaman; S operatoriiniin

spektrumu arastirilsin.

Teorem 4.11 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve S € B(H,H) olsun.
(@) Eger | A] > ||S] ise 1 & a(S) dir.

(b) o(S) kapali bir kiimedir.

Ispat : (a) Eger | A| > ||S]| ise, 0 zaman ||A71S]|| < 1 dir ve teorem 2.32 den (I —A715) ¢
nin tersi vardir. Dolayisiyla; A1 - S “ nin tersi vardir. O zaman; A € o(S) dir.

(b) F : C — B(H,H) operatorii F(1) = Al - S ile tanimlansin. O zaman;
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IF ) = FO)I = [lul =S - @1 - S)|| = 1 — 2

oldugundan F siireklidir. Sonug 2.33 geregince o(S)= { A € C: F(A) terslenemez }
kiimesi kapalidir. A

Bu teorem ile bir S operatoriiniin, C kiimesinin merkezi orijin ve yarigapt ||S]|| olan

kapali ve sinirlt bir alt kiimesi oldugunu agiklanmistir (Rynne ve Youngson [5]).
Lemma 4.12 Eger H kompleks bir Hilbert uzayi ve S € B(H,H) ise,

a(§)={1: 1€ a(S)} dur.
Ispat: Eger 1 € o(S) ise o zaman (S - Al)‘ nin tersi vardir. Lemma 2.34¢ den (S - AI)*

=S§* — AI* nin tersi vardir denebilir. Yani; 1 € o(S*) dir. Yine benzer sekilde eger A
¢ o(S*)ise 0o zaman A & o(S) dir. Boylece; o(S*)={1:1€ a(S)} dir. A

Bu sonuglar dogrultusunda, Ornek 4.10° da tamimlanan kaydirma operatdrii S¢ in

spektrumu bulunmustur (Rynne ve Youngson [5]).

(a) Eger|A] <1veA€Cise,ozaman; A, S* 1n bir 6zdegeridir.

(b) o(S)={A1eC:|A <1}

Coziim : (a) | A| < 1 ve A € C olsun.

Sifirdan farkl bir (x,,) € I, bulunmalidir. Oyle ki S*((x,,)) = A(x,,) olsun.
S*(X1,X9 5 ooy Xy s )= (X9, ..., Xy, ...) dir.

Buise (x3, ... ,xp, ...) = (Axqy, Ax,, ... , Ax, , ...) olacak sekilde sifirdan farkli bir
(x,) € I, bulunmasi gerektigi anlamina gelir. Yani; her n € N i¢in x,,, ;= Ax,, olmaldir.
Bu esitligin bir ¢oziimii (x,,) = (A"*~1) dir. Bununla birlikte , | 4| < 1 oldugundan;
Y1l Xnl? = T [P = o412t < o

ve (x,) € [, dir. Boylece S*((x,)) = A(xy) dir. Sonug olarak 4, S* © 1n bir 6zdegeridir.
Dolayisiyla, 1 € o(S™) dir.

(b) (a)‘ dan ve { A€ C : [A] < 1} € 0(5") oldugundan lemma 4.12° ye gore
{AeC: A <1 }tco(S)dir.r {A€C:|A <1} ={A€C:|A <1} oldugundan
{AEC |1 <1} € a(S) dir. o(S) kapali oldugundan { A€ C : [A] <1} € a(S)

olur.

| A] > 1ise, 0 zaman, A ¢ o(S) dir. Boylece ; a(S)={ A€ C:| 1] <1} elde edilir.
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BOLUM 5

HIiLBERT UZAYLARINDA KOMPAKT OPERATORLERIN
SPEKTRAL TEORISI

H sonlu boyutlu bir Hilbert uzay: ve T bir kompakt operator iken o(T) spektrumu her
biri sonlu katliliga sahip bos kiimeden farkli 6zdegerlerin sonlu bir kiimesidir. Sonsuz
boyutlu uzaylar i¢indeki kompakt operatorler i¢in spektrum, sonlu boyutlu uzaylardaki
spektrum ile birgok benzerlik gosterir. Kompakt bir T operatoriiniin spektrumu
incelenirken A 6zdegerinin iki farkli durumu ele alinmistir (Rynne ve Youngson [5],

Soykan [7] ).
Oncelikle A = 0 noktas1 gz dniine alinarak o (T) incelenmistir.

Teorem 5.1: H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. Bu durumda;
0 € o(T) dir. Eger; H ayrilabilir degil ise o zaman, 0 € g, (T) dir.

Ispat: 0 € p(T) oldugunu varsayalim. O zaman T terslenebilir olurdu ancak I birim
operatdrii sonsuz boyutlu uzaylarda kompakt olmadigindan T~ operatorii de kompakt

olamaz. Dolayisiyla 0 € a(T) dir.

H ayrilabilir degil ise, teorem 3.8 geregince ImT # H dir. Bu durumda KerT # {0} dur.
— 1

Dolayisiyla, ImT =+ {0} dir. O halde, T(e) = 0 olacak sekilde e # 0 vardir ve e, T* nin

sifir 6zdegerli bir 6zvektoriidiir. Boylece 0 € g, (T) dir.A

Simdi , 4 # 0 durumunu goz 6niine alalim.

Teorem 5.2 H bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. 4 # 0 ise Ker(T— AI) sonlu
boyutludur.

Ispat: Aksini kabul edelim, yani Ker(T — AI) sonlu boyutlu olmasin. Sinirlt bir
operatdriin ¢ekirdegi kapali oldugundan Ker(T— Al) sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayidir.
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Her sonsuz boyutlu Hilbert uzayr ortonormal bir dizi igerdiginden (T — AI)71(0) ve
Ker(T— Al) i¢inde ortonormal bir (e,,) dizisi vardir. (e,,) € Ker(T— Al) oldugundan her
n € N i¢in Te, = Ae, bulunur. (e,) ortonormal ve 1 # 0 oldugundan (1e,) dizisi

yakinsak bir alt diziye sahip olamaz. Bu ise T nin kompaktlig ile ¢elisir. A
Teorem 5.3 H bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. 4 # 0 ise Im(T— Al) kapalidir.

Ispat: lim,,_,, y,, = y olmak iizere (y,,), Im(T— Al) i¢inde bir dizi olsun. O zaman, her
bir n i¢in, y,, = (T— Al) x,, olacak sekilde bir x,, vardir. Ker(T— Al) kapali oldugundan,
u, € Ker(T— A1) ve v, € Ker(T — AD?' olmak iizere x, vektdri x, = u, + v,
formunda ortogonal ayrisima sahiptir. Ker(T — AI)* kiimesinin kapali oldugu

gosterilmelidir. Bunun i¢in de (v,,) dizisinin simirliligini incelemek yeterli olacaktir.

(vy,)* in sinirli olmadigini kabul edilsin.

_Un
llvnl

O zaman; her n i¢in |[v, || # 0 ve lim,,_,o ||V, || = o oldugunu kabul edilebilir. w,,

n=1,2,...ise, o zaman; w, € Ker(T — AD* ve ||w,|| = 1 dir. (y,,) smirl oldugundan

(T— AD w, = In__, 0 elde edilir. Ayrica T nin kompakthgindan (Tw,,) dizisinin

llvnll

yakinsak oldugu kabul edilir. Boylece; A # 0 oldugundan (w,) in yakinsak oldugu
elde edilir.

lim, o w, = wise, |lw|=1ve (T— A)w = lim,_ (T — ADw,= 0 bulunur. Bu
nedenle, w,, € Ker(T — AI)?* elde edilir. Bununla birlikte; w,, € Ker(T — AI)* dir. Bu

nedenle,
lw—wyll?=W —w,,,w —w,)=1+1 = 2 dir.
Bu ise, w,— w ile ¢elisir. Sonug olarak (v,) dizisi sinirhdir.

T kompakt oldugundan (Twv,) dizisinin yakinsak oldugu kabul edilebilir. O zaman,
her n € N igin,

v, = A YTy, — (T — A v,) = 1"Y(Tv, — y,) dir.
(v,) dizisi yakinsaktir. (v,)¢ in limiti v olsun. O zaman,
y =lim,_ e ¥, =lim,_,, (T — ADv, =(T— Al)v dir.
Bu nedenle; y € Im(T— Al) dir. Bu ise, Im(T— AI)® nin kapali oldugunu gdsterir. A
T* operatorii de kompakt oldugundan teoremler T* i¢in de saglanir.

Yani, 1 # 0ise, Im(T* — AI) kiimesi de kapalidr.
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Sonu¢ 5.4 H bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. 4 # 0 ise,
Im(T— AI) = Ker(T* — AI)*
Im(T* — AI) = Ker(T — AD)* dir.A
Simdi, 6(T) ve o(T*)‘ nin sifir olmayan pargasinin yapisi incelenmeye baglanabilir.

Teorem 5.5 H bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. Herbir t > 0 reel sayis1 i¢in T nin

|A] =t ¢ yi saglayan biitiin farkli 6zdegerlerinin kiimesi sonludur.

Ispat: Tersine, baz1 t, > 0 ve her n i¢in |A,| = t, olmak tizere farkli 6zdegerlerin bir
(A, ) dizisinin var oldugunu kabul edilsin ve bu o6zdegerlere karsilik gelen birim
Ozvektorlerin bir dizisi (e,) olsun. Tiimevarimla birim vektorlerin belirli bir (y,,) dizisi

elde edilir. y; = e; olsun. Herhangi bir k > 1 tamsayisin1 géz oniine alinsin.

{eq,....ex} kiimesi lineer bagimsizdir. M, = span{ e4, ... ,e,} kiimesi k boyutludur ve

bu nedenle de kapalidir. Herhangi bir e € M, e = a4 + -+ + aye;, olarak yazilabilir.
(T=2ADe=a; (4 — A)ey + -+ apog (Ag—1 — A )ex—1
elde edilir. Bu nedenle eger e € My, ise, o zaman; (T— A l)e € M, _, dir. Benzer yolla

e € M, ise, o zaman; Te € M, bulunur.

My, , My, 1 nin kapali alt uzayidir ve Mj,,° e esit degildir. Bu nedenle, M ‘ nin M, 4
icindeki  ortogonal biitiinleyeni My,; ° in lineer bir 06zalt uzayidir.
O halde; her ¢ € My, igin  (Yi41.¢) = 0 ve ||yr4+1 —ell = 1 olacak sekilde bir y,,, €
M), 41 birim vektorii vardir. Bu yontemle devam edilirse, timevarimla bir (y,,) dizisi

elde edilir.

Yukaridaki sonuglar dogrultusunda —(T— Al) y,, + Ty,,, € M,,_; oldugundan ve (y,)

dizisinin 6zelliklerinden n > m ° yi saglayan her n, m tamsayilari icin,
ITYn = Tymll = [Anlllyn = 22 [=(T = AD) yn + Tym 1l 2 4] 2 ¢,
elde edilir. Bu, (Ty,,) dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip olamayacagini1 gdsterir. A

Sonu¢ 5.6 H bir Hilbert uzayr ve T € K(H,H) olsun. g,,(T) kiimesi en ¢ok sayilabilir

sonsuzluktadir. Eger (A,), T‘ nin farkli 6zdegerlerinin bir dizisi ise, o zaman;

lim, e A, =0 dir.

Ispat: |1, = r71, r = 1,2, ... olmak iizere 1 6zdegerlerinin sonlu kiimelerinin

birlesimini alarak ve bir 6nceki teoremi kullanarak istenen elde edilir. A
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X, Y normlu uzaylar ve C € B(X,X), D € B(X,Y), E € B(Y,X) ve F € B(Y,Y) olsun.

M(x,y) = (Cx+Dy,Ex+Fy) ile bir M : XXY — XXY operatoriinii tanimlayalim. Bu

operator
M[x] = [C D] [x] matris gosterimi ile temsil edilebilir. Burada matrislerin igindeki
y E Flly

elemanlar operatorler veya vektorler olarak diisiiniilse de matris ¢arpimini hesaplamak

icin standart matris ¢arpim kurallar1 kullanilir.
Onerme 5.7 X, Y normlu uzaylar olmak iizere,

C e B(X,X), D € B(X,Y), E € B(Y,X) ve F € B(Y,Y) olsun. (x,y)€ XXX oldugu kabul
edilsin. M(x,y) = (Cx+Dy,Ex+Fy) ile bir M: XXY — XXY operatoriinii tanimlansin. Y

iizerindeki birim operatdr Iy olsun ve XXY iizerinde

cC D C D
Ml_D Iy]’MZ_ ]

E Iy

matrisleri ile temsil edilen operatorleri goz ontine alinsin. O zaman,
(a) M e B(X,Y)

(b) C terslenebilir ise M; ve M, terslenebilirdir.

() C terslenebilir degil ise o zaman,

KerM;=KerC x {0} dir ve KerM, = {(x,y) : x € KerC ve y = —Ex }

Onerme 5.8 H bir Hilbert uzayr ve T € B(H,H) olsun. T sonlu ranka sahipse ve 1 # 0
ise, 0 zaman ya

(a) L€ p(TM)ved€p (T

ya da

(b) A € 0,(T) ve 1€ a,(T")

Ispat: M = ImT ve N = KerT* = M+ olsun. M sonlu boyuta sahip oldugundan kapalidir
ve bu nedenle; her bir x € H vektorii u € M, v € N olmak {izere bir x = u + v ortogonal

ayrigimina sahiptir. Bu ayrisimi kullanarak her bir x € H vektoriinii bir tek (u,v) € MXN
ile eslenebilir. Ayrica, (T—A)(u+v) = Tu - Au +Tv—Av dir. Tu -Au €M , TvEM ve
- Av € N dir. Buradan; (T—AI) operatorii

a-a] =[5 G
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ile matris formunda belirtilebilir. Burada (T — AI)|y € B(M,M) , T|y € B(N,M) ve
I|ly € B(N,N) operatorleri T —A1, T ve I operatorlerinin M ve N uzaylarina
kisitlanislaridir. C = (T — AI) |y olsun.

C ya terslenebilirdir ya da rank(T—AI) = rankC > 0 dir. Yani, ya A € p(T) ya da
A € 0, (T) dir.

H‘ nin M ve N iizerine olan ortogonal projeksiyonlart Py ve Py olsun. I = Py + Py ve
N =KerT" oldugunu kullanarak ,
(T* — AD(u+v) = (T* = ADu —Av = Py(T* — ADu+PyT*u — Av bulunur. O halde;

(T* — AI) operatorii

Py(T* — AD|m 0
PyT*u —A|y

-1 [i-| N
ile matris formunda temsil edilebilir.
flk olarak C* =Py, (T* — AI)|y € B(M,M) oldugu 1spatlansin.
Her u,w € M i¢in,
(Cu,v) = (T=ADu,w) = (u, (T* — ADw) = (Py, (T* — ADw)
= (u, Py(T* — A)w)
dir. Eslenik operatoriin tanimidan C* = Py (T* — AI)|y dir.
rank(C) > 0 ise rank(T—AI) = rank (T* — AI) > 0 dir. Bu nedenle;
A€ 0,(T) yada € 0,(T*) dir.A
Bu sonuglar genel bir T kompakt operatoriine genellenebilir.
Teorem 5.9 H bir Hilbert uzay1 ve T € K(H,H) olsun. 4 # 0 ise, o zaman, ya
(a) ALEpPp(T)ved € p (TY)
ya da
(b) A € 0,(T) ve 1€ a,(T)
kosullarindan biri saglanir.Ayrica rank(T—AI) = rank (T* — AI) < co dur.

Ispat: Problem ilk olarak sonlu rankli bir operatoriin durumuna indirgensin. T sinirli ve
kompakt oldugundan, ||[A~1(T — Tp)|| < % olacak sekilde H iizerinde sonlu rankli bir T
operatorii vardir. Bunedenle S =1 — A~1(T — Tg) ve S* operatdrleri terslenebilirdir.
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G = TS~ denirse, 0 zaman T—AI = (G - AI)S dir.

Buradan; T* — AI =S* (G* — AI) bulunur. S ve S* terslenebilir olduklarindan T—AI ve

T* — Al terslenebilmesi igin gerek yeter kosul G - AI ve G* — Al operatérlerinin

terslenebilmesidir sonucu elde edilir. Ayrica,
rank(T—AI) = rank (G - Al)
rank (T* — AI) =rank (G* — AI)
bulunur.A

Teorem 5.10 H bir Hilbert uzayr ve T € B(H,H) operatorii kendine es ve kompakt
olsun. T operatoriiniin sifirdan farkli 6zdegerlerinin kiimesi bostan farkli ve sonludur. T
operatoriiniin 6zdegerlerinin olusturdugu dizi sifira yakinsar. Sifirdan farkli her bir
Ozdegeri reeldir ve sonlu kathiliga sahiptir. Farkli 6zdegerlere ait Ozvektorleri

ortogonaldir.

Ispat: Teorem 5.2, teorem 5.5 ve sonu¢ 5.6 yardimiyla teoremdeki yargilar kolayca

gosterilebilir.

Farkli 6zdegerlere ait 6zvektorlerin ortogonal oldugu gdsterilsin.

A1, A, € R O6zdegerine ait 6zvektorler eq, e, olsun. O zaman, T kendine es oldugundan,
Ai(e1,e2) = (Tey, e2) = (e1, T e3) = A;(ey, €7) dir.

A4 # A, oldugundan (eq,e;) =0 dir. A

Teorem 5.11 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) operatorii kendine es ve kompakt

olsun. T* nin sifirdan farkli 6zdegerlerinin sayist r(T) olsun. {en};(:l) Ozvektorlerinin

r(T)

ne1 » I mnin sifirdan farkl

kiimesi Im(T) kiimesi i¢in bir ortonormal bazdir. { 4,}

0zdegerleri olmak iizere, T operatdriiniin

Tx = Z?lozl An(X, en) ey

temsili vardir.

Ispat: M = span{en}fl=1 olsun. Bdylece; teorem 2.27 geregince {en}{lzl, M igin bir
ortonormal baz olur. M = Im(T) oldugu gosterilecek. Yani, J = r(T) elde edilmeli.

Eger 1(T) < oo ise, 0 zaman, ImT kapalidir. Boylece; ImT = Im(T) dir
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Herhangi bir u € M i¢in @, = (u, e,) , n = 1, ....J olmak ilizere u = Z{1=1 a, e, dir.

Boylece; eger J = oo ise,

u=limg e XX apAy'T e, = lim Tk, a,2;t e,) € Im(T) dir.

Boylece; M c Im(T) dir. Ayni sonug, J < oo i¢in limitler yok farzedilerek elde

edilebilir. Buradan, teorem 3.8 ve lemma 2.28 yardimiyla KerT = Im(T)* c M+ oldugu

elde edilir.
Mt c KerT oldugu gosterilecek.

Boylece; Mt = KerT oldugu elde edilerek M = M‘t = Im(T) oldugu sonucuna

varilacak.
Eger, ] = ve u € M ise, 0 zaman,
Tu=T(lim ¥*_ @, e,)=1lim ¥X_ @, T e, =lim Xk_, 1, a, e,
k—oo k—oo k—oo

= Z?‘Lozl Anan en E M dlI'

Ayni sonug, J < o i¢in limitler yok varsayilarak elde edilebilir. Boylece; M, T nin
altinda invaryanttir. Lemma 2.30 N = M* kiimesinin T altinda invaryant olmasin
gerektirir. T* nin N ye kisitlanis1 Ty ile gosterilsin. Ty kendine es ve ve kompakttir. Ty
“in, N iizerinde sifirdan farkli bir operator oldugu diisiiniilsiin. O zaman, Ty* in sifirdan

farkl1 6zdegerleri A vardir. Bu 6zdegere ait 6zvektor é € N dir.

Tanim geregince, Té = Tyé = A& dir. Dolayisiyla, A, T  nin sifirdan farkli bir 6zdegeri
olur. Bazi n‘ ler i¢in 1 = A,, oldugu elde edilmelidir. & , 1,,° e ait 6zvektorler tarafindan
gerilen alt uzaya ait olmalidir. Ancak, bu alt uzay M* in alt uzayr oldugundan é € M
olur, ki bu ise, & € N = M* olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla, Ty sifir operatdrii olmalidir.

Yani, her v € Ni¢in Tv = Tyv =0, yada Mt =N c KerT dir. A

Sonug¢ 5.12 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) operatorii kendine es ve kompakt olsun.
r(T)

Ker(T) = {0} ise, o zaman, 6zvektorlerin kiimesi {e,}, - ,

H i¢in ortonormal bir bazdir.

H sonsuz boyutlu ve Ker(T) = {0} ise, o zaman, T nin sonsuz tane 6zdegeri vardir. A

Sonug¢ 5.13 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) operatdrii kendine es ve kompakt olsun.

H ayrilabilir olsun. O zaman H° nin, sadece T‘ nin Ozvektdrlerinden olusan bir

r(T)
n=1>

n(T)

Im(T) ‘ nin bir ortonormal baz1 ve {z,}, -/ ,

ortanormal bazi vardir. {e,} Ker(T)
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nin bir ortanormal bazi olmak iizere H* nin bir ortonormal bazi {en};(le) U{Zn}z(:Tl)
formundadir. A

Hibert uzaylarindaki bazi kompakt operatorlerin spektrumu Kreyszig [6] ve Eidelman

vd. [8]° den alinan problemler ile arastirilmistir.

Problem 5.14 K : L,[0,1] — L,[0,1] ve 0 < t,s < 1 i¢in k(t,s) = min[t,s] olmak iizere,

(KD)(©) = [, k(t,9)F()ds
ile tanimlansin.
a) K operatdriiniin kendine es ve kompakt oldugu gosterilsin.
b) K ‘ nin spektrumu bulunsun.
¢) K © nin 6zvektorlerinin ortonormal oldugu gdsterilsin.

Coziim: k(t,s) = k(s,t) ve k(t,s) siirekli bir fonksiyon oldugundan K kendine es ve
kompakttir. Bdylece; K nin spektrumu sifir ve reel 6zdegerlerden olusmaktadir.

Ay = Ky oldugu varsayilsin. Bu ise,
Ay()= fy sy(s)ds + ¢ [ y(s)ds
anlamina gelir. ifadenin diferansiyeli alinarak;
'O =ty + [ y(s)ds - ty(®) = [ y(s)ds ,

Ay"(®) = - y(1)

elde edilir. A # 0 dir. Aksi halde, y = 0 ve dolayisiyla, KerK = 0 olurdu. y'(1) = y(0) =
0 smnir degerler kosullarini saglayan 1y"'+ y = 0 diferansiyel denklemi var. Diferansiyel

denklem y carpilip 0° dan 1° e integre edilirse,
Af, y"®y®dt + [Iyl2 =0
AY'F15 = [ 1y'12dt) + llyll> =0
elde edilir. Sinir deger kosullar
- ALy 1Rde + [yl =0
bulunmasini saglar ve boylece 4 > 0 dir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii,
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y= clcos\/_t+czsm\/_t dir.

Sinir deger kosullarindan ¢; = 0 , ¢, \/_cos \/_ = (0 dir. Boylece; \/_ = 7” + mk dir.

Buradan, her k = 1,2, ... icin K‘ nin 6zdegerleri 4, = bulunur. 1, 6zdegerine

___*
m2(2k—1)2
ait 6zvektor ise @ (t) = sin——= ( D ¢ dir. Il il =1 dir.

Problem 5.15 Onceki problem

1-¢t, 0
ke ={; 2, o

INIA

iken ¢Ozlim aransin.

Coziim: k(t,s) = k(s,t) ve k(t,s) siirekli bir fonksiyon oldugundan K kendine es ve

kompakttir. Boylece; K nin spektrumu sifir ve reel 6zdegerlerden olugsmaktadir.

Ay = Ky oldugu varsayilsin. Bu ise,
Ay =1 -1 [, y(s)ds + [ (1 = )y(s)ds
Ifadenin diferansiyeli alinarak;
W' =~ [ y(s)ds + (1- Yy®)- (1- Oy® = — [ y(s)ds ,

Ay"(®) = - y(1)

elde edilir. A # 0 dir. Aksi halde, y = 0 ve dolayisiyla, KerK = 0 olurdu. y'(1) = y(0) =
0 sinir degerler kosullarini saglayan Ay''+ y = 0 diferansiyel denklemi var. Diferansiyel

denklem y carpilip 0 “ dan 1 ¢ e integre edilirse,
Af, y"®©F(@®dt + llyll? =0
AY'FIA = [J1y'I2dt) + [Iyl1Z =0
elde edilir. Sinir deger kosullar

1 !
-2 L1y 1Pt + lylli> =0
bulunmasini saglar ve boylece 4 > 0 dir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii,

y= clcos\/_t+czsm\/_t dir.
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Sinir deger kosullarindan ¢, =0 ve \/% = _2—7T + mk dir. Buradan, her k = 1,2, ... i¢in K°

. 1 ) 4
nin 6zdegerleri A, = 2 D? bulunur.
n(2k

U ¢t dir. || @ll = 1 dir.

Ay 6zdegerine ait 6zvektor ise @ (t) = cos

Problem 5.16 T: [, — [, olmak iizere Tx = (XTZ , x2_3 , x3_4 , ... ) ile tanimlansin.

T operatoriiniin kompakt ve o, (T) = {0} oldugu gosterilsin.
(Burada x = (x4, X2, X3, Xy, ... ) dir.)
Coziim : (e,;,)=(0,0,...,1,0,...) € [, (n.terimi 1) olsun.

Bir x,, = (x, e,) € l, dizisini goz Oniline alinsin. O zaman,

2
X R .
Tl 2 = || 2oy 222 | = T di

Yani, lim,_, Tx, = Tx dir. Boylece; T x, yakinsaktir. Dolayisiyla, T operatorii

kompakttir.

x=(1,0,0, ...) 6zvektorii goz Oniine alinsin. Tx = Ax esitligini saglansin.
T(1,0,0,...)=(0,0,...)=0.(1,0,0, ...)

oldugundan A = 0 bulunur. O halde; 0,(T) = {0} dir.

Problem 5.17 Ornek 4.8° de tanimlanan S operatdriiniin kompakt oldugu gdsterilsin.

Coziim: (e;,)=(0,0,...,1,0,...) €[, (n.terimi 1) olsun.

O zaman,

2 o Xn 2 2 1
IScall 2= || Sy 2o || = Isxll® i
Yani, lim,_, Sx,, = Sx dir. Boylece; S x,, yakinsaktir, dolayisiyla; S operatorii
kompakttir.
Problem 5.16 ve 5.17° de taniml1 olan T ve S operatdrleri birbirinin eslenigidir:

Her x, y € 1, i¢in (Sx,y) = (x,S5"y) olacak sekilde S*y = z =(z;, 2, Z3, ...) € 1, vektorii
bulunsun.

X1 X2 X3

(0,3, 2.5 ), 1 Y2, ¥3-) = 091 + 5075 + 275 +

=X1Z1 + X9Zy + XZ3 + -+
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ise, Z1=Y, , Z :% , Z3 :% ... dir. Yani, S*y = (yz,% ,% , -..) = Ty bulunur.

Her x, y € [, i¢cin (Tx,y) = (x,T"y) olacak sekilde Ty = z =(z4, Z,, z3, ...) € |, vektorii
bulunsun.

X2 X3

X Xy — . X3 | X4
((Ta?af,-~-),((}/1;}72;}73;---)):0351+T2}71+?3y2+?4)73+"'

ise, z,=0,2, = % , Z3 :% ... dir. Yani, T*y = (0,3% ,% , ..) = Sy bulunur.

Problem 5.18 T, : R™ — R™ olmak tizere T,x = ( O,X—l1 , % ) e ’;"__11) ile tanimli
operator dizisinin 6zdegerleri X = (x4, x5, ..., X, ) iken bulunsun.

Coziim: A, T, nin 6zdegeri ise T,, X = Ax esitligini saglayan bir x 6zvektorii vardir.

A=0, T, nin 6zdegeri olsun. O halde;

Tox= (02,2, . 22 =(Ax;, x5 , ... , A%y ) = (0,0,...,0) dr.

B X2 *n-1
1

> 1

Bu ise; , 0 = = 0 olmasm gerektirir. Bu durumda x, # 0

alabilinir. Boylece; A =0, T, ‘ nin (0, 0 ,...,1) 6zvektorlii bir 6zdegeri olur.
0p(Ty) = {0} dir.

A # 0 olsun. O zaman, Ax; =0 oldugundan, x;= 0 dir. Buradan, Ax, =x;=0dir ve
x,= 0 bulunur. Bu yolla devam edilirse, x; = x, = ... = x, = 0 bulunur ki, bu ise x # 0

olmasiyla celisir. Boylece; T,, operatoriiniin A = 0 disinda 6zvektorii olmadigr goriiliir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Hilbert uzaylan iizerinde, kompakt ve kendine es kompakt operatorlerin spektrumu
incelendi. Kreyszig [6] ve Eidelman, vd. [8] ¢ den alinan bazi problemlerde,
operatdrlerin kompaktlik, kendine eslik ve spektrum arastirilmasi yapilarak asagidaki

sonuglara varildi.

Problem 5.16 ve problem 5.17 ‘de tanimlanan operatorlerin birbirlerinin eslenikleri
olduklar1 gosterildi. Ancak; kendine es olmadiklar1 goriildii. Boylece; kompakt bir
operatoriin esleniginin de kompakt bir operatér oldugu orneklendi. A = 0° i, T
operatoriiniin 6zdegeri iken S operatoriiniin 6z degeri olmadig1 gosterilerek, o,(T) = {0}

ancak ,(S) = @ iken 6(T) = o (S) = {0} olabilecegi goriildii.

Bu sonug, kompakt operatorler tizerinde genellenebilir mi? Yani, A= 0 € o,,(T) ise

0,(T*) =@ oldugu sdylenebilir mi? Sorusunun incelemeye agik oldugu goriildii.

Problem 5.17 de tanimli S operatorii i¢in ImS = [, oldugundan rankS = dim(ImS) = o
dur. Problem 5.18 de tanimhi T,, operatorii i¢in ImT,, = R™ oldugundan rank( 7,,) = n
dir. S ve T;, operatdrleri ayn1 operatdrler olmasina ragmen tanimlandiklar1 uzaylar ve
ranklar1 farklidir. Sonsuz ranka sahip olan S operatdriiniin 6zdegeri yoktur. Sonlu ranka
sahip T,, operatoriiniin ise (0,0,....,1) 6zvektorlii A = 0 6zdegeri vardir. Dolayisiyla,

operatorler ayni olmasina ragmen 0, (S) # 0,,(Ty,) olabilecegi gortildi.

Bu sonug, kompakt operatorler iizerinde genellenebilir mi? Yani, T kompakt bir
operatdr ve rank(T) < o ise A = 0 € 0, (T) oldugu sdylenebilir mi? Sorusunun

incelemeye agik oldugu goriildii.
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