T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GALOIS HALKALARI

ELIF ALTINAY

YUKSEK LiSANS TEZIi
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
DOC. DR. GURSEL YESILOT

ISTANBUL, 2011



T.C.
YILDIZ TEKNIiK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GALOIS HALKALARI

Elif ALTINAY tarafindan hazirlanan tez ¢aligmasi 23.06.2011 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim
Dali’nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani
Dog. Dr. Giirsel YESILOT
Yildiz Teknik Universitesi

Jiiri Uyeleri
Dog. Dr. Giirsel YESILOT
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. irfan SIAP
Yildiz Teknik Universitesi

Dog. Dr. Unsal TEKIR

Marmara Universitesi




ONSOZ

Biitiin egitim hayatim boyunca yanimda olan ve desteklerini hi¢ eksik etmeyen basta
sevgili annem ve babam olmak iizere tiim aileme, dostlarima; lisans ve yiiksek lisans
egitimime katkilarimdan dolay1 saygideger hocalarima ve ayrica tez danigmanim olan
degerli hocam Dog¢. Dr. Giirsel Yesilot’a; yliksek lisans egitimimi burs vererek
destekleyen TUBITAK’a tesekkiirlerimi sunarm.

Temmuz, 2011

Elif ALTINAY



ICINDEKILER

Sayfa

SIMGE LISTESI ... oot VI

O ZET et e e e e a e e et VII

ABSTRACT ...t e et e e e e e e e e aaaaeeas IX
BOLUM 1

GIRIS oo, 1

L1 Literatlir OzZetio.. .oovnie e 1

1.2 TeZIN AMACT . .o e e e 1

1.3 HIPOteZ .o 2
BOLUM 2

ON BILGILER ... oo 3
BOLUM 3

Z , [x] POLINOM HALKASL......cooooooiiiiiiiiinriimiiiemimmssnsssssss i 8

3.1 pr Kalan Sintf HaLKasT...ooun oo eeas 8

3.2 pr [x] Polinom Halkas1 ve Idealleri............ccewruriniincieiniicineiciene 10

3.3 Hensel Yrd. Teoremi ve Temel Indirgenemez Polinomlar ....................... 14
BOLUM 4

GALOIS HALKALARI ....ootiiiieeeeeeee et e 22

4.1 Galois Halkas1 Tanimi ve OrnekIeri ..........ccoooveiveeoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 22

4.2 Galois Halkalarinin YapiSt.....cocecvviiiiiieeeeeiiiiiiieeeeeeeeeieeee e 29

4.3 p-adik GOSLETIM . .uutt ittt ettt e e e e 35

4.4 Galois Halkalarmin Birim Grubu...........cccoooeiiiiiiiiiiiiiiiiiceeceecccceeeeeeeee, 41

4.5 Galois Halkalarinin Genislemesi...............ooooiiiiiiiiiii i 47

4.6 Galois Halkalarmin Otomorfizmalart ...........ccoeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiceeeeeeeeee, 56

v



4.7  Genellestirilmis 1z ve NOII ......c.covoiiioieeeeeeeeeeeeeeeee e, 62
BOLUM 5

ZINCIR HALKALAR ..o e e e e e e e s e e e s e eseeseeae e 65
BOLUM 6

SONUC VE ONERILER. ...ttt ettt 73
KAYNAKLAR oo e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eaees e 74
OZGECMIS ettt 75



SIMGE LIiSTESI

]Fq

pr

GR (ps ,p™ )
f

¢

Gal(R//R)
Ter (@)
Nyye (a)
Rad (R)

g elemanli sonlu cisim
p’ modiiliine gore tamsayilar halkasi

sm

Karakteristigi p* ve kardinalitesi p™ olan Galois halkas1

r € R nin “-” dogal homomorfizmasi altindaki goriintiisii
/€ R[x] polinomunun “-” dogal homomorfizmasi altindaki gériintiisii

R' Galois halkasmin R Galois halkas1 iizerindeki genellestirilmis
Frobenius otomorfizmasi
R' halkasmin R iizerindeki Galois grubu

a € R elemanmin R halkasina gore genellestirilmis izi
a € R elemanmin R halkasma gore genellestirilmis normu

Jacobson Radikali

vi



OZET

GALOIS HALKALARI
Elif ALTINAY

Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismant: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Bu tezin temel konusu Galois halkalarinm yapisi ve inga edilmesidir. Ik olarak Boliim
2’de Galois halkalarmi ve sonrasinda zincir halkalarmi ¢aligmak igin gerekli 6n bilgileri

verdik. Uciincii bdlimde, Z . Kalan Smf halkas, Z [x] Polinom Halkasi ve

Idealleri, Hensel Yrd. Teoremi ve Temel Indirgenemez Polinomlar olmak iizere iic
bashigi calistik. Bu boliimdeki bilgilerin Galois halkalar teorisinde ¢ok onemli yeri
vardir. Tezimizin ana boliimi, 4. B6lim Galois Halkalaridir. Bu bdliimde sirasiyla,
Galois halkalarinin tanimi ve Ornekleri, yapisi, p-adik gosterimi, birimselleri,
genislemeleri, otomorfizmalari, iz ve norm tanimlarmi verdik. p bir asal say1 olsun.

Birimi 1 olan degismeli sonlu bir halkada, halkann sifir1 ve sifir bolenleri ( p) idealini

olusturuyorsa bu halkaya Galois halkasi denir. R nin sifir bolen olmayan elemanlar1
birimseldir. Bu yiizden, R nin tek maksimal ideali ( p) dir. R, karakteristigi p’ ve

kardinalitesi p™ olan bir Galois halkasi ve A(x) e pr [x] m. dereceden monik temel

indirgenemez bir polinom olmak iizere
R=Z  [x]/(h(x))

izomorfizmas: vardir. O halde, karakteristikleri ve kardinaliteleri ayn1 olan Galois
halkalar1 izomorftur. Bu yiizden, karakteristigi p° ve kardinalitesi p™ olan Galois

halkalarmi kisaca GR( p*, p™) ile gosteriyoruz. h(x) polinomunun mertebesi p™ —1
olan bir £ kokii vardir, ve

GR(ps’psm) :pr [5]: {ao +a1§+"'+am_1§m_] cQo>dpyna,, EZPS}

vil



yazabiliriz. r:{O,l,é,éz,...,é” ‘2} olsun. a,,a,,...,a,, €t olmak iizere her

ceGR (p"‘ , psm) elemanini

s—1

c=a,+ap+--+a_p

seklinde p-adik gosterimle tek tirli ifade edebiliiz. R=GR(p’,p™),
R'=GR ( P, psm[) ve h(x)eR [x] [. dereceden monik temel indirgenemez bir polinom

olmak iizere R'= R[x]/(h(x)) izomorfizmas: vardir.

Son boliimde zincir halkalarim inceledik. Bir halkanin biitiin idealleri kapsamaya goére
lineer sirali ise yani bir zincir olusturuyorsa bu halkaya zincir halka denir. Sonlu zincir
halkalar, maksimal ideali temel ideal olan yerel halkalardir. R, maksimal ideali M olan

sonlu bir zincir halka olsun. p’: R nin karakteristigi; p": |R/M |:‘Fp,,, ; B @ M nin

nilpotentlik indeksi, s=1 iken = ve s>1 iken 1<¢<k olmak iizere
S :(s—l)k+t; k : peM?’ olacak sekilde B ya esit veya kiiciik olan en biiyiik
tamsayr olmak iizere p, s, m, k, t tamsayillarma R nin sabitleri denir.
g(x)e GR(p*,p™)[x], k. dereceden bir Eisenstein polinomu olsun. p, s, m, k, t
sabitlerine sahip her R sonlu zincir halkasi i¢in

R=GR(p",p™)[x]/(g.p™'x")

yazabiliriz.

Anahtar Kelimeler: Galois halkalari, sifir bolen eleman, birimsel eleman, sonlu cisim,
polinom halkasi, temel indirgenemez polinom, yerel halkalar, zincir halkalar.

YILDIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

GALOIS RINGS
Elif ALTINAY

Department of Mathematics
MSec. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Gursel YESILOT

The main goal of this thesis is exploring the structure of Galois rings and the
construction of them. First of all, in Section 2, we give information that is necessary for
being able to study Galois rings and then chain rings. In Section 3, we study the residue

class ring of Z ,, the ring of polinomials of Z . [x], Hensel’s Lemma and basic

irreducible polinomials. The information in this section has a crucial part in The Theory
of Galois Rings. Fourth Section is about Galois Rings. In this section, we study the
definition of Galois rings, their structure, p-adic represantation, units, extention and
automorphisms, respectively and give some examples. Let p be a prime. In a finite

commutative ring with identity, if the set of zero and zero-divisors form ( p) then this
ring is called a Galois ring. The non-zero divisors are units in R, so ( p) is the unique
maximal ideal of R. If h(x)€Z | [x] is a monic basic irreducible then

R=Z [x] /(h(x)) .
Thus, any two Galois rings of the same characteristic and cardinality are isomorphic.
Therefore, we can use the notation GR(p’,p™) to denote any Galois ring of
characteristic p’ and cardinality p™ . Further, there exists a a root & of A(x) of order
p" —1,and

C;R(ps’psm):Zp»Y [g]z{ao +al§+.“+am—l§m_] :ao’al’.“’am_l EZPS}.
Let T:{0’1’5’52’“.’517’"—2}and g>dy5e.5dy €T . Then’ any element ceGR(ps,psm)

can be written uniquely as

s—1

c=a,+ap+--+a_p

X



Let R= GR(pS,pS’”) and R'= GR(pS,psm') be two Galois rings. If A(x)is a monic
basic irreducible polinomial of degree / in R[x] then R'= R[x]/(h(x)).

In the last section, we study chain rings. A ring is called a chain ring if all its ideals
form a chain under inclusion. Finite chain rings are precisely finite local rings whose
maximal ideal is principal. Let R be a finite chain ring with maximal ideal M . Let be

p’: the characteristic ofR; p": |R/M |:‘IFP,,, ; [ : the nilpotency index of M and

B :(s—l)k+t such that = where s=1and 1<¢<k where s >1,;k :the greatest
integer that is equal or less than S such that p € M* . Then the integers p, s, m, k, t are

called as the invarianats of R. Let g(x)e GR(p*, p™)[x] be an Eisenstein polinomial

of degree k. Then, any finite chain ring R whose invariants are p, s, m, k, t is

R=GR(p’,p™)[x]/(g.p"'x").

Key words: Galois rings, zero divisor, unity, finite field, ring of polinomials, basic
irreducible polinomial, local rings, chain rings.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE



BOLUM 1

GIRIS

1. 1 Literatiir Ozeti

Galois Halkalar1 Teorisi ilk kez 1924 yilinda W. Krull tarafindan gelistirildi. Daha sonra
R. Raghavendran (Composito Math. 21 (1969), 195-229) ve G. Janusz (Seperable
Algebras over Commutative Rings Trans. A. M. S. 122 (1966), 461-479) birbirlerinden
bagimsiz olarak Galois Halkalarinin varligii ve yapisini tekrar kesfettiler. Bernard R.

McDonald “Finite Rings with Identity” isimli kitabinda pr halkasmin Galois

genislemesini, bu halka tizerinde modiilleri ve halkanin birim grubunu ¢alismistir. Ayni
kitapta, Galois halkalar1 ilk kez sonlu halkalarin insa edilmesinde kullanilmistir. Zincir
halkalar, bir Galois halkasi {izerinde tanimli bir polinom halkasinin homomorfik
gortintiisii olarak karakterize edilmistir. Galois halkalar1 ve sonlu cisimlerin yapilar1 cok
benzerlik tasimaktadir ve teorileri paraleldir. Bu ylizden, Zhe-Xian Wan “Lectures on

Finite Fields and Galois Rings” isimli kitabinda bu yapilar1 beraber caligmustir.

1. 2 Tezin Amaci

Galois halkalar1 bir ¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Bunun en 6nemli sebebi,
Galois halkalarmin bilim ve teknolojide cebirsel kodlama teorisi, kriptoloji, cebirsel
sistem teorisi gibi genis bir uygulama alaninin olmasidir. Galois halkalarmin insa
edilmesi, elemanlarinin tek tiirlii ifade edilmesi, ideallerinin ve birim grubunun yapisal
ozellikleri, bir Galois halkasini kapsayan yeni bir Galois halkasmin insa edilmesi, zincir
halkalarin insa edilmesi ve bunlarin 6rneklendirilmesi amaciyla bu tez calismasi

yapilmistir.



1. 3 Hipotez

Cebirde Kodlama Teorisi, Sifreleme Teorisi gibi bir ¢cok kullanim alani olan Galois
halkalar1 ve zincir halkalarm yapilarinin daha somut hale getirilmesi i¢in bir ¢ok

orneklendirme yapilabilir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu boliimde, Galois halkalarin1 ve sonrasinda zincir halkalarmi ¢alismak i¢cin gerekli
olan 6n bilgileri verecegiz. Bu bilgiler, grup, halka ve sonlu cisimlerle ilgili temel bazi

tanim ve teoremleri icermektedir [1], [2], [3], [4].
Teorem 2. 1 Sonlu elemanl: birimli halkada sifir bélen olmayan her eleman birimseldir.

Ispat: R sonlu bir halka olsun. Sifir bélen olmayan 0#aeR elemanmin tersinin

varhgm gosterelim. R ={a,,a,,...,a,} diyelim ve R nin herhangi bir (sabit) eleman da
a (a=a,)olsun. Her i =0,1,...,n i¢in

f:R—>R

a;, = aa,

fonksiyonunu tanimlayalim. f nin birebir oldugunu gosterelim. f(a,)=f(a;) ise
aa, = aa; dir. Buradan, a(al. —aj) =0 olur. a sifir bolen olmadigindan a,—a, =0 ve
a;=a, dir. Bu yiizden, f birebirdir. f birebir oldugundan, f(R) de n elemanlidir ve
dolayistyla f Ortendir. f Orten oldugundan 1, = f(a,) =aa, olacak sekilde bir q,
elemani vardir. Yani, a birimseldir.

Teorem 2. 2 R, degismeli ve birimli bir halka ve /, R nin bir ideali olsun. O halde,

(i) ¢:R—>R/I

a—a=a+]1



bir halka homomorfizmasidir (¢ ye dogal homomorfizma denir). Cek¢p=1 ve

¢(R)=R/I du.

(i) ¢: R — R' bir halka homomorfizmasi olsun. 1,, € R' birimi olmak iizere ¢(1) =1,

oldugunu kabul edelim. O halde, ¢(1 ), R' niin bir alt halkasidir ve Cek¢, R nin bir

idealidir. Ayrica,
¢:R/Cekp — (1)

a=a + Cek¢ — ¢(a)
halka izomorfizmasidir.

Teorem 2. 3 R ve R', degismeli ve birimli halkalar ve ¢: R — R' 6rten halka homo-

morfizmasi olsun. O halde,

(1) 7, R nin bir ideali (veya bir alt halkasi) ise ¢(1 ) , R' halkasmin bir idealidir (veya

alt halkasidir).

(i) 7', R" halkasmmn bir ideali (veya alt halkasi) ise ¢™' ('), R nin bir idealidir (veya
bir alt halkasidir). Ayrica, ¢ (1') = Cek¢ ve ¢~ (I')/Cek¢ =" dir.

(111) 7, R nin bir ideali ve ¢(1) =1"1se

@:R/I>RYI'
a+I—¢(a)+1'

¢ bir halka homomorfizmasidir. I o Cek¢ ise ¢ (¢(1 )) =/ dir ve ¢ izomorfizmadir.

Teorem 2. 4 R degismeli ve birimli bir halka, R,, R nin bir alt halkasi, /, R nin bir

ideali ve R +1={r,+a:r,eR;,acl} olsun. O halde,

(1) R,+7, R nin homomorfik bir alt halkasidir; 7, R +/ halkasinin bir idealidir ve

R, 1, R, halkasmnm bir idealidir.
(i) Ry+1—>R,/(R,N]I)
ry+atr+(RyNI)

bir halka homomorfizmasidir ve ¢ekirdegi / dir. Sonug olarak,



(Ry+1)/I=R,/(R,NI).

Tanim 2.1 R birimli ve degismeli bir halka ve O, R nin bir ideali olsun. Q # R ve

ab € Q iken a € Q veya bir n pozitif tamsayisi i¢in " € Q oluyorsa Q ya asalimsi

ideal denir.

Tanim 2. 2 R birimli ve degismeli bir halka ve 7, R nin bir ideali olsun. / nin radika-
li V7 ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

ﬁ:{aeR:a" eI,neZ+}

Teorem 2. 5 R birimli ve degismeli bir halka ve /, R nin bir ideali olsun. O halde,
VI, R nin bir idealidir.

Teorem 2. 6 G, mertebesi n olan sonlu devirli bir grup ise G nin her alt grubunun
mertebesi n yi boler, ve n nin pozitif bir d bdleni icin G nin mertebesi d olan tek bir

alt grubu vardir.

Teorem 2. 7 F , g clemanl sonlu bir cisim olsun. F, nun IF; carpimsal grubunun
mertebesi g—1 dir. IF; mn her elemanin mertebesi sonludur ve ¢—1 in bir bélenidir. Bu
yiizden, her a € F) i¢in o' =1 dir.

Teorem 2. 8 Her sonlu cismin ¢arpimsal grubu devirlidir.

Tamm 2. 3 F bir cisim ve p(x) derecesi 1 den biiyiik F[x] halkasinda bir polinom
olsun. F [x] halkasinda p(x), derecesi sifirdan biiyiik polinomlarin ¢arpimi seklinde
yazilamiyorsa p(x) indirgenemezdir.

Teorem 2. 9 (Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilma Teoremi) F bir cisim olsun. F [x]
halkasinda derecesi 1 den biiyilk olan her f(x) polinomu, F [x] halkasinda sonlu
sayida indirgenemez polinomlarin ¢arpimi olacak sekilde yazilabilir. Ayrica, eger

f(x) = () py(x)...p, (%) = ¢,(X)q, (x)..4,(x)

olacak sekilde f(x) polinomunun iki tiirli carpanlarma ayrilis1 varsa, r=s ve

i=12,.,r i¢in ¢, € I olmak lizere siralamaya bakilmaksizin p,(x)=c,q,(x) olur.



Tanim 2. 4 o € IFq,, olsun. o elemanim kok kabul eden F, [x] halkasindaki en kiiciik

dereceli monik polinoma «a € IFq,, elemaninin IFq iizerindeki minimal polinomu denir.

Yrd. Teorem 2.10 f(x), F, [x] halkasinda n. dereceden indirgenemez bir polinom

olsun. O halde, f(x)‘(x’f‘ ~x) dir

Teorem 2. 11 F " elemanli sonlu bir cisim ve F de onun asal cismi olsun. F,,
) s p p 0

I, cisminin p” elemanh bir alt cismi ise m|n olmalidir. Tersine, m|n ise [,
P p P

cisminin p” elemanl tek bir alt cismi vardir. Ayrica, F

m
p

ve IFP,,,,, IFP,I cisminin alt

cisimleri ise IFP,,, C IE‘p,,,, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m|m' olmasidir.

Tamm 2. 5 F , g elemanli sonlu bir cisim olsun. IF; devirli grubunun treteglerine I,

cisminin ilkel elemanlar1 denir.

Tanmm 2. 6 f(x), F, [x] halkasinda n. dereceden monik bir polinom olsun. Eger F,

cisminin herhangi bir ilkel elemant f(x) polinomunun bir kokii oluyorsa, f(x)
polinomuna F, [x] halkasinda n. dereceden ilkel polinom denir.
Teorem 2. 12 «, IFq,, cisminin herhangi bir eleman1 olsun. a elemaninin IFq lizerinde

minimal polinomu vardir ve tektir; ayrica F, [x] halkasinda indirgenemezdir.

Teorem 2. 13 Her n pozitif tam sayisi i¢in her zaman F, [x] halkasinda n. dereceden
ilkel polinomlar vardwr. F,[x] halkasmda n. dereceden ilkel bir polinomun 7 tane
kokiiniin hepsi IFq,, cisminin ilkel elemanidir. T, [x] halkasinda n. dereceden ilkel
polinomlar ayn1 zamanda indirgenemezdirler.

Tanmim 2. 7

ca>al

IFq,, cisminin bir otomorfizmasidir. a(a) = o olmast i¢in gerek ve yeter kosul a € I,
olmasidir. IFq cisminin her elemanmi sabit birakan IFq,, cisminin otomorfizmasina,

IFq,, cisminin IFq tizerinde bir otomorfizmasi denir. o, IFq,, cisminin IFq lizerinde bir



otomorfizmasidir ve o ya, IFq,, cisminin IFq uzerindeki Frobenius otomorfizmasi
denir.
Yrd. Teorem 2. 14 IFq sonlu cisminin bir N :{xz +x:x¢€ Iﬁ‘q} alt kiimesini tanimla-

yalm. N, F, cisminin indeksi 2 olan toplamsal bir alt grubudur ve N =N dir.

Teorem 2. 15 F bir cisim ve f(x)e F olsun. (f(x)) idealinin F[x] halkasinda asal

olmasi igin gerek ve yeter kosul f(x) polinomunun asal eleman veya f(x)=0 olma-

sidir.



BOLUM 3

Z . [x] POLINOM HALKASI

Bu boliim, Galois Halkalar1 Bolimii i¢in 6n hazirlik niteligindedir. Bu bélimde, pr

kalan smif halkasi, pr [x] polinom halkasi, Hensel Yrd. Teoremi ve temel indirge-

nemez polinomlar gibi Galois halkalar teorisinde ¢ok dnemli olan konular1 ¢alisacagiz.

[1] den yararlanarak bu konular1 ele aldik.

3.1 pr Kalan Simif Halkasi

Tanmm 3. 1 R birimli ve degismeli bir halka ve m, R nin sabit bir eleman1 olsun.

Herhangi a,b € R elemanlar1 igin,
a=b (mod m) < m|(a—b)

dir. Yukarida tanimlanan baginti R halkasinda bir denklik bagmtisidir. Bu denklik
bagintisinin R de belirttigi denklik siniflarina, m modiiliine gore kalan siniflar1 denir.
a € R elemanini kapsayan m modiiliine gore kalan smifini a ile, Rdeki m modiiliine

gore kalan smiflarmin kiimesini R/ (m) ile gosterecegiz.

a € R olsun. Bu durumda, ZeR/(m) dir. Her e R i¢in bea olmasi icin gerek ve
yeter kosulun b=a (mod m) oldugu aciktir. Diger bir ifadeyle, bir re€ R i¢in

b=a+rm dir. Bu yiizden, Z:{a+rm:reR} dir, ve Z,a_'eR/(m) olmak ftizere

a=a" olmasi igin gerek ve yeter kosul a=a' (mod m ) olmasidir.



R birimli ve degismeli bir halka ve m € R olsun. m elemaninin tiim katlarinin kiimesi,

R nin toplamsal grubunun bir alt grubunu olusturur ve bu alt grup (m) ile gosterilir.
Yani, (m)={rm:reR} dir. Bu durumda, a=a +(m) olur. m, R nin sabit bir eleman

ve Z,EeR/(m) olsun. O halde, asagida sirasiyla tanimlanan toplama ve c¢arpma

islemleriyle, R/(m) halkadur:

a+b=a+b,
ab=ab.
Tanimm 3. 2 R birimli ve degismeli bir halka ve m, R nin sabit bir eleman1 olsun.

R/ (m) halkasina, m modiiliine gére R nin kalan smif halkas1 denir.

p bir asal, s pozitif bir tamsay1 ve pr , p’ modiiliine gore tamsayilar halkasi olsun.

pr = {031327'“’ pé_l}
kabul edebiliriz. p ile aralarinda asal olan her a € pr elemana, pr halkasinda birim-
seldir.

Teorem 3.1 p bir asal say1 ve s >1 bir tam say1 olsun. s >1 ise pr sifir bolenli bir

halkadir ve her s>1 icin Z | / (p), Z, cismine izomorftur.

Ispat: s>1 oldugunu kabul edelim. p#0 ve p*" #0 iken pp*" = p* =0 oldugundan
pr sifir bolenli bir halkadir.

s >1 olsun. Herhangi bir a eZpS elemanmm1 p ile bolerek, 0<r < p olmak {iizere

a=qp+r elde ederiz. Bu yiizden, Z | / (p) halkasinda a=r olur. Yani, 0<r<p

olmak tlizere r elemanint p modiiliine gore bir kalan smifinin temsilcisi secebilirz. O

halde,

pr /(p) = {6,1,1...’ps—1}

olur. reZ . /(p) ve r# 0, diger bir ifadeyle 0<r < p olsun. Buradan, ebob(r, p)=1

dir ve cr+dp =1 olacak sekilde c,d tamsayilar1 vardir. Bu denklemi pr halkasida



bir denklem olarak diisiinebiliriz. Bdylece, cr =1 elde ederiz. r elemanimin, pr / (p)

halkasinda tersi vardir. Bu yiizden, Z | / (p), p elemanh bir cisimdir ve Z, ye izo-

morftur.
Teorem 3. 2 Z  halkasinmn biitiin idealleri (1).( p),( pz),---,( ps']),(O) temel idealle-

rinden ibarettir. pr halkasinin tek maksimal ideali (p) idealidir, ve pr / (p)=F ., dir.

Ispat: 7, pr halkasmin bir ideali olsun. 7 # (0) oldugunu kabul edelim. m, I idealin-

de bulunan en kiiciik tamsay1 olsun. Ik olarak, / = (m) oldugunu gosterelim. a € I ve
a ¢(m) olsun. Buradan, a=mk +r olacak sekilde k e Z . ve 0<r<m olmak iizere

re pr elemanlar1 vardir. » =a—mk € I olur ve bu da m nin, / idealindeki en kiigiik

tamsay1 olmasiyla ¢elisir. O halde, / :(m) dir. Simdi m nin, p asalinn bir kuvveti
oldugunu gosterelim. a€Z, a>0, ebob(a,p)=1 ve 0<i<s—1 olmak iizere m = ap'
olsun. ebob(a, p) =1 oldugundan ca+dp’ =1 olacak sekilde ¢, d tamsayilarini

bulabiliriz. O halde, Z , halkasinda ca=1 dir. Bu yiizden, p ' =cap' =cmel olur.

m=ap', I idealindeki en kiiciik tamsay1 oldugundan =1 olmak zorundadir. Bu

yiizden, I =(m)=(p') dir. Boylelikle, ilk iddiamiz1 ispatlamis olduk.

(1) 5 (p) 5 (pz) S ...(ps—l ) > (0) oldugundan pr halkasinin tek maksimal ideali (p)

dir. Z | / (p)=F, oldugunu bir 6nceki teoremde ispatlamstik.

3.2 pr [x] Polinom Halkasi ve idealleri

Bu béliimde pr [x] polinom halkasmi ve ideallerini ¢alisacagiz. 0<c, < p—1 olmak

uzere pr halkasmin elemanlarini,

s—1

< +C]p+"'+Cs_1p

seklinde ifade edebiliriz. Simdi pr halkasindan IFP cismine bir donilislim tanimlayalim:
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Z ,—>TF

P P
s—1
CO+C]p+...+CS_1p |—>C0

Bu doniistim, ¢ekirdegi ( p) olan bir halka homomorfizmasidir ve bu homomorfizmay1

13

— ile gdsterecegiz. Ornegin, ¢, +c,p+..+c_p’~" =c¢, dr. —: pr — F, homomor-
fizmasmi pr [x] —>F, [x] olacak sekilde polinom halkalarina genisletebiliriz:

ay,a,,...4, € pr olmak tlizere
Z ,[x]>F, ]

a,+ax+..+ax"—=a,+ax+..+ax"

13 2

Bu genisletilmis homomorfizmay1 da ile gosterecegiz. Ornegin, f (NeZ, [x]

(13

polinomunun “—"" altindaki goriintiisii 7(x) dir. Bu homomorfizmanin c¢ekirdegi de

(p) idealidir, ama
(p)=2,[x]p={f@p| /e, [+])

dir. Yani, pr[x] halkasinda p ile Gretilen idealdir. Genel olarak, bir f(x)€Z , [x]

polinomu igin, pr[x] halkasinda f(x) ile iiretilen temel ideal

(/0)=2,[x] f() = {20 f(0)]e e Z [+]}
seklindedir.

Teorem 3. 3 ( p) = Zps [x] p ideali, Zps [x] halkasinin asal idealidir; pr [x] halkasimnin

her asal ideali ( p) idealini kapsar; ve pr[x] halkasmin ( p) idealini has olarak

kapsayan asal idealleri maksimaldir.
Ispat: pr[x]/(p)zlﬁ‘p [x] ve F,[x] tamlik bolgesi oldugundan (p), pr[x] halka-

sinin asal idealidir.
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P, Z, [x] halkasinin bir asal ideali olsun. pp*™' = p* =0€ P oldugundan p e P veya
pTePdir. pePise(p)cP olur. Eger p*' e P ve s>2ise pp’” =p e P dir
Buradan, peP veya p'’eP dir. Bu sekilde ilerleyerek, pe P ve dolayisiyla
(p)< P elde ederiz.

P, pr[x] halkasmin ( p) idealini has olarak kapsayan bir asal ideali olsun. P nin
“— altindaki goriintiisii P olsun. P nin, F, [x] halkasinin asal ideali oldugunu iddia
ediyoruz. (p)=Cek— ve P>(p) oldugundan, Teorem 2. 2 (iii) den, P nin ters
gortintiisi P idealidir. Bu ylizden, P#F , dir. fi(x)g,(x) e P olacak sekilde
fo(x),g,(x)€F [x] olsun. O halde, f(x)=f,(x),g(x)=g,(x) olacak sekilde
f(x),g(x) eZpS [x] polinomlar1 vardr. Buradan, meﬁ olur. P nin ters g0-
rintiisic P oldugundan f(x)g(x)e P dir. P asal ideal oldugundan f(x)e P veya
g(x)eP dir. f(x)eP ise f,(x)eP dir, ve g(x)eP ise g,(x)e P dir. Buradan, P
F,[x] halkasmm asal idealidir. P, (p) idealini has olarak kapsadigindan P #(0) olur.

P nin, F, [x] halkasmmn maksimal idealidir. Dolayisiyla F, [x] / P bir cisimdir. Teorem

2. 3 (iii) den,
z,[x)/P=(2,[x)/(p))/(P/(p))=E, [x]/P
dir. Bu yiizden, P ideali pr[x] halkasmn bir maksimal idealidir.

Teorem3.4 0, Z [x] halkasmmn bir ideali olsun.

(1) Q asalimsiideal ise \/é asal idealdir.

(i) VO =(p)
(111) \/é asal ideal ve ( p) idealini has olarak kapsiyorsa Q asalimsi idealdir.

Ispat: (i) O asalimsi ideal olsun. a,b eZpS [x] olmak tizere ab e/Q olsun. Buradan,

bir m pozitif tam sayis1 i¢in (ab)” € O olur. O asalimsi oldugundan, ¢" € QO veya bir

12



n pozitif tam sayisi igin (b"’ )n €Q dur. a" €Q ise a e\/é dur. Eger 6™ € Q ise

be \/é dur. Sonug olarak, ab e \/é iken a e \/é veya b™ € O oldugundan \/é asal
idealdir.

(ii) p° =0€ O oldugundan p e \/a ve dolayisiyla (p) < \/é dur.

(111) \/é idealinin asal ideal oldugunu ve ( p) idealini has olarak kapsadigini1 kabul
edelim. Teorem 3. 3 ten \/é maksimal idealdir. \/é # pr[x] oldugundan Q # pr[x]
olur. a,beZ [x] olmak iizere abeQ olsun. Her m pozitif tamsayisi i¢in 5" & Q
oldugunu kabul edelim. O halde, b¢ /O dur. \JO maksimal oldugundan, (5,0
ideali pr[x] halkasma esittir. €2 | [x] ve re O olmak iizere leZpS[x] birim

elemanin1 1=tbh+r seklinde yazabiliriz. r e\/é oldugundan bir n pozitif tamsayisi

igin 7" € O dur. Buyiizden, yeZ | [x] olmak iizere

=1 :(tb+r)n =yb+r"
dir. Yukaridaki esitligi a ile c¢arparsak, a=yab+ar" € Q elde ederiz. Bu da Q
idealinin asalims1 oldugunu gosterir.

Tamm 3. 3 R bir halka ve f(x)#0 olmak iizere f(x)e R[x] olsun. (f(x)) temel

ideali R[x] polinom halkasmin asalimsi ideali ise f(x) polinomuna asalimsi polinom

denir.

Yrd. Teorem 3. 5 pr[x] halkasmnda f bir polinom olsun. g, F, [x] halkasinda
indirgenemez bir polinom ve m pozitif bir tamsayr olmak {izere 7: g"” oldugunu
kabul edelim. O halde, pr[x] halkasinda f asalimsi bir polinomdur.

Ispat: ( f ) idealinin asalims1 oldugunu gosterirsek f nin asalimsi bir polinom oldu-
gunu gdstermis oluruz. Teorem 3. 4 (ii) den ./(f)2(p) dir. fe(f)cJ(f) ve
f#0 oldugundan /(f), (p) idealini has olarak kapsar. Teorem 3. 4 (iii) den, ()

idealinin asalims1 olmasi i¢in 1/( f ) idealinin asal oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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1¢(f) oldugundan 1¢,/(f) dir ve buradan, /(f)# zZ, [x] olur. a,be zZ, [x] ve

abe/(f) olsun. O halde, (ab)" €(f) olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi vardur.

Buradan, (El;)n € (7) = ( g"’) olur. F,[x] halkas: igin Tek Tirlii Carpanlarma Ayrilma

—_—|—m

Teoremi’nden, g‘a ve g‘l; olur. Eger g‘a ise fla dir. a” =cf + pd olacak sekilde

cdel [x] polinomlar: vardir. O halde, a™ =c” 7 e(f) ve béylece, ae /(f)
elde ederiz. Eger g‘l; ise be ( f ) oldugunu benzer sekilde gosterebiliriz. Bu yiizden,

( f ) ideali asaldir.

3.3 Hensel Yrd. Teoremi ve Temel indirgenemez Polinomlar

Tamm3.4 f ve f,€Z [x] olsun. Eger

Ah+hf, =1

olacak sekilde pr[x] halkasinda A4, ve A, polinomlar: varsa, diger bir ifadeyle

pr[x]f] +pr[x]f2 :pr[x]
oluyorsa f, ve f, aralarinda asaldir, denir.

Aralarinda asallik F,[x] halkasinda da benzer sekilde tanimlanir. Ayrica, F, [x] halka-

sinda iki polinomun aralarinda asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul derecesi 1 veya 1

den biiytlik ortak bolenlerinin olmamasidir.
Yrd. Teorem 3. 6 f ve f,€Z [x] olsun. f; ve f, polinomlarmin, pr[x] halka-

sinda aralarinda asal olmas igin gerek ve yeter kosul f, ve f, polinomlarinin F,[x]

halkasinda aralarinda asal olmasidir.

Ispat: s =1 durumu asikardir. s >1 olsun. 7, ve 72 polinomlarinin Fp[x] halkasinda

aralarinda asal oldugunu kabul edelim. O halde,

Z?l +ﬂ“_272 =1
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olacak sekilde F,[x] halkasinda A4, ve A, polinomlar: vardir. Buradan, k eZpS[x]

olmak tizere

M +HAL, =14 pk

s—1 X
elde ederiz. /=) (-pk) olsun. A f,+A,f, =1+ pk esitligini / ile ¢arparsak,

i=0

S

5 (-pb) |1+ 1)

i=

M,,f]+lﬂ,2f2:(

:1—pk+(pk)2 —---+(—pk)s_] +pk—(pk)2 +---—(—pk)s_1 +(-pk)

=1
elde ederiz. Bu yiizden, f, ve f, polinomlar1 pr[x] halkasinda aralarinda asaldir.
Ispatin tersi asikardir.
Yrd. Teorem 3.7 (Hensel Yrd. Teoremi) Z | [x] halkasinda f(x) monik bir polinom

olsun. F, [x] halkasmda g ve g, aralarinda asal monik polinomlar olmak iizere

f=gg, eF ', [x] oldugunu kabul edelim. O halde,

f=hfel [x] ve fi=g./,=g

olacak sekilde Z [x] halkasinda aralarinda asal monik f; ve f, polinomlari vardir.
Ispat:

f=10R0 4 p R e [x] ve [ =g S =g, (3. 1)
olacak sekilde her n=0,1,2,...icin pr[x] halkasinda 7" ve £ monik polinomlarin

ciftini ve derecesi f nin derecesinden kiigiik olan bir " €Z [x] polinomunu

kullanarak Tiimevarim yontemiyle ispat yapacagiz.
n=0 iken =g ve £ =g, olacak sekilde pr[x] halkasinda £ ve f”

monik polinomlar olsun. f— £”£” = pk(o) oldugundan f - £ £ e (p) ve
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der(f—fl(o’fz(o’) <der(f) olur. Boylece, f=f£"+ pk' ve der(k(o)) <der(f)

olacak sekilde Z , [x] halkasinda bir k' polinomu bulmus oluruz.

n>0 olsun. (3. 1) ifadesini saglayacak sekilde pr[x] halkasinda £ ve £ monik
polinomlari, ve derecesi f nin derecesinden kiigiik olan bir ") e zZ, [x] polinomunun

varligin1 kabul edelim. Teoremimizin hipotezinden, Fp[x] halkasinda g, ve g, poli-

nomlarinin aralarinda asal monik polinomlar oldugunu biliyoruz. O halde,
ﬂ.‘(n)f](") +}“z(n)fz(n) — ) (3.2)

olacak sekilde pr[x] halkasinda A" ve A" polinomlar1 vardir. A" polinomunu £,

ile bolersek,
W =g £+ Ve der(r") < der(f") 3.3)
olacak sekilde Z [x] halkasida q, ) ve r (n) polinomlarini bulabiliriz. Benzer sekilde,

A0 =g o D e der(rz(")) < der(f](")) (3.4)

olacak sekilde Z [x] halkasinda ¢\" ve ") polinomlarini bulabiliriz. (3. 3) ve (3. 4)

denklemlerini (3. 2) de yerine yazarsak,
[q,( V£ 4 wa) [ (1) £ +r2(")} o = )

(a”+al") £ 137 = =) 0 = f0 3.5)

(n) o (n)

elde ederiz. Eger ¢, ' +¢q, #0 ise (3. 5) denkleminin sag tarafindaki polinomun

derecesi f nin derecesinden kiiciik, ancak sol tarafindaki polinomun derecesi f nin

derecesinden  biiyiik  olur. O  halde, q,(")+q§") =0 olmalidir. Bodylece,

R EO 4l = W) elde ederiz. £ = £+ pTr, £ = £+ pP Y, ve

K" = " olsun. O halde, px[x] halkasinda £,"*" ve f"*" monik polinom-
lardir; £, pr[x] halkasinda derecesi f nin derecesinden kiiciik bir polinomdur;

f]("”) f £ = g, ve [ = (") = g, dir. Boylece tiimevarim tamamlanir.

16



2/ >5>2"" olacak sekilde / bir tamsay1 olsun. f; = £, ve f,=f{" olsun. O halde,
pr[x] halkasinda f, ve f, monik polinomlardwr; f = f, f, eZpS[x]; ZZF:& ve
7, =19 =g, dir. Yrd. Teorem 3. 6 ya gore, pr[x] halkasinda f, ve f, aralarinda

asal polinomlardir.

Timevarimla Yrd. Teorem 3. 7 yi genellestirebiliriz.

Yrd. Teorem 3. 8 (Hensel Yrd. Teoremi) f(x), pr[x] halkasinda monik bir poli-
nom olsun. g,,g,,...,g. polinomlar, Fp[x] halkasinda ikiserli aralarinda asal monik
polinomlar olmak iizere f =g,g,...g. olsun. O halde, pr[x] halkasinda f = f,f,...f.
ve her i=1,2,...,r i¢in 71. = g, olacak sekilde pr[x] halkasinda ikiserli aralarinda
asal monik f,, f,,..., /. polinomlar: vardur.

Ornek 3. 1 Z,[x]=Z,[x] halkasmda f(x)=x’+7x’+11x+2 monik polinomunu
ele alalm. f(x)=x"+x"+2x+2=(x"+2x+1)(x+2)eF[x] ve F[x] halkasinda
g (x) =x"+2x+1 ve g, (x) =x+2 aralarinda asal monik polinomlardir. Simdi,

Hensel Yrd. Teoremi’nden yararlanarak [ = f,f, €Z ,[x] ve f =g.f,=g, olacak

sekilde Z [x] halkasinda aralarinda asal monik f; ve f, polinomlarini bulalim,
f(x)=x"+7x" +11x+2 :(x2 +2x+l)(x+2)+3(x2 +2x)
seklinde yazalm. g, ve g, polinomlari, Z[x]| halkasinda da aralarinda asal oldu-

gundan £ =g, ve f,” =g, alabiliriz ve 1=(x"+2x+1)+(26x)(x+2) yazabiliriz.

Buradan, £ (x)=x"+2x polinomunu,
x4 2x = (x2 + 2x) (x2 +2x+ l) + (x2 + Zx) (26x) (x + 2)

seklinde yazabiliriz. Bu durumda, A4 (x)=x>+2x ve A,(x)=26x"+25x" olur. A

polinomunu £, ile, 1, polinomunu £ ile bolersek,

A =x>+2x=x(x+2)+0 ve A, =26x" +25x° :26)c(x2 +2x+1)+x
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elde ederiz. Burada, ¢”(x)=x, n”(x)=0, ¢”(x)=26x, n”(x)=x ve

(0)

0) _
q, =

+q" =0 dir. fO=f? +37 rz(o) ve fV=/f0 +37 r](o) polinomlarmi yazalim.
AV (x)=x?+2x+1+3x=x>+5x+1 ve f'(x)=x+2+3.0=x+2 elde ederiz.

Boylece,

A0 () A0 (x) = (o +5x+1) (x+2) =x" + 72" +11x+ 2= £ (x)

olur. Ayrica, x*+5x+1 ve x+2 polinomlar1 x*+5x+1=x>+2x+1 ve x+2=x+2

olacak sekilde Z .[x] halkasinda aralarinda asaldur.

Teorem 3. 9 (Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilma Teoremi) f(x), pr[x] halkasinda

monik bir polinom ve der(f)=1 olsun. O halde,

(i) r pozitif bir tamsayr ve her i=12,...r i¢in f, F,[x] halkasinda monik
indirgenemez bir polinomun bir kuvveti olmak iizere f, pr[x] halkasinda

f=ff,...f, olacak sekilde ikiserli aralarinda asal monik asalimsi1 f,f,,...,f,

polinomlarmin ¢arpimi seklinde yazilabilir.
1) f =1L S =hhy. b (3.6)
pr[x] halkasinda ikiserli aralarinda asal monik asalimsi polinomlarin ¢arpimi olacak

sekilde f polinomunun iki tiirlii yazilist olsun. O halde, » =¢ dir ve siralamaya bakil-

maksizin i =1,2,...,7 i¢in f, = h, dir.

Ispat: (i) F, [x] halkasi i¢in tek tiirlii ¢arpanlarina ayirma teoreminden, K, [x] halka-
smda g,,g,,...,g. farkli monik indirgenemez polinomlar ve e,e,,...,e. pozitif tam-

€

sayilar olmak fizere 7: gl'gy..gy

r

yazabiliriz. Hensel Yrd. Teoremi’nden,
f=ffyf. ve i=12,.,r igin f =g% olacak sekilde pr[x] halkasinda ikiserli
aralarinda asal monik f, f,,..., f. polinomlar1 vardir. Yrd. Teorem 3. 5 ten, i =1,2,...,r

icin f € pr[x] polinomlar1 asalimsidir.
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(1) (3. 6) esitliginden, her i=1,2,....,t icin f f,...f. e(hl.) oldugunu sdyleyebiliriz. #,
asalims1 oldugundan (%) asalims idealdir. O halde, Ji' e (h) olacak sekilde bir n,
pozitif tamsayis1 ve 1<k, <r olmak lizere bir %, tamsayis: vardir. k, tamsayisinin tek
tiirlii belirlendigini iddia ediyoruz. fk" e(h,) olacak sekilde farkli bir k, # k, tamsaysi
ve n, pozitif tamsayist olsun. S ve fk polinomlar1 pr[x] halkasinda aralarinda asal
polinomlar oldugundan 1= af, +bfk; olacak sekilde a,b e pr[x] polinomlar1 vardir. O

halde,

ni+ni=1

=1 :(afk,- +bfki) e(h)
olur. Bu ise (hl) idealinin asalims1 olmastyla celisir.

Benzer sekilde, her j=1,2,...,r i¢in hl':q" € ( f]) olacak sekilde bir m, pozitif tamsayisi

ve 1< lj <t olmak iizere tek tiirlii belirli bir lj tamsayisi vardir. Her j=1,2,...,r i¢in

" e(f,) veher 1<k <r igin £" €(h,) oldugundan her i=1,2,....t i¢in h"" (h,)
olur. Buradan, ZZM e(ﬁ-) dir. i # j igin hem £, ve h; polinomlar: hem de hi ve ;z,«
polinomlar1 aralarinda asal oldugundan her i=1,2,...,¢ i¢in lk,. =i olmak zorundadir.
Buradan,

1,2,mt) > {1,2,.r)

i—k

1

1yi taniml birebir doniisiimiinii yazabiliriz. Bu yiizden, ¢ <r dir. Benzer sekilde, r <t

oldugundan r=¢ elde ederiz. Siralamay1 yeniden yaptiktan sonra her i =1,2,...,7 icin
k, =1 kabul edebiliriz. O halde, her i =1,2,...,r i¢in [, =i dir. Buradan, her i =12,...,r

igin f" e(h) ve h™ e(f;) olur.
J#1 i¢in, f, vef  aralarinda asal polinomlardr. 7}. ve 7, polinomlarmin da

aralarinda asal oldugunu Yrd. Teorem 3. 6 dan biliyoruz. 7]. ve 7]"1 aralarinda asaldir.

Bu yiizden, f, f;...f, ve 7]"1 polinomlar1 da aralarmnda asaldir. Yrd. Teorem 3. 6 dan,
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fofs--f, ve f" polinomlar: aralarinda asaldir. f" e(h,) oldugundan f,f,...f. ve h

aralarinda asaldir. O halde,

cfs fyeof, +dh =1

olacak sekilde c¢,d € Zps [x] polinomlar1 vardir. Yukaridaki esitligin her iki tarafin1 f
ile carparsak,

fi=ctifyo o f. +df b =chh,..h +df h

elde ederiz. Bu da 4, | /, olmasimi gerektirir. Benzer sekilde, f, |hl elde edebiliriz. f, ve

h, polinomlarnin ikisi de monik oldugundan f, =4, dir. Benzer sekilde, her i =2,...,r
icinde f, = h, yazabiliriz.
Tamm 3.6 f(x), Z [x] halkasinda monik bir polinom ve der(f(x))=m>1 olsun.

f(x) polinomu, F,[x] halkasinda indirgenemez (veya ilkel) ise f(x) polinomuna

pr [x] halkasinda monik temel indirgenemez (veya monik temel ilkel) polinom denir.

pr [x] halkasinda monik temel ilkel polinomlar monik temel indirgenemezdir.

Ornek 3. 1 Z,[x] halkasinda 2. dereceden h(x)=x+3x+3 monik polinomunu ele

alalim. A(x)=x>+3x+3=x"+3x+3=x>+x+1 F[x] halkasinda indirgenemez oldu-

gundan A(x), Z,[x] halkasinda monik temel indirgenemez bir polinomdur.
Teorem 3. 10 Her m >1 tam sayis1 i¢in pr [x] halkasinda x”" ' =1 polinomunu bélen
m. dereceden monik temel indirgenemez (ve monik temel ilkel) polinomlar vardir.

Ispat: Fp[x] halkasinda m. dereceden monik indirgenemez polinomlarin varligini
Teorem 2. 12 den; m. dereceden monik temel ilkel polinomlarin varligin1 Teorem 2. 13

ten biliyoruz. Yrd. Teorem 2. 10 dan bu polinomlar F,[x] halkasinda x”" =1 iboler.

Bu polinomlardan birine f,(x) diyelim ve g ,(x) = (xp'"" - 1) / f,(x) olsun. Buradan,

X" -1=f,(x)g,(x) e F, [x]
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olur. x”"~' 1 polinomunun kath kdkii olmadigindan f,(x) ve g,(x) F,[x] halkasimda

aralarinda asal polinomlardir. Hensel Yrd. Teoremi’nden dolay1,
1= (g e [x] ve f(x)=f,(x),2(x)=g,(x)
olacak sekilde pr[x] halkasmda f(x) ve g(x) monik polinomlar1 vardir. Buradan,

der(f(x))=der(f,(x))=m olur. Bu yiizden, f(x) polinomu Z [x] halkasinda m.
dereceden monik temel indirgenemezdir (monik temel ilkeldir) ve pr[x] halkasinda

x? ' =1 iboler.
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BOLUM 4

GALOIS HALKALARI

Bu boliimde, son zamanlarda basta Kodlama Teorisi olmak {izere bir ¢ok uygulama
alan1 olan ve akademisyenlerin dikkatini ¢ceken Galois halkalarini ¢alisacagiz. Sira-
styla, Galois halkalarinin tanimi ve Ornekleri, yapisi, p-adik gosterimi, birimselleri,
genislemeleri, otomorfizmalar1 ve son olarak iz ve norm tanimlarin1 verecegiz. Galois
Halkalar1 Boliimii’nii olustururken [1], [3], [4] ten yararlanarak derleme niteliginde bir
calisma yaptik ve ayrica ¢alismalarimizi daha somut hale getirmek i¢in 6rneklere yer

verdik.

4. 1 Galois Halkasi Tanim ve Ornekleri

Tanmim 4. 1 p bir asal say1 olsun. Birimi 1 olan degigsmeli sonlu bir halkada, halkanin

sifir1 ve sifir bolenleri ( pl) idealini olusturuyorsa bu halkaya Galois halkas1 denir.

Ornek 4. 1 p bir asal say1 ve s pozitif bir tamsay1 olmak iizere pr halkas1 bir Galois

halkasidir.
le Zps ve pr sonlu bir halkadir. pr halkasinin sifir1 ve sifir bélenlerinin ( p) idealini

olusturdugunu gosterelim. pr halkasmin sifir bolenlerinin kiimesini Q ile gosterelim.
Q= {a eZps ‘(a,ps);tl}

= {a € Zps ‘(a,p) #* 1}

22



= {a € pr ‘p|a} .
Buradan, Q < (p)olur. Simdi ters kapsamay1 gosterelim:

0#ae(p) olsun. a= pk olacak sekilde en az bir tane k € Z vardir. p*~'a=p'k=0

oldugundan a e pr sifir bolendir. O halde, (p) = Q dir. Sonug olarak, pr halkasinin

sifir1 ve sifir bolenleri ( p) idealini olusturdugundan pr bir Galois halkasidir.

Teorem 3. 2 den pr halkasinin tek maksimal idealinin ( p) oldugunu biliyoruz. s =1

iken pr = IFP , p elemanli cisim ve (p) = (0 olur.

Ornek 4. 2 223 =7 halkasini ele alalim. Z; halkasmim sifir bolenleri {2, 4, 6} dir.

(2)={0,2,4,6} oldugundan Z, bir Galois halkasidur.

Ornek 4. 3 i(x), zZ, [x]halkasinda m. dereceden monik temel indirgenemez bir poli-

nom olsun. Z [x] / (h(x)) bolim halkasi bir Galois halkasidur.

pr [x]/(h(x)) = {ao +ax+..+a, x" +(h(x))

ay,a,,....,4, | € pr}

oldugundan |2 [x]/(h(x))|= p™ dir. 1+(h(x)) € Z ,[x] halkanm birimi ve 0+ (h(x))
halkanin sifiridir. Yani, pr[x] /(h(x)) sonlu ve birimli bir halkadir. Galois halkasi

tanimindan,

p(1+(h(x))) =1+ (~(x)) +---1+(h(x)) = L+---+1+(h(x)) = p+(h(x))

p tane

p tane

oldugundan ( p(1+(h(x))))=(p+(h(x))) dir.

pr [x] / (h(x)) halkasmin sifir1 ve sifir bolenlerinin ( p+ (h(x))) idealini olusturdugunu

gosterelim:
[ao +ax+..+a, x" +(h(x))}[p +(h(x))] € (p + (h(x)))

( p+ (h(x))) idealinin herhangi bir elemanini alalim.
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[ps" +(h(x))}[ao +ax+..+a, x""+ (h(x))] [p + (h(x))] = (h(x))

#0 #0

oldugundan ( p+ (h(x))) idealinin sifirdan farkli biitiin elemanlart Z | [x] / (h(x)) hal-
kasinin sifir bolenidir.

0<¢, < p-1 olmak iizere
—Z . >F
P P
-1
¢ tept..te p

homomorfizmasint daha dnce tanimlamistik ve ¢ek—= ( p) oldugunu biliyoruz. Daha

sonra, a,,d,,...d, € pr olmak tlizere
- pr[x] — IFP [x]
a,+ax+..+ax" - a+a_1x+...+ax" ,
genisletilmis homomorfizmasini elde etmistik ve ¢ek—= ( p) nin, Zps [x] halkasinda p

ile iiretilen temel ideal oldugunu sdylemistik. (/(x)) idealinin goriintisii (Z(x)) ideali-

dir. a,aq,,...,a,_, eZpS olmak tizere

-1 2 [x]/(h(x)) > F, [x]/(ﬁ(x)) 4. 1)
g+ a, X"+ (h(X)) > dg o anax" + (Z(x))

bir halka homomorfizmasidir. Bu homomorfizmanm ¢ekirdegi ( p+(h(x))) idealidir.

Halkalar i¢in Temel Homomorfizma Teoremi’nden,
Z [x]/(h(x)) /(P +(A(x)))=F, [x] / ()
dir. h(x), Z [x] halkasinda monik temel indirgenemez bir polinom oldugundan A(x),

F,[x] halkasinda m. dereceden monik indirgenemez bir polinomdur ve F,[x] / (Z(x))
bir F, Galois cismidir. Bu yiizden, p+(h(x)) ile iiretilen (p+(h(x))) temel ideali

Z, [x] / (h(x)) halkasmnmn bir maksimal idealidir.
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Simdi pr[x] /(h(x)) halkasinmn sifir bdlenlerinin ( p+(h(x))) idealinin elemanlar1

oldugunu gosterelim:
a(x)+(h(x))€Z [x]/(h(x)) sifir bolen olsun. a(x)+(h(x))e (p+(h(x))) oldugunu
kabul edelim. (p+(h(x))), zZ, [x] / (h(x)) halkasinin maksimal idealidir. Buradan,
(a(x)+(h(x)), p+(h(x))) = Z ,[x]/(h(x)) dir. O halde,

+(h(x)) =[ b(x) +(h(x)) ][ a(x) +(~(x)) |+ @)+ (h(x)) ][ p+(A(x)) ]
olacak sekilde b(x)+(h(x)) ve c(x)+(h(x))e zZ, [x] / (h(x)) elemanlari vardir. Sonra,
1+ (h(x)) = b(x)a(x) + pe(x) +(h(x))

elde ederiz. 1+(h(x)),ZpS [x] /(h(x)) halkasmin birimi oldugu i¢in ¢,(x) eZpS [x] ol-

mak lizere
+(h(x)) =[1+(h(x)) ] =[b(x)a(x)]" + pc,(x) + (h(x))

olur. Benzer sekilde, ¢,(x)€Z | [x] olmak iizere

+(h(x)) =[1+( h(x))] [b(x)a(x)]pz +pe,(x)+(h(x))
olur. Bu sekilde devam ederek, (s—1). adimda, ¢, ,(x)e Z [x] olmak iizere
+(h(x)) =[1+( h(x))] [b(x)a(x)]px_l +p'e, () +(h(x))
=[b@a®)] +(hx))
=[a()+(h(0) ]| by a0 +(h(x))

elde ederiz. Buradan, a(x)+(%(x)) birimsel olur. Bu ise a(x)+(%(x)) elemanmimn sifir
bélen olmas ile gelisir. Celiski a(x)+(h(x)) ¢ ( p +(h(x))) kabul ettigimizden olustu.
Sonug olarak, Z | [x] /(h(x)) halkasinin sifir1 ve sifir bolenleri ( p+(h(x))) idealini

olusturdugundan, Z [x]/(h(x)) bir Galois halkasidir. Z [x]/(h(x))\(p+(h(x)))
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deki her eleman birimsel oldugundan (p+(h(x))) ideali, Z ,[x]/(4(x)) halkasmmn tek

maksimal idealidir.

Z [x] / (h(x)) halkasinn, a e Z , olmak iizere a +(h(x)) seklindeki elemanlarindan

olusan bir R, alt halkas: vardir.
pr —> R,
at a+(h(x))
donlisimii  bir izomorfizmadir. Bu yiizden, pr halkasinin her a elemanini,
zZ, [x] /(h(x)) halkasmm a+(h(x)) elemani olarak diisiinebiliriz ve Z, i

Z [x] / (h(x)) halkasmmn bir alt halkas1 olarak alabiliriz. ( p+(h(x))) idealini de (p)

seklinde yazabiliriz.

& =x+(h(x)) yazalm. O halde, & =& +(h(£)) ve dolayisiyla /(&) =0 olur. Buradan,
ay+ax--+a, x"" +(h(x))=a,+aé+-+a, "

olacagindan Z , [x] / (h(x)) halkasinin her elemanini

ay+a&+---+ am_lé"’"' , a, € Zps a, € Zps (i=0,1...m-1) 4.2)
seklinde tek tiirli ifade edebiliriz. O halde,

z,[x]/(hx) =2, [£]= {ao ra+ota, £ a el (i=0.1,..m —1)}

seklinde gosterebiliriz, ve pr [f ] halkasinin bir Galois halkasi oldugunu sdyleyebiliriz.
Z, [£] halkasinin elemanlarmin bu tek tek tiirlii yazilimma toplamsal gosterim denir.
zZ, [¢] Galois halkasindaki toplama ve carpma iglemleri su sekilde tammlanr:

a(f),b(é) € Zps [é] olmak tizere

a(§)=a0 +a]§+...+am_l§m-"b(§):b0 +b1§+"-+bm—1§m_l

olsun. Z | [x] halkasinda a(x)b(x) polinomunun A(x) ile bolimiinden kalan r(x)

olsun.
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a(E)+b(E)=(ay+b,)+(a,+b)E+-+(a,_ +b,,)E"" ve a(&)b(&)=r(&)

&= x+(h(x)) elemanimnin (4. 1) homomorfizmas: altindaki goriintiisii E olsun. Bura-

dan, & :x+(;z(x)) ve h(E)=0 olur. Yani, F,[x] halkasinda & monik indirgenemez

h(x) polinomunun bir kdkiidiir. O halde,

F, [x]/(h(x))=F,[£]=F,
dir. Ayrica (4. 1) homomorfizmasini su sekilde de yazabiliriz:
~: Z [E]>F,[&]
ay+aé+-+a, E" +(h(x))H Qg+ WE+tamiE (4. 3)

O halde, asagidaki degismeli diyagrami yazabiliriz:

Z,[——%,[]
\ \
2, [e—F,[¢]

Eger monik temel indirgenemez A(x) polinomunun derecesi 1 ise Z , [x] / (h(x))= zZ,

dir. Eger s =1 ve der (h(x))=m ise Z ,[x]/(h(x))=F,[x]/(h(x))=F , dir.

Ornek 4. 4 h(x)=x"+3x+3€Z,[x] polinom halkasimda 2. dereceden monik temel

indirgenemez bir polinom oldugunu daha énce sdylemistik. Simdi Z ,[x] / (x2 +3x+ 3)
halkasinin Galois halkas1 oldugunu gosterelim.

0+(x2 +3x+3),...,3+(x2 +3x+3),
x+(x2 +3x+3),...,x+3+(x2 +3x+3),

7, *+3x+3)=
2 [x]/(x i ) 2x+(x2+3x+3),...,2x+3+(x2+3x+3),

3x+(x2 +3x+3),...,3x+3+(x2 +3x+3)
ve |2, [x]/(x +3x+3)[ =27 =16 d.

Z22 [x]/(x2 +3x+3) halkasinin sifir1 0+(x2 +3x+3); sifir bolenleri 2+(x2 +3x+3),
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2x+(x2 +3x+ 3) ve 2x+2+ (x2 +3x+3) elemanlaridir.
(2+(x2 +3x+3)):{0+(x2 +3x+3),2+(x2 +3x+3),2x+(x2 +3x+3),2x+2+(x2 +3x+3)}
ideali Z 2 [x] / (x2 +3x+3) halkasinin sifirt ve sifir bdlenlerinden olustugundan
Z..[x]/(x* +3x+3) bir Galois halkasidr.
Z,[x]—>F,[x]
J J
z,[£]—F[&]

Tanim 4. 2 Degismeli ve birimli bir halkada, halkanmn biriminin toplamsal gruptaki

mertebesine halkanin karakteristigi denir.
Z , halkasinin karakteristigi p* dir. i(x), pr[x] halkasinda monik temel indirgene-

mez bir polinom olmak {izere pr [x] / (h(x)) halkasinin karakteristigi p° dir.

Karakteristigi p® ve kardinalitesi p™ olmak {izere, pr[x] /(h(x)) Galois halkasini
GR( p’, ps’”) ile gdsterecegiz. Ozel olarak, pr Galois halkasini GR( P, p“‘) ile goste-
recegiz.

Simdi Ornek 4. 3 ten elde ettigimiz sonuglar1 asagidaki teoremle dzetleyelim.

Teorem 4. 1 h(x), pr[x] halkasmda m. dereceden monik temel indirgenemez bir
polinom olsun. O halde, pr[x] /(h(x)) kalan sinif halkasi, karakteristigi p° ve
kardinalitesi p™ olan bir Galois halkasidir; ve GR( p’, ps’”) ile gosterilir. pr,
pr[x]/(h(x)) halkasinin bir alt halkasidir. &=x+(h(x)) igin A(&)=0 dir ve
Z, [x] / (h(x)) halkasmnmn her elemanim, (4. 2) de gosterdigimiz sekilde tek tiirlii ifade
edebiliriz. pr [f] halkasmin ( p) ideali, pr [f] halkasmin sifir1 ve biitiin sifir

bélenlerinden olusur. (p), zZ, [£] halkasmm tek maksimal idealidir. & =x+(h(x))

elemaninin (4. 1) homomorfizmasi altindaki goriintiisii E ile gosterirsek, E: X +(;z(x))
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ve ;z(g_‘) =0 dir. Bu yiizden, F, [x] / (Z(x)) =F, [E] = IFP,,, dir ve (4. 1) homorfizmasimni
(4. 3) deki gibi yazabiliriz. Son olarak, asagidaki degismeli diyagrami yazabiliriz.
Z,[x]—F,[~]
2 1
2, (15 [¢]

4. 2 Galois Halkalarinin Yapisi

Yrd. Teorem 4. 2 R bir Galois halkas1 olsun. R nin sifir1 ve sifir bélenlerinin olus-

turdugu ideal, bir p asali i¢in (pl) idealini olustursun. O halde, (pl) ideali R nin tek
maksimal idealidir; R/( pl) , bir meZ" igin IFP,,, Galois cismidir; ve R nin

karakteristiZi p nin bir kuvvetidir.

Ispat: (pl) = < R olacak sekilde R nin bir / idealini alalim. a ¢ (p1) olacak sekilde
Jdael vardr. a¢ ( pl) ise a sifir bolen degildir. Sonlu halkada sifir bolen olmayan
sifirdan farkli her eleman birimseldir. a € / birimselse / =R dir. Bu yiizden, ( pl)
ideali R nin tek maksimal idealidir. (pl) maksimal ideal oldugundan, R/(pl)
cisimdir.
—:R—> R/(pl)
resr

dogal homomorfizmasini goz oniine alalim. ¢ € R veya a € R/ ( pl) icin, a+a+...+a

n

toplamin1 na ile gosterirsek pi:ﬁzﬁ oldugundan R/ ( pl) cisminin karakteristigi p

dir. Sonug olarak, R/ ( pl) karakterisitigi p olan sonlu bir cisimdir.

R nin karakteristigi £ olsun. Buradan, k1 =0 dir.

k1 =k(1+(pl))=k1+(pl)=0+(pl)=0

ve R/(pl) nin karakteristigi p oldugundan p|k dir. Budurumda, k= p*lve (p,/)=1

olacak sekilde s ve [ poizitif tamsayilar1 vardir. Eger />1 ise a= p’l ve b=1I[1, R nin
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sifirdan farkli elemanlaridir ve ab= p’lll=kl1=0 dir. Buradan, /1 sifir bdlen ve
dolayistyla /1€ (pl) olur. O halde, /1=0=/1 dir. R/(pl) cisminin karakteristigi p

oldugundan p|l dir. Bu ise (p,l) =1 olmasi ile ¢elisir. Bu yiizden, /=1 ve k = p’ dir.

Ornek 4. 5 Z,; bir Galois halkasidir ve (2), Z,, halkasinmn tek maksimal idealidir.
3,5,7,9,11,13,15 birimsel olduklarmdan (3)=(5)=(7)=(9)=(11)=(13)=(15)=Z,,
dr. Sifir blenleri 2,4,6,8,10,12,14 oldugundan (2)=1{0,2,4,6,8,10,12,14} dir. Yrd.
Teorem 4. 2 ye gore, , Z,, halkasmnin tek maksimal idealidir. Gergekten, Z,, hal-
kasmimn has idealleri (2)=(6),(4)=(10),(8)=(12)=(14) ve (8) =(4) =(2) oldugun-
dan (2), Z,, halkasinin tek maksimal idealidir. Buradan, Z, /(2) bir cisimdir ve
Zys/(2)={0+(2).1+(2)}

oldugundan Z,/(2)=F, dir. 161=0 ve bu esitligi saglayan en kiigiik pozitif tamsay1
16 oldugundan Z,, halkasmnimn karakteristigi 2* =16 dur.

Yrd. Teorem 4. 3 p bir asal olmak iizere, R karakteristigi p’ olan bir Galois halkasi

olsun ve 1€ R halkanm birimi olsun. O halde, R nin sifir1 ve sifir bolenleri ( pl)

idealini olusturur; {rl re pr } , R nin bir alt halkasidir ve pr halkasma izomorftur.

Ispat: Galois halkasmin tanimmdan, R nin sifir1 ve sifir bolenleri bir ¢ asali igin (ql)

idealini olusturur. Yrd. Teorem 4. 2 den, R nin karakteristiginin ¢ nun bir kuvveti

oldugunu biliyoruz. Buradan, ¢ = p dir.

Z .—>R

P

r—rl

homomorfizmasi, pr halkasindan R nin igine bir izomorfizmadir ve goriintiisii
{rl:reZ } dir.
p

R, karakteristigi p° olan bir Galois halkas1 olsun. Her reZpS icin, » elemanini

rle R olarak alirsak pr halkasmi, R nin bir alt halkas1 olarak diisiinebiliriz. Ozel
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olarak, pl yerine peZ , alirsak, (p1) ideali yerine (p) yazabiliriz.

Yrd. Teorem 4. 4 p bir asal say1 olmak iizere, R karakteristigi p°’ olan bir Galois

halkas1 olsun ve R nin sifir1 ve sifir bolenlerinin olusturdugu ideal ( p) olsun. O halde,
bir meZ" igin R/(p);lﬁ‘p,,, dir; 0<i<s icin (pi) idealinin kardinalitesi p“ ™" dir;
ve Ozel olarak |R| = p™ dir.

Ispat: (p), R nin tek maksimal ideali oldugu i¢in bir meZ" i¢in R/(p)= F, dir. R

yi toplamsal grup olarak diisiiniirsek, ( P ) idealleri R nin alt gruplar1 olur ve asagidaki

grup homomorfizmasini tanimlayabiliriz:
b0 )(5)
re pir+(pi+])

¢ orten grup homomorfizmasidir ve ¢ek¢, (p) idealini kapsar. Ancak ¢ek¢, R nin

bir ideali ve 1¢ ¢ek¢ oldugundan ( p)ggequgR dir. ( p), R nin maksimal ideali

oldugundan (p)= ¢ek¢ dir. Gruplar igin temel homomorfizma teoreminden,
Rl(p)=(p)/(p") . ve

B = () (2] ==[(r) /() =[]

yazabiliriz. Ancak R/(p)=TF . oldugundan |R/(p)|=p" dir. Buradan,
(=1 ) )= ) = )

R| = ‘(1)‘ = ‘(po )‘ = p™ dir.

olur. Ozel olarak,

Ornek 4. 6 Z,, halkasmnm bir Galois halkasi ve Z / (2)=F, oldugunu daha 6nceki

drnekten biliyoruz. |Z | =2*' =16 dir. Y. Teorem 4. 4 ¢ gore, 0<i <4 igin

16|:
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R karakteristigi p® olan bir Galois halkas1 olsun.
—:R—- R/ ( p)
=Y
dogal homomorfizmasini asagidaki halka homomorfizmasina genisletebilirz:
~:R[x] > R/(p)[x]
f=a,+ax+..+ax"— f=a,+ax+..+ax" (a,a,..a,cR)
Ornegin,
— 705 > Lo [(2)
e r=rt (2)
dogal homomorfizmasini su sekilde genisletebilirz:
=i Ly [x] > Zys/(2)[x]
f=a,+ax+..+ax" > 7 za_o+a_1x+...+ax" ag,ay,.a, € L)
f(x)=12x" +9x* +15x+8 € Z ;[ x] polinomunun “—> dogal homomorfizmasi altinda-
ki goriintiisii f(x)=12x> +9x> +8=x" € Z,s/(2)[x] olur.
Yrd. Teorem 4. 5 p bir asal say1, s ve m poizitif tamsayilar olmak iizere R, karakte-

ristigi p* ve kardinalitesi p™ olan bir Galois halkasi olsun. f(x)€Z , [x] olsun. f(x)

polinomunun R/(p) = F, cismindeki kokiiniin B ve 7 (B)#0 oldugunu kabul ede-

lim. O halde, « :B olacak sekilde f(x) polinomunun R de tek bir o kokii vardir.
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Ispat: —:R—>R/( p) homomorfizmasi altinda S elemaninin goriintiisii B olsun.

i=0,1,...,s—1 i¢in a; = ve f(Otl-)E(pi”) olacak sekilde a,a,,...,a, , € R eleman-

s—1
larindan olusan bir dizi insa edelim. ilk olarak, a, =/ olsun. Buradan, ao :E olur.

7(B) =0 oldugundan f(a,)=f(B)e(p) dir. o, elemamnin zaten varoldugunu ve,

ai=p ve f(a)e ( p”]) kosullarmi sagladigini kabul edelim. £ (a:)= f (B) %0

oldugundan f'(a,) ¢(p) dir. Bu yiizden, f () elemami R halkasmmn birimselidir.

1

a,=a,—f(a) f(e)eR obsun.  f(a)" f(e)e (p”] ) c(p) oldugundan

A =a;= E dir. Taylor formiiliinii kullanarak,

esitligini yazabiliriz. Buradan, f(a,,)e ( p”z) olur. Tiimevarmmla, oa,1=/ ve
f(as_] ) € (ps) = (0) , yani f(as_, ) =0 kosullarin1 saglayan « _, € R elemanini elde

etmis olduk. o = a_ alirsak, f(oc) =0 ve a = B olur.

Simdi, ¢ nin tekligini gosterelim. o :E olacak sekilde f(x) polinomunun herhangi
bir kokii o olsun. O halde, o =a dir. Eger o #a ise & =a+ p'r ve p're (pi”)

olacak sekilde 1<i<s—1 araliginda bir ; tamsayisi ve bir » € R eleman1 vardir. Taylor

formiliini kullanarak,

f(a'):f(a)_'_f'(a)(pir)_'_fﬂz(!a)(pir)z .

esitligini yazabiliriz. f(a') = f(a)=0 oldugundan f (a)p're (pZi) c (pi”) elde
ederiz. Ancak 7 (E) :7 (B) #0 oldugundan /" (a)¢(p) dir, yani /() elemani R
nin birimselidir. Buradan, p'r e ( pi”) olur. Ancak i tamsayisint ve r € R elemanmi

p're ( pi”) olacak sekilde se¢mistik. O halde, a :B olacak sekilde f(x) polinomu-

nun R de tek bir o koki vardir.
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Ornek 4. 7 R=7, =GR(3’,3%) ve f(x)=x"+5x+3€Z,|x] alahm. Bu durumda,
Z,[/(3)=F, ve F(x)=x*+2x e, [x] olur. 7 (B) #0 olacak sekilde f(x)

polinomunun F, cismindeki kokleri 0, 1, 2 dir. BzO secelim. f(x)=x+5x+3 iin

Teorem 4. 6 p bir asal say1 ve s,m pozitif tamsayilar olmak tizere R, karakteristigi p’
ve kardinalitesi p*™ olan bir Galois halkasi olsun. O halde, her m . dereceden monik

temel indirgenemez A(x) polinomu i¢in

R=Z ,[x]/(h(x))

izomorfizmas1 vardir.

Ispat: h(x)e zZ, [x], m. dereceden monik temel indirgenemez bir polinom olsun. O
halde, F,[x] halkasinda h(x) monik indirgenemezdir; der (Z(x)):m, ve h(x)
polinomunun IFP,,, halkasinda bir kokii vardwr. Yrd. Teorem 4. 4 ten, R/( p);IFp,,,

oldugundan ;z(x) polinomunun R/( p) cisminde bir kokii vardir. Bu kok B olsun.

Z(E) =0 dir. ;z(x) indirgenemez oldugundan ;z(x) polinomunun kath kokii yoktur. Bu

yiizden, Z'(ﬂ) #0 dir. Yrd. Teorem 4. 5 ten, A(x) polinomunun a :B olacak sekilde

R de tek bir a koki vardrr.

$:Z . [x]/(h(x)) > R

-1 -1
a,+ax+..+a, x" +(h(x))|—>a0+a1a+...+am_1a"’ ,(ao,a,,...,a epr)

m—1

¢ iyi taniml1 bir halka homomorfizmasidir. ¢ nin birebir oldugunu gosterelim. Bunun

igin ¢ekd ={0} oldugunu gdstermemiz yeterlidir. a,+...+a,_a""' =0 olsun. Buradan,

m—1

ao+..tamia =0 du. E:B oldugundan ao +...+Em_1ﬁm_] =0 dir ve boylece, B
m—1. dereceden polinomun kokii olur. Ama B, m. dereceden indirgenemez ;z(x)

polinomunun kdokiiydii. Bu yiizden, Gv=ar=+=an,1=0 olmaldur. i=0,1,---,m-1

icin b € R olmak iizere a, = pb'" yazabiliriz. p(bé” +b"o+-+ bV o™ ) =0 dur.
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Buradan, b\" +b"a+---+b" a"" elemani ya sifirdir yada sifir bdlendir. Yani,
by +ba+---+b)a"" e(p) dir ve dolaysiyla IF+IF5+---+@E"H =0 dir.
Benzer sekilde, a, m—1. dereceden bir polinomun kokii olur ama a, m. dereceden
indirgenemez ;z(x) polinomunun kokii oldugundan IE = IF == IE =0 olmaldur.

i=0,1,--om—1 igin b* € R olmak iizere b = pb?* vyazabiliriz. Bu sekilde iler-

leyerek, j=0,1,---,m—1 i¢in b,V € R olmak iizere b = pb’*" elde ederiz.

Buradan’ l:07 17"'3m_1 1(;1n
a. :pb(]) — pzb(Z) —_. — pAb(s) — 0

1

olur. ¢y =a,=---=a,_, =0 ve bdylece ¢ek¢ ={0} olur.

Teorem 4. 1 den ‘pr [x] / (h(x))‘ = p™ ve teoremimizin hipotezinden |R|=p™ oldu-
gundan ¢ Srtendir. Sonug olarak, R=Z [x] / (h(x)) elde ederiz.

Sonu¢ 4. 7 Karakteristikleri ve kardinaliteleri ayni olan Galois halkalar1 birbirine

izomorftur. Bu yiizden, karakteristigi p® ve kardinalitesi p*™ olan biitiin Galois

halkalarmi GR ( P, psm) ile gosterebiliriz.

4. 3 p-adik Gosterim

Teorem 4. 8 () h(x)eZ | [x], m. dereceden monik temel indirgenemez ve zZ, [x]
halkasmnda x” ™' —1 i bblen bir polinom olsun. O halde,

(1) GR( p’, ps’”) Galois halkasinda, /(x) polinomunun mertebesi p™ —1 olan bir &

kokii vardir, ve
GR(ps’psm) :Zp»Y [é] - {ao +al§ +.“+am—l§m_] :ao’al’.“’am_l EZPS}

dir. Ayrica, /(x) derecesi m veya m den kiigiik olan ve & yi kok kabul eden Z [x]

halkasidaki tek polinomdur.

(ii) r:{o,l,g,éz,...,é”ﬂ"z} olsun. a,,a,,...,a, , €t olmak iizere her ceGR(p“‘,ps’”)
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s—1

c:a0+a1p+---+as_1p

seklinde tek tiirli yazilabilir. Ayrica, ¢ nin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a, # 0 olmasidir. ¢ nin sifir veya sifir bolen olmasi i¢in, yani c € ( p) olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul ¢, =0 olmasidur.
Ispat: (i) Teorem 4. 10 dan m. dereceden monik temel indirgenemez ve pr [x] halka-

sinda x” ' —1 i bdlen bir h(x)eZ [x] polinomu vardir. Buradan, A(x) de F, sonlu
cisminde m. dereceden monik ilkel bir polinomdur. &, € IFP,,,, h(x) polinomunun bir

kokii olsun. Bu yiizden, fp , IFP,,, cisminin ilkel elemanidir. Yrd. Teorem 4. 5 ten, A(x)

polinomunun &=¢&, olacak sekilde tek bir &eGR(p',p™) kokii vardr. h(x),

x”"'=1 polinomunu bdldiigiinden &7 ' ~1=0 di. &, F, cisminin ilkel eleman
oldugundan mertebesi p” —1 dir. Ezf , Ve E7" ' =1 oldugundan & nin mertebesi de
p" —1 dir.

Teorem 4. 6 nin ispatinda,

#:2,, [)/(h0) > GR(p". ")

ay +ax+..+ am_lxm"' +(h(x)) = a,+aé +...+am_1§"’"l , (ao,a,,...,am_l IS pr)

homomorfizmasinin izomorfizma oldugunu gostermistik. Buradan,

GR(ps,ps’") = pr [f] = {ao +aé+-+a, E""a,,a,a, € pr }

yazabiliriz. Simdi /(x) polinomunun tekligini gosterelim:

f)eZ, [x]. derecesi m veya m den kiigiik olan olan ve & yi kok kabul eden monik
bir polinom olsun. der(f(x))<m ise ¢(f(x)+(h(x)))=f(£)=0 olur. Bu yiizden,
F(x)+(h(x)) e gekd = {0}, yani f(x)+(h(x))=0 dir. Buradan, f(x)e(h(x)) olur. Bu
ise der(f(x))<m olmasiyla gelisir. Eger der(f(x))=m ise der(f(x)—h(x))<m

olur. ¢((f(x) —h(x))+ (h(x))) =f(£)-h()=0 oldugundan f(x)—h(x) e ¢ekd={0}
dir. Bu ylizden, f(x)=/h(x) olur.
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(i) i=0,1,..,p" =2 i¢in EE"" =1 dir. Bu yiizden, her 0<i<p" -2 igin &
elemanlar1 GR( P, p""”) halkasinda birimseldir. Ayrica, her 0< j < p” -2 i¢in 1-&/

elemanlar1 da GR( P, p""”) Galois halkasinda birimseldir. Eger 1-&7 €(p) olsayd

1-¢&/ :1—? =0, yani Ej =1 olurdu. Bu ise E elemaninin mertebesinin p” —1 olma-
styla geligir. O halde, 0< j < p” —2 igin 1-&/ elemanlar sifir veya sifir bdlen olamaz.
Sonug olarak, her 0<i<j<p"-2 igin &-& =& (1-£") oldugundan &' &’
elemalart GR ( p,p™" ) halkasinda birimseldir.

‘GR(ps,p“”) = p™ oldugunu biliyoruz. Eger c=qa,+a,p+---+a, p’" seklinde yaz-

digimiz p™ tane elemanin birbirinden farkli oldugunu gosterirsek (ii) nin ilk ifadesini

ispatlamis oluruz. a,,a,,...,a, ,,a,,d,,...a, , €t olmak iizere

s—1
aytap+-ta p =a,taptocta,p’

s—1

oldugunu kabul edelim. Bu esitligi p*' ile carparsak, a,p’” =q,p’" elde ederiz.
a, =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul a, =0 olmasidir. a,#0 ve a, #0 olduunu
kabul edelim. (a,—a,)p*" =0 olur. Eger a,—a, #0 ise a,-a,, GR(p’,p") halka-
smin birimsel elemanidir. Ciinkii @,,a, € 7, yani & nin kuvvetleridir ve (i) de &' —¢&’
elemaninin birimsel oldugunu géstermistik. O halde, (ao —a(')) ' =0 esitligini, a,—a,
elemaninm tersi ile carparsak p*” =0 elde ederiz ki bu miimkiin degildir. Bu yiizden,

a, =a, dir. Buradan,

s—1 ! ! s—1
ap+--ta_p =aqp+---+a_p

s=2 1

elde ederiz. Bu esitligi p’~ ile garparsak, a,p°" =a,p’"' olur. Yukarida yaptigimiz
sekilde devam edersek a, = a, olur, ve

2 -1 Coa C e
a,p”+--+a_p =a,p’ +--+a._p

elde ederiz. Benzer sekilde ilerlersek en sonunda a, = a,,...,a, , =a,_, elde ederiz.
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Son olarak, c=a,+a,p+---+a_p’~" €GR (ps ,p””) elemanimin (p) idealinde olmasi
icin gerek ve yeter kosulun a, =0 oldugunu gosterelim. ce ( p) olsun. Buradan,

a, e( p) olur. Yani, a, elemam ya sifirdr yada sifir bolendir. Ancak
a, et = {0,1,5,52,...,51’"1"2} ve 0<i< p”? icin &' elemanlarmin birimsel olduklarimi

biliyoruz. Bu yiizden a,=0 olmalidir. Tersi aciktir. Sonug olarak, ceGR( p’, psm)

elemaninin birimsel olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul g, # 0 olmasidir.

Tanim 4. 3 7 :{0,1,5,52,...,51’""2} ve a,,d,,...,d, €T olsun. GR(p“‘,psm) Galois
halkasinin bir ¢ elemanmin

c=a,+ap+--+a,_p”

seklindeki yazilimina ¢ nin p-adik gosterimi denir.

Ornek 4. 8 h(x)=x"+x+1€Z, [x] , 2. dereceden monik temel indirgenemez bir poli-

nomdur ve x> —1=x"—1 i béler. O halde, Teorem 4. 8 e gdre GR(22,24) Galois

halkasinda A(x) polinomunun mertebesi 2° —1=3 olan bir & kokii vardir. Bu yiizden,

E*+E =3 ve £ =1 dir. & nin mertbesinin 3 oldugunu su sekilde de sdyleyebiliriz:

EP=3E+3
& =3&"+3¢

&P =382 +3E =3(35+3)+3E =126 +9

£ =1
¢:2,[x]/(x* +x+1) > GR(2*,2*)
a,+ax+(x’ +x+1)> a, +a,é

izomorfizmasindan dolay1

0,1,2,3,5,E+1,E+2,& +3,
GR(2’,2')=12£,26+1,26+2,25+3, =7,[¢]
36,36 +1,36+2,36 +3
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elde ederiz. £* +& =3 ve &° =1 esitliklerini kullanarak da ayni elemanlar1 yazabiliriz.
T= {0,1,5,52} olsun. a,,a, € T olmak iizere her c e GR(22,24) elemanini ¢ =aq, +q,2

seklinde yazabiliriz.

031353523295295225
1+2,1+E2,1+E%2,
GR(22,24): s21+¢
E+2,E+E2,E+8%2
EX 42, E 4 £2,E2+E%2

Ornegin, 3¢ +2 € GR (22,24) elemanini su sekilde p-adik gdsterimle ifade edebiliriz:

3E+2=1+E+2
=& 43=8"+&"+¢
—E1ED

Teorem 4. 8 e gore GR(22,24) =7, [f] halkasinin birimsel elemanlar1 a, # 0 olmak

uzere ¢ =a, +a,2 seklindeki elemanlardir. O halde, GR(22,24) =7, [&] halkasmim
LEEP N+ 2,1+ E2,14+E%2, E42,E+E2,E+E%2,E2 +2,E2 +E2,E2 +E72

elemanlar1 birimseldir. GR (22 ,24) =7, [f] halkasimnin sifir bélenleri 2,£2,E°2 eleman-

laridir ve GR(2”,2") Galois halkasinda (2) ={0,2,£2,£2} dir.

Sonu¢ 4.9 a,,a,,...,a,_, €t olmak iizere her c GR(p“‘,pS’”) elemani

s—1

c=a,+ap+---+a_p

seklinde ifade edilsin. O halde,

(1) a,#0 olan biitiin ce GR( P, psm) elemanlar1 birimseldir ve bu elemanlar merte-
besi ( p” —1) P olan (&)xe garpimsal grubunu olusturur. Burada, (&), & ile iireti-

(s=1)m

len mertebesi p” —1 olan devirli grup ve ¢ = {1 +mime (p)} , mertebesi p olan bir

grup olmak iizere (£)x & garpimsal grubu direk garpimdir.
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i) 0<i<p™ -2 olmak iizere &' elemaninin mertebesi p” —1 in bir bdlenidir, ve
p p

ﬂe( p) olmak iizere 1+7 elemanmin mertebesi p*" in bir bdlenidir. Mertebesi
p" —1 in bir bdleni olan GR( P, psm) halkasmin bir elemani, 0<i< p” -2 olmak
iizere &' seklindedir. Ozel olarak, mertebesi p” —1 olan bir eleman, 0<i< p” -2 ve
ebob(i,p" ") =1 olmak iizere &' seklindedir, ve zZ, [x] halkasinda x”"~'—1 i bdlen
m. dereceden temel indirgenemez bir polinomun kokiidiir.

(iii) a, =0 olan biitiin ceGR( P, psm) elemanlart ya sifir yada sifir bolendir. Bu

elemanlar GR( P, p""”) halkasinm ( p) idealini olustururlar.
Ornek 4. 9 Bir 6nceki 6rnekte

0,1,§,¢%,2,62,£72,
142,14+ E2,1+E%2,
E42,E4+E2 E4+E%2

EX 42, EP 4 EQET+E22

Z,[8]=GR(2*,2*)=

Galois halkasmni ele almistik. Z, [f ] = GR(22,24) halkasinin birimselleri, g, # 0 olmak

uzere ¢ =a, +a,2 seklinde oldugunu séylemis ve
LEEX N2, 14+E21+E22, E+ 2, E+E2E+E22,EX +2,E> +EQ,E* +E°2

birimsel elemanlarmi bulmustuk. &° =1 oldugundan, & ile iiretilen devirli grup
(&)={1e.¢7

ve mertebesi 2° —1=3 tiir. (2) = {0, 2,52,522} ise
e={l+m:me(2)}={1,31+£2,1+£72}

mertebesi 2° =4 olan bir gruptur. O halde, (£)x & direk garpim,

<§>><8 = {1,5,52,1+2,1+§2,1+§22,§ FEQEHEN E42,E EP+E22E7 +2,}

mertebesi 3.4=12 olan bir gruptur ve Z,[£]=GR(2’,2*) halkasim birimsel

elemanlarindan olusur.
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4. 4 Galois Halkalarinin Birim Grubu

R= GR( P, psm) olsun ve R nin birimsellerinin grubunu R” ile gosterelim. G,, & ile
uretilen mertebesi p” —1 olan bir devirli grup ve G, :{1+7T:7re( p)}, mertebesi
p(s"')m olan bir grup olmak iizere R =G xG, oldugunu Sonug 4. 9 (i) den biliyoruz.

Bu boliimde G, grubunun yapisini belirleyecegiz.

Yrd. Teorem 4. 10 X bir bilinmeyen, p bir asal ve tek tamsay1 ve a,,b,,c, sirasiyla

(1 + pX )N , (1 +2X )N , (1 +4X )N ifadelerinin agilmlarindaki X' teriminin katsayilari
olsun. O halde, asagidaki ifadeler dogrudur.

e+l

(i) p°|N ise p™'|a, ve t>2 igin p***|a, dir.
(i) p*|N ise t=1,2 igin 2°'|b, ve >3 igin 2°"*|b, dir.
(iti) p*|N ise 2°*|c, ve t>2 igin 2°7|c, dir.

(iv) t21 igin 4], dir.

Ispat: (i) @, =Np dir. Teoremimizin hipotezinden, p°|N oldugundan p°*'|q, dir.

Simdi # > 2 olsun. O halde,

N) , N(N-1)
a, = = —
Lot P t -1 p

N N-1
dir. (t ] ve (t . ] ifadelerinin ikisi de tamsayidir. p’ |t oldugunu kabul edelim.

Hipotezimizden p°

)

dir. Buradan, p* /"

N oldugundan

!

a, olur. =0 ise > f+2 oldugu agiktir. Eger f >0 ise

p’ = f+2 vebdylece, t > p/ > f+2 olur. Her iki durumda da, — f +¢>2 dir ve bu

e+2 e+2

yiizden, p°?|p*’/*" dir. Sonug olarak, p

a, dir.

(1) ve (i11) benzer sekilde ispatlanabilir.
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(1v) asikardir.
Teorem 4. 11 R = GR( p’, ps’”) olsun. R nin birimsel elemanlarinin grubunu R" ile
gdsterelim. O halde, R* = G, xG, direk ¢arpimindaki G,, mertebesi p” —1 olan devirli

(s=1)m

bir grup ve G,, mertebesi p" " olan ve agagidaki 6zellikleri saglayan bir gruptur:

(i) p tekise G,, mertebesi p*~' olan m tane devirli grubun direk garpimudir.

-1

(1)) p=2 ve s<2 ise G,, mertebesi p’~ olan m tane devirli grubun direk carpimidir.

(ili) p=2 ve s>3 ise G,, mertebesi 2 olan bir devirli grup ve mertebesi 2’ olan bir

devirli grubun, mertebesi 2°' olan m —1 tane devirli grup ile direk ¢arpmmudr.
ispat: s =1 oldugunda R = GR( D, p’”) = IE‘p,,, dir. &, IFP,,, cisminin ilkel elemani olmak

iizere R = <§> grubunun mertebesi p™ —1 olan bir devirli grup oldugunu Teorem 2. 8

den biliyoruz. Bu durumda, G, =R" ve G, =1 dir.
Simdi s>2 oldugu durumu diisiinelim. h(x)eZ [x], m. dereceden monik temel

indirgenemez ve Z | [x] halkasinda x”""'—1 i bdlen bir polinom; & e R, mertebesi

m—1

p"" olan A(x) polinomunun bir kokii olmak tizere R=7 , [£] oldugunu Teorem 4. 8

den biliyoruz. G,

., mertebesi p” —1 olan & ile dretilen devirli grup ve

(s=1)m

G,={l+m:me(p)}, mertebesi p olan bir grup olmak i{izere R =G xG,

oldugunu Sonu¢ 4. 9 (i) den biliyoruz. Simdi asagidaki farkli durumlar i¢in G,

grubunun yapisini belirleyelim.
1. Durum : p asah tek tamsay1 olsun. G, = {1+7T e p)} oldugundan 1+ p&' € G,
dir. i=0,1,...m—-1 ve t>1 icin (1+p§g'i)px_ ifadesinin acilimindaki (éi)t teriminin

a' dir. R

p’”" oldugundan p*

kat sayis1 @' olsun. Yrd. Teorem 4. 10 (i) ye gore, p*
nin karakteristigi p° oldugundan, t>1 i¢in &' (fi)t =0 olur. Yani, i =0,1,...,m—1 i¢in

1

(1+ pE' )p_ =1 dir. Iddiamiz: n,,n,,...,n, < p’" olacak sekilde pozitif tamsayilar ol-
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m—1
mak iizere her i=0,1,..,m—1 igin [](1+p&')" =1 ise n,=p™" dir. Simdi iddiamizt

i=0

m—1
ispatlayalim. H(1+ pE! ) " =1 ifadesini agarsak, bir a € R i¢in

i=0
m—1 )
p(Znifl +pa] =0
i=0

m—1 m—1
elde ederiz. ) n&' + pa sifir bélen oldugundan ) né&' + pae(p) olur. Buradan,

=0 i=0
m—1 __ —i
SnE =0
i=0

olur. E, IFP,,, sonlu cisminin ilkel eleman1 oldugundan, E elemaninin Fp[x] halkasm-

—m-1

daki minimal polinomunun derecesi m dir ve  1&,...,& elemanlari, IFP lizerinde

lineer bagimsizdir. Bu yilizden, i =0,1,...,m—1 icin n: =0 olur. Yani, i=0,1,...,m—1

icin p|n, dir. 0<e<s-2 olmak lizere ny,n,,...,n, ; elemanlarmin hepsini bolen p nin

m—1

1

en biiylk kuvveti p“" olsun. e=s—-2 oldugunu gostermek istiyoruz. i =0,1,...,m—1

icin n, = p*'r. olsun. O halde, 7,,7,...,7, , elemanlarindan en az biri p ile bdlinemez.

°* Tm—1

(1 + pfi)ni =1 ifadesi acarak ve Yrd. Teorem 4. 10 (1) y1 kullanarak, bir ¢ € R i¢in

1
i=0
m—1 )
pe+2 (Z’Qél + pc] — 0
i=0

m—1
elde ederiz. Eger e+2<s ise ) r&' + pce(p) olur. Buradan,

i=0

olur. I,E,...,Em_] elemanlari, IFP iizerinde lineer bagimsiz oldugundan i =0,1,...,m—1
icin 7 =0 olur. Yani, i =0,1,...,m~—1 i¢in p|r, dir. Ancak 7,¥5,...,7, , elemanlarmdan

en az biri p ile bdliinemez oldugundan ¢eliski olusur. O halde, e=s—2 dir. Iddiamiz1

ispatlamis olduk.
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i=0,1,.,m-1 i¢in H, :<1+p(§i> olsun. Her i =0,1,...,m—1 i¢gin H, grubunun merte-

besi p*™' dir. HyxH, x---xH

m—172

H, gruplarmm direk ¢arpimidir; mertebesi pU dir

ve G,=H xH x--xH

. clde ederiz.

2. Durum : p=2 ve s =2 olsun. Bu durumda, G, grubunun her elemanimin karesi 1

dir. Bu ylizden, G, mertebesi 2 olan m tane devirli grubun direk ¢arpimidir.

om

3. Durum : p=2 ve s2>3 olsun. Yrd. Teorem 2. 14 ten N:{52+Z:56F2,,,}, F

cisminin indeksi 2 olan bir alt grubudur. Bu ylizden, bir be IFZ,,, \ N elemani bulabiliriz.

13

—” homomorfizmasi altinda b, be R elemanmnn gorilintiisii olsun. Teorem 4. 1 den

R nin her elemanm i=0,1,....,m—1 i¢cin q, € Z , olmak lizere q, +a,§+---+an_1§”"'
p 1

seklinde tek tiirlii yazilabilir. G,={l+7:7e(p)} oldugundan 1+2+2%+---+2°7,

i=0,1,...,m—1 icin 1+2&", ve 1+4b elemanlarmm hepsi G, grubunun elemanidir.

Ayrica,

(1+2+22 +---+2s‘2) (

MN
N2
N——

¥
/—_\\
»—
[\)
[\) v
;/
/—\
—_
N
_
|
—

(1+2£) = 22(2] ](251')’ ~1

i=0 \ 7'
252 23 -2
(1+4b) = Z( ] =1

i=0 \ V'
esitlikleri saglanir. Iddiamiz: Nyyes N, <27t m<27R, ny<2 ve ny,n,n,,.,n, ,n
pozitif tamsayilar olmak {izere her i =0,1,...,m —1 i¢cin

m—1

(142427 +-+272) [T (1428)" (1+4b)" = (4. 4)

i=1
ise ny=2, n,=n,=--=n, =2"" ve n=2"" dir. Simdi iddiamiz1 ispatlayalim:

m

n, =1 oldugunu kabul edelim. (4. 4) ifadesini agarak ve Yrd. Teorem 4. 10 (i) yi kul-

lanarak, bir a € R i¢in
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m-1
2(1+an.§f+2a]=0
i=1

m—1 m=1__ —i
elde ederiz. Buradan, 1+ né&'+2a€(2) olur. O halde, 1+ m:& =0 dir. Ancak bu

i=l1 i=l1

. . . - _m_] .. . . - . .
IFz,,, cisminin 1,&,...,&  elemanlarinin, IFP iizerinde lineer bagimsiz olmasiyla celisir.

Bu yiizden, n, =2 olmahdir. O halde, (4. 4) denklemi

m—

(1+2&)" (1+4b) =1 (4. 5)

1

seklini alir. (4. 5) ifadesini acarak ve Yrd. Teorem 4. 10 (i1) yi kullanarak, bir a'e R

m—1 m—1
icin 2(Zni§i+2a']:0 buluruz. Zni§i+2a'e(2) ve buradan, i=0,1,...,m—1 igin

i=l1 i=l1

n, € (2) olur. Yani, i =0,1,...,m—1 i¢in her n, ¢ift tamsayidir. 0 <e <s—2 olmak lizere

2n,n,,n,,..,n, , elemanlarmm hepsini bdlen 2 nin en biyik kuvveti 2°' olsun.

e=s—2 oldugunu gdstermek istiyoruz. i=0,1,..,m—1 i¢in n=2r ve n =27,

olsun. O halde, r,7,7,,...,r, , elemanlarindan en az biri tek tamsayidir. (4. 5) ifadesini

acarak ve Yrd. Teorem 4. 10 (i1) yi kullanarak (e yerine e+1 alarak), bir ¢ € R i¢in

20+ (mz_i(rlfl +7 (1;.2”] —1)§2i)+rb + 20] =0

i=0

m—1
elde ederiz. Eger e+2 < s ise Z(riéi +r (@2”‘ —1)§2i)+rb +2ce(p) olur. Buradan,

i=0

3

(rlgurlg”)wz;:ﬁ

I
[=]

elde ederiz. rIEi + rIEZi eN vebe [, \N oldugundan r ¢ift tamsay1 olmak zorundadr.

3

(rf +r1-52i)=0

Il
[=}

olur. r,n,r,...,r, , elemanlarindan en az birinin tek tamsayr oldugunu daha Once

soylemistik. O halde, r ¢ift tamsay1 olduguna gore #,7,,...,7, , elemanlarindan en az biri
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m—1 — _ m-1 —i —
tek olmak zorundadir. Bu yiizden, Zrl.f =0 veya z ré =1 olmak zorundadir. Ancak
i=0 i=0

iki durumda da geliski olusur. O halde, e =s—2 dir. Iddiamiz1 ispatlamis olduk.

H, :<1+2+22 +---+2”"2>,

H,=(1+2&") i=0,1,...m~1 ve

H, =(1+4b)

olsun. O halde, H,, i =0,1,...,m—1 olmak lizere H, ve H, mertebeleri sirasiyla 2, 2!

ve 2% olan devirli gruplardir. H xH x---xH, _ xH_, G, nin alt gruplarinin bir direk

carpimudir ve |H,x H, x---x H,_ xH,|=|G,| oldugundan G, = H xH,x---xH,  xH,
elde ederiz.
Ornek 4. 10 Ornek 3.9 da R=7,[£]=GR(2*,2*) Galois halkasinm birimsel eleman-

larmi belirlemistik. G, =(£)={1&,&7} ve G,={l+7:me(2)}={L3,1+£2,1+£°2]

olmak iizere
R =G xG, = {1,§,§Z,I+2,1+§2,1+§22,§ FE2EHEID EHD,ER EP 12,8 +2,}
oldugunu biliyoruz. $imdi G, grubunun yapisini belirleyelim. Teorem 4. 11 (i1) ye gore

p=2 ve s=2 iken G, grubunun her elemanmin karesi 1 oldugundan G,, m =2 tane

mertebesi 2°7' =2 olan devirli gruplarin direk carpimi olacak sekilde mertebesi
20~ 4 olan bir gruptur, G, =H,xH, olacak sekilde H,,H, devirli gruplarin

bulalim.

Z.,[£] halkasinda 3> =9 =1 oldugundan H, =(3)={1,3} ve

Z,[£] de (1+&2)" =1 oldugundan H, = (1+&2)={1,1+£2} olsun. Bu durumda,
G, =H, xH,=(3)x(1+£2)={1,3,1+£2,3(1+ £2)} = {1,3,1+ £2,3+ £2}
34+£2=1+&22 oldugunu gosterirsek G, = H, x H, oldugunu gostermis oluruz.

34E2=E7+E4E2=E2 483
=EP41+E =142
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Sonug olarak, G, ={1+7:7 €(2)} ={1,3,1+ 2,1+ £72} = (3)x(1+£2) dir.

Sonu¢ 4. 12 p bir asal ve s pozitif bir tamsay1 olsun. O halde, Z; =G, <G, direk

(5-1)

carpimindaki G, mertebesi p—1 olan devirli bir grup ve G,, mertebesi p olan ve

asagidaki 6zellikleri saglayan bir gruptur:

1

(1) p tekise G,, mertebesi p’~ olan devirli bir gruptur.

-1

(1)) p=2 ve s<2 ise G,, mertebesi p’~ olan devirli bir gruptur.

(ili) p=2 ve s>3 ise G,, mertebesi 2 olan devirli bir grup ile mertebesi 2°* olan
devirli bir grubun direk carpimidir.

Ornek 4. 11 Z32 halkasini ele alalim. Z; = {1, 2, 4,5,7,8} dir. Z:; = G, x G, olacak sekil-
de G, ve G, gruplarini belirleyelim. Sonu¢ 4. 12 (i) den, p=3 oldugunda G,
mertebesi p—1=3-1=2 olan devirli bir gruptur. Z, halkasinda 8* =1 oldugundan
G, =(8)={1,8} dir.

G, = {1+7T ‘TE (3)} ={1,4,7} , mertebesi p*—1=2*—1=3 olan devirli bir gruptur. Z,
halkasinda 4’ =16=7 ve 4’ =28=1 oldugundan G, =(4) elde ederiz. Sonug olarak,

Zy=(8)x(4) tiir.

4. 5 Galois Halkalarinin Genislemesi
Teorem 4. 13 R = GR(ps,psm) ve R'= GR(ps,ps") olsun. Eger R', R nin genisletil-
mis halkasi ise m|n dir.
Ispat:
—:R'—)E':R'/R'p;IFp,I

homomorfizmasim ele alalim.Bu homomorfizmanm ¢ekirdegi R'p dir. R+R'p, R'

halkasmin bir alt halkasidir ve R'p, R+ R'p halkasmnin bir idealidir. Bu yiizden,

(R+R'p)/R'p, RY/R'p bdlim halkasinm bir alt halkasidir. Buradan,

(R+R'p)/R'pgR':R'/R'p;Iﬁ‘p,,
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olur. Simdi RNR'p=Rp oldugunu gosterelim. RNR'p o> Rp oldugu asikardir.
reRNR'p olsun. reR ve reR'p olur. r=r'p olacak sekilde bir '€ R' elemani
vardir. O halde, 7p*" =7'p’ =0 olur. Buradan, » sifirdir veya sifir bolendir. Bu da

r € Rp olmasmi gerektirir. Boylece, RN R'p < Rp olur. Teorem 2. 4 ten,
(R+R'p)/R'p=R/RNR'p

oldugunu biliyoruz.

(R+R'p)/R'p=R/Rp = F.

oldugundan IFP,,, C IE‘p,, elde ederiz. Teorem 2. 11 den m|n dir.

Not: Asagidaki degismeli diyagram vardir. “T * kapsamay: gostermektedir.

—:GR(p’,p") > F,
0 0
—:GR(p*,p") > F)

Simdi Teorem 4. 13 in tersinin de var oldugunu gésterelim.

Teorem 4. 14 R=GR(p’,p™) ve m|n olsun. O halde, R yi alt halka kabul eden bir

R'= GR( P, p"‘") Galois halkasi vardir.

Teorem 4. 14 1 ispatlamak icin pr halkasindan Galois halkas1 elde etmek ig¢in

yaptigimiz halka genislemesini R:GR( p’, psm) Galois halkasina genellestirmemiz

gerekiyor. Asagida verecegimiz teoremlerin ispatlari pr icin yaptiklarimiza benzer
oldugu icin tekrar yapmayacagiz. Bu teoremlerdeki R = GR( p’, p""”) dir. R—> R/Rp

dogal homomorfizmasimni “—"" ile gosterecegiz ve R= R/Rp = IE‘p,,, dir.
Teorem 4. 15 R = GR(ps,psm) halkasinin biitiin idealleri (1),(p),(p2),---,(p“°_] ) ,(0)

temel idealleridir. R nin tek maksimal ideali ( p) idealidir, ve R/(p)=F , dir.

14
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Teorem 4. 16 (p)=R|[x|p ideali, R[x] halkasmm asal idealidir; R[x] halkasin her

asal ideali (p) idealini kapsar; ve R[x] halkasmm (p) idealini has olarak kapsayan

asal idealleri maksimaldir.

Teorem 4. 17 O, R[x] halkasmnm bir ideali olsun.

(1) Q asalimsi ideal ise \/é asal idealdir.

(i) VO =(p)
(111) \/é asal ideal ve ( p) idealini has olarak kapsiyorsa Q asalimsi idealdir.

R [x] halkasindaki polinomlar i¢in de aralarinda asallik tanimini yapabiliriz.

Tamm 4. 4 f,g e R[x] olsun. R[x]f+R[x]g=R[x] ise f ve g aralarmda asaldur,
denir.

Yrd. Teorem 4. 18 f, ve f, € R[x] olsun. f, ve f, polinomlarmin R[x] halkasinda
aralarinda asal olmas icin gerek ve yeter kosul f, ve f, polinomlarmmn F. [x] halka-
sinda aralarinda asal olmasidir.

Yrd. Teorem 4. 19 (Hensel Yrd. Teoremi) R[x| halkasinda f monik bir polinom
olsun. g,,g,,...,g, polinomlari, E[x] halkasinda ikiserli aralarinda asal monik
polinomlar olmak iizere f =g,g,...g, olsun. O halde, R[x] halkasmda f = f,f,...f, ve

i=12,...,r i¢cin 71. = g, olacak sekilde R[x] halkasinda ikiserli aralarinda asal monik

fisf5see f. polinomlar1 vardir.

Teorem 4. 20 (Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilma Teoremi) R[x] halkasinda f(x)

monik bir polinom ve der(f)>1 olsun. O halde,

(1) » pozitif bir tamsay1 ve her i =12,...,r i¢cin 71., IFP,,, [x] halkasinda monik indirge-

nemez bir polinomun bir kuvveti olmak iizere /', R[x] halkasinda f = f,f,...f, olacak

sekilde ikiserli aralarinda asal monik asalimsi f, f,,...,f, polinomlarmin g¢arpm

seklinde yazilabilir.

49



1) f=fL S =hhy. b

R[x] halkasinda ikiserli aralarinda asal monik asalimsi polinomlarin ¢arpimi olacak
sekilde f polinomunun iki tiirli ¢arpanlarina ayrilist olsun. O halde, r=¢ dir ve
siralamaya bakilmaksizin i =1,2,...,r i¢in f, =h, dir.

Tamm 4. 5 f e R[x] monik bir polinom ve der(f)=[>1 olsun. Eger 7, E[x]
halkasinda indirgenemez (veya ilkel) ise f polinomuna R[x] halkasinda monik temel

indirgenemez (veya monik temel indirgenemez) polinom denir. R [x] halkasinda monik

temel ilkel polinomlar monik temel indirgenemezdir.

Ornek 4. 12 h(x)=x"+x+1€Z,[x], 2. dereceden monik temel indirgenemez bir poli-

nomve &, A(x) polinomunun 2> —1=23 mertebeli bir kikii olmak iizere
R=GR(2*,2) =2, [x]/(x" +x+1)
=7, [f] = {ao +aé:ay,a € Zzz}

:{ao +a2:ay,a, €T = {0,1,5,52}}
Galois halkasini ele alalim. O halde,

R=R/Rp=GR(2*,2”?)/(2)={a, +a,2+(2): 4,4, 7}

={a,+(2):q, et} ={0+(2),1+(2).£+(2).&* +(2)}

olur. Buradan,

R=GR(2°,2)/(2)=F,, ={0.1.£.£’}
olur. Simdi f(x)=x*+&x+1€R[x] polinomunun temel indirgenemez oldugunu
gosterelim. 7(x) =x"+&x+1e E[x] polinomunun Rz [, sonlu cisminde hi¢ koki

bulunmadigindan, f(x)eR indirgenemezdir. Bu yiizden, f(x)e R[x] monik temel

indirgenemez bir polinomdur.

Teorem 4. 21 Her />1 tamsayisi igin, R[x] polinom halkasinda x”"7 -1 i bdlen .

dereceden monik temel indirgenemez (ve monik temel ilkel) polinomlar vardir.
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Ornek 4. 13 R=GR(2’,2"*) =2, [x]/(x* +x+1) =2, [¢] Galois halkasm cle ala-
m. R[x] halkasinda f(x)=x"+ (1 +28° ) x+&? temel indirgenemez bir polinomdur.
Ciinki  f(x)=x"+x+¢&” € R[x] polinomunun R=F, cisminde hi¢ kokii yoktur.

Ayrica, f(x) polinomu R[x] halkasinda X -1=x" -1 ibdler.

Teorem 4. 22 h(x)e R [x], [. dereceden monik temel indirgenemez bir polinom olsun.

/

R[x]/(h(x)), karakteristigi p° ve kardinalitesi p™ olan ve R yi alt halka kabul eden

bir Galois halkasidir. Buradan,
R[x]/(hx))=GR(p*.p™)

diyebiliriz. £'=x+(h(x)) yazalm. O halde, &'=&"+(h(£")) ve dolayisiyla h(&')=0
olur. Buradan,

ay+ax-+a_x" +(h(x))=a, +a, &'+ +a_ "

olacagindan R[x]/(h(x)) halkasinin her elemanin

a,+aé'++a E"', a eR (i=0,1,..,1-1)

seklinde tek tiirlii ifade edebiliriz. O halde,

R[x]/(h(x))=R[¢"]={a,+a&"+ +a_ E"",a eR (i=0,1,....[-1)}

seklinde yazabiliriz.

Ornek 4. 14 R=GR(2,2*)=Z . [x]/(x* +x+1)=Z,, [¢] halkasmni ele alalm. R[x]

halkasinda h(x)=x" + (1 +2&7 )x +&? polinomunun 2. dereceden monik temel indirge-

nemez oldugunu biliyoruz. O halde, Teorem 4. 22 ye gore,
R[x]/(h(x)) = GR(2*,27*)[x] /(" +(1+28")x + &)

= {ao tap+ (0 +(14287)x+ &) a0, € GR(22,22'2)}
halkast karakterisitigi 2° ve kardinalitesi 2> olan bir Galois halkasidir, ve

GR(22,22'2)[x]/(x2 +(1+2§2)x+§2) =GR(2%,2**?)
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diyebiliriz. &'=x+(h(x)) yazalm. Buradan, &'=¢&"+(h(&")) ve h(£')=0 olur.
a, +a]x+(x2 +(1+2§2)x+§2):a0 +a&'

olacagindan GR (22 ,2%7 )[x] / (x2 + (1 +2&7 )x +&° ) Galois halkasmmn her elemanini

a,,a, € GR(2*,2**) olmak iizere a,+a,&" seklinde tek tiirlii ifade edebiliriz. O halde,

GR(2%,2)[x]/(x* + (14287 ) x+ &) = GR(2*,27)[¢]

yazabiliriz.

Teorem 4. 14 iin ispat1: Teorem 4. 21 ve Teorem 4. 22 den elde edilir.

Teorem 4. 23 R':GR(pS,pS") ve m, n nin pozitif bir boleni olsun. O halde, R'

karakteristigi p* ve kardinalitesi p™ olan tek bir Galois halkasini alt halkasi olarak

olarak kapsar.

Ispat: R= GR( P, psm), karakteristigi p* ve kardinalitesi p* olan bir Galois halkasi
olsun. n=ml olsun. Teorem 4. 14 ten R yi alt halka kabul eden bir R'= GR( P, psm')
Galois halkasi vardir. Ancak GR ( p’, ps"”) =GR ( p’, ps”) olur. Bu izomorfizma altinda,
GR( p, psml) Galois halkasinin bir R = GR( P, psm) alt halkasi, R' Galois halkasinin

bir R, =GR ( p, psm) alt halkasina karsilik gelir.

Simdi R, = GR( »’, psm) alt halkasmnin tekligini ispatlayalim. pr [x] halkasinda m.

dereceden monik temel indirgenemez ve x” "' —1 i bélen bir polinomun, R, Galois

m—1

halkasinda mertebesi p olan bir 7 kokiiniin varhigmni, ve ayrica

T, = {0,1,17,772,...,17”""2} olmak iizere

s=1,
R, :{ao +ap+---+a_p ia,a,a ero}

oldugunu Teorem 4. 8 den biliyoruz. R,, karakteristigi p° ve kardinalitesi p* olan bir

Galois halkast ve R' halkasinin bir alt halkas1 olsun. pr [x] halkasinda m. dereceden
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monik temel indirgenemez ve x”" ' —1 i bolen bir polinomun, R, halkasinda mertebesi

m—1

p"" olanbir ¢ kokii vardir. 7, = {0,1,@“,{2,...,4”’"1‘2} olmak iizere

s—

I
R, :{ao +ap+---+a_piay,a,ag erl}

dir. Teorem 4. 11 den, R" birim grubunun mertebesi p" —1 olan tek bir G, alt grubu
vardir, ve Teorem 2. 6 dan, G, grubunun mertebesi p” —1 olan tek bir alt grubu vardir.
(n) ve (¢), G, grubunun mertebesi p” —1 olan iki alt grubu oldugundan (n)=(¢)

olmalidir. O halde, p” —1 saysi ile aralarinda asal bir i pozitif tamsayisi i¢in ¢ =7’

dir. Buradan, 7, =7, ve R, =R, olur.

Simdi Yrd. Teorem 4. 5, Teorem 4. 6 ve Teorem 4. 8 ifadelerini Galois halkalarina

genellestirerek tekrar verelim.
Yrd. Teorem 4. 24 R= GR(ps,psm) , R'= GR(ps,psm') ve R, R' halkasmin bir alt

halkasi ve f(x) e R[x] olsun. f(x) polinomunun R'= F . cismindeki kokiiniin B ve

7 (B)#0 oldugunu kabul edelim. O halde, @ = 8 olacak sekilde f(x) polinomunun

R' halkasinda tek bir a kokii vardir.

Teorem 4. 25 p bir asal ve s,m,[ pozitif tamsayilar olmak tizere R'= GR( P, psm') ve
R= GR( P, ps’”) olsun. O halde, R[x] halkasmin /. dereceden monik temel indirge-
nemez her /(x) polinomu i¢in R'= R[x]/(h(x)) olur.

Teorem 4. 26 R = GR( P, psm) olsun. A(x) e R [x] , [. dereceden monik temel indirge-

nemez ve R[x| halkasinda x”"~' —1 i bélen bir polinom olsun. O halde,

(1) GR( p, ps"”) Galois halkasinda /(x) polinomunun mertebesi p™ —1 olan bir &

kokii vardir, ve
GR(ps,psml) = GR(ps,p”")[f] = {ao +al+-ta £ aya,. a0, € GR(p"',p‘"” )}

dir. Ayrica, h(x) e R[x] derecesi / veya [ den kiigiik olan ve & yi kok kabul eden tek

polinomdur.
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(ii) r:{0,1,5,52,...,51’"”‘2} olsun. a,,a,,...,a, , €t olmak iizere, her ceGR(p”‘,p“‘"”)

s—1

c:a0+a1p+---+as_1p

seklinde tek tiirli yazilabilir. Ayrica, ¢ nin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

a, # 0 olmasidir. ¢ nin sifir veya sifir bélen olmasi i¢in, yani c € ( p) olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul ¢, =0 olmasidur.

Ornek 4. 15 R=GR(2’,2"*) =2, [x]/(x* +x+1) =2, [¢] Galois halkasm ele ala-

lim. A(x)=x"+ (1 +28° )x +&% € R[x] polinomunun temel indirgenemez oldugunu ve

R[x] halkasinda ¥ —1=x" -1 i bdldiigiinii biliyoruz. Yukaridaki teoreme gdre,

GR(22,28) Galois halkasinda 4(x) polinomunun mertebesi 15 olan bir &' kokii vardir,

ve GR(2,2%)=GR(2’.2*)[¢"]={a, + @& " ap,a, € GR(2,2*)} dir. O halde,

GR(22,28)=

0,1,2,3,5,E+1,E+2,5+3,25,25 +1,26 + 2,2 +3,35,35 + 1,36 +2,36 +3
L 2 L e ,36+3+ &
D L 2E 24 2E oo eeeeeeeeeeeeeeee e 343428
T B Y ST YL 3E+3+3E
EE A EE 24 EE e ,3E+3+ &8
(E+D)ETH(EFD)EL2H(E+D)E e, BE+3+(E+1)E
(E+2)ET+(E+2)EL24(E+2)E N s BE+3+(E+2)E!
(E4+3)ELI+(E+3)EL24(E+3)E e, E+3+(E+3)E!
EE 1 DEE 24 DEE oo J3E 34288
(28 +1)ET+(28+1)E24+ (25 +1)E e, J3E+3+(285+1)¢!
(26 +2)&"14+(25+2) &2+ (28 +2)8 i, 3E+3+(25+2)E!
(28 +3) & 14+(26+3)E, 24+ (264+3)E v 3E+3+(28+3)¢"
T YL J3E +343EE"
(BE+1)ELT+(BE+1)E 2+ (BE+1)E i 3E+3+(3E+1)¢E"
(38+2)E 1+ (3E+2)E" 24+ (BE+2)E e 3E+3+(3E+2)&"
(3E+3)EL1+(3E+3) 24 (3E+3)E s J3E+3+(36+3)E!

=7, [5,5']2{(10 taé+a,'+aéé'ay,a,,a,,a, €Z4}

yazabiliriz.
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r'= 0,1,5',5'2,...,5'22'2‘2 =&"Y olsun. a,,a, €' olmak iizere her c € GR(2°,2%) ele-
0 1

manini ¢ = a, +a,2 seklinde tek tiirlii gosterebiliriz.
Sonuc 4.27 R= GR(ps,psm) olsun. A(x) e R[x] , 1. dereceden monik temel indirgene-

mez ve R|[x] halkasinda x”" =1 i bdlen bir polinom, ve 7 :g'(p " Glsun. 0
halde, n niin mertebesi p”—1 dir. r":{0,1,17,172,...,17”""2} olsun. O halde,

a,,a,,--a,_,€t" olmak lizere c=a,+ap+---+ as_lps" seklindeki elemanlar

GR ( p,p™" ) Galois halkasini olusturur.

Ispat: Teorem 4. 23 te, alt halkanim tekliginin ispatma benzer bir ispat yapacagiz. &'
elemanmin mertebesi p™ —1 oldugundan 7 niin mertebesi de p” —1 dir. Teorem 4. 11

den, R* 1n mertebesi p” —1 olan tek bir G, alt grubu vardir, ve Teorem 2. 6 dan, G, in

mertebesi p” —1 olan tek bir alt grubu vardir. R = GR( P, p””) =7, [£] olmak iizere
<é‘> devirli grubunun, G, in mertebesi p™ —1 olan bir alt grubu oldugunu daha 6nce
sOylemistik. <77> ve <§>, G, in mertebesi p” —1 olan iki alt grubu oldugundan
(n)=(&) olmahdir. O halde, p” —1 sayis1 ile aralarinda asal bir i pozitif tamsayis i¢in
& =n' dir. Buradan, 7 =7" olur.

Ornek 4. 16 R= GR(22,22'2) =Z, [x]/(x2 +x+1) = {ao +a2:ay,a, €T = {0,1,5,52}}
halkasin1 alalim. A(x)=x" + (1 +2&7 )x +E%eR [x] polinomunun temel indirgenemez
oldugunu ve R[x] halkasinda ¥ —1=x" -1 polinomunu béldiigiinii biliyoruz.
g g LEE e o, g2 4 24120 ve £ (14287) £ £ = 0 esitlik-
lerini kullanarak &* elemanini, a,,a, € R olmak iizere a, +a,&' seklinde yazalim:

£7 =(3+287) &3

£ =(3+28)[(3+287)£+3¢ |+38%¢"

=EHEP+2E +3E%E!
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E" = (342878 3E + £28 4 288+ 387 (34287 )£ 1438

= 3E AL S AEE 1 3E + &

=3E4 382 +¢&
£° =3 (3+28)8 38" |+38% + &

=&'+28°8+ &7 +38°8 + &L

=S+ EEHE +EE =L (38 +3)EHET +EE =45 AL+ S
§r=¢

elde ederiz. O halde, &* = & ve r"z{o,l,gz,(gz)z =g} —r={0,1,£,}

4. 6 Galois Halkalarinin Otomorfizmalar
R= GR(p"‘,p”"”), R'= GR(p“‘,p“‘") ve R, R' Galois halkasmin bir alt halkas1 olsun.
R([x]| halkasinda x” "7_1 i bdlen /. dereceden monik temel indirgenemez A(x)

polinomunun, R' halkasinda mertebesi p™ —1 olan sifirdan farkli bir &' kokiiniin

varhgmi ve R'=R[&'] oldugunu Teorem 4. 26 dan biliyoruz.

Ik 6nce asagidaki yardime1 teoremi ispatlayalim.

Yrd. Teorem 4. 28 R, R' Galois halkasinim bir alt halkas1 olsun. 4(x), [. dereceden
monik temel indirgenemez ve R|x] halkasinda x”"™ ~1 i bdlen bir polinom olsun. &',
h(x) polinomunun bir kokii ve R' halkasinm mertebesi p™ —1 olan sifirdan farkli bir

elemani olmak iizere R'= R[§ '] olsun. O halde, &',&"" .. E" """ elemanlarmm hepsi

h(x) polinomunun kdkiidiir. Bdylece, 4 (x)=(&'-x) (5 v x)...(§ " x) olur.

Ispat: i(x), [. dereceden monik temel indirgenemez bir polinom ve &, A(x) polino-

munun bir kokii oldugundan A(x) de E[x]:IE‘p,,, [x] halkasinda /. dereceden monik

temel ilkel bir polinomdur ve Eelﬁ‘pm , ;z(x) polinomunun kdoklerinden biridir. Bu
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— o m(l-1)

o = . . - =z p .
yiizden, £ elemanmin mertebesi p™ —1 dir ve &,E ... & elemanlarmin hepsi

;z(x) polinomunun E:Fp,,, cismindeki kokleridir. 0<i</—1 olmak iizere her Ep

icin ;l. = Ep olacak sekilde A(x) polinomunun tek bir ¢; € R' kokiiniin oldugunu Yrd.

Teorem 4. 5 ten biliyoruz. ¢«;, h(x) polinomunun bir kokii ve A(x) R

oldugundan a;”’”-‘—lzo dir ve boylece ozl.”ml =q, olur. Sonu¢ 4. 9 (ii) den,
0<l <p" -2 olmak iizere bir / tamsaysi igin a, =&" dir. Buradan, a, =& dir.

Yukarida E:E” oldugunu bulmustuk. Béylece, /, = p™ ve «, = £h :g“’mi olur. Bu

m(l-1)

yiizden, &,E7",. &7 elemanlarmin  hepsi  A(x)  polinomunun R'=R[&]

halkasindaki / tane kokiidiir. Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilma Teoremi’nden, /A(x)
polinomunun biitiin kdkleri bu elemanlardan ibarettir.
Ornek 4. 17 R= GR(22,22'2) =7, [x]/(x2 +x+1) Galois halkasmi ele alalm. R[x]

halkasinda h(x)=x" + (1 +2&7 )x +&? polinomunun temel indirgenemez oldugunu ve

R[x] halkasinda x*" ' —1=x'"" -1 i boldigini biliyoruz. &', h(x) polinomunun bir
koki ve R' halkasinin mertebesi 15 olan sifirdan farkli bir elemani olmak tizere

R'=R[&'] olsun. Yukaridaki Yrd. Teoreme gore, EP =E" elemamt da  h(x)

polinomunun bir kokiidiir. &' elemanmi h(x) polinomunda yerine yazarsak,
h(é"‘):(é"‘)z+(1+2§2)§"‘+§2 olur. Ornek 4. 16 da &' =3&'+3E2+¢ oldugunu

bulmustuk. Bu esitligi kullanarak,
ey =() +(1+28%) e+ &

= (361382 +&) +(1+287) (364382 +£)+ &
=EPHEP 4 BE AL +AETE L 2EE + 4

=&+ #3828

=(34287) £+ 387 + £ +3E £ 2EE = 28 '+ 2E2E 1 2EE

=2¢& '+2(3§+3)§'+2§§':4§ +4EE!
=0
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oldugunu gésterebiliriz. O halde, &' ve &", h(x)=x"+(1+2& )x+& polinomunun

kokleridir. Boylece, h(x) =x"+ (1+2§2)x+ £ = (x—§ 2 )(5 '4—x) olur.

Teorem 4. 29 R :GR(ps,psm) , R':GR(ps,psm’) Galois halkasmin bir alt halkasi
olsun. £'eR' mertebesi p™ —1 olan sifirdan farkli bir eleman ve R[x] halkasinda
x”"7 1 i bdlen 1. dereceden monik temel indirgenemez A(x) polinomunun bir kokii
olmak iizere R'=R[&'] olsun. Biitin a,,4,,..,a,, € R i¢in, ¢:R'— R' doniigiimiinii
su sekilde tanimlayalim:

-1

#a,+aé'+-+a, 5" )=a,+aé AT a, & =1

O halde, ¢, R nin elemanlarini sabit birakan R' halkasinin bir otomorfizmasidir.
Ayrica, o € R' olmak lizere ¢(a)=a olmasi igin gerek ve yeter kosul @ € R olma-

sidr.
Ispat: ¢ nin, R deki elemanlar: sabit biraktigi agiktir. ¢ nin, R' halkasmmn bir

otomorfizmasi oldugunu gosterelim. Yrd. Teorem 4. 28 den, &' ve £, h(x) polino-

munun kokleridir. a,,a,,...,a, , € R olmak lizere

R[x]/(h(x)) > R[¢']
ay+ax+-+a_x" +(h(x) > a, +a &'+ +a, "
ve

R[x]/(hx) > R &"" | < R[]
ay+ax+-+a, X +(h(x) P a, + @&+t a, £

doniisiimlerinin ikisinin de halka izomorfizmasi oldugunu Teorem 4. 6 nin ispatindan

soyleyebiliriz. Buradan, a,,q,,...,a, , € R olmak lizere
¢:R[E]>R| £ | RIET

a, +“1§'+---+a1_]§'1“ - a, +aléwm+---+a,_1§'(1_])pm
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sml

halka homomorfizmas1 da izomorfizmadir. Ancak ‘R [5""" ]: p oldugundan

R [5 ' ] =R[&'] ve ¢, R'=R[&"] halkasinin bir otomorfizmast olur.

aeR' ve ¢(a)=a olsun. 7 = {0,1,5',5'2,...,5"’"”‘2} ve a,,4,,...,a, , €T olmak iizere
a=a,+ap+--+a,_p"

seklinde a y1, p -adik gosterimle ifade edelim. ¢(¢')=E&"" oldugundan,

d@)=a] +al" p+--+af p"

dir. Bu yiizden, ¢(a)=a olmasi igin gerek ve yeter kosul i =0,1,...,/—1 igin al.”m =aq,
olmasidir. g, e 7 oldugundan g, =0 olmasi igin gerek ve yeter kosul a/ " =0 olmasidur.
Eger a,#0 ise j=0,1,..,p" -2 olacak sekilde bir j i¢in a, =&V dir. Buradan,
EVT =BV e f'j(pm_]) =1 olur. a,, (£') devirli grubunun mertebesi p” —1 olan bir

<(§ v > alt grubunun elemanidir. Ancak, <§ '> devirli grubunun mertebesi p™ —1 olan tek

bir alt grubu vardir ve bu alt grup <§ (1) (pm_])> devirli grubudur. Bu yiizden,

1

a e <§ '(pm’_])/(pm_])> olur. 1 = f'(pm_])/(pm_]) alirsak, 7'= {0, 1,17,772,...,17”""2} olmak iizere
a, €' olur. Sonug 4. 27 den o € R dir.

Tanmmm 4. 6 R nin her elemanmi sabit birakan R' halkasinin otomorfizmasina, R'
halkasmin R iizerindeki bir otomorfizmasi denir. Ornegin, Teorem 4. 29 da tamm-

ladigimiz ¢, R' halkasinin R iizerindeki bir otomorfizmasidir. ¢ otomorfizmasina, R'

halkasmin R iizerindeki genellestirilmis Frobenius otomorfizmasi denir. R' halkasinin

birim otomorfizmasini 1 ile gdsterelim ve,
¢O =1 ve ¢i+] :(bi o, i=12,..

tanimlarmi yapalim. Bu durumda, i=0,1,2,... igin biitiin ¢' homomorfizmalari, R'

halkasinin R tizerindeki otomorfizmalaridir. Her a,,q,,...,a, , € R i¢in

(15(620 +a gt + al—]é " ) =ay+ @8 Pt al—lg e
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B (ay+acera £ =g(a+a @) et G ) =g ra g a0

¢i ((10 + a]é '+ +a1_]§ 'l_]) =a, +a1§ " 4t a[_]g W(1-1)p™

olur. ' elemanmnmn mertebesi p™ —1 oldugundan ¢' =1 esitligini saglayan en kiiciik
pozitif tamsayr / dir. O halde, ¢°=1,¢,¢°,...,¢"" otomorfizmalar1 ¢ ile iiretilen

mertebesi / olan (¢) devirli grubunu olusturur.

R' halkasmnin R iizerindeki otomorfizmalari, bileske islemine gore bir grup olus-

tururlar. Bu gruba R' halkasmin R iizerindeki Galois grubu denir ve Gal(RY/R) ile
gosterilir.

Yrd. Teorem 4. 30 7 ¢ Gal(R'/R) olsun. R'= IE‘p,,,, sonlu cisminin bir 7 indirgenmis
otomorfizmasi su sekilde tanimliyoruz: Her a eIFp,,,, icin, a=a olacak sekilde bir

o € R' vardrr.

F,->F,

p P

3

ar>t(a)=1(a)

déniisiimiinii tanimlayalim. O halde, 7 iyi tanimlidir ve 7 e Gal(IFp,,,, / IFP) dir.

Ispat: Oncelikle T doniistimiiniin iyi tanimli oldugunu gosterelim. a=a'=a olacak

sekilde a,a'e R' olsun. a—a'=0 oldugundan bir 7 €R' i¢in a—a'=pr dir.

Buradan, t(a)-t(a')=t(a—-a")y=t(pr)=pr(r)=0 ve rt(a)=7(a') olur. Bu
yiizden, T iyl tanimhdir.Simdi, T doniisiimiiniin halka homomorfizmasi oldugunu

gosterelim. Her a,b € IFP,,,, icin, a= a,ﬁ =b olacak sekilde a, f € R' elemanlar1 vardur.

a+B=a+b ve aff =ab dir.

t(a+b)=1(a+pB)=1(a)+7(B)=1(a)+7(B) =1(a) +7(b), ve

t(ab) =t(ap) =t(a)t(B) =t(a)r(B) = t(a)r(b)
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oldugundan 7 bir halka homomorfizmasidir. 7(a) =0 oldugunu kabul edelim. 7(a) =0
dir. Yani, bir 7 € R' i¢in 7(a)= pr dir. Buradan, 7(a’)=71(a)’ =(pr)’ =0 olur.
7 € Gal(R/R) oldugundan &' =0 dir. Buda o €(p) ve a=a =0 olmasmi gerektirir.
Bu yiizden, Cekz_':{a} ve 1_', IFP,,,I cisminin bir otomorfizmasidir. Her a eIFp,,, i¢in
a=a olacak sekilde bir ae€R vardrm. z_'(a) = z@ =a=a dir. Buradan,

Te Gal(IFp,,,I / IFP,,, ) olur.

Teorem 4. 31 ¢, R' halkasinin R lizerindeki genellestirilmis Frobenius otomorfizmasi

olsun. O halde, ¢ de IFP,,,, cisminin IFP,,, iizerindeki Frobenius otomorfizmasidir. Ayrica,

Gal(R/R)=(¢) dir ve
Gal(R/R) - Gal(F , /F . )

THT

bir grup izomorfizmasidir.

ispat: Yrd. Teorem 4. 30 dan, ¢ e Gal(lﬁp,,,, /IFP,,,) dir. ¢ nin tanim geregi (&) =E""

olur. Buradan, @(g’) =p(&)=¢E"" = é_'pm =c (5_') ve dolayisiyla ¢ = o dr.

teGal(R/R) olsun. O halde, 0<,;<p™ -2 ve ebob(j, p” —1)=1 olmak iizere

7(§")=¢&" dir. Buradan, ;(f_')ZT(i'):?:éj_'j olur. Yrd. Teorem 4. 30 dan,
z_'eGal(IFp,,,I /IFP,,,) oldugunu biliyoruz. Gal(IFp,,,, /Fp,,,):(@ oldugundan 7 =o' kabul
edebiliriz. O halde, 7(&')=0 (g_'):g—v""" dir. Bu yizden, j=p" ve
T(EN=EY =& dir. Yani 7 =¢' dir.

Sonug 4. 32 n=mid ve ¢, R'=GR(p',p") halkasmm R=GR(p',p™) iizerindeki

Frobenius otomorfizmasi olsun. O halde,
(i) ¢’, R'= GR( r, p"‘") halkasinn  R"= GR ( r, psmd) tizerindeki Frobenius

otomorfizmasidir ve Gal(RY/R") = <¢d> , mertebesi / olan devirli gruptur.
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(i) Her aeR" icin, ¢(a)eR" dir. ¢ nin R"halkasmna kisitlanigini ¢| o 1l

gosterelim. O halde,

¢l R">R"
a ¢(a)

dontisimii 1yi tanimlidir. ¢| > R" halkasinin R iizerindeki Frobenius otomor-

fizmasidir ve Gal(R"/R)= <¢| R,,>, mertebesi d olan devirli bir gruptur.

4.7 Genellestirilmis iz ve Norm

Tanim 4.8 R = GR( p’, p""”) , R = GR( p’, p””[) Galois halkasinin bir alt halkasi ve ¢,

R' halkasmin R {izerindeki genellestirilmis Frobenius otomorfizmasi olsun.

a € R elemanmnin R halkasima gore genellestirilmis izi,
Tpr(@)=a+¢(a)+-+¢"" (a)

seklinde tanimlanir.

a € R elemanmnin R halkasma gore genellestirilmis normu,
Nee(@)=a(@)9" ()

seklinde tanimlanir.

Eger R ve R halkalarmni biliyorsak 7, xyg V€ Ny yerine sirasiyla 7 ve N yazabiliriz.

Teorem 4. 33 o, B € R ve a € R i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

() T(a)eR; () N(a)eR;

(i) T(a+pB)=T(a)+T(B); (i) N(aB)=N(a)N(B):;

(iii) T (aa)=aT(a) ve, (ii") N(ax)=a'N(a) ve,
ozel olarak, T'(a)=la; ozel olarak, T'(a)=a';

(iv) T(¢(a))=T(a); (iv) N(¢(a))=N(a).
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Ispat: Yukaridaki ifadelerin ispatlar1 iz ve norm igin benzer olduklarindan sadece iz

icin ispat yapacagiz.
() §(T () =p(a+(a)++¢"" (@) =¢(a)+¢* (a)++¢" (a)+a =T(a)
oldugundan T'(e) e R dir.
(i) T(a+B)=a+B+p(a+p)++¢"" (a+p)
—a+g(a)+-+¢" (a)+B+p(B)++¢" (B)=T(a)+T(B)
(ii)) T (aar) = aa + ¢ (aa)+---+¢'" (aat)
—a(a+@(a)+ -+ («))=aT(a)

aeR oldugundan T (a)=a+¢(a)+-+¢""'(a)=a+a+-+a=ladur.

(i) T(§(a)) = ¢ () + (g (a))+-+¢"" ($())

=¢(a)+¢’(a)++¢" " (a)+a=T(a)
Teorem 4. 34 R=GR(p',p"), R'=GR(p',p™) Galois halkasinm alt halkasi ve
R'=GR(p'.p™). R"=GR(p’, p""") Galois halkasinmn bir alt halkasi olsun. O halde,
her o € R" igin
Ty (@) = Tyge (Tuyer (@) Ve Ny () = Nygo (Nyeo (1))
esitlikleri vardr.

Ispat: Yukaridaki esitliklerin ispatlar1 iz ve norm igin benzer oldugundan sadece iz igin

yapacagiz. Sonug 4. 32 ye gore ¢, R':GR(pS,pS’”’) halkasinin R:GR(pS,pS’”)
iizerindeki Frobenius otomorfizmas1 olmak iizere ¢, R":GR( p, psmld) halkasinin
R':GR( 22 psml) tizerindeki Frobenius otomorfizmasidir ve Gal(R"/R ’) :<¢1> ,
mertebesi d olan devirli bir gruptur. Her a € R' i¢in, ¢(a)eR' dir. ¢ nin R'

halkasima kisitlanigini ¢| o 1le gosterelim. O halde,
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¢l :R' >R
a ¢(a)

dontistimii 1y tanimhidir. ¢| = » R' halkasinin R tizerindeki Frobenius otomorfizmasidir

ve Gal(R/R)= <¢| R,>, mertebesi / olan devirli gruptur.

Teorem 4. 33 ten Ty, (a)€R' oldugunu biliyoruz. O halde, T, (TR,,/R, (a)) iyi

tanimlidir.

elde ederiz.
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BOLUM 5

ZINCIiR HALKALAR

Bu boliimde, ilk olarak yerel halkalarin ve daha sonra zincir halkalarin tanim ve
orneklerini verecegiz. Boliimiin amaci, herhangi bir zincir halkanin Galois halkalar
kullanilarak nasil inga edildigini gostermek ve sonrasinda 6rneklendirme yapmaktir. [6],
[7], [8], [9], [10], [11] 1 inceledikten sonra bu kaynaklardaki ilgili tanim ve teoremleri

bir araya getirmek suretiyle Zincir Halkalar Bolimii’nii olusturduk.

Tanmm 5. 1 R bir halka olsun. R nin biitiin maksimal sag ideallerinin kesisimine

Jacobson Radikali denir, ve Rad (R) ile gosterilir.

Onerme 5.1 R bir halka olsun. Rad (R ) , R nin biitiin maksimal sol ideallerinin kesi-
simine de esittir ve R nin bir idealidir.

Yrd. Teorem 5. 2 R sonlu ve birimli bir halka olsun. a,b€ R ve ab=1 ise ba =1 dir.
Ispat: DR’ R>...2b"R2H"™RD...

sonlu zincirini diistinelim. "R # 0 dir. Ciinkii "R =0 olsayd1 "a =0 ve bunu a" ile
carptigimizda @ =0 olurdu. O halde, »"R =b""'R # 0 dir. Buradan, b""'x =5b" olur. Her
iki tarafi ¢" ile ¢arptigimizda bx=1 olur. x=1x=(ab)x=a(bx)=a ve ba=1 elde

ederiz.

Onerme 5. 3 R sonlu ve birimli bir halka olsun. O halde,

Rad (R)={r e R:VseR igin 1-rs birimsel eleman } .

Ispat: reRad (R) olsun. O halde, R nin her M maksimal ideali i¢in re M dir.

Buradan, 1¢ M +rR olur. Tersine, R nin her M maksimal ideali i¢in 1& M +rR ise
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M < M +rR dir. M maksimal oldugundan » € M ve dolayisiyla, r Rad(R) olur. Bu

yiizden, r € Rad (R) olmasi, her M maksimal ideali ve se R i¢in 1—rs¢g M olma-

styla denktir. O halde, 1—rs sag birimseldir. Yrd. Teorem 5. 2 ye gore 1-rs

birimseldir.

Onerme 5. 4 Rad (R ) , R nin nilpotent idealidir.

Tamm 5. 4 R bir halka, m >1 bir tamsay1 ve Rad (R)=M olsun. Eger M" ={0} ve

M"" 2 {0} ise m tamsayisina M nin nilpotentlik indeksi denir.

Tanmim S. 2 R sonlu ve birimli bir halka olsun. R/ Rad (R) sonlu bir cisim ise R ye

yerel halka denir.

Teorem 5. 5 Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) R bir yerel halkadir.

(11) R nin tam bir tane maksimal sag (veya sol) ideali vardir.

(111) R nin birimsel olmayan elemanlari, R nin bir has idealinin i¢indedir.

(iv) R nin birimsel olmayan elemanlari, R nin bir sag (veya sol) idealini olusturur.

(v) R nin birimsel olmayan elemanlari, toplamsal Abelian grup olusturur.

(vi) Her r € R i¢in, r veya 1+r birimseldir.

Ispat: (i)< (i) R bir yerel halka olsun. O halde, R/ Rad (R) sonlu bir cisim ve

Rad (R ) maksimal idealdir. Rad (R ), R nin biitiin maksimal idealleri tarafindan kap-

sandigindan R nin tek bir maksimal ideali olmak zorundadir.

(1) = (1i1)) R nin tek maksimal sag ideali M olsun. » € R, R nin birimsel olmayan bir

elemani olsun. O halde, yRc R olur. R nin her has ideali bir maksimal ideal tarafindan

kapsandigindan R < M, yani r € M dir. Bu ylizden, R nin birimsel olmayan biitiin

elemanlar1 M maksimal idealinin i¢cindedir.

(111)=(iv) R nin birimsel olmayan elemanlari, R nin bir / has idealinin i¢inde olsun.
I has ideal oldugundan hicbir eleman1 birimsel olamaz. Bu yiizden, / nin biitiin

elemanlar1 birimsellerden ibarettir.
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(v)=(vi) R nin birimsel olmayan elemanlari, toplamsal G Abelian grubunu olustur-
sun. r ¢ G ise r birimseldir. » € G ise 1+r, G nin eleman1 olamaz. Cinkii 1+reG

olsaydi 1+r—r =1€ G olurdu. Bu yiizden, 1+ birimseldir.

(vi)= (i1) Her r € R i¢in, r veya 1+r birimsel olsun. R nin M, # M, olmak iizere iki
tane M,, M, maksimal ideali oldugunu kabul edelim. M, # M, ise en az bir tane
m, e M\ M, vardir. M,, R nin maksimal ideali oldugundan M, +mR =R dir. O
halde, m,+myr=1 olacak sekilde m,eM, ve reR vardrr. mr=1-m,eM, ve
1—m, birimseldir. Bu ise M, in maksimal ideal olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden, R nin tek

maksimal ideali vardir.
Ornek 5. 1 Sonlu cisimler yerel halkadir.
Ornek 5. 2 Galois halkalar1 yerel halkadur.

Teorem 5. 6 R bir yerel halka ve maksimal ideali M olsun. O halde, asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

(1) Her sag (sol) ideali temel idealdir.
(1) M temel idealdir.

Tanim 5. 3 Bir halkanin biitiin sol idealleri kapsamaya gore lineer swrali ise yani bir
zincir olusturuyorsa bu halkaya sol zincir halka denir. Benzer sekilde, sag zincir halka

tanimin1 da yapabiliriz.

Bu tanimdan zincir halkalarin tek bir maksimal ideali oldugunu sdyleyebiliriz. O halde,

biitiin zincir halkalar yerel halkadir.

Teorem 5. 7 R sonlu ve birimli bir halka olsun. Rad (R) =M olsun. O halde, asagida-
ki ifadeler birbirine denktir:

(1) R bir sol zincir halkadir.

(1) R nin temel sol idealleri bir zincir olusturur.

(111) R bir yerel halkadir ve M = RO sol temel idealdir.

(1v) R bir sag zincir halkadir.

Ayrica, R halkas1 yukaridaki kosullar1 saglarsa, i pozitif bir tamsay1 olmak iizere R

nin her has ideali,
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M'=RO' =0'R

seklindedir.

Ispat: M ={0} ise R=F, olacagindan (i)-(iv) kosullari saglamr. M #{0} alalim. Bu
durumda, M* EM olur.

(1)< (i1) R bir sol zincir halka ise R nin sol idealleri kapsamaya gore lineer siralidir.

O halde, R nin tek bir sol maksimal ideali vardir. Yani, R yerel halkadir. Tersi, sol

zincir halkanm tanimi geregi vardir.

()= (i11)) R bir sol zincir halka olsun. R nin yerel halka oldugunu yukarida sdyledik.
V=M/M* bolim modiiliinii ele alahm. MV =VM =0 dir. Buradan, V', R/M = F,

iizerinde hem sol hem de sag vektor uzay: olur. M ve M* arasinda kalan idealler ¥ nin

alt uzaylarma denk gelir. R nin sol idealleri swrali oldugundan boyV =1 olmaldir.

OeM\M?* olsun. RO — M ve RO ¢ M? oldugundan RO = M elde ederiz.

(1)) = (1), (iv) R bir yerel halkadir ve M = RO sol temel ideal olsun. Burada onemli

olan M =60R oldugunu gdstermektir. M =RO ise boy,,V =1 dir ve M \M’

oldugundan M =6OR+ M* dir. Buradan,

M =0R+M? :9R+(9R+M2)M

=OR+M’=---=OR+M" =6R
olur. i=1,2,... icin M’ = RO’ =0'R elde ederiz. Bdylece,
R:M()?M?Mz?---?Mm"]?M'”:{0} (5.1
iki tarafli ideallerin bir zincirini elde etmis olduk. Simdi, 0#aeR alalim.
ae M'\M"™ =RO\RO™ olacak sckilde ie{0,l,..,m—1} tamsayisi vardir. Yani,

u € R\M birimsel olmak iizere a=uf' dir. O halde, Ra= RO’ olur. Dolayisiyla, R nin
her sol ideali (5.1) zincirine aittir. (iii) <> (iv) oldugunu yukarida yaptiklarimizdan

sOyleyebiliriz.

Sonug¢ 5. 8 Bir yerel halkanin maksimal ideali temel ideal ise bu halka sonlu zincir

halkadir.
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Sonugc 5. 9 Sonlu zincir halkalarin her ideali temel idealdir. Dolayisiyla, her sonlu zincir

halka temel ideal halkasidir.

Ispat: Sonlu bir R zincir halkasinda Rad (R ) = M nin temel ideal oldugunu Teorem 5. 7

den biliyoruz. Teorem 5. 6 dan, R nin biitiin sol (sag) idealleri temel idealdir.
Ornek 5. 3 Galois halkalar1 zincir halkadir. R = GR( P, ps’”) Galois halkasinm biitiin

ideallerinin (1),(p).(p*).~(p"").(0) oldugunu Bélim 4 ten biliyoruz. R nin idealleri

()= (p)=(r*) 2> () >(0)

seklinde bir zincir olusturdugundan R = GR(p*, p™) bir zincir halkadir.
Tanmm 5.5 R bir Galois halkasi olsun. a, € R birimsel olmak iizere
g(x)=x" +p(ak_,x"“ +obax+ ao) € R[x]

polinomuna R iizerinde k. dereceden Eisenstein polinomu denir. R[x]/(g(x)) kalan
simif halkasina R nin Eisenstein genislemesi denir.

Tamim 5. 6 R, maksimal ideali M olan sonlu bir zincir halka olsun.
p’: R nin karakteristigi
p": |R/M| = ‘IFP,,, ‘
S : M nin nilpotentlik indeksi
s=11iken t=p ve s>1 iken 1<¢<k olmak iizere § =(s—1)k+t¢
k : peMP" olacak sekilde S ya esit veya kiiciik olan en biiyiik tamsay1

olmak tlizere p, s, m, k, t tamsayilarina R nin sabitleri denir.

Teorem 5. 10 g(x) e GR(p*, p™)[x], k. dereceden bir Eisenstein polinomu olsun. p, s,

m, k, t sabitlerine sahip her R sonlu zincir halkasi
R=GR(p',p™)[x]/(g.r"'x') (5.2)

seklinde yazilabilir.
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Ornek 5.4 Z,, =Z, = GR(2*,2* ) Galois halkasini ele alalim. Teorem 5. 9 a gore,
R=GR(2*,2*)[x]/(x* +2.2x*) = GR(2*.2*)[x]/(x* +2) = Z, [x]/(x* +2)
p=2,s=2, m=1, k=2, t =2 sabitlerine sahip bir zincir halkadir.
R=2,[x]/(x*+2)={a+bx+(x"+2):a,b € Z,}

={a+bx:x’ =2vea,bel,|

={0,1,2,3,x,14x,2+x,3+x,2x,1+2x,2+2x,3+ 2x,3x,1+3x,2+3x,3 + 3x}

Sonu¢ 5. 9 dan, sonlu zincir halkalarin her idealinin temel ideal oldugunu biliyoruz.

Simdi R nin ideallerini belirleyelim:
{0}

IR=R

2R = {0, 2,2x,2+ 2x}

3R=R

xR ={0,x,2x,3x,2,2+x,2+ 2x,2+3x}
(I1+x)R={0,1+x,2+2x,3+3x,3+2x,1} =R
(2+x)R={0,2+x,2x,2+3x,2 +2x,3x,2, x}
(3+x)R={0,3+x,2+2x,1+3x,2+3x,1} =R
2xR ={0,2x}
(1+2x)R={0,1+2x,2,3+2x,x,2x,1} =R
(2+2x)R={0,2+2x,2x,2}
(3+2x)R=1{0,3+2x,2,2x,3} =R

3xR ={0,3x,2x,x,2,3x+2,2x+2}

(1+3x)R:{0,1+3x,2+2x,3+x,x+2,1} =R
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(2+3x)R={0,2+3x,2x,2+x,2+2x,2,x,3x}
(3+3x)R={0,3+3x,2+2x,1+x,2+3x,1+2x,1} =R

R nin has idealleri:

xR ={0,x,2x,3x,2,x+2,2+2x,2 +3x}
(2+x)R={0,2+x,2x,2+3x,2+2x,3x,2, x}
2xR ={0,2x}

(2+2x)R={0,2+2x,2x,2}

3xR ={0,3x,2x,x,2,3x +2,2x+2}
(2+3x)R={0,2+3x,2x,2+x,2+2x,2,x,3x}

olup

xR :(2+x)R =3xR :(2+3x)R
2R :(2+2x)R

elde ederiz. O halde, R nin biitiin idealleri R,xR,2R,2xR,{0} temel idealleridir ve

R:>xR32R:>2xR:>{O}

sonlu zincirini olustururlar. Bu durumda, R nin tek maksimal ideali xR olur. Teorem 5.

7 ye gore, R nin tek maksimal ideali M olmak iizere M =6OR ve R nin her has idealinin

M'=0'R seklinde oldugunu biliyoruz. O halde, bu 6rnekte

M = xR
M?=x’R=2R
M?®=x’R=2xR

M*=x'R=2’R={0}

olur. M* = {0} ve M’ # {0} oldugundan M nin nilpotentlik indeksi 4 tiir. Ayrica, M nin

nilpotentlik indeksinin 4 oldugunu Tanim 5. 6 dan da s6yleyebiliriz. Tanima gore, s >1

iken 1<7<k olmak iizere f=(s—1)k+¢ dir. Bu ornekte, s =2>1 ve l<r=k=2

oldugundan B =(2-1)2+2=4 tiir.

Zincir halkalarm yerel halka oldugunu biliyoruz ve Teorem 5. 5 ten bir yerel halkada
birimsel olmayan elemanlarin, halkanin tek maksimal idealini olusturdugunu biliyoruz.

O halde, R nin tek maksimal ideali M = xR oldugundan R nin birimsel olmayan
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elemanlar1 M = xR idealini olusturur. Bu durumda, R nin birimsel elemanlarmin

kiimesi R\ xR olur ve 1,3,1+ x,3+x,1+2x,3+2x,1+3x,3+3x elemanlarindan olusur.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Galois ve zincir halkalarina orneklendirmeler yapilarak bu halkalarin
yapist ve Ozellikleri tanitildi. Daha ileri seviyede bu halkalar1 baz alarak, verilen
ornekleri de dikkate almak suretiyle Kodlama Teorisinde kullanilacak sekilde yeni

calismalar yapilabilir.
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