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OZET

YARI HALKALARIN ASAL SPEKTRUMU
Giilsen ULUCAK

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Unsal TEKIR

Tezin temel amaci halkalarin asal ideallerinin kiimesi iizerinde kurulan Zariski
topolojisini ve Ozelliklerini degismeli ve birimli yar1 halkalarin asal idealleri iizerinde
kurmak ve topolojik 6zellikleri gostermektir.

Bunun i¢in ilk Once yari1 halka kavrami ve temel Ozellikleri ispatlanmistir. Yari
halkalarin idealleri ve homomorfizmalar1 ile halka idealleri ve homomorfizmalar
arasinda iligkiler kurulmustur. Boliim halkalar1 cebirsel yapist gibi boliim yar1 halkalar
insa edilmistir. Yar1 halkalarin ideallerinin genisleme ve kisitlamalar1 tanimlanmis ve
gerekli Ozellikler tamitilmistir. Yari halkalarda asal ideal kavrami ve oOzellikleri
tanitilmistir. Daha sonra yari halkalarin asal idealleri lizerinde Zariski topolojisi
kurulmus ve ayirma aksiyomlar1 incelenmistir.

Sonug olarak halkalarin asal idealleri iizerinde kurulmus olan topolojiye benzer sekilde
topoloji kurulmus ve 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yar1 halkalar, asal idealler, Zariski topolojisi, asal spektrum.
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In this study, for any commutative semiring S with identity, we define topology on
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

An Introduction to General Topolgy, Genel Topoloji, General Topology, The Zariski
Topology on the Prime Spectrum of a Module adli kaynaklardan topolojinin tanimu,

topolojik ozellikler ve ayirma aksiyomlar1 konular1 incelenmistir.

A Radical Theory for Semirings adli kaynagin yar1 halkalarin temel tanim ve 6zellikleri,
boliim yar1 halkalar1 ve yar1 halkalar iizerinde homomorfizmalar konularindan
faydalanilmistir. Semirings-Algebraic Theory and Applications in Computer Science
adli kitaptan yar1 halkalar ile ilgili 6rnekler alinmigtir. Degismeli Halkalar ve Modiiller,
On Prime and Maximal k-Subsemimodules of Semimodules ve On Ideals in Semirings
adl kaynaklardan yar1 halkalarin asal ideal, maksimal ideal, minimal ideal tanimlarini

yapmada ve bu ideallerin baz1 6zelliklerini ispatlamada yararlanilmistir.

The Prime Spectrum of a Ring, Separation Axioms and The Prime Spectrum of
Commutative Semirings adli makalelerden yar1 halkalarin lizerinde topoloji kurmak i¢in
ve bu topolojinin sober, spektral ve siiperkompakt uzay olduklarini gostermek igin
faydalanilmistir. More on A -closed Sets in Topological Spaces, More on ¢ -Semiopen
Sets, On A -sets and The Dual of Generalized Continuity adli makalelerde ki A -closed

kiimelerin tanimlarindan yararlanilarak yari halkalarin asal idealleri lizerinde R,-uzayi,

R, -uzay1 ve ayirma aksiyomlar1 arasindaki durumlar ispatlandi.



1.2 Tezin Amaci

Halkalarin asal idealleri iizerinde kurulmus olan Zariski topolojisini yar1 halkalarin asal
idealleri lizerinde kurmaya calisacagiz. Eger yar1 halkalar iizerinde bu topoloji
kurulabilirse bu topoloji lizerinde ayirma aksiyomlarini ve bu aksiyomlarin aralarindaki

durumu gérmeyi hedefliyoruz.

1.3 Hipotez

Halkalarin asal idealleri iizerinde bir topoloji kurulabildiginden benzer sekilde bir

topoloji yar1 halkalarin asal idealleri lizerinde de kurulabilir.



BOLUM 2

TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu boliimde topoloji tanimini, bazi teoremleri ve ayirma aksiyomlar1 agiklanmistir. Bu

boliim [1], [2] ve [15] numarali kaynaklardan yararlanilarak derlenmistir.

Tammm 2.1 @ X bir kiime olsun. Eger P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi 7

asagidaki kosullar1 saglarsa 7 ya X {lizerinde bir topoloji denir.

a) Xerve Jer,

b)U,erveU, er ikenU NU, e,

c) 7 kiimesinin keyfi sayida elemanlarindan olugan herhangi bir alt aile o ={U, :i € A}

olmak iizere UUi eT.
ieA

Tamim 2.2 7 topolojisinin her bir elemanina (X,7) uzayinda bir agik kiime (7 -agik
kiime) ad1 verilir.

Sonug 2.3 (X, 7) topolojik uzayinda;

a) X ve O agik kiimelerdir.

b) Sonlu sayida agik kiimenin kesisimi de agiktir.

¢) Keyfi sayida agik kiimenin birlesimi de agiktir.

Tamim 2.4 Bir (X, 7) topolojik uzayinda agik bir kiimenin tiimleyeni olan kiimeye veya

tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir.

Onerme 2.5 Bir (X, 7) topolojik uzayinda;

a) ¥ ve X birer kapali kiime.



b) Sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi de kapalidir.
¢) Keyfi sayida kapali kiimenin kesisimi de kapalidir.

Tamim 2.6 Bir (X,7) topolojik uzayini ve bu uzayin bir Y alt kiimesini goz Oniine
alalim. Bu uzayin Y alt kiimesini igeren tiim kapali alt kiimelerinin kesisimine Y nin
kapanisi denir ve Y ile gosterilir.

Sonug 2.7 Bir (X,7) topolojik uzayinda Y nin kapanisi, Y kiimesini igeren en kiigiik
kapal1 kiimedir.

Teorem 2.8 x Y olmasi icin gerek ve yeter kosul X i iceren her acik kiime ile Y nin
kesisimi bostan farklidir.

Onerme 2.9 Bir (X,7) topolojik uzaymmn bir Y alt kiimesinin kapal1 olmas igin gerek

ve yeter kosul Y =Y olmasidir.

Tammm 2.10 (X,z) bir topolojik uzay olsun. X in bazi alt kiimelerinin meydana
getirdigi S kiime ailesinin bir taban teskil etmesi i¢in asagidaki kosullar1 saglamasi

gerekir:

1. pcr,

2.Eger #Uer iseU = U B, seklinde yazilabilir.

B,ep

Tanim 2.11 (X, 7) bir topolojik uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi Ac X olsun. 7,
ile X in biitin 7—acik kiimeleri ile A nin arakesitlerinden meydana gelen kiimeyi
gosterelim. Bu kiime sistemine A iizerinde Relatif Topoloji denir ve (A,z,) ile
gosterilir. (A,7,), (X,7) nun bir alt uzayidir. A nin bir W alt kiimesi 7, —agtk olmasi

icin W =U M A olacak sekilde X inbir U acgik kiimesi vardir.
Tammm 2.12 Bir X kiimesi, bu kiimenin bir Y alt kiimesi ve bir @ < P(X) ailesi
verilmis olsun. Eger Y < U{U :U € w} oluyorsa @ ailesine Y alt kiimesinin bir ortiisii

denir. Eger @ sayilabilir ise sayilabilir ortii, @ sonlu ise sonlu ortii denir. Ayrica, X
tizerindeki bir 7 topolojisi igin eger @ — 7 i1Se @ Ortiisliniin durumuna gore agik ortii,

sayilabilir acik Ortii ve sonlu acik ortii seklinde kullanilir.

Tamim 2.13 Bir (X,7) topolojik uzaymnin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa

bu uzaya kompakt uzay denir.



Tanmim 2.14 (X,7) ve (Y,n) birer topolojik uzay ve f : X —Y bir fonksiyon olsun.
Eger Y nin her acik alt kiimesinin ters goriintiisii X de aciksa f fonksiyonuna siirekli
denir.

Teorem 2.15 (X,7) ve (Y,n) birer topolojik uzay ve f :X —Y bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y nin her kapali alt
kiimesinin ters goriintiistiniin kapal1 olmasidir.

Tamm 2.15 Bir (X,7) topolojik uzaymin X # Yy olacak sekilde her x,y € X igin X
iceren fakat y yiicermeyen veya Y yiigeren fakat X 1igermeyen bir agik kiimesi varsa
(X, 7) topolojik uzayma T, —uzay1 ve 7 topolojisine de T, —topolojisi denir.

Teorem 2.16 (X,7) topolojik uzay T, —uzay:1 olmasi igin gerek ve yeter kosul X =Yy
olacak sekilde her x,y € X icin {x}={Vy}.

Tanmm 2.17 Bir (X,7) topolojik uzaymin X # Yy olacak sekilde her X,y e X igin X
iceren fakat y yi icermeyen ve Yy yi iceren fakat X i icermeyen iki acik kiimesi varsa
bu uzaya T, —uzay1 ve z topolojisine de T, —topolojisi denir.

Teorem 2.18 (X,7) topolojik uzaymin T, —uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

X € X i¢in {x} tek nokta kiimesinin kapali olmasidir.

Tamm 2.19 Bir (X,7) topolojik uzaymin X =Yy olacak sekilde her X,y e X igin
xeU, yeV ve UnV = olacak sekilde U, V agik kiimeleri varsa bu uzaya
Hausdorff uzay1 veya T, —uzay1 denir.

Teoerm 2.20 Asagidaki 6zellikler denktir:

a) X uzayr Hausdorff uzayidir.

b) ae X olsun. x#a olacak sekildeki her xe X icin aeU iken x¢U olacak

sekilde bir U agik kiimesi vardir.

Sonug 2.21 Her T, —uzay1, T, —uzay1 ve her T, —uzayi, T, —uzayidir.

Tamm 2.22 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her F < X kapali kiimesi ve X ¢ F

noktasi i¢in xeU, F cV ve UNV = olacak sekilde U , V acik kiimeleri varsa bu

uzaya Regiiler uzay denir.



Teorem 2.23 Her kompakt T, —uzay1 regiiler uzaydir.

Ispat (X,7) topolojik uzayr kompakt T, —uzay1 olsun. F , bu uzaym kapali bir kiimesi
ve X e X —F olsun. Oyleyse her y € F i¢in x =y dir. (X,7), T, —uzay1 oldugundan

xeU,, yeV, ve U NV =< olacak sekilde U, , V, acik kiimeleri vardir.

y? y

Fc va dir ve F kapali kiimesi kompakt oldugundan F < UVyi olacak sekilde bir
1

yeF i=

alt ortisi vardir. V :UVyi olsun. Her x=vy, i=12,..,n igin U :ﬂin kiimesi X |
i=1 i=1

kapsayan agik bir kiimedir ve U NV =@ dir. Cinkii bir zeU i¢in zeU  olacak

sekilde bir i vardir. Fakat, z ¢V, dir ve boylece z ¢V dir.

Tanim 2.24 (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in her ayrik kapali kiime ¢ifti F, ve F,
icin F,cU, F, cV ve UNV = olacak sekilde U , V agik kiimeleri varsa bu uzaya

Normal uzay denir.



BOLUM 3

YARI HALKALARIN TEMEL TANIM ve OZELLIKLERI

Bu boliimde yar1 halkalarin temel tanimlari, yar1 halkalarin idealleri, boliim yar1
halkalar1, yar1 halkalar tizerinde homomorfizma ve yar1 halkalarin genisleme ve
kisitlamalar1 incelenmistir. Bu boliim de kaynaklar [4], [5] ve [6] dan faydalanarak

derlenmistir.

Tamm 3.1 S bostan farkli bir kiime olmak iizere asagidaki aksiyomlar1 saglayan (S ,*)

cebirsel yapisina yar1 grup denir.
i) S kiimesi * islemine gore kapalidir.
i) Her a,b,ceS igin a*(b*c) = (ax*b)=c dir.

Tammm 3.2 S bostan farkli bir kiime ve lizerinde tanimli iki islem + ve . olsun.

Asagidaki aksiyomlari saglayan (S,+,.) cebirsel yapisina bir yar1 halka denir.
S1) (S,+) bir yart gruptur.

S2) (S,.) bir yar1 gruptur.

S3) Her a,b,c €S i¢in a.(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc dir.

S4) Her a,beS i¢in a+b=b+a dir.

S5) Her aeS i¢in a+0=0+a=a olacak sekilde 0 € S vardir.

S6) Her a€ S igin 0.a=a.0=0dur.

Not 3.3 Bu tanimdan sonra a.b ifadesi yerine ab ifadesini kullanacagiz. Yani . islemini

tanimlarken . simgesini kullanmayacagiz.



Tamm 3.4 (S,x) bir yar1 grup olsun. Her a€$S igin e xa=a saglayan e €S sol
dogal eleman denir. Her a€ S igin axe, =a saglayan e, €S sag dogal eleman denir.

Sol ve sag dogal eleman olan e S her aeS igin exa=axe=a sagliyorsa e ye

dogal eleman denir.

Tanmm 3.5 (S,+,") bir yar1 halka olsun. (S,:) yar1 grubu bir dogal eleman1 e varsa e ye

(S,+,”) yart halkasinin birim elemani denir.

Ornek 3.5 Her halka bir yar1 halkadur.

Uyan 3.6 Her yan halka, halka olmak zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi

inceleyelim:
Ornek 3.7 [J, =0 {0} kiimesi iizerinde bilinen toplama ve garpma islemi tanimli

olsun. Bu durumda [ , kiimesi halka olmayan bir yar1 halkadur.

Coziim (], bir yari halkadir fakat bir halka degildir. Ornegin; 2€l], elemanin +

islemine gore tersi yoktur.

Ornek 3.8 Sabit bir me([J igin Uy,=m ;={u=mn:nel] ;} olsun. U, kiimesi bilinen

toplama ve ¢arpma islemleri altinda bir yar1 halkadir.

Coziim S1) (U,,+) bir yar1 grup oldugunu gosterelim.

i) Her u,u’ €U, i¢in u=mn ve u'=mn’ olacak sekilde n,n" e[l , vardir.
n+n'ell,icin u+u'=mn+mn"=m(n+n’)eU, olur.

if) Her u,u’,u” €U, i¢in u=mn, u"=mn’ ve u"=mn" olacak sekilde n,n’,n" el
vardir.

u+@U +u)=mn+(mMn"+mn”)=mn+m(n’'+n")=m(n+(n"+n"))
=m((n+n)+n)=m(n+n)+mn"=(mMn+mn’)+mn”"=Uu-+u")+u”

S2) (U,,.) bir yar1 grup oldugunu gésterelim.

i) Her u,u” €U, i¢in u=mn ve u’=mn’ olacak sekilde n,n" el ; vardur.

uu’=mnmn’=m(nmn’) eU, dir, nmn" el ; icin.



ii) Her u,u’,u”"eU, igin u=mn , u’=mn’ve u”=mn" olacak sekilde n,n",n" el

vardir.

Her nell , i¢in mnell ; ve [l ; carpmanin birlesme 6zelligi oldugundan
u(u'u”)=(uuHu".

S3) Her u,u’,u”" €U, igin u=mn, u’=mn’ ve u”=mn" olacak sekilde n,n’,n" e,

vardir.

Her nell, i¢cin mnell, ve [, carpmanin toplama iizerine dagilma o&zelligi

oldugundan
uu'+u”)=uu’+uu” ve (U+uHu”"=uu"+u'u” .
S4) Her u,u’ €U, igin u=mn ve u’'=mn’ olacak sekilde n,n" e[ ; vardur.

u+u'=mn+mn'=m(n+n)=m(n’+n)=mn’+mn=u’+u .

S5) 0ell , igin 0=mO dur.
ueU, i¢in u=mn olacak sekilde ne N, vardir.

u+0=0+u=mn+m0=m(n+0)=mn=u

S6) Her u e U igin Ou=0mn=0=mn0=u0=0 dur.

Ornek 3.9 P={ p: p pozitif reel say} olmak iizere P, =P {0}, P, kiimesi iizerinde
+ islemi p,qe P, i¢in p+qg=max(p,q) olarak tanimlansin. P, kiimesi bu tanimlanan

+ ve . bilinen ¢arpma islemleri altinda bir yar1 halkadir.

Coziim S1) (P,,+) yar1 grup oldugunu gosterelim.

1) Her p,qe P, icin p+qg=max(p,q)=p veya q olur. Yani, p+q € P, dir.
if) Her p,q,r € B, icin

p+(g+r)=p+max(q,r)=max(p,max(q,r)) =max(p,q,r)
(p+Qq)+r=max(p,q)+r =max(max( p,q),r) =max(p,q,r) .

S2) (P,,) yari grup oldugunu gosterelim.



I) Her p,q e P, icin pqe P, dir.

i) Her p,q,r € B, i¢in p(qr) =(pqg)r dir.

S3) Her p,q,r € B, i¢in

p(q+r) = pmax(q, r) =max( pg, pr) = pq + pr

(p+a)r=max(p,q)r =max( pr,qr) =pr+ar .

S4) Her pe P, igin p+q=max(p,q)=max(q, p)=q-+ p dir.

S5) Her p € P, i¢in max( p,0) = max(0, p) = p olacak sekilde O € P, vardir.
S6) Her p e P, i¢gin p0=0p =0 dur.

Ornek 3.10 P={ p: p pozitif reel sayi} olmak iizere P, = P U{0}, P, kiimesi iizerinde
+islemi p,qe P, icin p+q=max(p,q) ve . islemi her p,qe PR, i¢cin pg=min(p,q)

olarak tanilansin. P, kiimesi + ve . islemleri altinda bir yar1 halkadir.
Coziim S1) (P,,+) yari grup oldugunu Ornek 3.9 da gdsterilmisti.

S2) (P,,") yar1 grup oldugunu gosterelim.

i) Her p,q e P, icin pg=min(p,q)=p veya g olur. Yani, pq € P, dur.
i) Her p,q,r € B, i¢in

p(ar) = pmin(q, r) = min(p, min(q, r)) = min(p, q, r)

(pa)r =min(p, q)r = min(min( p,q), r) =min(p,q,r) dir.

S3) p,q,re R, ve p<qg<r olsun.

p(q+r)=pmax(q,r)=min(p,r) = p

pg + pr=min(p,q) + min(p,r)=p+ p=max(p, p)=p

ve buradan da p(q+r)= pg+ pr dir. Diger durumlarda benzer sekilde gosterilebilir.
Benzer sekilde (p+q)r= pr +gr oldugu gosterilebilir.

S4) Her pe P, i¢in p+q=max(p,q)=max(qg, p)=q+ p dr.
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S5) Her p € P, igin max( p,0) = max(0, p) = p olacak sekilde O € P, vardir.

S6) Her p € P, i¢in pO=min(p,0)=0p =min(0, p) =0 dir.

Tammm 3.11 |, S yan halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. |, S deki
islemlere gore bir yar1 halka ise | ya alt yar1 halka denir.

Lemma 3.12 |, Syar halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. | nin alt yari

halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € | igin
i)a+bel,

ii) abe | olmasidir,

i) Oe | dir.

Ispat =: |, S yar halkasmin alt yar1 halkasi olsun. Tanimdan 1), ii) ve iii) saglandig
aciktir.

«<: S1) Her a,b,cel i¢in I S oldugundan a+(b+c)=(a+b)+c ve i) den
a+bel elde edilir. Boylece (S,+) bir yar1 gruptur.

S2) Her a,b,cel icin | =S oldugundan a(bc)=(ab)c ve ii) den abel olur.
Buradan (S,.) bir yar1 gruptur.

S3) Her a,b,cel igin 1 S oldugundan a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc
olur.

S4) Her a,be | =S oldugundan a+b=b+a olur.
S5)Her ael ve I ¢S dendolay1 a+0=0+a=a elde edilir.

S6) Her ae | ve | ¢S oldugundan a0=0a=0 olur.

Ornek 3.13 Ornek 3.8 deki U, kiimesi bilinen toplama ve garpma islemlerine gore [ ,

negatif olmayan tam sayilar yar1 halkasinin bir alt yar1 halkasidir.
Coziim U, [ , dir. Her u,u’ € U, i¢in

)u+u'eU,,

i) uu’" €U, kiimesi [J ;, yar1 halkasinin alt yar1 halkasidur.

i) Om=0eU, dur.

3.1 Yar1 Halkalarda idealler

11



Tanmim 3.14 S bir yar1 halka ve |, S nin bir alt yar1 halkasi olsun. Her i el ve her

seS igin siel (isel) ise | kiimesine S nin bir sol(sag) ideali denir. |, hem sag

hem de sol ideal oluyorsa | ya S nin ideali denir. | , S yar1 halkasinin bir ideali ise S
nin sifirmn igerir. Gergekten ideal tanimini kullanirsak her el igin 10=0i=0¢l

olmalidir. S yar1 halkasinin ideallerinin kiimesini I(S) ile gosterecegiz.

Lemma 3.15 S bir yari halka ve | , S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. | nin S

yar1 halkasinin bir ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,b e | ve her se€ S igin;

)a+tbel,

i) sa,as el olmasidir.

Ispat =:1, S yan halkasmin bir ideali olsun. Her a,bel ve her seS icin sa,

sa e | saglanir. Her ideal bir alt yar1 halka oldugundan a+b e | saglanir.
< 1) ve ii) saglansin. |, S yar1 halkasinin bir idealidir.(Asikar)

Ornek 3.16 [1 , kiimesi Ornek 3.7 den bilinen toplama ve garpma islemleri altinda bir

yart halkadir. | ={0}U{ieS:i>5}c ], kiimesi [] , mn bir idealidir.
Coziim i) i, j € | olsun.

i=0ve j=0ise i+ j=0 dim.

i=0 veya j=0 ise i+ j=max(i, j) =5 oldugundan i+ jel olur.
i) nell , veya i el olsun.

1)i=0ven=0isein=ni=0el dir.

2) 10 ve n=0ise in=ni>i>5 oldugundan in=ni el dir.
Dolayistyla |, U, m idealidir.

Ornek 3.17 [1 , kiimesi Ornek 3.7 den bilinen toplama ve garpma islemleri altinda bir

yart halkadir. J ={jeS: j=3hhell "} kiimesi [J ; 1n bir idealidir.
Coziimi) j,I €J olsun. O halde j=3h ve | =3k olacak sekilde h,k €[] ™ vardir.
j+1=3h+3k =3(h+Kk) olacak sekilde h+k €[1* vardir. Buradan j+1<J dir.

i) nell , ve jeJ olsun. O halde j=3h olacak sekilde bir he[]" vardir.

12



nj = n(3h) = 3(nh) ve benzer sekilde jn = (3h)n =3(hn) dir. Béylece nj, jn € J dir.
J, 0, m bir idealidir.

Teorem 3.18 S bir yari halka ve | ile J, S yari halkasimin iki ideali olsun.

i)  mJ, S nin bir idealidir.

i) 1+J={i+j:iel,jed} S ninbiridealidir.

1) 1J :{Zikjk i, €1, j, €J,ne N}, S nin bir idealidir.

k=1
iv) a) ae S i¢in aS ={as:se S}, S nin sag ideali,

b) Sa={sa:seS}, S ninsol ideali,

c) SaS ={Zsiari :s;,r, €S,ne N}, S ninidealidir.

i
i=1

v) B, S nin bir ideali ve A da B nin bir ideali ise A"'=A+ AS + SA+ SAS kiimesi A

tarafindan uretilen S nin bir idealidir.

Ispati) a,bel nJ = abel ve a,bel

dir. Buradan a+bel ve a+beJ oldugundan a+bel nJ elde edilir.

aelnl,seS = ael,beld

dir. Buradan as,sae | ve as,saeJ oldugundan as,sael mJ elde edilir.
i) i,,i,el ve j,, J, €J olmak iizere i, + j;,i, + j, €1 +J olsun.
(il + j1)+(i2 + jZ):(il +i2)+( jl + j2)€ I +J

dir. i+ jel+J olsun. s(i+ j)=si+sjel+J ve benzer sekilde (i, + J,)sel+J

dir.
i) a,be1J olsun.

O halde i, i, 1 ile j,, j, €J igin a=)"i, j, ve b=>)i j, olarak alabiliriz.
k=1 =1

13



n+m

a+b=Yi j +Yij =i j el
k=1 t=1 1=1

dir. Her se S, a=>i, j, € 1J olsun.

k=1
sa= S(Zik J) = Z(Sik)jk el
k=1 k=1

ve benzer sekilde as € 1J dir.

iv) a) as,,as, €aS olsun. Buradan as, +as, =a(s, +S,) €aS dir.
keN vehers,s, €S olmak iizere her as, €aS igin (as,)s=a(s,s) €aS olur.

b) Yukaridakine benzer sekilde gosterilebilir.

n m n m
c) x=Y sar, y= > sfar/ €SaS olsun. x+y= > s.ar,+ > s/ar/ €SaS olur.
i=1 i=1

i=1 i=1

Her se S ve x= ) sar, igin sx= ) s(s;ar,)=>_(ss;)ar, € SaS

i=1 i=1
xs=(> sar)s=> s;a(r;s) €SaS elde edilir.
i=1 i=1

v) Oncelikle A’ niin ideal oldugunu sonra da A y1 kapsayan en kiiciik ideal oldugunu
gosterelim. Teoremin Onceki aksiyomlarindan AS, SA, SAS nin ve ideallerin
toplamlarinin ideal olduklarini ispatlamistik. Dolayisiyla A’ idealdir. Simdi A y1
kapsayan herhangi bir | idealini alalim. Buradan Ac | ve | bir ideal oldugundan

AS,SA,SAS c | olur. Dolayisiyla A'= A+ SA+ AS +SAS c | elde edilir. Segilen her

| idealii¢in A, | da kapsanir. Dolayisiyla A y1 kapsayan en kiiciik ideal A’ diir.

Tamm 3.7 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali olsun.

| ={seS:s+iel olacak sekilde en az bir i €| vardir} kimesine | mn S de

kapanist denir. Genellikle hangi yar1 halkada kapanis aldigimiz belli olacagindan IS*

daki alt indisi yazmayacagiz ve |~ ile gdsterecegiz.

Onerme 3.19 S bir yari halka ve | , S nin bir ideali olmak iizere | = 1™ dur.
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Ispat sel olsun. Her ideal toplamsal birim olan sifir1 igerdiginden Oel igin

s+0=sel dir. Buradan se " olur.

Onerme 3.20 S bir yari halka ve | ile J de S nin iki ideali olmak tizere | < J ise
1" < J” dir.

Ispat se1” olsun. Su halde s+iel olacak sekilde iel vardir. Boylece | < J
oldugundan s+ieJ ve ieJ dir. Dolayisiyla 1™ < J” dir.

Teorem 3.21 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali ise 1™ da S nin bir idealidir.
Ispat x,y € 1" olsun. Su halde x+i,y+ j € | olacak sekilde i, j € | vardr.

I, S ninideali oldugundan (x+i)+(y+ j)=x+y+i+jel ve i+ jel dir. Boylece
X+yel dir. xel” ve seS olsun. Buradan x+i e | olacak sekilde i e | vardmr. I,

S nin bir ideali oldugundan s(x +i)=sx+siel ve siel dir. Dolayisiyla sxe ™ dir.

Benzer sekilde xs e 1™ dur.

Tamim 3.22 |, S yari halkasinin bir ideali olmak {izere | = I” ise | idealine S nin

kapali ideali denir. Eger S bir halka ise S nin kapali idealleri ile S nin idealleri esittir.

Lemma 3.23 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali olsun. Su halde I”, S nin bir

kapal1 idealidir.

Ispat (I")" =17 oldugunu gosterelim. 1 < |~ oldugunu biliyoruz. Buradan 1" < (17)"
dir. Simdi ters kapsamay1 gosterelim. Xe (I7)" oldugunu varsayalm. Bu durumda
x+a" =b" olacak sekilde a",b" 1" vardir. Ayrica a +i=j ve b’ +I1=Kk olacak

sekilde 1, j,l,k € | vardir.

Boylece; X+ j+l=x+@ +i)+l=(x+a")+i+l=b"+i+l=0O" +D)+i=k+iel

ve j+I,k+iel oldugundan x € | dir. Buradanda (1) < I elde edilir.
Lemma3.24 | ve J, S yar halkasmin iki ideali olmak iizere 1" +J" < (1 +J)" dur.

Ispat x+yel +J" olsun.
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xel’,yel oldugundan x+iel ,y+ jeJ olacak sekilde iel,jeJ vardir. Su

halde i+ jel +J olmak tizere (X+i)+(y+ j)=(X+y)+(i+ j)el+J dir. Buradan

x+ye(l+J) elde ederiz.

Asagidaki ornekte gosterecegimiz gibi bir yar1 halkanin tiim ideallerinin kapali olmasi

gerekmez.

Ornek 3.25 [1,, bilinen toplama ve carpma islemleri ile Ornek 3.7 den bir yari
halkadir. Ornek 3.16 den |={0}u{xell,:x>5} ve Omek 3.8 den
J={xell,:x=3hhell "} kiimeleri [] ; 1n idealleridir. Burada 1, [I ; yar1 halkasinin

kapali ideali degil iken J , [ , mn kapali idealidir.

Coziim | < |I” oldugunu biliyoruz. 12 € | igin 4+12 <1 iken 41" dir. Fakat 4 ¢ |
dir. Buradan 1" @1 oldugundan |, S nin kapal ideali degildir. x € J” olsun. Burada
X+ j € J olacak sekilde jeJ vardir. jeJ oldugundan j=3k olacak sekilde k e[1”
vardir. Dolayisiyla X € J dir. Béylece J” < J saglanir. Ters kapsamanin her zaman

saglandigini biliyoruz. Boylece J, S nin kapali idealidir.

Tamim 3.26 | , S yar1 halkasinin bir ideali olsun.

" ={Zailai2...ain ra;, €l,k=12,..,n} kiimesine | idealinin n.kuvveti denir.

iel
Tanmim 3.27 S bir yar1 halka olsun. s€ S i¢in s" =0 olacak sekilde n pozitif tamsayisi

varsa S elemanina nilpotent eleman denir.

Tanim 3.28 S yar1 halkasinim bir | idealinin her eleman: nilpotent ise | idealine nil

ideal, 1" = (0) olacak sekilde n pozitif tamsayisi varsa | idealine nilpotent ideal denir.

Onerme 3.29 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali olsun. | nin bir nilpotent ideal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir n pozitif tamsayist i¢in | nin her n elemanin

carpiminin sifir olmasidir.

Yani |" =(0) olmast igin gerek ve yeter kosul her a; € | i¢in a,a,...a, =0 olmasidur.

Ispat =: Acik.

< X= Zailaiz.”ain € 1" olsun. Kabuliimiizden her a,a,...a, =0 oldugundan 1" = (0)

ied

dir.
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Onerme 3.30 Bir yar1 halkanin her nilpotent ideali bir nil idealdir.

Ispat 1, S yari halkasinin bir nilpotent ideali olsun. Su halde 1" =(0) olacak sekilde
nell vardir. Boylece her a e | i¢in a" =0 oldugu goriiliir. Sonugta | bir nil idealdir.

Sonu¢ 3.31 S yari halkasinin nilpotent ideallerinin toplami nil ideallerinin toplami

tarafindan kapsanir.

Ispat Her nilpotent idealin nil ideal oldugunu yukarida gostermistik. Ayrica nil
ideallerin toplami da nil ideal oldugundan, nilpotent ideallerin toplami nil ideal olur.
Dolayistyla biitiin nil ideallerin toplami tarafindan kapsanir.

Lemma 3.32 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali olsun. Bir m pozitif tamsayisi i¢in
I™ =(0) ise | dan m—n tane eleman ile I” dan n tane elemanin garpimi sifirdir.

(0<n<m)

Ispat Tiimevarim ile ispat1 yapalim. Eger n =0 ise carpim | dan m tane eleman igerir

ve 1™ =(0) oldugundan ¢arpim sifir olur.
n=Kk i¢in (0 <k <m) hipotez dogru olsun.

Yani herhangi ¢arpim 1~ dan k tane eleman | dan m—k tane eleman igerirse ¢carpim

sifir olur.
n=Kk+1 i¢in;

Bir carpim diisiinelim 1~ dan k+1 ve | dan m—k—1 tane eleman igersin. Bu
carpimda bir r' e 1™ segelim. Carpim Sr't olsun. s, r’ n solundaki biitiin elemanlarin
carpimi ve t, r’ in sagindaki biitiin elemanlarin ¢arpimi olsun. S ve t diye
isimlendirilen ¢arpimlarin olmamasi miimkiindiir. Fakat S veya t den en az biri

olmalidir.

r'el” oldugundan r’'+b=c olacak sekilde b,c € | vardir. sr't +sht =sct

Fakat sbt ve sct carpimlari |~ dan k tane | dan m—Kk tane elemanin carpimidir ve
kabuliimiizden sbt ve sct sifirdir. Sonug olarak sr't+0=0 ve buradan da sr't=0

elde edilir.

Teorem 3.33 S bir yar1 halka olsun. | ideali S nin bir nilpotent ideali ise 1™ da S nin

nilpotent idealidir.
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Ispat Bir m tamsayis1 i¢in 1™ =(0) oldugunu varsayalim. Lemma 3.32 de n=m

alinirsa (17)™ = (0) elde edilir.

Tamim 3.34 S bir yar1 halka ve |, S nin bir ideali olsun. \/I_={aeS ;a"el,nell "}

kiimesine | nin radikali denir.

Onerme 3.35 S bir degismeli yart halka ve 1, S nin bir ideali olsun. VI, 1 yi

kapsayan bir idealdir.
ispat I /1 oldugu agiktir.

i) a,be+/1 olsun. Bir mel* icin a™ el ve bir nel]* i¢in b" el olur. Binom

ac¢ilimi kullanirsak;

' m+n
(a+ b)m+n — Z[ + jam+n—kbk
o\ K

dir. Toplamda her a'b’ terimi icin i+ j=m+n oldugundan i>m veya j>n
olmalidir. Aksi halde i<m ve j<n olsaydi m+n>i+j olurdu. i>m ise a' el

j>nise a’ el oldugundan Binom agilimin her terimi | nin elemanidir. Dolayisiyla

(@a+b)™" el veboylece a+be VI dir

i) seS ve ae+/l olsun. Her ae+/1 icin a™ el olacak sekilde bir me[]* vardir ve

(sa)™ =s™a™ e | oldugundan sae+/I dir.

Tanmim 3.36 S yar1 halka olsun. S nin nilpotent elemanlarinin idealine S nin nil radikali

denir, N(S) veya JO ile gosterilir.

3.2 Boliim Yar1 Halkalar:

Tanim 3.37 S bir yar1 halka ve | da S nin bir ideali olsun. s;,s, €S i¢in

s,=S,(mod 1) < s, +i=5, + ] olacak sekilde i, j e | vardir. Bu bagint1 bir denklik

bagmtisidir ve bagintiya gore olusan denklik siniflarinin kiimesini S/1 ile gosterelim.

Bu kiime lizerinde tanimlanan

(S, + D)+ (s, +1)=(s; +s,)+1
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(s, +1)(s, +1)=(s,S,) + |

islemleri S/1 y1 bir yar1 halka yapar. Bu yari halkaya | ya gore boliim yar1 halkasi
denir. S/1 ile gosterilir. Yukarida tanimlanan bagintinin bir denklik bagintist oldugunu

ispatlayalim.

1. Yansima ozelligi:

i, jel olmak iizere i=j i¢in a+i=a+ j dir. Boylece a=a(mod]| ) dir.

2. Simetri 6zelligi:

a=b(modl)olsun. = a+i=b+ j olacak sekilde i, j € | vardir.
= b+ j=a+i olacak sekilde i, j € | vardir.
=b=a(modl).

3. Gegisme ozelligi:

a=b(modl) ve b=c(modl ) olsun.

= a+i=b+ ] olacak sekilde i, jel vardir. Aym sekilde b+1=c+k olacak

sekilde k, | e I vardir.
=>b+l+j=c+k+]
=>b+j+l=c+k+j=a+i+l
=i+lLk+jel i¢cin a+i+l=c+k+j eldeedilir.

=a=c(modl).

Lemma 3.38 Yukarida tanimlanan bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile S/1 yar
halkadir.

Ispat S1) (S/1,+) bir yar gruptur.

Her (s, +1),(s, +1),(s; +1)eS/1 igin

Kapalilik : (s, + 1) +(s, +1)=(s,+5S,)+1 €S/1 dir.

Birlesme : (S, + 1) +[(S, + 1)+ (S; + 1) ]=(S, + 1) +[(S, +S;) + 1 ]=(S, +S, +S;) + |

=[(s; +s,)+ 1]+ (s; +1)
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=+ D)+ (s, + D]+ (s, +1) .

S2) (S/1, .) bir yari gruptur.

Her (s, +1),(s, +1),(s; +1)e S/ igin

Kapalilik : (s, +1) (S, +1)=(s,S,)+1 €S/ dir.

Birlesme: (S, + 1) [(s, + 1)(s;+1)]=(S; + 1) [(S,S;) + 1 ]=(5,5,85)+ 1

=[(8,8;) + 11(s5 + D) =[(s, +1) (5, + DI(s5 + 1)

S3) Her (s, +1),(s, +1),(s;+1) €S/ igin
S+ DI, +1)+(s; +D)I=(S, + 1) [(s, +S5)+1]=5,(S, +S3) +1=5,S, +5,5, + |
=(s;8, + 1)+ (s, +1)
=[(s,+ (s, + DI+ (s, + 1)(s; +1)]
olur. Sagdan dagilma 6zelligi de benzer sekilde gosterilir.
S4) Her (s, +1),(s, +1) €S/ 1 olmak iizere
(S;+D)+(s, +1)=(s;+8,)+1=(s, +s)+1=(s, +1)+(s, + 1)
elde edilir.
S5) Her (s+1)eS/1 igin
S+D)+O0+1)=(+0)+1=0+s)+1=0+1)+(s+1) .
S6) Her (s+1)e S/ igin

O+1)(s+1)=0s+1=0+1=s0+1=(s+1)(O0+1) .
Eger S bir halka ve I da S nin bir halka ideali ise S nin modiilol ya gore
boliimiinlin halka teorideki boliim halkasiyla g¢akistigi aciktir. Boylece boliim yari

halkas1 tizerinde boliim halkasinin biitiin 6zelliklerinin saglanacagi sanilabilir. Ama

bunun her zaman dogru olmadigin1 gérecegiz.
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Halka teorisinde |, S halkasinin bir ideali ise S/1 boliim halkasinin toplamsal birimi
| dir. Fakat Teorem 3.39 da gosterecegimiz gibi bir bolim yar1 halkasi i¢in bu ifade

dogru degildir.
Modiilo| ya gére X in denklik sinifim1 [X], ile gdsterecegiz. Uzerinde ¢aligilan ideal

belli oldugunda alt indisi kullanmayacagiz.

Teorem 3.39 S bir yar1 halka, | da onun ideali olsun. S/1 boliim yar1 halkasinin sifir

elemani [0] =1~ dir.

Ispat Her [x]eS/I icin [x]+[0]=[x] oldugundan [0] m S/I nim sifir eleman

oldugu aciktir.
Su halde [0] = | " esitligini gosterelim.
X € [0] = x+i=0+ j olacak sekilde 1, ] € | vardir.
= X+i=j, i,jel
=xel
Diger taraftan
X e | "= x+k =1 olacak sekilde k,| € | vardur.
= X+k=0+1, k,l el
= Xxe[0].

Sonuc¢ 3.40 |, S yar1 halkasinin bir ideali olsun. [X] =[0] oldugunda X € | olmasi i¢in

gerek ve yeter sart | nin S yar1 halkasinin kapali ideali olmasidir.

Ispat <: | nm S de kapah ideal oldugunu kabul edelim. [x]=[0] ise Teorem 3.39

dan x e 1" dir ve | kapali ideal oldugundan | =1~ dir. Bdylece x € | olur.

= : Simdi [X]=[0] oldugunda X € | oldugunu kabul edelim.

X el = x+i=j olacak sekilde i, j e | vardur.
= X+i=0+j,1,jel

= X €[0]
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= [x]=[0]

=Xel

olur. Béylece | — | elde ederiz. 1" in | y1 kapsadigini daha 6nce gosterdik. Boylece

| =1 oldugundan | kapali idealdir.

Sonu¢ 3.41 |, S yar halkasinin bir ideali olsun. S/1 =[0] iken S < | olmast i¢in

gerek ve yeter kosul | nin S de kapali ideal olmasidir.

Ispat <: | kapali ideali olsun. Her xeS icin S/1 =[0] iken xel saglandigim

gosterelim. Her X e S igin S/ 1 =[0] ise [x]=[0] olur. Sonu¢ 3.40 dan x €| bulunur,

=: S/1=[0] iken S c | olsun. Yani her xeS igin [x]=[0] iken xel olur.

Buradan Sonug 3.40 dan | kapali idealdir.

Biitlin yar1 halkalarin sifir elemani igin O, biitiin trivial idealler igin (O) semboliinii

kullanacagiz. | ideali S yar1 halkasina ait oldugunda |~ da S yar1 halkasinin bir ideali

oldugundan S/1 ve S/I” her ikisi de boliim yar1 halkasi olarak diisiiniilebilir. Bu iki

boliim yar1 halkasi ¢ok benzer 6zellikler gosterir.

Teorem 3.42 | ideali S yar1 halkasinda olsun. Modiilol denkligi ve modiilo|”

denkligi 6zdestir. Yani S/1 ve S/1” dzdestir.

Ispat s,,s, €S olmak iizere

s, =s,(mod 1) olsun. Buradan | < 1™ oldugu igin s, =s,(mod 17) olur.

s, =s,(mod 17) olsun. Yani i, , i, el igin s,+i =s,+i, olur. Buradan i, +i =i,
ve i2*+i3=i4 olacak sekilde i,,1,,i;,i, €1 vardr. Sl+il*= 82+i2* denkleminden
s, +i, +i,+i,=s,+i, +i,+i, elde edilir. Buradan s,+i,+i,=s,+i,+i, olur. i,+i, ve
i,+i, €l olduguigin s, =s,(mod I) dur.

Teorem 3.43 | ve K, S yar1 halkasimin iki ideali olsun. | < K olmak iizere

K/ ={[x]eS/I:xeK}kiimesi S/| nin bir idealidir. Ayrica K, S nin kapali ideali
ise K/ 1 da, S/1 nm bir kapal idealidir.

Ispat K/1 nin S/ nm bir ideali oldugunu gdsterelim

22



) xyeK olmak izere [xl[yleK/l iken x+yeK oldugu icin
[X]+[y]l=[x+Yy]leK/I dir.

i) [s]eS/1 ve [x]e K/l olmak iizere sXx € K oldugu i¢in [s][x]=[sx]e K/I dur.
Benzer sekilde [xs] e K/ 1 dir.

Ayrica K ideali S yar1 halkasinin kapali ideali olmak tizere K/I| nimn kapali ideal

oldugunu gosterelim.

[x]e (K/1)" olsun.= [x]+[k] =[t] olacak sekilde [K],[t]e K /I vardur. (k,t € K)
= i,jel igin Xx+k+i=t+ ] yazilabilir.
= | c K olduguicin K+i,t+ je K ve x+k+i=t+ ]

=xe K’
= K kapali oldugundan X € K dur.

= [x]e K/I

= K/1=(K/I)

yani K/1, S/1 yar1 halkasinin kapal idealidir.

3.3 Yar1 Halkalarda Homomorfizmalar

Tamim 3.44 S ve T iki yar1 halka ve a, Sden T ye bir fonksiyon olmak iizere her
X,y €S i¢in

) a(x-+y) =a(x) +a(y)

i) a(xy) = a(x)a(y)
aksiyomlar1 saglaniyorsa « fonksiyonuna bir homomorfizma denir. Fonksiyonun
tamimindan anlasilacagi tizere her iki denklemde de ilk islem S de, ikinci islem T de

tanimlidir.

Ayrica @ homomorfizma bire-bir ve Orten ise «, izomorfizma olarak adlandirilir ve

S=T ile gosterilir.

Tammm 3.45 «, S den T ye homomorfizma olmak iizere ¢ekar ={x e S:a(x) =0}

kiimesine « nin ¢ekirdegi denir.
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Lemma 3.46 «, S den T ye bir homomorfizma ise & nin ¢ekirdegi S yar1 halkasinin
bir idealidir.

Ispat ceke min bir ideal oldugunu gdsterelim:
1) X,yeceka = a(x)=0 ve a(y)=0
= a(X)+a(y)=a(x+y)=0

= X+Yyeceka .

i) seS ve xeceka = a(x) =0 ve a(sx) = a(s)a(x) =a(s)0=0

= sxegeka .

Benzer sekilde xs e ¢eka elde edilir.

Teorem 3.47 «, S den T ye bir 6rten homomorfizma olmak tizere;

1) S deki herhangi bir idealin goriintiisii T de bir idealdir.

i) T nin herhangi bir idealinin ters gortintiisii S de ¢ekirdegi kapsayan bir idealdir.

iii) 1, S yari halkasinin bir ideali olsun. 7z, S den S/1 ya olmak iizere 7z(x)=[x] ile

tanimlanan fonksiyona dogal homomorfizma denir ve gekz = 1" dir.
Ispati)l, S nin bir ideali olmak iizere, X,y € | igin;
a(X),a(y) e a(l) = a(X)+a(y) =a(x+y) e a(l)

dir. teT, a(x) ea(l) olsun. a orten oldugundan t =(s) olacak sekilde bir S€ S
vardir. ta(X) = a(s)a(X) = a(sx) € a(l) yazilabilir ¢linkii sXxe | dir. Benzer sekilde

a(X)t € a(l) elde edilir. a(1), T yar1 halkasinin bir idealidir.

i) K, T nin bir ideali olsun.
a,b e a™(K)olsun.= a(a),x(b) € K olur.
= a(a)+ab) =a(a+b)eK

= a+bea(K)

seSveaeca(K)olsun.= a(s) e a(S) =T ve a(a) e K
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= a(s)a(a) =a(sa) e K
= saca (K)

Benzer sekilde asea(K) elde edilir. o *(K) idealinin ¢eke y1 kapsadigini

gosterelim:
seceka olsun.= a(s)=0e K
= sea ' (K)

= ¢eka < aH(K)

iii) gekz = 1" oldugunu gdsterelim:
x e gekzr olmast icin gerek ve yeter sart [X] =[0] olmasidir. Ote yandan Teorem 3.39

dan [x] =[0] olmas icin gerek ve yeter sart X € |~ olmasidir. Béylece ¢ekz =1~ dur.

Tanim 348 o, S den T ye bir 6rten homomorfizma olsun. ¢eka =[0] ise «

homomorfizmasina S den T ye yari izomorfizma denir ve S =T ile gosterilir. S yar1

izomorfik T seklinde ifade edilir.

Dikkat edilmelidir ki halka teorisinin aksine ¢ekar =0 olmast & nin bire bir olmasini

gerektirmez. Bununla ilgili bir 6rnek inceleyelim:

Ornek 3.49 (], kiimesi {izerinde a+b=max(a,b) ve ab=min(a,b) islemleri ile

Ornek 3.10 dan bir yar halkadir. [J , tarafindan kapsanan

T ={negatif olmayan c¢ift tamsayilar} kiimesi lizerinde de yukaridaki gibi + ve .

islemleri tanimlansin. T, Lemma 3.15 den [J , mn bir alt yar1 halkasidir.
a:lly—T olmak iizere

her ¢ift nel! ; i¢cin a(n—1) = a(n) = n olacak sekilde o fonksiyonu tanimlansin.
o fonksiyonu 1yi tanimhidir ve « ayrica su 6zellige sahiptir.

m<n ise a(m) < a(n) olur. Boylece;

a (m+n) =a (max(m,n)) = max(a(m),a(n)) = a(m) +a(n),

a(mn) = a(min(m, n)) = min(e(m), a(n)) = a(m)a(n)
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saglanir. Bu durumda o bir homomorfizmadir. Deger kiimesinin sifir elemanini sadece

tanim kiimesinin sifir elemaninin goriintiisii verdigi i¢in ¢eka =0 dir. Fakat o bire bir

degildir. Ciinkii dikkat edilirse a(l) =2 ve «(2) =2 dir.

Yari halkalarda ¢eka =0 olmasi bire birligi gerektirmedigi i¢in halka teorisindeki bazi

teoremler yar1 halkalara genisletilemeyecektir.

Simdi izomorfizma ve yar1 izomorfizma arasindaki 6nemli bir farktan sdz edelim. iki
yart halka arasindaki “=” bagintis1 bir denklik bagintisidir, fakat iki yar1 halka

13

arasindaki  “=” bagintis1 bir denklik bagintis1 degildir. Dolayisiyla simetrik olacagi
anlayis1 bir yanilgidir. Yani S yar1 halkasindan T yar1 halkasina ¢ekirdegi sifir olan bir
homomorfizma olmasi, T yar1 halkasindan S yar1 halkasina ¢ekirdegi sifir olan bir
homomorfizma oldugunu garanti etmez. Hatta boyle bir homorfizmanin bulunabilecegi

bile siiphelidir. Bununla ilgili agagidaki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 3.50 [, ve her a,beS igin a+b=max(a,b) ve ab=min(a,b) islemleri

tanimlansin. T ={0,1} kiimesi de tablolardaki islemler ile bir yar1 halka olsun.

+ |0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Bu iki yar1 halka tizerinde o :[] ; > T olmak iizere X € N, olmak iizere o(0)=0 ve
a(X) =1 olacak sekilde @ homomorfizmasini tanimlayalim. « , 6rten ve ¢ekirdegi sifir
olan bir homomorfizmadir. Tanim 3.11 den [ ; # T yazilabilir. Burada T den [J ; a bir

homomorfizma olmadig: agiktir. Dolayisiyla T =[] , yazilamaz.

Teorem 3.51 «, S yart halkasindan T yar1 halkasina 6rten bir homomorfizma olsun.

S/ceka =T dir.

Ispat B fonksiyonu S/ceka béliim yari halkasindan T =a(S) yar halkasina
B ([s]) = a(s) olacak sekilde fonksiyon tanimlayalim. /£ bir homomorfizmadir.

Gosterelim:

Bs1+It]) = B([s +1]) = a(s +1) = a(s) + a(t) = B([s]) + A([t]) .,
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BsItD) = B([st]) = a(st) = a(s)a(t) = S(IsDA(t])

o homomorfizmasi 6rten oldugundan £ homomorfizmasi 6rtendir.
Simdi ¢ek =0 oldugunu gosterelim.

[s] e cekp olsun. B([s]) = a(s) =0 dir. O halde s e geker dir ve [s]=[0] dir. Boylece
cek =0 oldugu goriiliir.

Teorem 3.52 S bir yar1 halka olmak {izere A ve M, Ac M olacak sekilde S nin iki
ideali olsun. 7, S yar1 halkasindan S/ A boliim yar1 halkasina dogal homomorfizmasi

icin 7 (M) ={[m], € S/A:me M} kiimesi M /A ile gosterilmek iizere
S/IM = (S/A)/(M/A) olur.

Ispat a:S/M > (S/AIMIA) ve a ([X]y,)=[[XIs]1y,s olacak sekilde bir

fonksiyon tanimlayalim. [ X],, =[y],, olsun. Yani m,ne M igin X+m=y-+n olur.

Buradan [m],.,[n],e M/A icin [X],+[m],=[y].+[n], elde edilir. Dolayisiyla

[([XTalw,a=llY]alw, 4 oldugundan o iyi tanimlidir.

Boliim yar1 halkasindaki denklik siniflarinda tanimli toplama ve ¢arpma islemleri ile o

nin homomorfizma oldugu gdsterelim:
[XTw +0y Tw =[x+ Y1y
ve o fonksiyonunun tanimidan
a ([X+YIu)=IIX+ Y1 alwa=lXT o[y 1aTuia
=XTaTmiatllyIalua=a ([X1y)ra (yly).
a (D 1w )=y T Al a=IXT ALY 1 aTusa

=[[XTalu/allylalwia=a (x1u)a(ly]u)

elde edilir. & fonksiyonunun bire-bir oldugunu gosterelim:

[[XTaTm/a=I[YTalw, A olsun.

[x].+[z],=[y].*[W], olacak sekilde[z],,[W], € M /A vardir. Yani;
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[x+z],=[y+w], ve abeA i¢in Xx+z+a=y+w+b olur. Buradan AcM
oldugundan z+a,w+beM dir. Dolayisiyla [x],,=[y], olur. Ayrica «

fonksiyonunun orten oldugu agiktir. Sonug olarak « bir izomorfizmadir.

Teorem 3.53 | ve J idealleri S yari halkasina ait olsun. | den (I +J)/J e orten bir

homomorfizma vardir. J ideali S yart halkasinin kapali ideali ise

/1A ~(+3)/J du.

Ispat | dan (1 +J)/J ye bir a fonksiyonunu her il igin e(i) =[i], olacak sekilde

tanimlayalim. ¢ iyi tanimlidir ve | < | +J oldugundan | < (1 +J)/J dir.
Ayricaher i, j € | igin,

a(i+])=li+]j],=[i],+[i],=a(i)+a(])

a (i)=[ij],=0i],[il,=a(i)a(]})

oldugu i¢in o bir homomorfizmadir. Simdi her [i+j],e(I+J)/J igin
[i+]];=[i],=c(i) oldugundan & Ortendir.

Teorem 3.51 den | /geka ~ (1 +J)/J dir.

ceka ={xel:[x], =0}={xel:xeJ}.

J, S yar1 halkasinin kapali ideali ise J = J~ oldugundan

ceka ={xel :xeJ}=1n1J dir. Dolayisiyla 1 /(1 nJ) =(1+J)/J oldugu agiktir.

Lemma 3.54 «, S yari halkasi {izerinde bir homomorfizma ve |, S nin herhangi bir

ideali olsun. (1) =0 olmasi igin gerek ve yeter kosul a(1”) =0 olmasidir.
Ispat a(17) =0 olsun. I”, | y1kapsadigindan «(1) =0 dir.
Tersine (1) =0 olsun. X e 17 ise x+i= j olacak sekilde i, j € | vardir

Buradan a(x)+a(i) =a(]j) oldugu agiktir. Fakat «(i)=a(j)=0 oldugundan

a(x) =0 dir. Béylece (1) =0 oldugu goriiliir.

Lemma 3.55 «, S yari halkasi lizerinde bir homomorfizma olsun. ¢eker, S nin kapali

idealidir.
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Ispat ceker, Lemma 3.46 dan S nin bir idealidir. Simdi X e geker™ olsun. Buradan
i,jeceka i¢in x+i=] ve a(X)+a(i)=a(j) dir. i, jeceka oldugu igin
a(i)=a(j)=0 ve dolayisiyla «a(x)=0 bulunur. Yani xec¢eka dir. Buradan
cekar  geker” olur. Diger kapsama asikar oldugu icin ¢eka™ = gekar dir.

3.4 ideallerin Genisleme ve Kisitlamalar

Onerme 3.56 S ile R iki yar1 halka ve f :S — R homomorfizma olsun.

1. J, R ninbiridealiise f *(J)={r eR: f(r) e J} kiimesi S nin bir idealdir.

2. f:S— R orten homomorfizma olsun. |, S nin bir ideali ise f(I), R nin bir
idealidir.

Ispat Teorem 3.47 den agiktir.

Tanmm 3.57 S ile R iki yar1 halka olsun. f :S — R homomorfizmasi altinda;

1. J, R nin bir ideali ise f*(J)<S idealine J nin kisitlanisi denir ve J° ile

gosterilir.

2. 1, S ninbirideali ise f (1) nin R de trettigi ideale | nin genislemesi denir ve |°

ile gosterilir.
Sonug¢ 3.58 S ile R iki yari halka olsun. f :S — R bir 6rten homomorfizma ise S

nin bir | idealinin genislemesi 1° = f(1)R = f(l) dir.

Genisleme ve kisitlamalar kapsamay1 korur. Yani, I, ile 1,, S nin idealleri ve J, ile

J,, R nin idealleri olsun;

e e C c
hcl,=1, cl,,J,cJ, =), cJ, .
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BOLUM 4

YARI HALKALARDA ASAL iDEALLER

Asal idealler, maksimal idealler, minimal idealler ve ilgili teoremler aciklanmistir. Bu

boliimde kaynaklar [7], [8] ve [9] dan yararlanilarak derlenmistir.
Bu béliimde yar1 halkalar1 degismeli ve birimli yar1 halka olarak aliyoruz.

Tanim 4.1 P, S yari halkasmin bir ideali olsun. a,beS, abeP=aecP veya

be P gerektirmesi dogru ise P ye bir asal ideal denir. S yar1 halkasinin tiim asal
ideallerinin kiimesi Spec(S) ile gosterilir.

Tamm 4.2 (S,+,.) birimli degismeli yar1 halka olsun. R < S alt kiimesi i¢in 1€ R ve
her r,,r, R i¢in r;r, € R ise R ye S nin ¢arpimsal kapal1 alt kiimesi denir.

Onerme 4.3 S birimli, degismeli yar1 halka olsun. |, S yar1 halkasmin bir ideali, R

carpimsal kapali alt kiimesi ve | "R=C olsun. Q={J €I(S):IJnR=J,1 cJ}

kiimesinin en az bir maksimal eleman1 vardir ve bu maksimal eleman S yar1 halkasinin

asal idealidir.

Ispat | "R=O oldugundan | €Q dir. Boylece Q=< dir. (Q,<) kismen siral
kiimesinin herhangi bir tam sirali alt kiimesi (zinciri) olarak {l.} alalim. J =U|i
olsun. J, S yar halkasinin bir has ideali ve JNR= U(Ii NR) =9 dir. Gergekten,
1eR oldugundan 1¢ J dir. Her a,beJ i¢in ael,, bel, olacak sekilde k,t >1 tam
sayilar1 bulunabilir. max(k,t) =k dersek, a,bel, ve a+bel, =a+beJ dir. Her

seS ve aelJ i¢in ael, olacak sekilde bir k>1 var ve sael, =saeJ dir. Su

halde J alinan zincirin Q da bir iist siniridir. Zorn Lemmaya gére Q nin en az bir

maksimal elemani vardir. Simdi bu maksimal eleman J nin asal ideal oldugunu
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gosterelim. a,beJ iken abgJ oldugunu gostermek yeterlidir. Eger ag¢J ise
lcJcJ+Sa ve J, Q nin maksimal elemani oldugundan (J +Sa) "R =< dir. Su

halde bir r = x+sa olacak sekilde re R, Xe J ve se€S vardir. Benzer sekilde b ¢ J

ise 1cJcJ+Sbve J, Q nin maksimal eleman1 oldugundan (J +Sb)NR =& dir.
Su halde bir r" =y+s’b olacak sekilde r" eR, yeJ ve s" €S vardir. Bu iki
esitlikten rr” =(x+sa)(y+s'b)=xy+xs’b+say+ssab bulunurdu. Eger abeJ

olsaydi rr” € J "R = & ¢eliski olurdu. O halde ab ¢ J dir. J asal idealdir.

Onerme 4.4 P, S yari halkasmin asal ideali ve 1., 1,,..., 1, de S nin idealleri olsun.

Asagidaki ifadeler birbirine denktirler:

1.Bir j=123,..,nicin P21,

2. P

U

.

n
I .

i
i=1

w
T
U

Ispat (1)= (2) = (3) gerektirmeleri aciktir.

3) =(1)

P ;)H I, saglansmn. Her j=123,...,n i¢in PU Ij olsun. Oyleyse bir a;el;-P
i=1

n
bulunur. a,a,..a,e[Jl; ve P asal oldugundan aa,..a, ¢P olurdu. Bu ise
i=1

PoJ! olmasi ile gelisirdi.
i=1

Tanmim 4.5 | , S yar halkasiin bir ideali olsun. | < P asal ideali i¢in, | c P'c P

olacak sekilde higbir P’ asal ideali yoksa P ye | nin bir minimal asal ideali denir. S

nin minimal asal ideali denildiginde | = (0) 1n minimal asal ideali kastedilecektir.

Lemma 4.6 S yari halkasinin P idealinin minimal asal ideal olmasi igin gerek ve yeter

sart her X € P igin ax nilpotent olacak sekilde bir a € S — P vardir. Bu durumda

P=[J(0:a) dm

aesR-P
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Ispat P ideali S yari halkasinin minimal asal ideali oldugunu varsayalim. R=S—P

ve XxeP olsun. T = U Rx" kiimesi R kiimesini kapsayan S nin bir ¢arpimsal kapali

nell o

alt kiimesidir ( Ciinkii x° =1). Eger T N0 =0 ise Onerme 4.3 den bir asal Q ideali

vardir oyle ki TQ = dir. Boylece Q < P ve x¢Q dur. Buise P nin minimalligi
ile gelisir. Boylece T N0 =2 ve aeR vardrr oyle ki bir nel ; i¢in ax" Jo dir.

Buradan da ax e +/0 olur.

Tersine her xe P igin ax nilpotent olacak sekilde a€S—P var olsun. Eger P

minimal asal ideal degilse S nin P de kapsanan bir Q minimal asal ideali ve

Xxe P—-Q vardir. Kabulimiizden xeP—-Q i¢in axe Jo < Q olacak sekilde bir

a € S —P vardir. Bu ise bir ¢eliski olusturur. Dolayisiyla P minimal asal idealdir.

Tammm 4.7 S yart halkasinin | idealini kapsayan tiim asal ideallerin kiimesini

h(1) ={P e Spec(R) : P o I} ile gosterelim.

Onerme 4.8 S birimli, degismeli yar1 halka ve 1, S yar1 halkasinin bir ideali olsun. |

idealinin radikali | y1 kapsayan tiim asal ideallerin kesisimidir. Yani, /I = ﬂ P dir.
Peh(l)

Ispat ae JI =a" el olacak sekilde bir n €[] vardir.
= her Peh(l) i¢in, 8" € P

=aeP

Tersine, bir b e ﬂ P alalim:

Peh(l)

be+/I olsaidi; R ={b":nell} carpmmsal kiimesi icin RN 1 = olurdu. Onerme 4.3

den | y1 kapsayan ve R ile ayrik bir P’ asal ideali bulunabilir. Bu ise be ﬂP

Peh(l)
olmasi ile ¢elisir. O halde b e JI du.

Tamm 4.9 M, S yar halkanin bir has ideali olsun. M c | — S olacak sekilde bir |
ideali yoksa M idealine maksimal ideal denir.

Onerme 4.10 Sifirdan farkli her birimli, degismeli yar1 halkanin en az bir maksimal

ideali vardir.
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Ispat Q={1 €I(S): 1 # S}, S yar1 halkasinin has ideallerinin kiimesini alalim.

(0) € Q oldugundan Q= dir. (Q,<) kismen sirali kiimesinin herhangi bir tam sirall
alt kiimesi (zinciri) olarak {I,} alalim. J =U I olsun. Onerme 4.3 de J nin bir ideal

oldugunu gostermistik. J has bir idealdir. Gergekten de, her i>1 igin 1l¢ I,

oldugundan 1¢ J dir. Su halde J alinan zincirin Q da bir st siniridir ve Zorn
lemmaya gore Q nin en az bir maksimal eleman1 vardir. Q nin maksimal elemanlar1 da

S nin maksimal idealleridir.

Sonuc¢ 4.1 J < S has bir ideal ise J yi kapsayan bir maksimal ideal vardir.

410" da Asal idealler

Lemma 4.11 7 ={negatif olmayan tam sayilar}olsun. a,bell™, b>a>1 ve

ebob(a,b) =1 olsun. Her t > n i¢in t € (a,b) olacak sekilde bir ne[1™ vardir.

Ispat ebob(a,b)=1 ise ga=pb+1 olacak sekilde sifirdan farkli vardir.
n=pagbe(a,b) ve t=n+r, r>0 olsun. Eger r=0 ise t=ne(a,b) dir. Eger
a>r>0iset=n+r=(qga—r)pb+rgae(a,b) dir. Eger r > a ise bolme algoritmasi

araciligiyla r=au+v, 0<v<a dir. Boylece t =n+v+au e (a,b) dir.

Teorem 4.1 (U",+,.) yart halkasinin | idealinin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter

sart | =(0) veya bir p asal sayistigin | =(p) veya | =(2,3) olmasidir.

ispat = | =(0) 1n asal ideal oldugu ag¢iktir. Sifirdan farkli 1, (0 7,+,.) nin bir asal
ideali olsun. Eger | = (p) ise p asaldir. | nin temel ideal olmadigini varsayalim. a, |

nin sifirdan farkli en kiigiik elemani olsun. Oyleyse a asal sayidir. Ayrica

ebob(a,b) =1 ve b >a olacak sekilde bir en kii¢iik be | vardir. Lemma 4.11 den her

t>n igin te | olacak sekilde nell* vardir. Eger a>2 ise 2! €| olacak sekilde en
kiigik jel*, j>1 segeriz. Buradan 29" el veya 2el olur. Bu ise bir ¢eliski
olusturur. O halde a=2 dir. Eger b >3 ise 3 el olacak sekilde en kiiciik ke[]*,
k>1 seceriz. Buradan 3** el veya 3el olur. Bu ise bir geliski olusturur. Sonug

olarak b =3 tiir.

< Acik

33



BOLUM 5

YARI HALKALARIN ASAL SPEKTRUMU

Bu béliimde yar1 halkalar tizerinde topoloji kurulmustur ve bu topoloji lizerinde ayirma
aksiyomlar1 incelenmistir. Bu boliim kaynaklar [10], [11], [12], [13], [14] ve [3] den

yararlanilarak derlenmistir.

Onerme 5.1 S birimli ve degismeli bir yar1 halka olsun. S nin her | alt kiimesi icin;
h(l) ={P < Spec(S) : | < P} olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:

1. S nin herhangi | ve J ideallerii¢in | = J = h(J) < h(l) dir,

2. 1, L ile iiretilmis bir ideal ise h(l)=h(L) = h(\/T) ,

3. h(0) = Spec(S), h(S) =9,

4. {I,},.., S nin alt kiimelerinin herhangi bir ailesi olmak iizere, ﬂ h(l,) = h(U 1),

ieA ieA
5. S nin herhangi | ve J idealleri icin h(1) wh(J)=h(l nJ)=h(1J).

Ispat 1. I = J ve P eh(J) olsun. Oyleyse J — P dir. Buradan | — P ve P eh(l) dr.
2. Lclcyl oldugundan h(\/T )ch(l)ch(L) dir. I, L yiiceren en kiigiik ideal

oldugu i¢in Peh(L)= P eh(l) dir. Boylece h(l)=h(L) dir. h(l)= h(\/T) oldugu

agiktir.

3. Aciktir.

4. Pe(h(l;) < herieA igin, I, <P

ieA
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<slicP

ieA

< Peh(1)

icA
5. Peh(Ind)=1NnJcP

< lcPveyalcP

< Peh(l) veya Peh(J)

& Peh(l)uh@)

dir. Benzer sekilde,
Peh(l)< 1JcP
< lcPveyalcP
< Peh(l) veya P eh(J)

< Pe(l)uh@) .

Sonu¢ 5.2 7={h(l):1 = S} olsun.z nun elemanlarini, kapali kiimeler olarak goz
Ontline alirsak 7, yukaridaki 3), 4) ve 5) deki ozelliklerle X = Spec(S) iizerinde bir
topoloji belirler. X tizerindeki bu 7 topolojisine Zariski topolojisi denir. (Spec(S),7)
topolojik uzayma S nin asal spektrumu denir.

X = Spec(S) nin herhangi bir kapali kiimesi, | = S olmak tizere h(l) seklindedir. X
in herhangi bir agik kiimesi X —h(l) seklinde olur.

Ornek 5.3 (U ", +,.) yar1 halkasinin asal idealleri (0), bir p asal sayis1 icin (p) ve (2,3)
dir. X =Spec(U ") ={(0),(2,3),(2),(3),...,(p),...} dir. pel™—{2,3} asal sayis1 igin
h(p)=(p) dir. Su halde (p) noktast Spec(]”) kapali kimedir. h(2,3)=(2,3)
oldugundan (2,3) de Spec(] ") da kapali kiimedir. Fakat (0), (2) ve (3), Spec(]") da
kapali kiime degildirler, ¢linkii  h(0)=Spec(l"), h(2)={(2),(2,3)} ve
h(3) ={(3),(2,3)} tiir.

Tanim 5.4 S birimli ve degismeli bir yar1 halka olsun. f €S i¢in X, = X —h(f) ile

tanimlayalim.
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Onerme 5.5 {X , : f € S}, Zariski topolojisi igin bir tabandur.

Ispat U, X de acik kiime olsun. O halde bir | = S i¢in U = X —h(l) seklindedir.

U=X-h()=X-h({fH=X-h(f)={JX=h(f))=[JX, dir. U, herhangi

fel fel fel fel

bir agik kiime oldugundan {X, : f € S}, X igin bir tabandir.

Onerme 5.6 S birimli ve degismeli bir yar1 halka olsun. f €S igin X, = X —h(f)

olsun.

1. Her f,geS igin X; N X, =X, dir.
2. X; =< f nilpotenttir.

3. X; =X < f birimseldir.

4. X=X, < (f)=4(g) dir.
5. X kompakttir.

6. Her f €S icin X; kompakttir.
7. X inbir agik alt kiimesi G kompakttir<> G, X lerin sonlu bir birlesimidir.

Ispat 1. Pe X, N X, < P asal ideali i¢in, f ¢P ve ggP < fgegP < Pe X
dir.
2. X, =< h(f)=X <her Pe X i¢cin f e P< f nilpotenttir.

3. X;=X<h(f)=0< f yikapsayan S de hicbir asal ideal yoktur. Dolayisiyla f

birimseldir.
4. X; =X, & h(f)=h(g) < her Pe X igin (feP=geP)< J(f)=4(9) dir.

5. {G, :ieA}, X in bir agik Ortlisii olsun. Her bir G;,, X, kiimelerinin birlesimi
olarak yazilabildiginden, genelligi bozmadan her i€ A icin G; = X olarak kabul

edebiliriz. Bu durumda,

X =JG, =X, =X -h(f)) =X -(h(f;) =X —h({f, :i € A})

ieA ieA ieA ieA
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dir. Boylece h({f, :i e A})=O yani ({f,:i e A}) 1igeren bir asal ideal yoktur. Bundan
dolay1 ({f; :ieA})=() dir.

Boylece her jel igin a; €S olmak lizere 1= Za ; T, olacak sekilde sonlu bir I < A

jel

alt  kiimesi  vardir. Su  halde h{{f :ieA})=< dir. Buradan da
X=X-h({f,:ieA}) =X —ﬂh(fj)=U(X —h(fj))=UXfj

jel jel jel
dir. X sonlu sayida X, tarafindan ortiildiigiinden, X kompakttir.

6. feS olsun. Her ieA icin a €S olmak iizere {X, :ie€A}, X in bir Ortiisi

olsun.

Boylece; X, =X ~h(f)=JX, ={J(X ~h@)) =X -Nh@) = X ~h(J{a}) ve

ieA ieA ieA ieA

buradan h(|_J{a,}) = h(f) = h(/(f)) bulunur. Béylece /() < /(U{ai}) elde edilir.

ieA

Su halde f" e (U{ai }) olacak sekilde bir ne N vardir. Boylece her jel icin s; €S

ieA
olmak tizere f" = Z s;a; olacak sekilde sonlu bir I € A alt kiimesi vardir. Ayrica
jel
Peh(f") < P eh(f) oldugundan
(fY<=(a;:je)=h{a;:jel}) ch(f")=h(f)

= (h(a,) = h(f)

jel

= X -h(f)cJ(X -h(a,))

jel

=X, c[JX,

jel
dir. I sonlu oldugu i¢in X, kompakttir.

7. G < X agik kiime olsun.
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= Gc X kompakt olsun. G agik kiime oldugundan S nin bir | ideali igin

G=X-h(l)= UXf dir. G kompakt oldugundan bir sonlu J < | igin G = UXf

fel fed

dir.

< Birsonlu I S i¢in G= UXf oldugunu varsayalm. o ={X,:gJ}, G nin

fel

bir agik &rtiisii olsun. Oyleyse o her bir X . igin acik ortiiliistiir. Her bir X, her f e

igin J; < J kiimesi sonlu olacak sekilde {X; :g; €J} acik ortiiliisine sahiptir.

Boylece U( Ung ), G nin sonlu agik ortiilisiidiir. Yani, G kompakttir.

fel g;el;

Tanmm 5.7 (X,7) bir topolojik uzay olsun. X #& ve U ile V, X in herhangi bos

olmayan iki agik kiimesi olsun. U NV = <J ise X e indirgenemez denir.

Bu tanima dayanarak su sonucu elde ederiz: X #& uzayir indirgenemez degil ise
X =F UF, iken X=F veya X =F, olacak sekilde F, ve F, kapali kiimeleri
vardir.

Lemma 5.8 S bir yart halka olsun. X = Spec(S) nin indirgenemez olmasi igin gerek
ve yeter sart S nin nil radikalinin asal ideal olmasidir.

Ispat =: S yar1 halkasinin nil radikali N = N(S) asal ideali olmasm. O halde abe N,
fakat a,b € S — N olacak sekilde a,b € S vardir. Boylece;

agN=h(@)=X=X-h(a)=X, =3 dir.

Benzer sekilde X, #Q dir. X, ve X,, X de agik kiimelerdir.

Fakat, X, "X, =X, =X—-h(ab)= dir. Bu ise X in indirgenemez olmas: ile
celisir. Bundan dolayt N = N(S) asal idealdir.

<. N =N(S), S nin nil radikali ve asal ideal olsun. X in bos olmayan, iki agik alt
kiimeleri olarak, U ile V yi alalm. P, eU ve R, eV olsun. EcS i¢in
U=X-h(E) olsun. Su halde R, eU=R ¢h(E)=EOR, dur ve . NcP,
oldugundan, E@ N, yani N ¢ h(E), N €U dur. Benzer sekilde, N €V dir. Bundan
dolay, NeU NV ve UV = dir. Su halde X indirgenemezdir.
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f :S — R bir homomorfizma olsun. X = Spec(S), Y = Spec(R) olsun. f araciligi ile

bir f:Y — X doniisiimiinii tanimlayalim:
Her PeY igin f*(P)=f *(P)=P° olsun.
Bu gosterimlerle;

1. Pehg(E) ninanlami EcS ve Ec P e X dir.
2. Pehy(F) ninanlami Fc R ve FcPeY dir.
aeS icin E={a} ise hy ({a}) = hy(a) yazalim. Asagidaki durum goz 6niine alalim:
f(E)cP<Ec f'(P)=P¢
< 7 (P)eh(E) & Pe f(h(E))
dir. reR ve PeY olsun.
PeYi(,=Y-h(f(r) < f(r)eP
< Pe f 7 (he ()
< Pe fH(X)— 7 (hg(r))

SPef (X -h,()=f"(X,)

Boylece Y (= f(X,) dir.

Onerme 5.9 S ile R iki yar1 halka, f:S — R bir homomorfizma ve X = Spec(S),
Y =Spec(R) olsun. f aracihigr ile bir f :Y — X déniisiimiinii her PeY igin

f"(P) = f *(P) = P° seklinde tanimlayalim. Su halde;

1. f7 siireklidir.

2.1, S ninbir ideali ise f™*(hg(1)=hg(1°) dir.

Ispat 1. U < X bir acik kiime ise f "(U) nun Y de acik oldugunu gosterelim:

U < X bir agik kiime ise bir E < S vardir 6yle ki U = X —h(E) = U X, seklindedir.

ecE
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2 U) = (UX)=UJ T X) =UYr

ecE ecE ecE

dir. Oyleyse f~ siireklidir.
Eger F — X kapal bir kiime ise f~ siirekli oldugundan f *(F), Y de kapalidur.
F, X kapali oldugundan S nin bir | ideali i¢gin F =hg(I) dir.
2. 1, S nin bir ideali olsun. Bir P €Y igin
Pef ™ (h,(1)< f(l)cP
< Pehy(f(1))

S Peh(l°) .

Tamm 5.10 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bir A< X kiimesi her bostan farkli agik

G kiimesi igcin ANG #O ise A kiimesine X de yogun denir.

Onerme 5.11 (X,7) bir topolojik uzay olsun.

1. Y, X inindirgenemez alt uzay1 ise Y indirgenemezdir.
2. X in her indirgenemez alt uzay1 bir maksimal indirgenemez uzayda kapsanir.

3. X in maksimal indirgenemez uzaylar1 kapalidir ve X 1 orterler.

Ispat 1. Y, X de indirgenemez uzay ve U ile V, Y nin bostan farkl iki a¢ik kiimesi
olsun. U NY ile VY, Y nin bostan farkli alt kiimeleridir ¢iinkii Y, Y da yogundur.
U nun Y daacik olmast U =G NY olacak sekilde agik @ # G < X nin var olmasidir.

Béylece Y NU =Y N (Y NG) =Y NG dir dyleyse Y NU, Y de aciktir.

Benzer sekildle YNV nin de Y de acik oldugu gosterilebilir. Buradan da
Y NU)NY V)2Z=UNV #B=Y indirgenemezdir.
2. E < X bir indirgenemez alt uzay olsun.

Q={S < X :S bir indirgenemez alt uzay, E — S} olsun. E € Q oldugundan Q=

dir. {S;,c}i.,, Q dabir zincirve M = US olsun. M € Q oldugunu gosterirsek Q da

SeQ

bir maksimal elemanin varligin1 Zorn lemmadan sdyleyebiliriz. U,V € M bostan farkli
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acik alt kiimeler olsun. S NU #d, S,NV = olacak sekilde S,,S, €{S;,c}i,
vardir. {S,,c},, bir zincir oldugundan S, < S, dir. Boylece S, n"U ile S,nV, S,
nin  bostan farkli acik alt kiimeleridir. S, indirgenemez oldugundan

D#(S,NU)N(S,"V)cUnNV dir. Boylece M, X in indirgenemez alt uzayidir.

E < M oldugu agiktir. Buradan da M € Q dir.

3. M c X bir maksimal indirgenemez alt uzay olsun. M cM dir. 1) den M

indirgenemez bir alt uzaydir ve 2) den M =M dr.

Simdi bir X € X alalim. {x} in acik alt kiimeleri kendisi ve & dir. Oyleyse {x}, X de
indirgenemez bir uzaydir. 2) den {x} = M olacak sekilde bir maksimal indirgenemez

M alt uzayi vardir.

Tammm 5.12 (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in bir maksimal indirgenemez alt

uzayma X in bir indirgenemez bileseni denir.

Onerme 5.13 S bir yar1 halka ve X = Spec(S) olsun. X in indirgenemez bilesenleri

P, S nin bir minimal asal ideali olacak sekilde h(P) kapali kiimeleridir.
Ispat Y ={R < X : R bir kapali indirgenemez alt uzay?} olsun.
1. Pe X = h(P) €Y oldugunu gosterelim:

@#U,V ch(P) agik alt kiimeler olsun. Oyleyse E, F gibi S nin iki alt kiimesi i¢in
U =h(P) ~(X —h(E)) ve V =h(P) ~ (X —h(F)) olsun.

U AV =h(P) ~[(X —h(E)) n (X —h(F))]= h(P) A[X — (W(E) Uh(F))] = h(P) A[X —h(E A F)]
U =@ = h(P)~ (X —~h(E)) # &= h(P) Bh(E) = E G P

dir. Benzer sekilde F @ P dir.

P asal ideal oldugundan ENF @ P = h(P) @ h(E ~F) dir.

Boylece U NV == h(P) kapali indirgenemez alt uzaydir. = h(P) € Y
Simdi h: X —Y bire bir, 6rten doniistim oldugunu gosterelim:

2. Eger ReY = h(P) = R olacak sekilde bir P € X vardir. Oyleyse h &rtendir.

E, S nin asal olmayan bir ideali olsun. E = JE oldugunu varsayalim.

41



a,b e S —E olsun. Oyleyse ab € E dir.

(2) @ E dir. O halde a ¢ Q olacak sekilde Q € h(E) vardir, ¢linkii ﬂ P=E dir.

Peh(E)
Boylece h(E) @ h(a) dir.
Benzer sekilde h(E) @ h(b) dir.
Boylece X, nh(E) ile X, mnh(E), h(E) nin bostan farkli iki agik kiimesidir.
(X, Nh(E)) n (X, nh(E)) = X, " X, "h(E) = X, "h(E) =h(E) n (X —h(ab))

ab e E = (ab) ¢ E = h(E) < h(ab) = h(E) n (X —h(ab)) = &

O halde h(E) indirgenebilirdir.

3. h, bire birdir. Ciinkii,

P,Qe X igin P=Q < h(P) =h(Q) dur.

X in maksimal indirgenemez alt uzaylarina Y nin maksimal elemani karsilik
gelmektedir.

h ters kapsamayi sagladigindan, yani;

X de Pc Q< Yde h(Q) < h(P) dir.

O halde X in minimal eleman1 h altinda Y nin bir maksimal elemanina karsilik gelir.

Boylece M < X indirgenemez bilesendir < M = h(P) olacak sekilde bir minimal asal

ideali vardir.

Tanmm 5.14 (X,7) bir topolojik uzay olsun. X in her Y alt kiimesi i¢in z(Y), Y nin
7 -agik komsulugunu gosterir. Y = Nz (Y) kiimesine Y nin gekirdegi denir ve Y =Y ise
Y ye cekirdek denir. Ayrica her X € X icin 7(x) = z({X}), X ={x} ve % ={%} dir.
Tamim 5.15 |, S yar halkasinin bir ideali olsun. Eger | =1 ise | idealine yar1 asal

ideal ve N(S)=+/0 = (0) ise S ye yar: asal denir.

Onerme 5.16 S bir yar1 halka ve P e Spec(S) olsun. P =h(P) dir ve {P} nin kapali

olmasi i¢in gerek ve yeter sart P nin maksimal ideal olmasidir.

Ispat Acik.
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Onerme 5.17 S bir yar halka olsun. Spec(S), kompakt T, — uzayidir.

Ispat Onerme 5.6 dan Spec(S) kompakt uzaydir. P = Q ve P,Q e Spec(S) olsun. O
halde bir x e P—Q vardir ve P eh(x), Q ¢ h(x) dir. Oyleyse Q e Spec(S)—h(x) ve
P & Spec(S) —h(x) dir. Boylece Spec(S) kompakt T, —uzayidir.
Tamm 5.18 (X,7) bir topolojik uzay1 olsun. X in bostan farkli indirgenemez kapali
alt kiimeleri bir (tek) X € X i¢in X formunda ise X e sober denir.

Tanmm 5.19 (X, 7) bir topolojik uzay1 olsun. X ;
I. Kompakt T, — uzay,

ii. Kompakt ag¢ik alt kiimeleri, sonlu kesisimler altinda kapali olan 7 nun bir tabanini

olusturur,
iii. Sober uzay

ise (X,7) uzayina spektral uzay denir
Teorem 5.20 S yari halka olsun. Spec(S) bir spektral uzaydir.

Ispat X =Spec(S) ve S nin sonlu iiretilmis bir ideali | = Sx, + SX, +...+Sx, olsun.

X =h(l) = U X,, Teorem 5.6 dan kompakt oldugu agiktir.

i=1

{X —=h(l):1,S nin sonlu ideali} kiimesi {X; : f € S} tabanin1 kapsadigindan 7 nun
bir tabanidir.

{X =h(l):1,S ninsonlu ideali} ailesi sonlu kesisimler altinda kapali m1?

I ve J, S ninikisonlu ideali olsun. (X —h(I))"(X —h(J))=X —h(l1J) ve IJ de S
nin sonlu ideali oldugundan (X —h(1)) (X —h(J)) e{X —h(1):1,S nin sonlu ideali}
dir. Son olarak Spec(S) nin sober uzay oldugunu gosterelim. P, S nin bir asal ideali
ve | ile J, S nin iki ideali olsun dyle ki h(P) < h(I) Uh(J) =h(1J) olsun. Oyleyse,
JcP=1cP veya JcP dir. Buradan h(P) < h(l) veya h(P) < h(J) dir. Yani,
h(P) indirgenemezdir ve P =h(P) oldugunu daha 6nce gostermistik.
Q, S nin yan asal ideali olsun ve h(Q) nun bostan farkli indirgenemez kiime olsun.

a,beS icin abeQ olsun. Oyleyse h(Q) < h(ab)=h(a)uh(b) dir ve h(Q) nun
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bostan farkli indirgenemez kiime oldugundan h(Q) — h(a) veya h(Q) < h(b) dir. Eger
h(Q) ch(a) ise acQ dur.(Aksi halde beQ dur) Q, S nin asal idealidir ve X

spektral uzaydir.

Tamm 5.21 (X,7) topolojik uzay1 olsun. {U;}., ailesi X in bir acik ortiiliisii olsun.

jel
Bu ailenin bir U, (kel) eleman: i¢in X =U, saglaniyorsa (X,7r) uzayma

siiperkompakt uzay denir.
Teorem 5.22 Bir S yar1 halkasinin lokal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Spec(S) nin

bir siiperkompakt uzay olmasidir.

Ispat X =Spec(S), S lokal ve Q, S nin maksimal ideali olsun. {U,}j.x, X inbir

agik Ortiiliisi olsun Oyle ki her U; = X. Her jeA i¢in Qeh(l;)=X -U; olacak

sekilde S de bir 1; ideali vardir. Bu durumda Qe ﬂ h(l;) =< dir. Bu ise bir geliski

jeA

olusturur. Tersine X siiperkompakt uzay ve |MaX(S)| >1 olsun. X = U(X —h(P))

PeMax(S)
saglanir. X sliperkompakt uzay oldugundan X = X —h(P) olacak sekilde P € Max(S)

vardir. Buradan h(P) =& dir. Bu ise bir ¢eliski olusturur.

Tamim 5.23 A, (X,7) topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. L bir ¢ekirdek ve F

kapal bir kiime olmak tizere A=LNF ise A kiimesine A—kapali kiime denir.

Ayrica, tek nokta kiimesi {x}, 4 —kapaliise X € X noktasina A —kapali denir.
Lemma 5.24 (X,7) topolojik uzaymin bir A alt kiimesi i¢in asagidakiler denktir:
1. A bir A —kapali kiimedir.

2. L, cekirdek olmak tizere A=L A dur.

3. A=ANA dur.

Ispat (1)=(2)

A bir A —kapali kiime oldugundan L bir ¢ekirdek ve F kapali bir kiime olmak iizere
A=LNF seklinde yazilir. Oyleyse Ac A c F dirve A=LN A oldugu aciktir.

(2)=(3)

44



L, cekirdek olmak iizere A=LNA olsun. Oyleyse Ac AcL dir Boylece
A=ANA di.

B)=()

Acik.

Tamim 5.25 (X,7) topolojik uzaymin her U agik kiimesi i¢in XeU iken X cU
gerektirmesi saglaniyorsa (X,r) uzayma R, —uzayr denir. (X,z) uzaymimn her
A —kapal1 noktasi ¢ekirdek ise uzaya zayif R, —uzay1 denir. X # y olacak sekildeki her
x,ye X i¢in XcU, ycV ve UnNnV = olacak sekilde U ile V agik kiimeleri

varsa (X,7) uzaymna R, —uzay1 denir.

Onerme 5.26 Her (kapal1) ¢ekirdek alt kiime A —kapalidir.

ispat (X,7) topolojik uzaymn bir ¢ekirdek alt kiimesi Y olsun. O halde Y =V dir ve
Y AY =Y NY =Y saglandigindan Y alt kiimesi A —kapaldir.

Teorem 5.27 Bir topolojik uzayin T, —uzayr olmas: igin gerek ve yeter sart her tek
nokta kiimesinin A —kapali olmasidir.

Ispat (X,7) topolojik uzayr T, — uzay1 olsun. X € X olsun. Oyleyse her y = X igin X
noktasmi igeren {y} ile ayrik bir A, kimesi vardir ve bu A, acik ya da kapahdir.
Biitiin agik A, kiimelerinin kesisimi L, biitiin kapali A, kiimelerinin kesisimi F
olsun. Agiktir ki L, bir ¢cekirdektir ve F , bir kapali kiimedir. Buradan {x} =L~ F dir.
Yani {x}, A —kapalidir.

Tersine, X ve y, X wuzaymn birbirinden farkli noktalari olsun. Hipotezden
PG={G{x} dir. Eger y¢{X} ise ye X —{X} dir. Boylece (X,7) topolojik uzay1

T, — uzay1 olur.
Eger y e{X} ise y ¢ {X}dir. Boylece baz1 acik U kiimeleri igin xeU ve y U dur.
Yani, (X,7) topolojik uzayr T, — uzayidur.

Teorem 5.28 Her R, —uzay1 bir zayif R, —uzayidir.
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Ispat (X,7r) topolojik uzayt R, —uzayi, xe X ve {x}={{X} olsun. y=x ve
y €{&} olsun. Oyleyse y ¢{X} dir ve y e X —{x} dir. (X,7), R, —uzay1 oldugundan
{y} < X —{X} dir. Buise x ¢{y} oldugunu gosterir. Boylece {y} ile ayrik ve X igeren
bir agik kiime X —{y} vardir. Buradan y ¢ {X} ve {x}={X} dir.

Teorem 5.29 Her R, -uzayi, R, —uzayidir.

Ispat (X,7) topolojik uzayr R, —uzay1, U bir agik kiime ve X €U olsun. Eger y ¢U
ise x ¢ {y} dir. (Clinkii x e{y} olsaydi x in her komsulugu ile {y} nin kesisimi bostan
farkli olurdu. Bu ise yeU olmasi ile gelisirdi). Oyleyse {X}={y} dir. (X,7),
R, —uzay1 oldugundan {y} —V, olacak sekilde V, agik kiimesi vardir ve x ¢V, dir. O

halde y ¢ {X} dir. Boylece {X} cU dur.

Teorem 5.30 (X,7) topolojik uzayinin her tek nokta kiimesi ¢ekirdek ise (X,7)

topolojik uzayr T, —uzayidur.

Ispat (X,7) topolojik uzaymin her tek nokta kiimesi cekirdek olsun. X ve y, X
uzaymin birbirinden farkli noktalar1 olsun. X# Yy oldugu i¢in y ¢ {x}={X} dir ve bir
U acgik kiimesi i¢cin XeU ve ygU dur. Benzer sekilde X#Yy oldugu igin

X ¢{y}={y} dir ve bir V agik kiimesi i¢in yeV ve x gV dir.
Teorem 5.31 Her T, —uzay1, R, — uzayidir.

Ispat (X,7) topolojik uzayi, T, —uzay1 olsun. U bir agik kiime ve xeU olsun. O
halde {x} cU dur. (X,7) topolojik uzayi, T, —uzay1 oldugundan her tek nokta kiimesi
kapalidir. Boylece {X} U dur.

Teorem 5.32 (X, 7) topolojik uzay1 i¢in asagidakiler denktir:
1. X, T, —uzayidur.

2. X, T, ve Ry —uzayidur.

3. X, T, ve zayif R, —uzayidir.

Ispat (1)= (2) ve (2) = (3) agiktir.

@) =(1)

46



(X,7) topolojik uzaymin her tek nokta kiimesi ¢ekirdek ise (X,z) topolojik uzayi
T, —uzayidir. X uzayr T, — uzayr oldugundan Teorem 5.27 den her nokta kiimesi
A—kapalidir ve X wuzayr zayif R, —uzayr oldugundan her bir nokta kiimesi
cekirdektir.

Teorem 5.33 (X,7) topolojik uzaymin T, —uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart
topolojik uzaymn hem T, —uzay1 hem de R, —uzay1 olmasidir.

Ispat =: (X,7) topolojik uzayr T, —uzay: olsun. Sonug 2.21 e gdre her T, —uzayi,
T, —uzayidir. (X,7) topolojik uzaymmin R, —uzayr oldugunu gosterelim: {X}={y}
olacak sekilde X,y e X olsun. (X,7) topolojik uzayr T, —uzay1 oldugundan {x} ={x}
dir. Dolayisiyla {x}={y} ve (X,7) topolojik uzayr T, —uzay1r oldugundan xeU,
yeV ve UnV = olacak sekilde U, V agik kiimeleri vardir. {x} cU ve {y}cV
dir yani, {x}cU, {y}<V ve UV = dir.

<. (X,7) topolojik uzaytr hem T, —uzayr hem de R, —uzayi olsun. Xx=# Yy olacak
sekilde X,y e X alalim. Buradan {x}={y} dir ve uzay T, —uzayr oldugundan
=03 ={y}={y} dir. (X,7) vzay1 R, —uzay1 oldugundan {X}cU, {y}c=V ve
UNV =L olacak sekilde U, V agik kiimeleri vardir ve yine uzay T, —uzayi
oldugundan {x}cU, {y}cV ve UNnV =Y dir. Yani xeU, yeV ve UNnV =J

olacak sekilde U , V agik kiimeleri vardir.

Teorem 5.34 Bir S yari1 halkasi i¢in asagidakiler denktir:
a) S nin her asal ideali maksimaldir.

b) Spec(S), bir T, —uzay1 dir.

c) Spec(S), bir T, —uzayidur.

d) Spec(S), bir R, —uzayidir.

e) Spec(S), bir zayif R, —uzayidir.

f) Spec(S), bir R, —uzayidir.

g) Spec(S) nin her noktasi ¢ekirdektir.

Ispat (a) < (b)
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Her P e Spec(S) igin Onerme 5.16 dan {P} kapalidir. <> Spec(S) bir T, —uzayidir.
(©)=(b)

Aciktir.

(b) <= (d) < (e)

Teorem 4.32 den agiktir.

@ = (c)

S nin her asal idealinin maksimal oldugunu varsayalim.

P,Q e Spec(S) i¢in P=Q olsun. acS—-Q ve beS—P vardir 6yle ki abe~/0
oldugunu gostermek yeterlidir, ¢iinkii bu durum da X —h(a) ve X —h(b) kiimeleri Q
ve P noktalarini kapsayan ayrik agik kiimelerdir. Hipotezden P ve Q idealleri ayrik
oldugundan bir ae P—Q vardir. P nin minimalligi ve Lemma 4.6 dan beS—-P
vardir 6yle ki ab nilpotenttir ve boylece (X —h(a)) (X —h(b)) = X —h(ab) =< dir.
Gerekli durum saglanir.

© =(

5.33 den agiktir.

(f) =()

R, = R, ve Spec(S) bir T, —uzay1 oldugundan T, —uzayidir. Béylece Spec(S) bir
T, —uzayidur.

@) = (e)

Agiktir.

(€) =(9)

Spec(S) uzayr T, —uzayr oldugundan her noktast A —kapalidir. Spec(S) bir zayif

R, —uzay1 oldugundan her A —kapali noktasi ¢ekirdektir.

Tanim 5.36 S bir yar1 halka ve P asal ideali olsun. Spec(S)”, S yar halkasindaki

asal ideallerin kesigimlerinden olugan kiimedir ve F, ={l € Spec(S)":1 =R, @ P} dur.

Buradan P = (")(X —h(l)) du.

leFp
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Onerme 5.37 S bir yari halka ve P asal ideali olsun. Eger F, # @ ise F, bostan farkli

sonlu kesisimler altinda kapalidir.

Ispat F, = olsun. O halde I,J e F, olacak sekilde idealleri vardir. | ¢ P ve J P
dir. P asal ideali oldugundan | " J & P dir. Béylece | nJ € F, dir.

Teorem 5.38 S bir yari halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

a) S, lokal yar1 halkadir.

b) F, =9 olacak sekilde bir P asal ideali vardir.

c) P =Spec(S) olacak sekilde bir P asal ideali vardur.

ispat (a) = (b)

S lokal yar1 halka olsun. P ideali S yar1 halkasinin maksimal ideali olsun. S nin P
maksimal ideali i¢in F, =& dir.

(b)=(a)

F. = olacak sekilde bir P asal ideali var olsun. O halde P, S nin maksimal

idealidir. P tek maksimal ideal mi? Tek maksimal ideal olmasmn. Q da S nin

maksimal ideali olsun. Oyleyse Q@ P dir. Oyleyse Q € F, dir. Bu ise bir geliski

olusturur.
(b) =(c)

F. =0 olacak sekilde bir P asal ideali var olsun. P=()(X-h(l)) oldugundan

leFp

P=(X-h())=X-{Jh()=X-h(()1)=X-h(S)=X - =X

(©) =(b)
P = Spec(S) olacak sekilde bir P asal ideali var olsun.

P = Spec(S) = (X =h(1)) =X - [ Jh(l) oldugundan U h(1)=& dir. Oyleyse her

leFp leFp leFp

h(1) = dir. Yani her 1 =S dir. Oyleyse F, = dir.
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5.1 Regiiler Uzaylar

Tamim 5.39 Bir (X,7) topolojik uzay olsun. x € X —F olacak sekildeki her F kapali

kiimesi i¢in XeU,FcV ve UNV =J saglayan U, V agik kiimeleri varsa X

noktasi regiiler nokta denir.
Her noktasi regiiler nokta olan uzaya regiiler uzay denir.

Teorem 5.40 S bir yar1 halka ve P, F, = olacak sekilde S nin bir asal ideali olsun.

Asagidaki ifadeler denktir:
a) P, Spec(S) nin regiiler noktasidir.

b) Her 1 eF, i¢cin 1 +J =S ve Jac+/0 olacak sekilde a€ S—P ve S nin bir J

ideali vardir.

c) Her xeS—P i¢in Sx+J =S ve Jac o olacak sekilde a€S—P ve S nin bir J

ideali vardir.
Ayrica, bu durum da P, S nin maksimal idealidir.

Ispat X =Spec(S) olsun. (a) < (b) oldugunu gosterelim. | € F, olsun. Asagidaki

durumlar denktir:

1. PeU, h(l)cV ve UNnV = olacak sekilde U ve V agik kiimeleri vardir.

2. PeX-h(@), h(l)c X-h(@J) ve X-h(@nNnX-h(J)=3 olacak sekilde ae S
ve S nin bir J ideali vardir.

3. h(1)nh(J) =< ve h(a) uh(J) = X olacak sekilde a€S—P ve S ninbir J ideali

vardir.

4. h(l1 +J)=2 ve h(aJ) = X olacak sekilde aeS—P ve S ninbir J ideali vardir.
5 1+J =S ve aJ < VO olacak sekilde a€ S—P ve S nin bir J ideali vardir.
(©)=(b)

Aciktir.

(b)=(c)
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XxeS—P olsun. xeU(S) ise a=x ve J =4/0 alabiliriz.

X U(S) oldugunu varsayalim. Oyleyse | =Jx e F. ve hipotezden 1+J=S ve
Jac 0 olacak sekildle a€S—P ve S nin bir J ideali vardir. i+ j=1 olacak
sekilde iel ve jeJ wvardir. i" €Sx olacak sekilde bir nell vardir ve
1=(i+j)" e Sx+J dir.

P nin maksimal ideal oldugunu gosterelim.

Her aeS-P igin Jc(W0:a)cP dir. Oyleyse her xeS—P igin

S =Sx+J < Sx+ P dir. Yani, P maksimal idealdir.
Sonug¢ 5.41 S bir yar1 halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
a) Spec(S) bir regiiler uzaydir.

b) S nin her P asal ideali ve her | € F, igin 1 +J =S ve Jac+/0 olacak sekilde

aeS—P ve S ninbir J ideali vardir.

c) S ninher P asal ideali ve her xeS—P i¢in Sx+J =S ve Jac JO olacak sekilde

aeS—P ve S ninbir J ideali vardir.

d) S nin her asal ideali maksimaldir.

Ispat Teorem 5.40 dan (a) < (b) < (c) ve (a) = (d) dir.

Teorem 5.34 den ve Teorem 2.23 den her kompakt T, —uzay: regiiler uzay oldugundan
(d)=(a)

Aciktir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Yar halkalarin asal idealleri tizerinde Zariski topolojisi kuruldu ve topolojik uzayin
taban1 belirlendi. Kurulan bu topolojik uzaymn sober uzay, spektral uzay ve
stiperkompakt uzay oldugu ispatlandi. A —kapali kiime kavrami tanimlanarak bu

topolojik uzay iizerinde R, —uzayi, R, —uzay!r ve ayirma aksiyomlar: incelendi. Bu

topolojik uzay iizerinde ayirma aksiyomlarinin birbirleriyle iligkileri incelendi.
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