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OZET

2-PARAMETRELI DUZLEMSEL HAREKETLER
Ferdane YESILTAS

Matematik Anabilim Dali
Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Salim YUCE

Bu ¢alisma alti bélimden olusmaktadir.
Birinci bolim, giris kismina ayrildi.
ikinci bélimde, tez icin gerekli temel kavramlar verildi.

Uglincli béliimde, bir “t” zaman parametresine bagh olarak 1-parametreli diizlemsel
hareketler ifade edildi. Hareketin tiirev denklemleri, hizlari, pol noktalari ve zarf egrileri
verildi.

Dordiincl bolimde, 1-parametreli hareketler icin hareketli koordinat sistemi ile ilgili
kavramlar aktarildi.

Besinci bolimde, 1-parametreli hareketlerin kompleks sayilarla ifadesine yer verildi.

Son bélimde ise hareketin “t” parametresi yerine “(u,v)” gibi iki parametreye sahip
olmasi durumu incelenerek 2-parametreli dizlemsel hareketler ile ilgili kavramlar
verildi. Ozel olarak hareketin ikinci parametresi de ilk parametreye bagli bir fonksiyon
olarak kabul edildiginde 2-parametreli hareketlerden 1-parametreli hareketler elde
edildi ve bu hareket ile ilgili bazi teoremlerle verildi. Ayrica,

e2-parametreli hareketlerin kutup eksenleri,

oEgri cizici noktalari,

eKutup eksenleri dontsiiminiin yogunluk degismezligi,
eDogru yogunlugunun sifir olma durumu,

eDogru donlisimunin bilinmesi ile hareket

viii



incelendi. Buna ek olarak son bdlimde,
e2-parametreli hareketlerin destek fonksiyonu
verildi. Ayrica,
eNormlanmis izafe sistemi,

eEsas- B, hareketi

incelenmis olup, bunlara bagl bazi teoremler ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizlemsel hareketler, kutup ekseni, dogru yogunlugu, egri
elementi, hareketin destek fonksiyonu, esas- B, hareketi.
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ABSTRACT

2-PARAMETER PLANAR MOTIONS

Ferdane YESILTAS

Department of Mathematic
MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Salim YUCE

This study consists of six parts.
The first part of the study serves as an introduction.
The second part presents the basic concepts used throughout the thesis.

The third section accounts for 1-parameter plane motions depending on a “t” time
parameter while supplying derivative equations, speeds, pole points and envelope
curves of motion, as well.

The fourth part given concepts as to the moving coordinate system, for 1-parameter
motions.

The fifth part expresses 1-parameter motion with complex numbers.

The last part provides concepts about 2-parameter plane motions, studying the motion
having two parameters as “(u,Vv)” instead of the “t” parameter of motion. Given that

the second parameter is a function depending on the first parameter, 1-parameter
motions have been obtained from 2-parameter motions. Some theories relating this
motion have also been introduced. Besides,

e Polar axes of 2-parameter motions,

e Curve plotter points,

e The density invariance of polar axes transformation,
e The situation of the density of the line zero,

X



e Motion with given of the line transformation
have been studied. In addition, in the last part
e Support function of 2-parameter motions is given.
Furthermore,
e Normed coordinate system,

e The Main- B, motion

have been studied and related theories have been presented.

Key words: Planar motions, the polar axis, density of the line, the curve element, the
support function of the movement, the main- B, motion.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE

Xi



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

2-parametreli duzlemsel hareketler ilk defa 1956 yilinda W.Blaschke ve H.R.Miiller
tarafindan [1] de tanimlanmistir. Daha sonra H.R.Miiller’in Ankara Universitesinde ders
kitabi olarak hazirlanan eserin Tiirkce cevirisi yapilmistir [2]. 1992 yilinda Ozer’in [3]
calismasinda, Muller’in [2] eseri esas alinarak yiksek lisans tezi yapilmistir. Daha sonra
2004’de Midller’in [2] de hareket tanimini kullanarak yiksek lisans tezi yayinlanmistir

[4].

Ayrica 2-parametreli hareketleri Miller'den sonra 1979 yilinda O.Bottema ve B.Roth
[5] de tanimlamislardir. 2004 yilinda [5] kitabi esas alinarak doktora tezi yapilmistir [6].
Daha sonra [7] ve [8] makalelerinde [5] den yararlanilarak 2-parametreli hareketler
incelenmis ve bir noktanin Hodograph egrisi tanimlanmistir. Ayni zamanda [8]
c¢alismasinin Lorentz dlzlemindeki karsiigi [9] makalesinde vyayinlanmistir. Bu
calismalarin ardindan [10] ve [11] makalelerinde Bottema’nin [5] eseri referans

alinarak ve dénme matrisinin ranki kullanilarak 2-parametreli hareketler incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, Miiller’in [1] ve [2] kitaplarinda yer alan 2-parametreli diizlemsel hareketler
incelenmistir. [2] kitabinda bulunan 1-parametreli hareketler ve 2-parametreli
hareketler konularindaki notasyon farkhliklari diizenlenerek tezin bitliniinde bu

notasyonlar titizlikle korundu. Ayni zamanda [3] ve [4] tezlerinde yer alanlardan farkl



olarak 2- parametreli hareketler ile ilgili olarak [1] de yer alan ama [2] de deginilmeyen

bazi basliklara da bu tezde yer verildi.

1.3 Bulgular

2-parametreli diizlemsel hareketler, Miller'in [1] ve [2] kitaplarinda tanimlandigi
sekilde ele alinmistir. Tezde notasyonlar sistematik bir sekilde devam ettirilmis ve konu
batinligl korunmustur. Ayrica [1] Almanca kitabinda olup Tirkge kitap [2] de yer

almayan konular Tirkge literatiire kazandiriimistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez icin gerekli olan bazi temel kavram ve teoremleri verecegiz.

2.1 Afin Uzay ve izometri
Tanim 2.1

A+ birkime ve V de K cismi Gzerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir

f:AxA—>V
P.Q - f P,Q =PQ

donlsimi asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A kimesine V vektdr uzayi ile birlesen
bir Afin Uzay denir.
i. VP,Q,ReAi¢in f P,Q +f QR =f P,R dir.

ii. VPe A ve YaeV icin f P,Q =a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir

(Hacisalihoglu [12]).

Tanim 2.2

V' n-boyutlu reel vektér uzayi ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun. Eger V bir

ic-carpim uzayi ise A ya Oklid Uzay denir ve E" ile gosterilir [12].



Tanim 2.3

K cismi lzerinde iki vektdr uzayi V, ve V, olsun. V, ve V, ile birlesen afin uzaylar A
ve A, olmak tzere f:A — A, donusimi P,Q € A igin
v, Vi >V,

PQow, PQ =f P f Q

seklinde tanimlansin. Burada y, donusimiine f ile birlesen déntsgiim adi verilir. Eger

y, dénlgimi lineer ise f ye bir Afin dénisim denir.

Tanim 2.4

E;'ve E, sirasiyla n-boyutlu V, ve V, i¢ carpim uzaylari ile birlesen birer Oklid uzayi

olsunlar. Bir

f:E' > E)

afin déntsimi Vo, B €V, igin
v oaw p)=(ap)
olacak sekilde bir

vV, >V,

lineer donusimu ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir [12].

2.2 E" de Hareketler

Tanim 2.5

E" nin bir f izometrisiicin eger
f O =0, OeE"

olacak sekilde bir O noktasi mevcut ise f ye O noktasi etrafinda E" nin bir dénmesi

adi verilir [12].



E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi X,X,,..,X, olsun.

f:E" > E" izometrisi O noktasi etrafindaki bir dénme ise f nin bu dik koordinat

sistemine gore ifadesi
X' |A 0]X
1|0 1)1
veya

X'=AX

seklindedir. Burada AcO n ve X,X'eR] dir.

Tanim 2.6

E" nin bir f izometrisive V X = X, X,,...,X, €E" igin

f X = x+t, %+, X+t , R, 1<i<n

n

olacak sekilde bir tek t= t,t,,...,t; € E"noktasi varsa f’ye E"’de bir ételeme denir

[12].

E" de baslangic noktasi O olan bir dik koordinat sistemi X,X,,...,X, olsun.

f:E" > E" izometrisi t = t.t,,....,t, noktasi ile belli olan bir 6teleme olmak lzere,

n

f nin bu dik koordinat sistemine gore ifadesi

M I

veya
X'=X+t
seklindedir.



Tanim 2.7

f, E" n-boyutlu Oklid uzayi Gizerinde bir izometri olsun. E" deki bir X, X,,..., X, dik

koordinat sistemine gére f nin matrisel ifadesi, AcO n ,yani det A=+1 ve C € R]

L

veya
X'=AX +C

formundadir. f ye E" de bir hareket adi verilir. Eger, det A=1 ise f hareketine

direkt hareket, det A=—1 ise karsit hareket denir [12].

2.3 Diferensiyel Formlar
Tanim 2.8

Verilen bir bolgede siirekli kismi tiirevleri olan bir u=u(X,y) fonksiyonunun tam

diferensiyeli

du(x,y) = au(;(, y) dx + augyx, ) dy (2.1)

denklemi ile verilir. (2.1) denkleminin sag yanina tam diferensiyel denir. Bu ifadenin

aU(aX, y) dx + aU(X, y) dy -0 (2-2)
X

olarak yazilmasina da tam diferensiyel denklem denir. Buna goére u(Xx,y), (2.2)

seklindeki tam diferensiyel denklemin ¢6zim olur (Bayram [13]).

Tanim 2.9

U E" nin acik alt kiimesi olmak tizere bir

f:U-oR



fonksiyonunun k -yinci mertebeden btiin kismi tiirevleri var ve bu tirevler strekli ise
f fonksiyonuna C* sinifindan diferensiyellenebilirdir denir. f fonksiyonu C!

sinifindan ise fonksiyona U (Ustlinde sifirinci mertebeden diferensiyel form veya

0- form adi verilir (Hacisalihoglu [14]).

Tanim 2.10

Bir n -degiskenli fonksiyon yardimiyla tanimlanan

o= a0x , a=a X,X,..X, (2.3)
i=1

ifadesine n -degiskenli 1.mertebeden diferensiyel form veya 1-form denir.

Tanim 2.11

X, Xy,..., X, koordinat fonksiyonlarinin dx;,dx,,...,dx, diferensiyel formlari icin alterne

garpim

dx; A dx; = —dx; Adx; (2.4)

seklinde tanimlanir.
Burada i = j igin
dx, Adx, =—dx, Adx

oldugundan dolayi

dx, Adx, =0
olur.
Tanim 2.12

Alterne ¢arpim yardimiyla elde edilen diferensiyel formlarda her terimde bulunan dx
carpanlarinin sayisi diferensiyel formun derecesini verir. Eger, her terimde p -tane dx;

carpani varsa bu diferensiyel forma p-form denir ve p-formlarin kiimesi QF ile

gosterilir. Diferensiyel formlara Pfaff-formlari da denilebilir.

7



Q=%a, . duy adu A..Ady ve ®=>Db, . du Adu A..Adu;

yuksek mertebeden alterne diferensiyel formlar olmak lizere QQ ve ® formlarinin

alterne garpimlari veya dis carpimlari

QAD= Zailiz---ipbjliz--dq du, Acoadu; Adug Ac.adug

(2.5)
= 1" DdAQ

seklinde tanimlidir.

Burada
AL QF x QY —» QP
fonksiyonuna dis carpim fonksiyonu denir (Flanders [15]).

n n
Ozel olarak, o = Z;aidui ve ¢= ijduj n -degiskenli 1-formlarinin alterne carpimlari
i=1 i=1

ONP= Zaibj du; Adu;

i,j=1

=z ab, —a;b  du, Adu, (2.6)

i<j=1

=—pro
seklinde bulunur.

Tanim 2.13

QP , p-formlarin kiimesi olmak tzere

d:Qf > QF?
@ —>do

seklinde tanimli d -operatériine bir diferensiyel operator denir [15].

n
Bir o= Zaidui 1-formunun dis tirevi
i=1



- (2.7)

seklinde yazilabilir.

Genelolarak Q=3 a, , du, Adu, A..Aady  p-formunun dis tirevi

dQ =Z da,;, ; Adu A..Adu
aaii i (2.8)
=> —=2 du, Adu, A...Ady,
ou ' °

k

olarak tanimlanir.

Ayrica diferensiyeller sabitler gibi dislnilir ve diferensiyellerin dis tUrevleri sifirdir.

Yani,

d du, =0
olarak alinir.

Teorem 2.1

f(u,,u,,...u,) skaler fonksiyonu sifirinci mertebeden bir diferensiyel form olmak tzere

d fo =df Ao+ fdo (2.9)
olur.

n
ispat: @ =) adu; olsun.
i=1

d fo =d(zn:faiduij=zn:d fa, Adu,
i=1 i=1

yazilabilir. Zincir kuralindan



d fo =) adf Adu +) fda Ady,
i=1 i=1

bulunur. Buradan

d fo =df AD adu +f> da Ady,
i=1 i=1

olmak Uzere

d fo =df Ao+ fdo

elde edilir.

Teorem 2.2

w Ve ¢ diferensiyel formlarinin alterne ¢carpimlarinin dis tirevi

d orng =dorg—aondg (2.10)
seklinde ifade edilir.

Genel olarak yiuksek mertebeden diferensiyel formlar icin bu baginti su sekilde yazilir:

d QAD® =dQ A D + (-D)PQ A dO (2.11)

ispat: Q bir p-form ve @ bir g-form olsun. Eger Q nin bilesenleri du, ler ile ® nin
bilesenleri duj ler birbirinden farkh degiller ise

QOAD=0

olur. Bu nedenle Q ve ® formlarini farkli du, lerden ve birer terimden olusmus

alalim.

Q=3 ady Adu, A..Adu, ve ®=3 bdu; Aduy A..aduy

olsun. Burada

du =du; ; 1<ms<p , 1l<r<q

10



dir. (2.5) esitligi kullanilarak

QA®=abdy; A..Adu Aduj A...Adu;

yazilabilir. Bu ifadenin dis tirevi (2.8) bagintisindan

d QAD =Zaaab

du, Adu, A...Adu, Adu, A..AdU,
1 p h ]q
k

bulunur. Buradan

d QAD :2(ﬁb+aa—deukAdui AeeAQU AUy ALAdU;
ou, ou, ' P ' “

veya

d QAd :Z(aa—abj du, Adu, A...Adu, +Z(a§—bj du, Adu, A...Adu,
u ' d u ! a

k k

yazilabilir. Son ifadenin ikinci teriminde du, p-terim yer degistirilerek yazilirsa

d QAD =Z§—aduk/\dui AAQU Abdu; ALoAdu,
u 1 p 1 q

k
+Zadui1 Awondu A -1 paa—bduk Aduj ALAdug

Uy

elde edilir. Yani

d QAP =dQ A D + (-D)PQ A dO

bulunur.

Teorem 2.3 (Poincare Ozdesligi)

n
o= Z:aidui 1-form olmak Uzere
i=1

d do =0

dir. Genel olarak QQ p-formuigin

11

(2.12)



d dQ =0

olur.

ispat: d operatétii lineer oldugu igin Q p -formu tek terimli olarak segilebilir.

Q= Zaduil Adu, A.oAdu
olsun. Dis tlrevin tanimindan

40 =Y 2 qu Adu, Aoady,

k=1 OU,

yazilabilir. Son ifadenin tekrar dis tlirevi alindiginda

d do —Z Z@u u duj/\duk/\duil/\"'/\duip

j=1 k=1

bulunur. Bu son ifade k ve j durumlarina gore su sekilde yazilir:

2
du; Adu, Adu, A..oAdu

d dQ = du; Adu du du +
;auka ATy A Zaukau

n 2
+Z oa du; Adu, Adu, A...Ady;
auk . 1 P

k>j

k= jicin du; Adu, =0 dir. Son terimde k ve ] yerleri degistirilirse

n 2 n 2
ddo =) oa du; Adu, Adu; A..adu, + ]
= ou,ou; : " i 0u;ou,

du, Adu; Adu; A...Ady;
1 P

olur. Burada (2.4) bagintisi dikkate alinarak

2

n 2 n
ddo =>-22 du ndy, adu aoady > du; Adu, Adu, A...Ady
k5 OU, OU; ' P k5 0u;0u, ' P

yazilabilir. O halde

o, [ 0% o’a
d dQ —Z du; Adu, Adu, A...Ady;
ou,ou; (Suj.auk ' P

k<]

12



oldugundan dolayi

d dQ =0

elde edilir.

Ozel olarak @ 1-formu tam diferensiyel olarak alinirsa, yani @ = df igin

d df =d?f=0
olur.
Teorem 2.4

@y, 0,,...,0, gibi K—tane Pfaff formlari ancak ve ancak

O,NOy N AD, =0
ise lineer bagimlidir [2].

Teorem 2.5

iki degiskenli Pfaff formu

w;=A UV du+Bj u,v dv =123

olmak Uizere

@Dy zwlAa)ZZAiBZ_AZBl
Wy =0 o A0y ABy—AB
olur.

ispat: @, = Adu+Bdv=0

diferensiyel denkleminin ¢6ziimd i¢gin

du B,

v A

13

(2.13)

(2.14)



elde edilir. @, =0 olmasi durumunda

@, | _ Adu+B,dv
I Adu + B,dv =0

veya
2 | _AB AR (2.15)
a)3a>1:0 AB;-AB;

bulunur. Ayrica

o An®,= Adu+Bdv A Adu+B,dv = AB,—-AB, dundv
ve

o, nw;= Adu+Bdv A Adu+B,dv = AB,—AB, duadv

yazilabilir. Buradan bu son esitlikler kullanilarak

oro, _AB,—AB (2.16)
o Aoy AB—AB

elde edilir.

O halde (2.15) ve (2.16) ifadelerinden iki diferensiyel formun orani

@D, | _oro, AB,-AB
a)sa)l o, Aoy AB;—AB

olarak bulunur.

14



BOLUM 3

1-PARAMETRELi DUZLEMSEL HAREKETLER
E ve E' E=E'=E? iki Oklid diizlemi olsun. Bu oklid diizlemlerinde O;e,,e, ve
O';e,,e, dik koordinat sistemlerini alalim. Eger

{el =€ (t)

€, =6, ®

tel c IR parametresinin surekli diferensiyellenebilir fonksiyonlari ise  O;e ,e, dik
¢atisinin O';e'l,e'2 dik catisina gére hareket ettigi kabul edilir. Bu durumda O;e,,e,
dik ¢atisinin bagl oldugu E duzleminin, O';e'l,e'2 dik ¢atisinin bagl oldugu E'

diizlemi Gizerinde hareket ettigi kabul edilir. e, ile €, arasindaki agi & olmak lizere 6

ya dénme agisi denir. OO" =u hareketin 6teleme vektérii olmak Gzere:

Sekil 3. 1 1-Parametreli diizlemsel hareket
15



OO'=u=uge, +ue, (3.1)

yazilabilir. Eger u,=u,(t),u,=u,(t),8=60() tel IR parametresinin surekli

diferensiyellenebilir fonksiyonlari iseler, E duzleminin E' dlzlemi UGzerindeki

hareketine bir-parametreli diizlemsel hareket denir ve B=E/E' ile gosterilir. Burada

E dizlemine hareketli dizlem, O;e ,e, catisina hareketli ¢ati, E' dizlemine sabit

dizlem ve O';e;,e, catisina da sabit ¢ati denir. Burada “t” parametresi genel olarak

zaman parametresi olarak alinir.

t=0 aninda O;e,,e, ve O';e,e, catilarinin baglangig noktalarinin ayni oldugu

kabul edilir.

v

Sekil 3. 2 t =0 aninda hareketli ve sabit koordinat sistemleri

e; ile e; (j=12) vektorleriarasinda

= cosde, +sinde,
(3.2)

el
e, =—sinde, +cos bk,

esitlikleri elde edilir (Sekil 3.2).

Hareketli koordinat sistemde (X,,X,) koordinatlarina ve sabit koordinat sistemde
(x'l,X'z) koordinatlarina sahip bir X noktasini géz 6niine alalim. Buna gore her iki

sistemde, X noktasina ait konum vektorleriigin

X=0X=Xxe, +X,e,

16



ve

X'=0'X=Xe +Xg,
11

yazilabilir. Boylece

O'X=0X-00'
veya
X"=X—-u=(x—-u)e +(x,—u,)e, (3.3)

denklemi elde edilir. (3.3) denklemine 1-parametreli diizlemsel hareketin vektérel

denklemi denir. Buradan,
X € +X%8, =0 —Uu)e + (X, —u,)e,
esitliginin her iki yaninin €, ve ¢, ile ig carpimi sonucunda

X, = (% —U,)c0s @ — (X, —U,)sin @
X, = (% —U,)sin @ + (X, —u,)cos &

veya

{x'i=xlcose—xzsin0+(—u1cost9+uzsin¢9) (3.4)

X, = X, Sin @ + X, cos & + (-u, sin & —u, cos J)

bulunur. Bu ifadeye 1-parametreli diizlemsel hareketin kartezyen denklemi denir. Bu

son esitlik

X | [cos® —sind][x NE:
X,| |sin@ cosé || x, | |b
veya

X' =AX+C

seklinde matris formunda da gosterilebilir.

17



3.1 Tiirev Denklemleri

B =E/E' hareketi esnasinda hareketli E diizleminde tespit edilen bir X € E noktasi
E' sabit dizleminde sirekli bir egri cizer. Bu hareket esnasinda hareketli diizlemdeki

hareketli bir X noktasinin hizlarini arastirmak igin 6nce tiirev denklemlerine ihtiyag

duyulur. Bunun igin (3.2) denklemlerinin, €, ve €, vektorlerini sabit kabul ederek, t

zamanina gore tlirev alinirsa,

% =&, =—0sinPe, + O cos e, = (—sin B, +cosbe,)o
% =&, = —0cos Oe, — Osin e, = —(cos Oe, +sin fe, )0

bulunur. Buradan kisaca

e, = Oe, 3.5)
e, =—0¢e

elde edilir. Benzer sekilde (3.1) denkleminin t ye gore tlrevi alinirsa,

du . . L .
m =U=Ug, +Ue +U,e, +U,e,

elde edilir. €, ve €, nin (3.5) deki degerleri son esitlikte yerine yazilirsa
U = (U, —Ou,)e, + (U, + Ou,)e, (3.6)

bulunur. (3.5) ve (3.6) denklemlerine B =E/E" hareketinin tiirev denklemleri denir.

3.2 Hizlar

E hareketli, E' sabit Oklid diizlemleri olmak tizere E dizlemi E'diizlemi tizerinde 1-
parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da hareketli E dizlemi Gzerindeki yerini
t zamani ile degistirsin. Bu durumda bu iki hareket esnasinda X noktasi farkh iki hiza

sahiptir.

18



Tanim 3.1

X noktasinin E dizleminde hareket ederken sahip oldugu hiza relatif hiz denir ve V,

ile gosterilir. Bu hiz

X = X€ + X,e,
denkleminin e, ve e, yi sabit tutup tirev alarak

V, :%:X:Xleﬁxzez (3.7)

elde edilir. Eer X noktasi E duzleminde sabitise V, =0 dir.

Tanim 3.2

X noktasinin E' dizlemine goére sahip oldugu hiza mutlak hiz denir ve V, ile

gosterilir. (3.3) denkleminin t ye gore turevi alinirsa V, igin asagidaki ifade bulunur:

ax' ., . . . S .
V.= E =X'= (% —u)e, +(x —w)e, + (X, —u,)e, +(X, —U,)é,

Burada €, ve €, nin (3.5) deki degerleri yerine yazilirsa

Va = _ul - (Xz _uz)é €+ —L]2 + (X1 _ul)é €, + Xlel + )'(282

veya

V, = U, —(%—U,)0 e+ —U,+(x —U)d e,+V. (3.8)

elde edilir. Burada

V, = -, —(X,—U,)0 e+ —U,+(x—Uu)é e, (3.9)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektéri denir.
Teorem 3.1

B=E/E"; 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda eger X € E noktasi her iki

sisteme gore hareketliise X € E noktasinin hiz vektorleri arasinda
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V=V, +V. (3.10)

bagintisi vardir.

Gahsmamiz boyunca pure 6teleme hareketinden kaginmak igin 0 # 0 alinacaktir.

3.3 Donme Polii ve Pol Egrileri

B=E/E' hareketi esnasindaV, =0 ozelligine sahip noktalar incelenecektir. Bu
noktalar igin (3.10) dan V, =V, o6zelligi saglanir. Bir diger ifadeyle mutlak ve relatif

hizlari birbirine esit oldugundan dolayr her iki dizlemde de sabit olan noktalar

arastirilacaktir.
(3.9) denkleminden

_ul - (Xz _uz)é =0

ve

—U, + (%, _ul)é =0

elde edilir. 80 oldugundan lineer denklem sisteminin Cramer metodu ile ¢6zimu

vardir ve ¢6zuim tektir. Bu ¢ézumler p, ve p, olmak Gzere

u, du,
p1=u1+_=U1+@
i i (3.11)
P, _uz__'l: 2= )
0 déo
bulunur.
Tanim 3.3

OP =p=pe, + p.e,

yer vektorine karsilik gelen P =(p,, p,) noktasina B=E/E" hareketinin t anindaki

pol(kutup) noktasi, dénme polii veya ani dénme merkezi denir.
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Buradan su teorem verilebilir:

Teorem 3.2

B=E/E"' 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda, her t aninda striklenme hizi

sifir olan, yani her iki diizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol noktasi) vardir.

P pol noktasi yardimiyla herhangi bir X noktasinin V, siiriiklenme hizi asagidaki

sekilde de yazilabilir:

Bunun igin (3.11) denklemlerinden

u, =(u, - pz)é
ve
L]2 = _(ul - pl)é

ifadeleri hesaplanir ve (3.9) denkleminde yerine yazilirsa

Vf = _(Xz - pz)el +(X1 - pl)ez Z (3.12)

elde edilir.

X noktasinin siriklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak asagidaki sonug ve

teoremler verilebilir:

Sonug¢ 3.1

P polinden X noktasina giden

PX = (X1 - pl)el + (Xz - pz)ez
pol isini vektord V; vektorine diktir. Yani
<PX'Vf> =—(X2 - pz)(x1 - p1)+(x1 - p1)(X2 - pz) =0

dir.
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Sonug 3.2

V; vektorinin uzunlugu igin su baginti vardir:

[Vi[| = VO = P2 + (%, - p,)26% | 6] |PX|

Tanim 3.4

Sekil 3. 3 Agisal hiz

Bir eksen etrafinda donme hareketini goz onine alalim. d vektori eksenli donme

hareketinde bir X noktasinin hiz vektori V ile gosterilsin (Sekil 3.3). Noktanin hizi

V=d xXx
oldugundan, buradan

[V =l [x]sin

yazilabilir. Sekil 3.3’e gore r, donen noktanin donme merkezine uzakhgl olmak lizere

) r .
Sina =-— oldugundan

|

[VI=1d] ¥

elde edilir. Fizikte dénme hareketi, @ =+||d| olmak izere

V=t eor

tanimlandigindan, buradan
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==

ifadesine hareketin agisal hizi denir.

O halde Sonug 3.2'ye gore

[Vil=o11PX]

oldugundan (:j_f:é tirevine B=E/E" hareketinin agisal hizi denir. Burada 6 =6(t)

hareket altinda t nin siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonudur.

Teorem 3.3

B=E/E"; 1-parametreli diizlemsel hareket aninda, hareketli E duzleminin her X

noktasi t aninda P merkezli 0 acisal hizli bir ani donme hareketi yapar.

Teorem 3.4

B=E/E"'; 1-parametreli dizlemsel hareket aninda, hareketli E dizleminin X
noktalari, E' sabit diizleminde yoriinge normalleri P dénme poliinden gegen yoriinge

egrileri gizerler.

Tanim 3.5

B=E/E' hareketi esnasinda P pol noktasi E ve E' dizlemlerinde birer egri
cizecektir. P noktasinin hareketli E duizlemindeki gizmis oldugu egriye hareketli pol

egrisi denir ve P ile gosterilir. P noktasinin E' diizlemindeki geometrik yerine ise

sabit pol egrisi denirve P' ile gosterilir.
P € E pol noktasiigin V; =0 oldugu i¢in Teorem 3.1 den

V,=V

a r

yazilir. Buradan

IVell=lvil

23



olur.

Sekil 3. 4 Hareketli ve sabit pol egrileri

Buradan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.5

E' sabit ve E hareketli diizlemlerindeki pol egrilerini gizen P dénme polinin her t

anindaki hizlari aynidir.

Bu teoremden dolayi her t aninda P ve P' polegrileri P pol noktasinda birbirine

tegettir ve

"=Vt = v, ot = s

oldugundan P doénme poli dt zaman araliginda her iki pol egrisi lizerinde esit

uzakliklar kat eder.
Boylelikle asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.6

B=E/E"; 1-parametreli dizlemsel hareketi esnasinda E dizleminin hareketli P

pol egrisi E' dlizleminin sabit P' pol egrisi Gizerinde kaymaksizin yuvarlanir.

Simdi elde edilen bu teoremleri birkag¢ 6rnek iizerinde uygulayalim:
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Ornek 3.1 (iki-Nokta Kilavuzlugu)
Bir B hareketi, hareketli E diizleminde tespit edilen X,, X, gibi iki noktanin E' sabit
dizleminde X, , X, egrileri izerinde hareket etmesiyle verilsin.

Sonu¢ 3.1'e gore bir noktadaki pol 1sini, noktanin siriklenme vektoriine dik

oldugundan X,, X, noktalarinin yériinge normallerinin kesim noktass B=E/E'

hareketinin P donme polidir (Sekil 3.4). Ayni sekilde E dlzleminin herhangi bir X

noktasinin yoriinge tegeti de PX pol isinina diktir.

Sekil 3. 5 iki-nokta kilavuzlugu

Burada X, X, =L sabit uzunluklu dogru pargasinin iki kilavuz egri arasina her defa

uygun sekilde yerlestirilmesi ile pol egrileri nokta nokta tespit edilir.

Ozel olarak, L sabit uzunluklu X, X, dogru parcasi X, ve X, wuglari ayni
X, = X, =c egrisi Uzerinde hareket ettirilsin. Burada da P dénme poli X, X,

noktalarinin yoériinge normallerinin kesim noktasi olarak ayni sekilde bulunur(Sekil 3.6).

Sekil 3. 6 iki-nokta kilavuzlugu 6zel durumu
25



Ornek 3.2 (Evolvent Hareket)

Bir B hareketinde E dizleminin hareketli P pol egrisi E' dizleminin sabit P' pol

egrisi Uzerinde kaymaksizin yuvarlanir (Teorem 3.6). Burada hareketli pol egrisi olarak

g= P gibi bir dogru alalim ve bu dogru P' sabit pol egrisi lizerinde yuvarlansin

(Sekil 3.7).

Sekil 3. 7 Evolvent hareket

g dogrusunun her noktasi Sonug 3.1 geregince P' egrisinin bir evolventini gizer. Bu
egriler ortak normaller Gzerinde bulunurlar ve uzunluklari aynidir. Dolayisiyla iki farkli
evolvent paralel egrilerdir. Bu sekilde elde edilen harekete evolvent hareket denir. Eger

P' egrisi 6zel olarak daire alinirsa, yuvarlanan tegetin noktalari daire evolventleri

cizerler.

Ornek 3.3 (Mafsalli Dértgen)

Mafsal, hareket eden iki parcanin hareket edebilme 6zelliklerini kaybetmeden birbirine
baglanmasini saglayan mekanik sistemdir. Mafsallar vasitasiyla cesitli uzunluklardaki
dort cubugun, bir diizlemsel dortgen olusturacak sekilde birbirine baglanmasiyla da bir
mafsalli dértgen elde edilir. Bu dortgende bir kenar tespit edilir ve karsisindaki kenara
baglama kolu denir. Baglama kolu hareketi (Sekil 3.8) de B ve C noktalarinin Ave D

merkezli daireler cizmesiyle karakterize edilmistir.
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Sekil 3. 8 Baglama kolu hareketi

Burada B,C hareketli noktalar, A,D sabit noktalar ve  BC baglama kolu olarak
adlandirilir. Baglama koluna bagh bir X noktasinin yoriingesine de baglama kolu egrisi

denir.

Mafsalli dértgenin bir t aniicin P dénme polii, AB ve CD kollarinin kesim noktasi
olarak bulunur. Clinkii bu dogrular daireler Ulzerinde hareket eden B ve C
noktalarinin yoringe normalleridir (Sekil 3.9). Bu sekilde X noktasindaki yoriinge

tegeti de bulunabilir.

Sekil 3. 9 Mafsall d('jrthende P dénme polii
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Ornek 3.4 (ikizler Mekanizmasi)

Karsilikli kenarlari esit olan ve uzun kenarlari kesisen mafsalli dortgene ikizler

mekanizmasi denir (Sekil 3.10, Sekil 3.11). AB=CD=a ve BC=DA=b olmak iizere
B ve C yine A ve D merkezli daireler Gizerinde bulunacagindan P dénme poli AB
ile CD kollarinin kesim noktasi olur. Bu sekilde dortgenin sekli simetrik iki Gicgenden

olusturulabilir.

Eger a >b ise ayni yéne hareketli ikizler mekanizmasi elde edilir. Bu mekanizmada her
iki kol ayni yonde hareket eder (Sekil 3.10). Bu hareketile P' sabit pol egrisi, odaklari
A, D ve esas eksen uzunlugu a olan bir elips olur. Ayni sekilde P hareketli pol egrisi,

odaklari B,C ve esas eksen uzunlugu a olan bir elips olur. Bu iki elips birbirinin

aynisidir. BC baglama kolunun meydana getirdigi hareket, her defa pol tegetine gore

simetrik durumda bulunan esit iki elipsin (distan) yuvarlanmasi ile olur.

Sekil 3. 10 Ayni yone hareketli ikizler mekanizmasi
Eger a<b ise ters yéne hareketli ikizler mekanizmasi elde edilir ve kollar ters yonde
hareket ederler (Sekil 3.11). Burada P' sabit pol egrisi, odaklari A,D ve esas eksen

uzunlugu b olan bir hiperpoldir. Ayni sekilde P hareketli pol egrisi, odaklari B,C

olan bir hiperpoldir. O halde BC baglama kolunun hareketi ile iki essekil hiperbol elde

edilir ve kollar ters yonde hareket ettigi icin simetrik bir yuvarlanma hareketi olur.
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Sekil 3. 11 Ters yone hareketli ikizler mekanizmasi

3.4 Zarflar
Tanim 3.6
F x,y,c =0

bir egri ailesi olmak lzere eger F ailesindeki egrilerin timiine teget olan bir z egrisi

varsa bu z egrisine F ailesinin zarfi denir [13].

Bir B hareketinde, E hareketli dizleminde alinan bir K egrisi E' dizlemi (izerinde
sonsuz duruma sahiptir. Genel olarak K 'nin E' Uzerindeki bu durumlari K" gibi bir
zarfa sahip olsun. Yani K egrisinin B hareketindeki zarfi K' dir. Burada K ve K'

egrilerini dlizglin egriler olarak kabul edelim.

Bir t aninda K egrisi K' zarfina Y noktasinda degsin. B hareketi esnasinda bu ortak
Y degme noktasi hem K egrisi lizerinde hem de K' lzerinde hareket eder. B

hareketinde K egrisi V, vektorel hizi ile, yani Y noktasinin E duzlemindeki relatif
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hizi ile gizilir. Ayni sekilde K' egrisi de Y noktasinin E' duzlemindeki V, mutlak hizi

ile gizilir (Sekil 3.12).

P

. v

a
>

Vi

L Tya- ------- Ortak teget

Y

Sekil 3. 12 Egrinin zarfi

K ve K' egrileri Y de temas ettiklerinden V, ve V, vektorleri ortak teget ile

cakisirlar. O halde Y noktasinin striiklenme hizina ait V; vektori de

oldugundan dolay! ortak teget dogrultusundadir. Ayni zamanda Y noktasinin V;

striiklenme hiz vektéri PY pol isinina dik olacagindan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.7

B=E/E"; 1-parametreli duzlemsel hareketinde zarfin normali, yani E dizleminde
sabit K nin ve E' dizleminde sabit K' egrilerinin Y degme noktasindaki ortak

normali daima B nin P ani dénme poliinden gecer.
3.5 Kapali Hareket

Tanim 3.7

B =E/E' hareketi esnasinda

u; t+T =u; t , 1<)<2
o t+T =¢p t +27v

olacak sekilde T >0 en kiiglik sayisi varsa B hareketine T periyotlu ve v dénme sayih

1-parametreli kapali diizlemsel hareket denir [2].
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Burada v bir tamsayi olup E dlzleminin E' diizlemine gore ilk konumuna gelinceye
kadar T zamaninda yapmis oldugu tam devirlerin sayisidir. Bu durumda E duzlemi T

periyodu icerisinde kendi etrafinda 27v kadar tam dénme acisi yapar.

Tanim 3.8 (Cauchy-Cevre formiilii)

O;e,,e, koordinat sistemine gore bir g dogrusunun Hess formundaki denklemi igin

X, COS@ + X, CosS@ =h

yazilabilir (Sekil 3.13).

«

v

Sekil 3. 13 Bir g dogrusu ve zarf egrisi

Eger h=h ¢ ; ¢ nin sirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ise 1-parametreli
dogru demeti tespit edilir. Bu dogru demeti genel olarak bir g zarfina sahiptir ve

h @ fonksiyonu da dayanak fonksiyonu olarak alinir.
Bir g zarf egrisinin uzunlugu

L= [hdg (3.13)

Cauchy-cevre formiili ile hesaplanir [2].
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BOLUM 4

1-PARAMETRELi HAREKETLERDE HAREKETLI KOORDINAT SISTEMI

E ve E' duzlemlerini temsil eden O;e,,e, ve O';e'l,e'2 koordinat sistemleri

yaninda hareketli bir B;a;,a, koordinat sistemini ele alahm. B;a,,a, sistemi bir

A dizlemini temsil etsin. A nin E dizlemine gore hareketinive A nin E' dizlemine

gore hareketine bakarak E nin E' dizlemine gore hareketini inceleyelim.

Sekil 4. 1 Hareketli koordinat sistemi

Bir noktanin E dlizlemine gore degisimini < d...> ile E' duzlemine gore degisimini

de <« d'...> ile gosterelim.

4.1 Turev Denklemleri

A/l E hareketi icin tiirev denklemleri su sekilde elde edilir:
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t=0 aninda B;a;,a, ve O;e,e, catilarinin baslangic noktalarinin ayni oldugu

kabul edilir. Buradan a, ile e, arasindakiagl ¢ olmak tizere

a, = CoSge, +singe,

. (4.2)
a, =—singe, +Cos ¢e,
yazilabilir. t ye gore tirev alinirsa
da, = (—singe, +cosqe,)de
da, = (—cosg¢e, —singe,)de
bulunur. Kisaca
da, = dega
{ 1= 0% (4.2)
da, =—-dga,
yazilabilir.
BO=b=ba,+b,a, (4.3)

olmak Uzere bu bagintinin t ye gore turevi alinir ve burada da, ve da, nin degerleri

yerine yazilirsa

db = (db, ~b,dg)a, + (db, +bdp)a, (4.4)

elde edilir.

Benzer sekilde Al E' hareketi igin tiirev denklemleri su sekilde bulunur:

t=0 aninda B;a,a, ve O';e'l,e'2 ¢atilarinin baslangic noktalarinin ayni oldugu

kabul edildiginden, a, ile e, arasindakiaci ¢ olmak lizere

a, = cospe +sing'e
] ‘ , (4.5)
a,=—sing'e +cosgp'e,

yazilabilir ve t ye gore tlirev alinirsa
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d'a, =(-sing'e +cosgp'e )do'

d'a, =(-cosp'e —singp'e )dg'

bulunur. Kisaca

d'a,= dg'a, (4.6)
d'a,=-do'a, '
yazilabilir.
BO'=b'=ba, +ba, (4.7)

olmak (izere bu bagintinin t ye gore tlrevi alinir ve burada (4.6) daki degerler yerine

yazilirsa

d'b'=d 'b:(dbl'—b'zdgo')a1+(db'2 +b1'd¢)')a2 (4.8)

elde edilir.

Kisaca

dp=1
db, —b,dp =0, (4.9)
db, +bde =0,

ve

dp'=1'
db —b,dp'=0, (4.10)
db'2 +b1'dgp':o"2

diyelim. O halde A/E ve A/E' hareketleriicin sirasiyla tirev denklemleri

da, =7a,

da, =-ra (4.11)
2 1

db =0, +0,a,

ve
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d'a, =7'a,
d'a,=-7'a, (4.12)
d'b= G;al +G'2a2

yazilabilir.

Burada O'J-,O'},T,T' blydkllikleri 1-parametreli dilizlemsel hareketlere ait PFAFF

formlari denilen t ye gore lineer diferensiyel formlardir.

4.2 Hizlar

A dizlemi Uzerinde alinan bir X =(X,X,) noktasinin E ve E' duzlemlerindeki

hizlarini bulalim:

BX =xa, +X,a,

olmak Uzere Sekil 4.1 den

X=0X=BX+0B =xa, +x,a,—-b (4.13)
ve
X'=0'X=BX+0O'B=xa, +x,3a,—-b’ (4.14)

oldugu goralir.
(4.11) tirev denklemleri yardimiyla X in E dizlemine gore degisimi

dx = dxa, + x,da, + dx,a, + X,da, —db

veya
dx = (dx, — o, — x,7)a, + (dx, — o, + X,7)a, (4.15)

yazilabilir. Buradan X noktasinin E dizlemine gore hizi bulunur.

v 0
dt

vektortiine X in relatif hiz vektori denir.
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V, =0 veya dx=0 igin X noktasi E de tespit edilmis olur. O halde X in E

dizleminde sabit olma sartlari sunlardir:

{dx1 =0, +X,T (4.16)

dx, =0, —x7
Benzer sekilde (4.14) esitliginden ve (4.12) tirev denklemleri yardimiyla X noktasinin
E' diizlemine gore degisimi

d'x'=d'x=(dx —0 —x,r)a +(dx, —o, +x7)a, (4.17)

bulunur. Buradan da yani X in E' ye gére degisimiyani X in mutlak hiz vekt6ri

“odt

elde edilir. Eger V, =0 veya dx'=0 ise X noktasi E' diizleminde sabittir. O halde X

noktasinin E' dizleminde sabit olma sartlari sunlardir:

{dxi =0y + %7 (4.18)

dx, =0, - X7

X noktasi E de sabit tutuldugunda

striklenme hizi X noktasinin E' diizlemine gore d X degisimine karsilik gelir. Buna

gore (4.16) sartlari (4.18) denkleminde yerine yazildiginda

dix= (0,-0,)-%(r'-7) a,+ (0,—0,)+x(r'-17) a, (4.19)

bulunur. Boylece (4.15), (4.17) ve (4.19) formiillerinden

d'x=d,x+dx
oldugu gorilir. Yani hizlar kanunu korunmus olur.

Simdi E ve E' dizlemleri sabit kabul edilerek A/ E ve Al/E' hareketlerine bakalim:
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A/ E hareketinde

V, : X noktasinin E dizlemine gére hizi

V; : X sabitiken X in E ye gore hizi (yani A nin E ye gore hizi)
V., : X in kendi dizlemine yani A diizlemine gore hizi

olmak tzere (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerinden

V, =V, +V. (4.20)

yazilabilir.
Benzer sekilde A/E' hareketi icin de

V.=V, +V, (4.21)
elde edilir.

E/E' hareketi A/E nin ters hareketi ve A/E' hareketi ile karakterize edildiginden

E/E' hareketinde d,Xx surtklenme hizini, A/E' hareketindeki striklenme hizindan

A/ E hareketindeki stiriklenme hizini gikardigimizda elde ederiz.

Yani V, =0 igin (4.20) ve (4.21) esitliklerinden

dx=V, -V, (4.22)

olur. Buna gore (4.15) ve (4.17) denkleminde noktanin sabit olma kosullari g6z 6niinde

bulunduruldugunda A/E ve A/E' hareketlerinin surtiklenme hizlari

V; = (-0, - x,7)a, + (-0, + X,7)a, (4.23)
ve
Vf' = (—0'; —X,7")a, + (—0"2 +x,7)a, (4.24)

elde edilir. Bu denklemlere gore E/E" hareketinin striiklenme hiz vektéri

diX=V; =V, = =0 =X+ 0, + %7 a+ -0, +X7'+0,—X7T &,
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bulunur. Son esitligi diizenlersek

dix= (0-1_0-1')_)(2(7'_7) a, + (0'2—0"2)+X1(T'—T) a,
(4.19) denklemi yeniden elde edilir.

4.3 Pol Noktalari

A, E, E' gibi birbirine gore hareket eden ve ikiser ikiser 1-parametreli hareketler
meydana getiren Ug duizlem var. Belirli bir t aninda (A,E), (A/E") ve (E,E")dizlem
ciftlerinin her biri belirli bir donme poliine sahiptir ve ani dénme hareketleri birer agisal

hiz ile meydana gelir.

A/ E hareketiicin dg =7 olmak lzere hareketin agisal hizi

(PZE

dir.

V; =0 igin A/E hareketinin Q =(0,,0,) polinin koordinatlari su sekilde bulunur:
(4.23) denkleminden

V; =(-0,-x,7)a, + (-0, + x7r)a, =0

ise

—0, = X7 =0
-0, + X7 =0

yazilabilir. Buradan

0x, —7X, = 0
™ +0X, = o,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar determinanti
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elde edilir. Pure otelemeden kaginmak igin dgp =7 # 0 kabul edildiginden A=7#0

dir. O halde sistemin Cramer-metodu ile ¢6zUmi vardir ve tektir.

0,
0, =X= 7
(4.25)
2 2 r
bulunur.

Benzer sekilde A/E'hareketiicin d'p =17" olmak lizere hareketin agisal hizi

dir.

V=0 igin A/E' hareketinin Q'=(q,q,) poliniin  koordinatlari, (4.24)

denkleminden
V; = (-0, - %78, + (-0, +x7)a, =0

olmak tizere do'=17"# 0 kabull ile

N
1 T'
_ (4.26)
, o,
q, = R
T
bulunur.

E/E' hareketi igin agisal hiz

1
- T =T

6=
dt

dir.
P donme polini bulmak igin d,x =0 olmak tzere (4.19) denkleminden

dix= (0,-0,)~%(r'-7) &+ (0,~0,) +X%(r'~7) a,=0
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yani V, =V, ise

(O-l_o-ll)_XZ (r'-7)=0
(0,=0,)+% (r'-7) =0

yazilabilir. Buradan

{O X - (r'-7) X, =—0,+0,

(t'-7) %+ 0 X, =—0, +0,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar determinanti

0 —(r'-71)

T'-7T 0

A= =(r'-7)?

bulunur.@ = (z'-7) #0 oldugundan dolayi sistemin Cramer-metodu ile ¢6zim vardir

ve tektir. P dénme polinin koordinatlar

o,-0
P, = 2. 2
t-r (4.27)
p :_M
? T'-7T

seklinde bulunur. (4.25), (4.26) ve (4.27) bagintilari kullanilarak

-7)p, +70,—7'q, =0
(z-7)p, + 70, O (4.28)

(r-7)p, +7q, —7'q, =0

yazilabilir. Bu iki denklem P, Q, Q' noktalarinin bir dogru tzerinde bulunduklarini ifade

eder. Bu dogruya pol dogrusu denir (Sekil 4.2).

O halde (4.22) denkleminden E/E' hareketinin P donme poli, A nin E ve E'
diuzlemlerine gore hareketinde hiz vektorleri ayni olan bir noktadir. Ayrica, A/E

hareketinde A dizlemindeki noktalar Q poli etrafinda ani donme hareketi meydana
getirirler (Teorem 3.3) ve bir X noktasinin yoriingesine ait teget QX pol isinina diktir
(Sonug 3.1). Benzer sekilde A/E' hareketinde A dizlemi t aninda Q' poli etrafinda

ani donme hareketi yapar ve bir X noktasinin yoriinge tegeti Q'X pol isinina diktir.
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Buradan X =P alinirsa, P noktasinin QQ' dogrusu Uzerinde bulunmasi gerekir (Sekil

4.2).

Sekil 4. 2 Pol dogrusu

Ayrica (4.25), (4.26) ve (4.27) bagintilari kullanilarak Gi¢ donme poliiniin koordinatlarina
dair
q,-q, : ;0 : p;—q; =(c-7):eir , j=12

bagintisi elde edilir. Bu oranti her iki koordinatin farki igin de yazilabileceginden

noktalarin uzakliklari igcin de bu baginti yazilabilir:
Q_Q':Q'P:@:(r'-r):‘r:—r'

Yani, (g dénme pollniin uzakliklari oranlari agisal hizlarin oranlari gibidir.
Buradan su teorem verilebilir:

Teorem 4.1

Ug diizlem ikiser ikiser birbirine gére 1-parametreli hareketler meydana getirirlerse her
t aninda U¢ dénme poll, uzaklklari agisal hizlarla orantili olacak sekilde bir dogru

Uzerinde bulunurlar.

4.4 Kanonik izafe Sistemi

E nin E' duzlemine gére 1-parametreli bir hareketini; hareketli B;a,,a, koordinat

sistemi ele alarak incelemistik. Simdi B;a,,a, izafe sistemini 6zel olarak secerek

E/E' hareketine bakalim:

Bu izafe sistemi icin
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i) Sistemin B baslangici P ani dénme polii ile gakissin. Yani B=P alalim.

ii) B;a, ekseni pol tegeti ile, yani (P),(P") pol egrilerinin ortak tegeti ile cakisacak

sekilde olsun (Sekil 4.2).

Sekil 4. 3 Kanonik izafe sistemi
P baslangi¢ noktasi alindigindan P =(p,, p,) =(0,0) olmalidir. (4.27) esitliklerinden
0, = 0_1' » O = O-é

yazilir. Buradan

db=dp=o0a +0,8,=d'b=d'p (4.29)

yazilabilir. Bu denklem ile pol tegeti verilmis olur.
do=d'b olmasi V, =V, demektir. Yani V,; =0 olur. Buradan (P) ve (P’ pol
egrilerinin skalar yay elementleri igin

ds* = [V =V, o = s

elde edilir. O halde (P) ve (P") pol egrileri birbiri Gzerinde kaymaksizin yuvarlanmig

olur.
(ii) den, yani pol tegeti a, ile gakismasindan (4.29) denkleminde a, nin katsayisi sifir

olmalidir. Buradan

c,=0,=0
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yazilir. o, =0, =0 denilirse P;a;,a, kanonik izafe sistemine ait tirev denklemleri

(4.11) ve (4.12) bagintilarindan su sekilde elde edilmis olur:

da, = ra,

da, =-ra, (4.30)
dp = oq

ve

d'aj= 7'a,

d'a,=-7'a, (4.31)
d'p = oq

Buradaki o,t,t' diferensiyel formlari su anlamlari tasir:

S= I||dp||dt olmak lzere ds=o oldugundan dolayr o; (P) ve (P") pol egrilerinin

skalar yay elementidir.7 ; kotengenz agisi, yani (P) nin komsu iki tegeti arasindaki

acidir. Dolayistyla (P) nin P noktasindaki egriligi igin

do

T
ds o

ve (P) pol egrisinin egrilik yarigapi igin

o
r=—

T
yazilabilir.

Ayni sekilde 7'; kotengenz agisi, yani (P") nin komsu iki tegeti arasindaki agidir.

Buradan (P') nin P noktasindaki egriligi icin

yazilabilir.
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BOLUM 5

KOMPLEKS DUZLEMDE 1-PARAMETRELI HAREKETLER

Burada 3. Bolimde elde ettigimiz dizlemsel hareketin hiz ve pol denklemlerini

kompleks sayilarla ifade edelim.

Hareketli E ve sabit E' dizlemlerinde O;e ,e, ve O';e'l,e'2 koordinat sistemleri

olmak lizere bir X noktasinin her iki diizlemdeki koordinatlari sirasiyla,

X=X +iX, , X' =X +iX,

kompleks sayilari ile verilsin. O'O vektorini de sabit sistemde
u'=u, +iu,
kompleks sayisi ile gosterelim. OO'=u oldugundan

-u=-u, —iu,

dir ve +u , O'O vektorine karsihk olan vektordir. (3.4) esitligi ile ifade edilen

hareketin kartezyen denkleminden X, ve X, ifadeleri X' =X, +iX, de yerine yazilirsa

X' = (X, +iX,)(cos@ +isin @) — (u, +1iu,)(cos@ +isin &)

veya

X' = (x—u)e” (5.1)
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elde edilir. O'O=uU" ve hareketli sistemin sabit sisteme gbére doénme agisi &

oldugundan

u'=-ue" (5.2)
denilirse
X' =U"+xe"” (5.3)

elde edilir. Boylelikle @, u ,u" baylklikleri bir t (zaman) parametresine bagh iseler
(5.3) denklemi ile tanimlanan harekete kompleks diizlemde 1-parametreli hareket denir

ve B=E/E" ile gosterilir.

5.1 Hizlar

E dizlemi E' sabit dizlemine gére 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da
hareketli E duzlemindeki yerini t zamani ile degistirsin. Béylece iki hareketi bir araya

getirerek X noktasinin hizlarini arastiralim:

X = (X, X,) € E noktasinin hareketli sisteme gore X, relatif hizi,

X, =X= dx (5.4)
dt

ifadesiyle verilir. X, vektorinin E' sabit dizlemindeki ifadesi

X =Xe“’=xe" (5.5)

olarak yazilr.

X noktasinin E' dizleminde sahip oldugu X'a mutlak hizi, sabit sisteme gore;

X, =50 =X
dt

seklinde ifade edilir. Ayrica (5.3) ifadesinin tiirevi alinirsa
X, =U'+ioxe" +x "
veya
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X =0'+i0(x'-u") +x " (5.6)
elde edilir. Buna goére X noktasinin X} stirtiklenme hizi, sabit sisteme gore;

X, =U'+ifg(x'-u’) (5.7)
seklindedir.

Simdi X € E noktasinin E' diizleminde sahip oldugu X, ve X hizlarinin E hareketli

diizlemindeki karsiliklarini ifade edelim:

X noktasinin hareket esnasinda E' dizleminde sahip oldugu mutlak hiz vektorinin

E diazlemindeki X, ifadesi igin

X, =Xe" =u'e" +ix+x
yazilabilir. (5.2) denkleminden U'=—(U+iud)e" oldugundan

X, =—(U+iud) +ifx +x (5.8)
elde edilir. Benzer sekilde X noktasinin E dizlemindeki X; suriiklenme hiz vektord,
X, =X.e" =u'e" +ifx

veya

X, =-U+if(x—u) (5.9)
olarak bulunur.

O halde bu son ifadeler yardimiyla asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:

Teorem 5.1

Kompleks duzlemde, B=E/E"' 1-parametreli duzlemsel hareket esnasinda bir X
noktasinin mutlak hizi, slriiklenme hizi ile relatif hizinin toplamina esittir, yani hizlar

kanunu korunur:
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X =X +X
{a o (5.10)

X, =X, +X,

5.2 Donme Polii ve Pol egrileri

B hareketinin her t anindaki pol noktalarini arastiralim. P dénme polu, suriklenme

hizinin sifir olmasiyla karakterize edilmisti. Sabit dizlemdeki pol noktalari igin X'f =0

olmak lzere (5.7) denkleminden
.u
':X':u'+|—, 5.11
p 3 (5.11)
elde edilir. Ayrica bu son denklemden elde edilen
u'=ié@u'-p"
ifadesi (5.7) denkleminde yerine yazilirsa suriiklenme hiz vektori pol noktasi cinsinden

X, =i0(x'=p’) (5.12)
seklinde ifade edilebilir.

Simdi X noktasinin E hareketli diizleminde sahip oldugu pol noktalarini ifade edelim:

X, =0 olmak tzere (5.9) denkleminden
.u
=X=U—-1— 5.13
p ) (5.13)
elde edilir. Buradan elde edilen
u=ié(p-u)

degeri (5.9) denkleminde yerine yazilirsa E dizlemindeki striiklenme hiz vektoriiniin

pol noktasi cinsinden ifadesi

X, =i0(x—p) (5.14)
seklinde yazilabilir.
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X noktasinin siriiklenme hizinin (5.12) ve (5.14) ifadelerinden asagidaki sonuclar

verilebilir:

Sonug¢ 5.1

E' sabit diizleminde X; siriiklenme hiz vektérii ve P' X' pol isini igin

X; ==(%— p,)0+i(x —p)0 ve P'X'=(x—p,)+i(x,—p,) olmak izere
(X, P X)) =[=(% = )04 — B+ (X — p)(X, — ;) |6 =0

elde edilir.

Benzer sekilde E hareketli dizleminde X, siiriiklenme hiz vektorii ve PX pol isiniigin
<Xf ’ PX> == <(_(X2 - pz)l X1 - pl)l (Xl - pl’ X2 - p2)>9. :0
elde edilir.

O halde pol isini hareketin her t aninda siriiklenme hizina diktir.

Sonug 5.2

E' sabit dizleminde X'f suriklenme hiz vektoriiniin uzunlugu igin

e[| = (X0 %0)
= (i60c=p),i6(x-p)
= O [06 = ) + (% - p)* ]
= o1||P* X

elde edilir.

Benzer sekilde E hareketli diizleminde X; siirliklenme hiz vektoriiniin uzunlugu igin
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[Xe]|= (3 %0)
= (i6(<=p),i0(x-p))

:\/92 [(Xz - pz)2 +(X1 - pl)2:|
=101[PX]

elde edilir.

(P) ve (P") pol egrilerini ¢izen pol noktasinin hizlarini arastiralim:
Pol noktasi X; =0 ile tanimlandigindan (5.10) esitliginden X =P icin
X, =X =pe”

bulunur.

Boylece asagidaki teoremleri ispatsiz verebiliriz:

Teorem 5.2

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢cizen pol noktasinin her t anindaki hizlari

birbirinin aynisidir.

Teorem 5.3

Kompleks dizlemde, B=E/E' ; 1-parametreli dizlemsel hareket esnasinda E
duzleminin (P)hareketli pol egrisi E' dizleminin (P') sabit pol egrisi Gzerinde

kaymaksizin yuvarlanir.
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BOLUM 6

2-PARAMETRELI DUZLEMSEL HAREKETLER

Bu bolimde 1-parametreli hareketler icin elde ettigimiz tlirev denklemleri, pol
noktalari gibi bazi denklemleri 2-parametre ile inceleyecegiz ve bunlarin geometrik

anlamlarini ifade etmeye ¢alisacagiz.

6.1 iki-Parametreli Hareketler ve Onlarin Kutup Eksenleri
Miller [1] ve [2] de iki-parametreli hareketler ile kutup eksenleri tanimlanmistir.
Burada Bolim 5’de ifade edildigi gibi OO'=u konum vektori

u=u, +iu,

kompleks biyuklGgu ile verilsin. Dizlemin bir X noktasi igin

X=X +iX,
ve
X' = X, +iX,

olmak tzere B, hareketi
X'=(x—-u)e” (6.1)

denklemi ile tanimlanmisti.

Sabit bir X noktasinin E' diizlemine gore degisimi (6.1) denkleminden
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dx'= —du+i(x—u)dé@ e" (6.2)

veya
dx'=—due” +ix'dé (6.3)

elde edilir. Hareketin donme poli dx'=0 ile karakterize edildiginden (6.2)

denkleminin ¢6zimu ile E dizlemine gore P dénme poli

. du
=Uu—i— 6.4
p a0 (6.4)

bulunur. E' diizleminin sahip oldugu dénme poli icin de (6.3) denkleminin ¢éziimiinde

p':—iemd—u

a0 (6.5)

elde edilir.

Buradan itibaren u, ve u, yi, dolayisiyla u kompleks biyukligi ile & dénme agisini iki

du
reel parametreye bagh olarak alalim. Eger @7& 0 ise bu parametrelerden biri @ agisi

olarak secilebilir. Bu takdirde

u=u(o,1)

fonksiyonunun uygun diferensiyellenebilme sarti altinda 2-parametreli veya yiizey

cizen B, hareketi tanimlanir.

Hareketin keyfi A parametresi yerine bir A= A4(€) fonksiyonu secildigi takdirde
B, ‘den B, hareketi elde edilir. Bu B, hareketine karsilik gelen P ddénme poliini
inceleyecegiz:

u=u(o, 1)

olmak tzere

du :6_ud9+8_ud_id9
00 o4 do
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veya

du dA
E:uéﬁuﬂ@ (6.6)

yazilabilir. Bu ifade (6.4) ve (6.5) bagintilarinda yerine yazilirsa

p:u—iug—iul(cjl—;’1 (6.7)
ve

p'=-ie“u, —ie“u, 3—/; (6.8)
bulunur.

Belirli bir (8,4) konumu ile bir an igin & ve A’nin tespit edildigini ve sadece g—g:y
degistigini kabul edelim.
Kompleks sayi diizleminde bir dogrunun parametrik denklemi

X=a+bu

(a,b:kompleks sabit sayilar, y:reel parametre) ile tanimlandigindan dolayr B, ‘den

elde edilen biitin B, hareketleriigin su teorem verilebilir:

Teorem 6.1

B, hareketinin bir (6,4) konumunda bu hareketten elde edilen bitin B,
hareketlerinin P dénme polleri E hareketli diizleminde bir g dogrusu ve E' sabit

dizleminde bir g' dogrusu meydana getirirler. (Bu dogrulara kutup eksenleri adi verilir

(1], [2].)
Buradan (6.7) bagintisina gore E dizleminde g dogrusu igin

Po=U-1U,

noktasindan gectigi ve dogrultusunun
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V=-iu,
oldugu soylenebilir.

Benzer sekilde (6.8) bagintisindan E' diizleminde ¢g' dogrusu
P = _ieieue

noktasindan gecer ve dogrultusu

v'=-ie“u, = ve" (6.9)

ile verilir.

g ve g' kutup eksenlerinin v ve V' dogrultularinin uzunluklari
V] = =iu,) =,

ve

[V =-ieu,)* =u,|

oldugundan

IVl =V =ul (6.10)
yazilabilir.
O halde asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:

Teorem 6.2

B, hareketinin bir (€, 1) konumuna karsilik gelen g ve g' kutup eksenleri uzunluklari

degismeyecek sekilde birbirlerine tekabil ederler [1], [2].

Sonuc olarak su teorem de verilebilir:
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Teorem 6.3

B, hareketinin (0,4) > (0+dO,A1+dA) gibi sonsuz kiigik dénmelerine ait dénme
. : : N Y . o
pollerinin geometrik yeri, & ve A sabit degiskenleri ile @ oranina ait E ve E' 'de

sirastyla birer g ve @' dogrularidir. Bu dogrular sadece (6,4) konumuna bagldir.
Boylece B, hareketiyle kutup eksenlerinin bir g(0,1) — g'(¢,4) dogru donusimu

vardir [1], [2].

6.2 Hareketli Koordinat Sistemi

[1] de ifade edildigi gibi Oe,e, ve O'e,e, koordinat sistemleri ile birlikte

hareketli baska bir koordinat sistemi ele alarak B,, hareketini inceleyelim:

E duzleminde B;a,a, ve E' dizleminde B'a,,a, vyeni hareketli koordinat

sistemleri olsun. (4.11) ve (4.12) bagintilarindan E dizlemine gore tirev denklemleri

da, = ra,
da, =-ra, (6.11)
db= oa, +o,a,

ve E' dizlemine gore tiirev denklemleri
da, = 7'a,
da, =-7'a, (6.12)
db'= o4, +0,3,

bagintilari ile tanimlanir.

B, hareketinde o,,0,,0,,0,,7,7" biyiklikleri u ve v gibi bagimsiz iki degiskene gére

Pfaff formlaridir. Yani genel olarak

o, = A(u,v)du + B(u,v)dv

yazilabilir.
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Ayrica 7 ve 7' biyiklikleri, sirasiyla, e, ile a, arasindaki aginin ve ¢, ile a, arasindaki

acinin degisimi oldugundan y =y/(u,Vv) olmak lizere

7 =dy =C(u,v)du + D(u,v)dv

yazilabilir.

Bir X noktasinin E dizlemine gére konum vektori Sekil 4.1 "den

Xx=0X=0B+BX

veya

x=-b+xa, +x,a, (6.13)

yazilabilir. Buradan X noktasinin E dizlemine gore degisimi

dx =-db+dxa, + x,da, +dx,a, + X,da,

bulunur. Son esitlikte (6.11) tiirev denklemleri yerine yazilirsa

dx = (dx, —o, = X,7)a, + (dx, — o, + X,7)a,

elde edilir. X noktasinin E dizleminde sabit olma kosullari dx =0 igin

dx, = o, + X,7 (6.14)
dx, =0, —x7 '
elde edilir.

Benzer sekilde bir X' noktasinin E' diizleminde sabit olma kosullarini su sekilde elde

edebiliriz.

X'=0'X'=0'B'+B'X'

veya

X'=-b'+xa, +Xa, (6.15)
olmak Uzere
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{dXi =0, + %7 (6.16)

dx, =0, — X'
elde edilir.

Burada B, hareketi tim u,v degiskenlerine bagimli olarak B;a,,a, eksen sisteminin
E dizleminde ve B%a;,a, eksen sisteminin E' dizlemi Uzerinde hareketi ile

aciklanir.

B, hareketi icin o; ,ai',r,r' Pfaff formlari hareketin tespitinde keyfi kabul edilemezler,

cok defa integrallenebilme sartlarini saglamak mecburiyetindedirler. Bunun igin (6.11)

ve (6.12) tlirev denklemlerinin dis tirevleri incelenir:
Bir tam diferensiyelin dis tlrevi sifir oldugundan

d(db) =0

yazilabilir. Buradan (2.9) bagintisi kullanilarak

d(oa, +0,a,)=da, no,+a,do, +da, no, +a,do, =0

bulunur. Son bagintida (6.11) tirev denklemleri yerine yazilirsa

a,do, +a,do, =a,7A0,—-a,T AT,

yazilabilir. Buradan

do,=-0, AT
(6.17)
do, = o AT
elde edilir. Benzer sonuglar, E' dizleminde tirev denklemeleri yardimiyla
do,=—0, A7’
! 2 (6.18)
do,= o, AT’

olarak bulunur. Ayni zamanda,
d(da;)=0 ,j=12
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ve

d(da)=0 ,j=12

yazilabilir. Buradan

d(da,) = d(ra,) =0

icin (2.9) bagintisi kullanilarak

da, n7+a,dr =0

veya

-, 7AT+a,d7 =0

bulunur. 7 A7 =0 oldugundan

dr=0 (6.19)
elde edilir. Bu ifade, bir donme agisinin degisimi olan 7 blyuklGginin bir tam
diferansiyel oldugunu ifade eder. Benzer sekilde

dr'=0 (6.20)

bulunur ve 7' de bir tam diferansiyeldir.

(6.19) ve (6.20) sonuglariile 7 ve 7' ifadelerinin geometrik anlami ifade edilmis olur.

Sonug olarak, B, hareketine ait Pfaff formlari (6.17) ve (6.18) integrallenebilme

sartlarini saglamak mecburiyetindedirler. Burada 7 ve 7' tam diferansiyeldir.

6.3 Bir Egri elementini Cizen Noktalar

Burada [1] de ifade edildigi sekilde bir noktanin nokta yogunlugunu inceleyecegiz. Daha
sonra [2] de belirtildigi gibi izafe sisteminde noktalarin nokta yogunlugu sifir olan 6zel

durum incelenecektir:

Hareketli koordinat sistemi ile agiklanan B,, hareketinde E ve E' dlzlemlerinde her

iki (u,v) konumu B=B", a; :a'j olmasina karsilik gelir. Buradan, X noktasinin E ’de
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sabit olmasi ile E' dlzleminde karsilik gelen d,x siiriiklenme hiz vektoriini hesap

edelim.

X noktasinin E' diizlemine gore degisimi (6.15) denklemi yardimiyla

dx = —db'+dxa, +x,da, +dx,a, + x,da,
bulunur. Son esitlikte (6.12) tiirev denklemleri yerine yazilirsa
dx = (dx, — o, — X,z )a, + (dx, — o, + X,7)a,

elde edilir. Buradan X noktasi E ’de sabit alindigindan (6.14) sartlari altinda

striklenme hiz vektori

d x= (0,-0,)-%(t'-7) a,+ (0,-0,)+x(r'-7) a, (6.21)
elde edilir. Son bagintida

{771 =(0,-0,) =%, (r'-7) (6.22)

n, = (0-2 _O-Iz) + X1(TI_ 7)
kabul edilirse

d;x=mn2, +17,3, (6.23)
yazilabilir.

Tanim 6.1

Bir X noktasinin E' dizlemindeki ylizey elementi veya nokta yogunlugu

dx=m,1mn,

alterne carpimi ile tanimlanir.

B,, hareketinde E diizleminde alinan bir X noktasi genel olarak E' sabit diizleminde

bir ylizey elementi gizer ve bu noktalarin E' diizlemindeki nokta yogunluklari sifirdan

farkhdir. Simdi bir t aninda, yani belirli bir (u,v) konumunda E' dizlemindeki nokta

yogunluklari sifir olan X noktalarini inceleyelim. Boyle noktalar B, ’de t aninda egri
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elementi (yay elementi veya ylizey elementi degil) cizerler. Yani 1-parametreli

hareketlerde oldugu gibi hareket ederler.

B, ‘den elde edilen bir B, hareketinin P dénme poliiniin koordinatlari d;x =0 igin

(6.21) denkleminden

0-'2_0-2
X =p = .
t-r (6.24)
o, — O,
Xp =P, =~ 1. -
T—7T

bulunur. Burada o;,0;,7,7" Pfaff formlari iki u,v degiskenlerine baglh olduklari igin

genel olarak (6.24) bagintisi

_ A(u,v)du + B(u,v)dv
' C(u,v)du + D(u,v)dv

seklinde yazilabilir. B,, ’den elde edilen bir B, hareketi i¢in u,v sabitler ve S—V:y
u

degisken kabul edildiginden son esitlik

_ A+Bu
' C+Du

seklinde duizenlenebilir. p, icin de benzer bir ifade elde edilir.

p, Ve p, ’nin bu ifadelerinden bir P polinin E ve E' dizlemlerinde birer dogru, yani

kutup eksenlerini ¢izdigi gorillr. O halde tekrar Teorem 6.1 elde edebiliriz.

X noktasinin E' dizlemindeki nokta yogunlugu, Tanim 6.1 geregince (6.22) ifadeleri

kullanilarak
W\, = [_(0'1' e (e T):'/\I:_(O-Iz —0,)+X(7"- T):'

bulunur. Buradan

m A1, =—X(0,—0) A(T'=1) + X, (1'-7) A (0, ~ ;)

+(O-i_o-1) /\(Glz —0,) = XX%(t'=7) A (r'=7)
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elde edilir. Alterne ¢arpimin tanimindan son esitlik

T N1, Z_Xl(o-l‘_o-l)/\ (TI_T)_XZ(O-‘z —o,) A (T'- T)"'(O-ll -0,) /\(0-'2 —0,) (6.25)

seklinde diuizenlenebilir.

Buradan, E' dizleminde nokta yogunlugu sifir olan X noktalari igin 7, A 77, =0

olmak tzere
—Xl(O'i o)A (T'=7) =X, (O-z —o)A(r'-1)+ (0-1 —0) A (0-2 -0,)=0 (6.26)

yazilabilir. Son esitligin saglanabilmesi icin (o, —0a,),(c, —7,),(r'=7) Pfaff formlarinin

lineer bagimli veya (z'—7) =0 olmasi gerekir.

i) (0,-0)),(c,-0,),(r'-7) Pfaff formlari lineer bagimli ise (6.24) esitliklerine gére
aynt P poli B, ’nin (u,v) konumlu butin B, ’lerine aittir. Yani bir kutup ekseni

mevcut degildir.

ii) (r'-7) =0 ise, genel olarak sonsuz uzak poller bulunur.

Bu iki durum gosteriyor ki (6.26) denklemi (u,v) konumu igin B, hareketinin kutup

eksenleri ile iliskilidir.

Ozel Durum 6.1

Burada izafe sistemini ézel olarak B,a, ekseni kutup ekseni lizerinde olacak sekilde

secerek bir noktanin E' diizlemindeki nokta yogunlugunu inceleyelim [2]:

B,a, ekseni kutup ekseni uzerinde kabul edilmesi ile (6.24) esitliklerinde p,=0

olacagindan

0,=0,=0 (6.27)

yazilabilir. Bu ifade (6.21) denkleminde yerine yazilirsa

d x= -X(r'-7) a,+ (0,-0,)+x(r'-7) a, (6.28)
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elde edilir. Buradan

=X, (r'-7
{771 5 ( | ) | (6.29)
m,=(0,—0,)+X(r'-7)
yazilabilir. Tanim 6.1’den X noktasinin E' diizlemindeki nokta yogunlugu
dix=m A1, =%, (0, 0,) A(z'~7) (6.30)

elde edilir. Eger

(0,-0,)A(zr'=7) %0

ise d X yuzey elementi yalniz X, =0 olan X noktalari igin sifirdir. Bu noktalar B,

hareketinin kutup ekseni Gzerinde bulunurlar.
Eger

(6,-0,)A(r'-7)=0

ise su iki netice ortaya ¢ikar:

i) (0,—-0,) ve (z'-7) formlari lineer bagimli ise (6.24) esitliklerine gére ayni P polii

B, ‘nin (u,v) konumlu bitin B, ’lerine aittir.

ii) (r'-7) =0 ise, genel olarak sonsuz uzak poller bulunur.

O halde asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:

Teorem 6.4

Bir B,, hareketinde kutup eksenlerinin geometrik yeri egri ¢izici noktalardir. Ayrica her

bir nokta (u,v) aninda ylzey elementi degil, bir egri elementi gizer [1], [2].

6.4 Kutup Eksenleri Doniigiimiiniin Yogunlugu

Burada [1] de ifade edildigi gibi dogru yogunlugunu inceleyecegiz ve [1] ve [2] ye gbre

6zel durumunu verecegiz:
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Bir B, hareketinden elde edilen B, hareketinin P,P' pol noktalarinin dp,dp’

degisimlerine bakalim.

(6.4) ve (6.5) esitliklerinden

dp _du .d%u
do do d&?
ve

dp'  (du .d’u io dp
=g’ =i |=e" =
do do dé do

elde edilir. Burada

OI—u—u +u a4

do 7 *deo

ve

d2u dA day d21
w:u6€+2uw@+uﬂ @ +ulW

degerleri (6.31) denkleminde yerlerine yazilirsa genel olarak

d—p:—iulre“’
déo

bulunur. v =—iu; alinirsa

ve (6.32), (6.9) esitliklerinden

dP_y gor e~y r e
do
elde edilir.

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

Teorem 6.4 geregince bir t aninda kutup eksenleri Uzerinde alinan noktalar, 1-

parametreli hareketlerde oldugu gibi hareket ederler. Dolayisiyla bu noktalar B,
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hareketinin P ve P' pol yoéringelerini gizerler. Buradan dp vedp' vektorel

yoriinge elementleri ile ilgili olarak pol yoringelerinin ds veds' yay uzunluklarinin esit

ve g ve g' eksenleriile yaptiklari aginin ayni oldugu séylenebilir.

0,

Sekil 6. 1 E duzleminde kutup eksenleri ve pol yoriingesi
B,, hareketi bir t aninda g dogrusuna ve t, aninda g, dogrusuna sahip olsun(Sekil 6.1).
Buradan g dogrusunun denklemi igin
X, COS@+X,Sinp=h (6.35)
yazilabilir. g dogrusunda F dikme ayagi ile P pol noktasi arasindaki uzakhgi k ile

gosterelim. Benzer sekilde, k degeri g, dogrusunda F, ile P, noktasi arasindaki

uzakhga esittir. Buradan, Sekil 6.1’e gore

1P1:F1‘P1I
yazilabilir.
F_Fl'zhdgo ve P_Pl'zdscosa

olmak lizere dikme ayaklari ile pol noktalari arasindaki degisim icin

dk =dscosa —hdg (6.36)
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yazilabilir.

Benzer sekilde E' diizleminde tespit edilen g' ve g, degerleri esas alinarak
dk'=ds'cosa'-h'de' (6.37)
bulunur.

Hareketimiz kapali hareket oldugu icin bir 0,T aninda

4dk=o ve qm0=o

yazilabilir. Buradan (6.36) ve (6.37) esitlikleri igin
c.fds cosa = C.fh do
dds'cosa’ = gh'de
elde edilir. Burada ds=ds' ve a=¢«" oldugundan son ifadeden
dhdp=dh'de’ (6.38)
bulunur. B6lim 3’de ifade edildigi Gzere Cauchy-cevre formli (3.13) denkleminde

Lz(ﬁh de

oldugundan (6.38) esitligi; E ve E' dizlemlerinde g ve g' kutup eksenlerine ait
zarf egrilerinin cevre uzunluklarinin ayni oldugunu ifade eder. (6.38) kosulu butiin

kapal B, hareketleriigin gegerlidir.

Tanim 6.2
Bir B,, hareketinin dogru yogunlugu

dg =dhAdg (6.39)

olarak tanimlanir. Bu baginti ile M.W.CROFTON (1826/1915) 1868'de dogru

yogunlugunun degismezligini ortaya atmistir.
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O halde (6.38) esitligi dikkate alinarak B, hareketinin yogunlugu igin

dhAdg =dh'Adg’ (6.40)

yazilabilir.

Buradan asagidaki teorem yazilabilir:

6.5 Teorem

Bir B, hareketinde E duzlemindeki g kutup ekseninin yogunlugu E' duzlemindeki

g' kutup ekseninin yogunluguna esittir [1].

Ozel Durum 6.2

Simdi 6zel olarak kutup eksenlerinin yogunluk degismezligini izafe sistemi yardimiyla

ispat edelim [1], [2]:
Keyfi alinan B;a,,a, izafe sistemi B,a, ekseni daima kutup ekseni Uzerinde

bulunacak, yani X, =0 olacak sekilde segelim. O halde (6.24) bagintilarina gére p, =0

kabul edildiginden

0,=0,=0 (6.41)

yazilabilir. Buradan

do, =do, (6.42)

oldugundan (6.17) ve (6.18) integrallenebilme sartlarindan

0'2/\1':0"2/\2" (6.43)

elde edilir.
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/,,‘%
0 &
Sekil 6. 2 E duzleminde g kutup ekseni ve izafe sistemi

g kutup ekseni E dizleminde bir dogru oldugundan O;e e, koordinat sisteminde

g’nin denklemi

X, COS@+X,Sing =h

olarak yazilabilir.
Sekil 6.2’den

b=BO=BH-OH

veya

b =—ka, +ha, (6.44)

yazilabilir. Son esitligin degisimi alinarak (6.11) denklemlerine gore

db = 0,3, + 0,8, = (—dk —hr)a, + (dh—kr)a, (6.45)

bulunur ve buradan

o, =—0k-hr
(6.46)
o, = dh—kr
elde edilir.

Burada 7, e, ile a, arasindaki aginin degisimi kabul edildiginden 7 =dy alinmisti.
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v=p+o
2

oldugundan

r=dg (6.47)

yazilabilir.
Kutup eksenlerinin yogunlugu Tanim 6.2’de

dg=dhAde

denklemi ile verildiginden (6.46) esitligi kullanilarak

dg = (o, +kr) AT

yazilabilir. Burada 7 A7 =0 oldugundan

dg=o, At (6.48)

elde edilir.

Ayni sekilde E' dizleminde ¢' kutup ekseninin yogunlugu igin

dg'=dh'Adg’

yazilabilir ve benzer islemler ile

dg'=o, AT’ (6.49)
bulunur.

(6.48) ve (6.49) bagintilari (6.43) esitligi ile karsilastirilirsa

dg=dg" (6.50)

elde edilir.

Boylelikle Teorem 6.5 izafe sistemi yardimiyla ispat edilmis olur.
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6.5 Kutup Eksenleri Yogunlugu Sifir Olan Hareketler

[1] ve [2] de ifade edildigi gibi bir B,, hareketine bagh olarak yogunlugu degistirmeyen
kutup eksenleri donlsimiinde E ve E' dizlemlerindeki g ve g' kutup eksenlerinin

yogunluklarinin daima sifirdan farkh oldugu kabul edilir.

Simdi g ve g' kutup eksenlerinin yogunluklarinin sifir olmasi durumunda B,

hareketini inceleyelim:

Tanim 6.2’den kutup eksenlerinin yogunluklari

dg=dhAdp=0
ve
dg'=dh'adp'=0

olsun. Buradan, Teorem 2.4 geregince dh ve d¢ ile dh' ve d¢' lineer bagimlidir

denir. Boylelikle

f ¢,h dh+g ¢,h dp=0

yazilabileceginden h, ¢’nin bu diferensiyel denklemi saglayan bir fonksiyonu olarak

h=h ¢

seklinde ifade edilebilir. Benzer sekilde

hl:hl wl

yazilabilir.

Bu sekilde h @ ve h' @' fonksiyonlari ile E ve E' duzlemlerinde g ve g'

dogrularinin birer 1-parametreli ailesi tarif edilir. Bu dogrularin zarflarini H ve H' ile
gosterelim. E dizlemindeki dogru ailesine ortogonal bir egri W olsun. Bu takdirde W

egrisine HUYGENS tarafindan H nin evolventi denir. W nun g dogrusu ile kesim

noktasi X ile gosterilsin.
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Buradan, B, hareketinden 1-parametreli B, hareketini secelim. B, hareketine ait P
poli g kutup ekseni lGzerinde bulunur (Teorem 6.1). Ayni zamanda B, hareketinde E

dizlemine ait W egrisi, E' dizleminde bir W' zarfina sahiptir. P poliinden W
egrisine cizilen normal, W ve W' egrilerinin ani degme noktasindan gecgeceginden, bu

nokta X noktasidir (Teorem 3.7).

Sekil 6. 3 g,9"' dogrularinin zarf egrileri ve evolventleri

E' sabit diizlemini ele alirsak g' kutup ekseni W' zarf egrisini dik keser. Boylelikle W'
de E' dizleminde g' eksen ailesine ortogonal bir egridir ve H' egrisinin bir

evolventidir. O halde W' zarf egrisi B,, den elde edilen B, hareketine bagli degildir.

Buna bagli olarak su teorem verilebilir:

Teorem 6.6

Kutup eksen yogunlugu sifir olan bir B,, hareketi, E diizleminin bir W egrisine daima

E' diizleminin bir W' egrisinin degmesi ile tarif edilir [1], [2].

Simdi tersine, 6nceden verilmis h ¢ ,h' @' fonksiyonlari ile B, hareketini ve kutup

eksen yogunlugunun sifir olmasini ifade edelim:
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h @ ve h' @' fonksiyonlariile E ve E' dizlemlerinde bir parametreli birer dogru

ailesi tespit edilir. Bu dogru aileleri genel olarak H ve H' zarflarina sahiptir. Bu
egrilerin herhangi iki W ve W' evolventi, yani bu iki dogru ailesinin herhangi iki
ortogonal yorungesi alinsin. W egrisinin bulundugu E dizlemi, W daima E'
dizleminin W' egrisine degecek sekilde hareket ettiriliyor. Bu sekilde W ve W'
egrilerinin noktalar birbirine tekabil etmeyip, sadece her iki egrinin degme noktasi
W ve W' nun herhangi birer noktasidir. Boylelikle elde edilen hareket 2-

parametrelidir.

h=h ¢ ve h'=h"'¢" oldugundan dolayi
dh=hdy ve dh'=h'de'

yazilabilir. Buradan dh ve dg ile dh' ve d¢' lineer bagimhdir. O takdirde

dg=dhAadp=0 ve dg'=dh'ade'=0

elde edilir (Teorem 2.4).

Buradan elde edilen B, hareketi icin sifir yogunluklu onceden verilen eksen

doénisimiine sahiptir denir.

Ayrica W, W' egrileri yerine H,H" zarf egrilerinin W ve W' den ayni a uzakhginda

olan W,,W_ gibi farkli evolventleri alinirsa, yine ayni B,, hareketi elde edilir.

Ayni zamanda H zarfinin bir W evolventi H' zarfinin sonsuz tane farkh W' evolventi

ile birlikte her defa B,, hareketi belirttigi icin B, nin 1-parametreli bir ailesi h=h ¢ ,

h'=h" ¢' fonksiyonlarina aittir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 6.7

E ve E' dlzlemlerinde bir parametreli iki dogru ailesi 6nceden verilmisse, bu ailelere
B, hareketinin 1-parametreli bir ailesi aittir. Bu B,, hareketleri E duzleminin dogru
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ailesinin ortogonal yoringelerinin  E' dlzleminin  dogru ailesinin  ortogonal

yoriingelerine degmesiyle karakterize edilir [1], [2].

Ayrica B, hareketi su sekilde de agiklanabilir:

E hareketli diuzleminde bir H egrisi g=g' kutup ekseni Uzerinde kaymaksizin

yuvarlanir. Benzer sekilde E' sabit diizleminde de bir H"' egrisi kutup ekseni lizerinde
kaymaksizin yuvarlanir. Bu sekilde birbirinden bagimsiz iki yuvarlanma hareketi

gorilur. B, nin boyle iki harekete pargalanabilmesinden dolay! pargalanabilen B,

hareketinden bahsedilebilir. Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 6.8

Kutup eksen yogunlugu sifir olan bir B,, hareketi birbirinden bagimsiz 1-parametreli iki
harekete parcalanabilir. Bu esnada g =g"' kutup eksenleri E dizleminde H zarfi ve

E' dizleminde de H' zarfi Gzerinde kaymaksizin yuvarlanir [1], [2].

6.6 Onceden Verilen Kutup Eksenleri Doniisiimii ve Hareket Arasindaki iliski

[1] ve [2] de ifade edildigi gibi B, hareketiyle kutup eksenlerinin g <> Q' gibi
yogunluklari degistirmeyen bir dogru déntsimiine bagh oldugunu biliyoruz. O halde E

ve E' dizlemleri bu yogunlugu degistirmeyen dogrular donidsimi ile birbirine

dondusurler.

Simdi tersine, E ve E' diizlemleri arasinda béyle yogunlugu degistirmeyen dogrular
déniisiimi kabulii altinda B,, 2-parametreli hareketin nasil oldugunu inceleyelim:

E dizleminde O;e;,e, koordinat sistemiile g dogrusunun denklemi

X, COS@ +X,Sing =h

yazilabilir ve buna uygun olarak E' dizleminde O';e'l,e'2 koordinat sistemi ile g'

dogrusunun denklemi icin
X, COS@'+X,sing'=h"
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yazilabilir.
Bolim 6.4’de dogru yogunluklari ¢(u,v), h(u,v); ¢'(u,v),h'(u,v) fonksiyonlariyla birlikte

dg=dhrdp=dh'adg’'=dg’ (6.51)

olarak tanimlanmisti.

izafe sisteminde E ve E' diizlemlerinde hareketli B;a,,a, ve B';all,a'2 koordinat
sistemleri ele alallim. E duzleminde B,a, ekseni g dogrusu lzerinde ve E'

dizleminde B',a'1 ekseni g' dogrusu Uzerinde segilsin.

(6.11), (6.12) tlrev denklemleri ile (6.17), (6.18) integrallenebilme sartlari hala

mevcuttur. dg =dg ' alindigindan (6.43) bagintisi veya

do, =do, (6.52)

yazilabilir.

OI
Sekil 6. 4 E' duzleminde izafe sistemiyle hareket

E' dizleminde @' dogrusu boyunca B'a,,a, koordinat sisteminin hareket
etmesiyle bir C' noktasina ulastigini varsayalim ve bu noktada C';a'l,a'2 sistemini
ele alalim. Sekil 6.4 e gore

c'=C'O'=B'O'+C'B'

veya
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c'=b'+qa, (6.53)

yazilabilir.

g ve g' kutup eksenleri ile E nin E' duzlemine gére 2-parametreli hareketi elde
edilir. Bu hareket Bolim 6.2’de belirtilen hareket sistemi ile agiklanir. Yani, E

dizleminin E' dizlemindeki hareketi, her defa B=C;a,,a, ve C%a,a, eksen

sistemlerinin C=C/, a, :a; olmasiyla meydana gelir.

Buradan (6.12) turev denklemlerine benzer olarak C' noktasinin E' dizlemine goére
degisimi

dc'=wa, +w,a, (6.54)
ile verilebilir. (6.53) esitliginde C' noktasinin degisimi

dc'=db'+dqga, +qda, (6.55)

elde edilir. Son esitlikte (6.12) denklemleri yerlerine yazilirsa

dc'= (o, +dq)a, + (o, +qr)a, (6.56)

bulunur. (6.54) ve (6.56) esitliklerinden

w.a, +w,a, = (o, +dq)a, + (o, +qr ")a,
veya

oy
{Wl R (6.57)

W, =0, +qr’
elde edilir.
B, hareketinde g= B,a, ve g'= C',a'1 eksenleri alindigindan (6.41) esitligine
gore
o =W,

yazilabilir. Son ifade yardimiyla (6.57) bagintisindan
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elde edilir. Bu diferensiyel denkleminde g dogru pargasinin tayini, integrallenebilme

sartlari saglandigi icin daima miimkinddr. (6.58) denkleminden

d(dg) =do, —do,

yazilabilir. (6.52) esitliginden son ifade de

d(dg)=0 (6.59)
sonucu elde edilir. Béylece dq bir tam diferansiyeldir ve q integrasyonla bulunabilir:

(6.58) denkleminden

q= I(Ul -0,) (6.60)

yazilabilir. o, ve ai' iki degiskenli Pfaff formu oldugundan ikisinin farki genel olarak
o, — o, = A(u,v)du + B(u,v)dv

yazilabilir. Bu son esitlik (6.58) denkleminde yerine yazilirsa dgq tam diferansiyeli
dq = A(u,v)du + B(u,v)dv

veya

a—qdu +6—qdv = A(u,v)du + B(u,v)dv
ou ov

yazilabilir. Buradan

oq(u,v)
o A(u,Vv)

ve

_6qg\1/,v) =B(u,v)

yazilabilir. Birinci esitlikte v sabit tutulup U degiskenine gore integral alinirsa
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q= f A(u,v)du +c(v)

bulunur. Burada c(v) integral sabitidir. O halde g dogru pargasinin tayini daima keyfi

bir parametre farkiyla mimkindur.
Buradan asagidaki teoremin ispati elde edilmis olur:

Teorem 6.9

E ve E' duzlemlerinin yogunlugu degistirmeyen bir g <> g"' dogru dénusimu ile E
dizleminin E' dizlemine gore (ve tersi) 2-parametreli hareketlerinin 1-parametreli bir

ailesi belirtilir. Ortak eksen donisimli iki hareket birbirine paraleldir denir [1], [2].

6.7 B, Hareketinin Destek Fonksiyonu

[1] de ifade edildigi sekilde izafe sistemi yardimiyla bir B, hareketinin destek
fonksiyonunu tanimlayalim:

E dizleminde, O baslangic noktasindan g dogrusuna gizilen dikme B=C noktasi
olsun. Benzer sekilde E' diizleminde, O' baslangi¢ noktasindan ¢' dogrusuna gizilen

dikme ayagi B' noktasi olsun (Sekil 6.5).

2

o} e,

Sekil 6. 5 B,, hareketinin destek fonksiyonu
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Sekil 6.2'ye gore k =0 oldugundan (6.44) denklemi

b=BO=ha, (6.61)

seklinde yazilabilir. Buradan (6.46) sistemi yerine de

=-h
{01 ’ (6.62)
o, = dh

yazilabilir. Buna bagh olarak E' diizlemi igin de

o,=-h'r'
: (6.63)
o, = dh’
elde edilir.

Burada Bolim 6.6’da belirlenen g kayma rotasinin 6zel bir durumu tanimlanir. Bunun
icin B'%a,,a, eksen sistemi benzer sekilde C'a,,a, sistemine kaydirilir. |BB|=H

olmak lizere (6.60) esitliginde (6.62) ve (6.63) degerleri yerlerine yazilirsa

H= J-(—hr+h'z"): J'(—hd¢)+h'dgo') (6.64)
yazilabilir.

Buradan itibaren

AT #0 (6.65)

alinarak harekete bir sinirlama getirilir. Bu kabul ile 7=dg@ ve r'=d¢" icin lineer
bagimsizdir denir. O halde u ve v degiskenleri yerine @ ve ¢' acilari bagimsiz
degiskenler olarak alinabilir. Boylelikle eksen dizlemimiz her iki h(p,¢") ve h'(p,@")
fonksiyonlari ile gosterilebilir. Burada tek parametreli dogru ailelerin h(p,¢") destek
fonksiyonu, ¢'= sabit alinmasiyla tespit edilir. Benzer sekilde h'(p,¢") destek

fonksiyonu da ¢’nin sabit tutulmasiyla gizilir.
(6.64) denkleminde H’nin ¢ ve ¢' degiskenlerine gore tiretilmesiyle

dH =-hdp+h'dp'=H dp+H do’ (6.66)
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elde edilir. Buradan

H,=-h
. (6.67)
H,=h
yazilabilir.

Burada H(¢,¢") fonksiyonu B, hareketinin destek fonksiyonu olarak adlandirilir.

Hareketin H(p,p") fonksiyonu yardimiyla ¢ ve c' konum vektérleri asagidaki sekilde

yazilabilir:
Sekil 6.5’e gore BO =CO =c konum vektoéri igin

c=ha, (6.68)

yazilabilir. Buradan ¢ vektorinin E dizlemine gore degisimi

dc =dha, + hda,

veya (6.67) ve (6.11) denklemleri yardimiyla

dc=H,ra, —dH a, (6.69)

elde edilir.

Benzer sekilde ¢'=C'O" olmak lzere

c'=C'B+B'O'
veya
c'=-Ha, +h'a, (6.70)

yazilabilir. Son esitligin E' diizlemine gore degisimi alinirsa

dc'=-dHa, — Hda, +dh'a, + h'da,

bulunur. (6.64), (6.67) ve (6.12) bagintilari yardimiyla son esitlikten

dc'=—(H,z+2H,7a, - (Hz'-dH )a, (6.71)
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elde edilir.

Simdi, E ve E' dizlemlerine bagh O;e,,e, ve O'e,e, koordinat sistemlerinde
alinan V=V, +V,e, ve V'=Ve, +V,e, vektérlerini ¢, ve ¢, agisi kadar déndiirelim.

Bu takdirde H fonksiyonunun nasil degistigini inceleyelim:

\uA: —sin @, cos ¢
n= coso,sing

g

Sekil 6. 6 Vektorlerin donmesi ile destek fonksiyonun degisimi

H nin ne kadar kaydigini bulmak i¢in v ve V' vektorlerinin dogru Uzerindeki

izdlisimlerini hesap edelim:

Vv vektoriinin g dogrusundaki izdligim uzakhgi

(viuy=(v,,v, , —singp,cosp )=-v,sinp+V,cose (6.72)

ve benzer sekilde v' vektoriniin dogru lzerindeki izdisim uzakhgi

<v',u'>=< v,V, , —sing',cose' >:—visingo'+v'2 cos ¢’ (6.73)

A
bulunur. O halde H kayma rotasi igin Sekil 6.6’ya ve (6.72), (6.73) esitliklerine gore

N\ .o .
H=H- —vsinp+v,cosp + —Vv,;sing'+Vv,cose’ (6.74)
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A\
yazilabilir. Son esitlikten d H degisimi igin
/\ ' '
dH=dH +v,cosg dp+V,sing dp—V,cosp'dp'-V,sinp'de' (6.75)

elde edilir. (6.64) denklemine goére

dH =-hdep+h'de’
oldugundan bu deger (6.75) esitliginde yerine yazilirsa

A . . -
dH=- h-v,cosp-v,sing dp+ h'-v,cosp'-v,sing"' d¢'

bulunur. Burada

h=h-v,cosp—Vv,sing (6.76)
ve
h'=h'-v, cos¢p'-V,sing' (6.77)
alinirsa

AN A A
dH=-hdp+h'de’ (6.78)

elde edilir. Buradan
AN A A
H::K—hd¢+hﬂ¢J (6.79)

yazilabilir.

AN AN

Ayrica (6.76) ve (6.77) esitliklerine gére h ve h' ifadeleri, v= v,,v, ve V'= V,,V,
noktalarinin  g,g'dogrularina uzakhgini verir. Ayni zamanda hareketli ve sabit
sistemlerdeki donme

P=p—0, ve @'=p'-, (6.80)

acisi kadardir.
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Boylelikle E ve E' dizlemlerinde vektorlerin déndurilmesiile B, hareketinin tekrar

H ¢,¢' destek fonksiyonu belirlenmis oldu.

6.8 Tekrar Kutup Eksen Yogunlugunun Sifir Olmasi ile Hareket

Bolim 6.5 de ifade edildigi gibi kutup ekseni yogunlugu sifir olan bir B,, hareketi

birbirinden bagimsiz 1-parametreli iki harekete pargalanabilir (Teorem 6.8).

Simdi [1] e gbre Béliim 6.7 “de ifade edilen H ¢,¢"' destek fonksiyonu ile g ve ¢'
kutup eksenlerinin yogunluklarinin sifir olmasi durumunda B, hareketini tekrar

inceleyelim:
(6.69) ve (6.71) denklemlerinden

dc=H ra, —dH a,

ve

dc'= —(H(/)T+2H(p.r')a'1 —(Hz"—dH(p.)a'2

oldugunu biliyoruz. Burada ¢ ve ¢' konum vektorlerinin degisimi igin

dc=o0a, +0,3,

ve

dc'=o0,a, +0,a,
yazilabilir. O halde bu esitliklerden

%= Hor (6.81)
o,=-0H, =-(H,7+H_ 7

ve

{0'1——er—2er' (6.82)

o, =-Hz'+dH, = —Hz+H_ +H . 7'
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elde edilir.
Bu son esitlikler kullanilarak (6.48) ve (6.49) ifadelerinden

dg=o,At=H AT
ve

dg'=o,At'=H, A7’

bulunur. Dolayisiyla Teorem 6.5’de ifade edildigi gibi dg =dg"' elde edilir:

dg=dg'=H, A7’ (6.83)
Buradan,
AT %0 (6.84)

ile harekete bir sinirlama getirildiginden, eksen yogunlugu sifir olan B,, hareketi igin
dg=H,,zA7z'=0

olmak Uzere

H, =0 (6.85)

4%

olmaldir. O halde H fonksiyonu igin genel olarak

H =-F(p)+G(p) (6.86)

yazilabilir.

E dizleminde bulunan bir kutup eksenin denklemi
X, COS@+X,sing =h (6.87)
ve benzer olarak E' dizlemindeki bir kutup eksenin denklemi

X, COS@'+ X, sing'=h" (6.88)

olarak yazilabilir. Buradan (6.67) ve (6.86) esitliklerine gore
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_dF(p)
do

b _dG()

4 d(ﬂ

X COS@+X,Sing =—H

(6.89)

X, COS @'+ X, Sing' =

elde edilir. Bu son baginti ile H fonksiyonunun E ve E' dizlemlerinde ait oldugu

eksenler kesin olarak belirlenir. Buradan pargalanabilen B, hareketi su sekilde

aciklanir:

(6.89) bagintilarinda her iki tarafin integrali alinmasi ile

ino— =F
{xl singp—x,cos¢p =F(p) (6.90)

X, Sing'— X, cosp'=G(p")

yazilabilir. Yani F(¢) g dogrusunun zarfi ve G(¢") de g' dogrusunun zarfidir.
Buradan (6.86) esitligine gore F ve G fonksiyonlari, F+c ve G+ olmak lzere bir
C sabiti ile degistirilebilir.

O halde F(p) ve G(p") egrileri g ve g' kutup eksenleri tzerinde kaymaksizin

yuvarlanirlar. Bu sekilde B, hareketinde iki yuvarlanma hareketi gorulur.

6.9 Normlanmis Koordinat sistemi

Bu béliimde [1] de ifade edildigi gibi B, hareketinden elde edilen 6zel bir B, hareketini

inceleyecegiz:

B, ‘den elde edilen bir B, hareketleriicin P dénme poli B6lim 6.3’de

O'. — 0
P = 2. 2
r-t (6.91)
O, — O,
pzz_%
T—7T

olarak bulunmustu.

B, hareketinin herhangi bir anina ait Esas-B, hareketi, ayna resimli (tespit edilen

eksene gore simetrik) pol egrilerinin simetrik yuvarlanmasiyla meydana gelir ve bu

hareket
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7+7'=0 (6.92)

esitligi ile karakterize edilir. Esas- B, hareketi ile meydana gelen Q dénme poliine B,

hareketinin Esas-polii denir.
Buradan,

AT #0 (6.93)

kabuli altinda Q Esas-polinin koordinatlari Teorem 2.5’e gore su sekilde bulunur:

0,—0, N T+T
qJ_: 1 1
T'-T AN THT
. 0,=0p A T+7T
qZ__ 1 [
T'-T A TH+T
veya
¢ = c,—0, N T+T
L~ )
2 TAT
(6.94)
0 - 0,—0, N T+T
2 1
2 TAT
elde edilir.

(6.93) kabulii altinda  B;a,;,a, ve B%a,,a, eksen sistemleri normlanabilir:

i) B ve B' baslangiclari Esas-pol olarak

i) B,a, ve B'a, eksenleri B,’nin g ve g' kutup eksenleri iizerinde bulunacak

sekilde secilir [1], [2]. Buradan,
q,=0, = 0
yazilabilir. (6.94) bagintilarindan ¢, =0 igin

0,=0,=0 (6.95)
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elde edilir. g, =0 igin

o,-0, N t+17" =0

olmalidir. Son esitlikten

Oy, ANT+O, AT =0, AT—0,AT'=0

yazilabilir. Yogunlugun degismezligini ifade eden

C,AT=0,AT' (6.96)

bagintisi ile son esitlikten

C,AT'=0, AT (6.97)

elde edilir.

Burada 0',0'2,0"2 diferansiyel formlari u ve v bagimsiz degiskenleriile genel olarak

o; =A(u,v)du+B(u,v)dv (6.98)

seklinde yazilabildigini biliyoruz. (6.93) kabuli ile ¢,¢"' bagimsiz degiskenler olarak

secilebileceginden 0,02,0'2 diferansiyel formlari icin (6.98) ifadesi yerine

o = Ar-Br'
o,= M7—N7' (6.99)
c,=M't-N"'z'

yazilabilir. Bu ifadeleri (6.96) ve (6.97) esitliklerinde yerine yazarsak

Mz—NzYAT=(M't=N')AT’
ve

Mz—NzYAT'=(M't=N't)AT

olmak Uzere

M'=N , M=N" (6.100)
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elde edilir.

o = Ar—Br'

icin

do = d(Ar)-d(B7")

bulunur. Teorem 2.1 ’e gore

do = dAAT+Adr—-dBAz'-Bdz' (6.101)
yazilabilir. Burada A(p,@") ve B(p,¢") fonksiyonlari igin

dA= A(/}T+ A(p.r' ve dB= Bwr + B(/,.z"

oldugundan (6.101) esitligi (6.19) ve (6.20) ifadeleri de esas alinarak

do=-(A,+B)(r AT’ (6.102)

bulunur. (6.17) ifadesinden o diferansiyel formun integrallenebilme sarti

do=-0,AT

oldugundan, bu esitlikte o, = M7 —Nz"' degeri yerine yazilirsa
do=—-N(r AT (6.103)
olur. Buradan (6.102) ve (6.103) esitlikleri karsilastirilirsa

N=A, +B, (6.104)

elde edilir.
Benzer sekilde o, = M7 —N7"' igin

do,=-(M, +N )z A7)

ve (6.100) ifadeleri dikkate alinarak 0"2 = Nz—-Mr7' igin

do, =—(M,+N,)(z A7)
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elde edilir. Bu esitlikler ile (6.17), (6.18) integrallenebilme sartlarinin (6.99)

bagintilarina goére degerleri mukayese edilirse

B=-M,—-N, (6.105)
ve

A=-M_ -N, (6.106)
bulunur.

Simdiye kadar elde edilen sonuglar icin asagidaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 6.10

Bir B, hareketinin her (u,v) konumuyla, ayna resimli pol egrilerinin simetrik
yuvarlanmasiyla meydana gelen bir Esas-B, hareketi elde edilir. Bu hareketin Q

dénme polu B,, hareketinin incelenen durumdaki Esas-poludir [2].

Teorem 6.11

Bir B, hareketinde Q;a,,a, kanonik izafe sistemi, Q Esas-poliinde bir baslangi¢

noktasina sahiptir. Dolayisiyla B, hareketinde Q;a, ekseni g=g0' kutup eksenidir

[2].

Bu normlanmis izafe sistemi igin (6.11) ve (6.12) denklemlerine gére

da,=7ra, , da,=-ra, ; dq =o0a,+0,a
L L s (6.107)
da,=7'a, , da,=-ra, ; dq'=o0a,+0,a,
tirev denklemlerinin sistemi mevcuttur.
Ayrica o = Ar—Br' esitliginde (6.105) ve (6.106) degerleri yerine yazilirsa
oc=—-(M,+N_)r+(M_ . +N )z’ (6.108)

elde edilir. Ayni zamanda

86



o,= Mz-N7'
(6.109)

o,=Nz-Mrz'
yazilabilir.

M ve N fonksiyonlariigin (6.105) ve (6.106) esitliklerine gore (6.104) denkleminden

N+2M . +N_ +N_ . =0 (6.110)
bulunur. M ve N; (6.110) integrallenebilme sartini saglamak zorundadir.

6.10 M ve N invaryantlarinin Geometrik Onemi

[1] de ifade edildigi gibi normlanmis koordinat sisteminde verilen M ve N

invaryantlarinin Esas- B, hareketindeki geometrik dnemini inceleyecediz:

Normlanmig izafe sistemi ile E ve E' duzlemlerinin g ve g' kutup eksenlerinin
uzerinde Q;a, , Q;a'l eksenlerini almistik. Kutup eksenlerinin yogunlu icin (6.58) ve
(6.59) esitliklerine gore

dg=dg'=oc,Ar=0,AT’

yazilabilir. Burada (6.109) esitlikleri kullanilarak

dg=dg'=N(zAz)=N(dpAde’) (6.111)

elde edilir.
Bu baginti ile asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 6.12

B, hareketi esnasinda, N invaryanti E ve E' dizlemlerindeki g ve g' kutup

eksenlerinin ortak yogunlugudur [2].
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Sekil 6. 7 Normlanmig izafe sistemiile g dogrusunun zarf egrisi

@' =sabit eksen ailesinde g dogrusunun zarf egrisinin R teget noktasi ile ¢ =sabit

eksen ailesinin g' dogrusunda R' teget noktasi icin Sekil 6.7 'a gore

OR=r=- g+ra, (6.112)

ve benzer sekilde

O'R'=r'=—q'+r'a, (6.113)

yazilabilir. Buradan

dr =—-dg—dra, —rda,

ve

dr'=-dq'-dr'a, —r'da,

olmak Uzere (6.107) tirev denklemleri yardimiyla

dr=—(o+dr)a, —(o,+r7)a, (6.114)
ve

dr'=—(c+dr)a, — (o, +r'ct"a, (6.115)
elde edilir.
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dr vektori g ekseni boyunca bulundugu icin (6.114) esitlig§inde a,’nin katsayisi sifir

olmalidir. Yani

o,+rr=0 (6.116)

yazilabilir. ¢@'=sabit oldugundan 7'=d@'=0 olur ve son esitlik o,= Mz—-N7'
degeri igin
Mz+rr=0

olur. Buradan

r=—M (6.117)

elde edilir.

Benzer yontemle dr' vektori icin 7 =0 olmak lGzere

c,+r'c'=0 (6.118)
yazilabilir. Burada (6.109) bagintisinda 0"2 degeri yerine yazilirsa

rr=m (6.119)

bulunur.

O halde asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:

Teorem 6.13

M invaryanti normlanmis izafe sisteminde Q Esas-poliinin kutup eksenlerinin

R ve R' teget noktalarina uzakhgidir.

6.11 M ve N invaryantlarinin H Destek Fonksiyonu ile ifadeleri

[1] de ifade edildigi gibi normlanmis koordinat sistemi yardimiyla Q Esas-poliinii ve

M ve N invaryantlarini destek fonksiyonu yardimiyla tekrar inceleyelim:
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Sekil 6. 8 Normlanmis izafe sisteminde Q Esas-poli

g=Q0 , c=CO ve ¢c'=C'O', q'=Q0O'

olmak Uizere

q=c-qa, (6.120)
ve

q'=c'-qa, (6.121)

yazilabilir. Buradan dq igin (6.69) esitligi dikkate alinarak

dg=(H,r—-dg)a, +(-qr—dH )a, (6.122)

bulunur. Son esitlik (6.107) denklemindeki

dg =o0a, +0,3a,

esitligi ile karsilastirilirsa

o,=—0r—-dH, =-(q+H,)r-H 7' (6.123)
elde edilir.

Benzer sekilde (6.121) denkleminden dq' igin (6.71) esitligi kullanilarak
dg'=(-H,r-2H 7'~ dq)a'l +(—gqr'-Hz'+ dH(p.)c’:f2 (6.124)
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bulunur. Burada (6.107) denkleminde

dq'=oca, + 0,3,
oldugundan (6.124) denkleminden

oa, + 0,8, =(-H,7-2H 7r'-dg)a, +(-qr'-Hz'+dH )a,

(6.125)
yazilabilir. Son esitlikten
0"2——qr'—Hr'+dH(/,.:HW,.T—(q+H—H(/,.¢.)T' (6.126)
elde edilir.
(6.123) ve (6.126) esitlikleri (6.109) ifadeleri ile karsilastirildiginda
M=-q+H, =q+H-H_, (6.127)
ve
N=H,,=H,, (6.128)
bulunur.
Buradan (6.127) esitligine gore
1
q:—E(H+HW—HW.(ﬂ.) (6.129)
yazilabilir. Bu son ifade (6.127) denkleminde yerine yazilirsa
M = —E(H -H_+H_ )
2 e (6.130)
N =H,,
bulunur.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, 2-parametreli hareketlerle ilgili olarak H.R.Miiller'in “Ebene Kinematik” [1]
kitabinda yer alan ama “Kinematik Dersleri” [2] kitabinda olmayan konulardan bir kagl
incelenerek Tirkge literatlire kazandirilmistir. Bundan sonraki ¢alismalarimizda ilk
olarak “Ebene Kinematik” kitabinda yer alan diger konulari Tirkce literatire
kazandirmak planlanmaktadir. Daha sonra elde edilen tim sonuglarin Lorentz

dizlemindeki karsiliklari arastirilacaktir.
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