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OZET

Bu calismada pozitif operatdr yarigruplarmm ideal tiggenlestirilebilirligi ile ilgilenilmistir. Bir
E Banach Latis’ 1 lizerinde bulunan pozitif operatorlerin carpimmsal bir yarigrubu § olsun dyle
ki her Se§ ideal tggenlestirilebilir demektir. Yani ideal iiggenlestirme, E’ nin kapal
altuzaylarmin, S altindaki kapali de§ismez ideallerinden olusmus maksimal bir zinciri var

demektir.
Hangi durumlarda § yar1 grubunun tiimii ara sira ideal — tiggenlestirilebilir oldugu sorusu goz
oniine almmustir(Drnovéek ve Kandic, 2009). Ozellikle burada daha énce G. Mc Donald ve

H.Radjavi tarafindan elde edilmis sonuclarm genisletmesi yapildi. Ayni zamanda E° nin
Dedekind Tam oldugu durumlarda ki biitiin pozitif soyut integral operatdrleri kapsayan pozitif

operatorlerin bir smifi da sunulmustur(Drnovsek ve Kandic, 2009).

Anahtar Kelimeler: Degismez altuzaylar, Banach latisleri (kafes), kapal idealler, pozitif
operatorler, soyut integral operatorler, operator yarigruplari.
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ABSTRACT

In this work; it was dealt with ideal triangularizability of semigroups of positive operators.
Let § be a multiplicative semigroup of pozitif operators on a Banach lattice £ such that every
SeSis ideal-triangularizable, i.e.,there is a maximal chain of closed subspaces of E that

consist of closed ideals invariant under S.

We consider the question under which conditions the whole semigroup § is simultaneously
ideal-triangularizable (Drnovsek ve Kandic, 2009). Inparticular, we extend a recent result of

G.Mac Donaldand H. Radjavi. Weal so introduce a class of positive operators that contains all

positive abstract integral operators when E is Dedekind complete(Drnovsek ve Kandic, 2009).

Keywords: Invariant subspaces, Banach lattices, closed ideals, positive operators, abstract

integral operators, semigroups of operators.
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1. GIRiS

E bir normlu Riesz uzay1 olsun ve E”, E’ nin pozitif konisini temsil etsin. Burada E iizerindeki

bir operatérE’ den kendi icine tanmmlari smrl bir lineer doniisiim ifade eder.£(E) E

iizerindeki tim operatorlerin cebirini temsil etsin. Bir T € £L&E)operatorii her xe E* igin

Txe E'oldugu durumlarda “pozitif ” olarak adlandirilir.

Bir F € LEDajlesi, eger £’ ye ait, F 'nin her elemam altinda degismez asikar olmayan kapal
bir altuzayr mevcut ise ‘indirgenebilir’ olarak adlandirihr. Aksi durumda¥ indirgenmez
olarak adlandirilir. Eger biitiin elemanlar1 F ’'in her elemani altinda degismez bir maksimal

altuzay zinciri olusturursa, bu durumda ¥ ‘liggenlestirilebilir’ adim alir.

Radjavi  ve Rosenthal (2000), operatorlere ait ailelerin  indirgenebilirligi  ve
iicgenlestirilebilirligi hakkindaki c¢alismalarinda bir¢ok verinin yer aldigi genel bir bakis
icermektedir. £ iizerindeki pozitif operatorler i¢in sorulmasi gereken dogal bir soruda basit bir
geometrik formun yani, bir idealin veya herhangi bir bandin asikir olmayan degismez bir
altuzaymm var olup olmadigidir. Bu nedenle asagidaki terminolojiye g6z atmak uygun

olacaktir.

Bir F € L) ailesi,F altindaki herbir operator icin degismez olan £’ ye ait asikdr olmayan
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kapal bir idealin(sirastyla bandin) var oldugu durumlarda “ ideal — indirgenebilir(sirasiyla
band indirgenebilir)” olarak isimlendirilir. Bir ¥ ailesi eger E’ nin kapali ideallerinin bir
zinciri gibi maksimal ve ¥ ’ nin biitiin operatorleri altinda tiim idealleri degismez birC
zincirine sahipse ideal tiggenlestirilebilirdir. Bu tiir kapah idealler zinciri ¥ ailesi igin bir

ideal — iiggenlestiren zinciri alarak adlandirilir.

Her bir ideal —iiggenlestiren zincirinin ayni zamanda kapali altuzaylarmin bir maksimal zinciri

oldugu Drnovéek’ in (2000), Onerme 1.2° sinde ispatlanmustir. Bu nedenle, bir operatdr ailesi

ancak ve ancak kapali ideallerden olusan bir altuzay zincirine gore tiggenlestirilebilir ise ideal

— lcgenlestirilebilirdir.

Bir C ideal — tiggenlestiren zincirinin her bir kapali / ideali igin;
I'=cl(UJ.JeC, Jcl J#1D))(1.1)

oldugu yerde 1/ I boliim uzay1 en fazla bir boyuttadar.

BirC ideal-iiggenlestiren zinciri eger her bir I € C kapah ideali i¢in =/ ise “siirekli” olarak
isimlendirilir. Ideal- {ii¢genlestirilebilirligin tammlamas: (Jahandideh, 1997) Banach Latis

benzeri olarak yapilmistir.



Bu konu ayrica L°- (I<p<w) wuzaylan icerisinde bandlarn standart altuzay olarak
isimlendirildigi ve tiimiiyle ayristirilabilir olarak tanimlandigi Radjavi ve Rosenthal’ mn(2000)

kaynagmdaki ¢alismalarda da belirtilmistir.

Bir operator yarigrubu carpim altinda kapah bir operator ailesidir. 1986° da B.de Pogter uzun
bir siiredir bir varsayim olarak var olan bir (en az iki boyutlu) Banach Latis lizerindeki her bir
pozitif yar1 nilpotent kompakt operatdriin ideal indirgenebilir oldugu goriisiinii ispatlamustir.
Bu bilgi ile beraber bu operatoriin ideal- ti¢genlestirilebilir olduguda sdylenebilmektedir

(Drnovsek, 2001). Y.V.Turovskii’ nin bir Banach uzayi tlizerindeki her bir yar1 nilpotent

operatdor yarigrubunun ideal- ii¢ggenlestirilebilir oldugu goriisiinden ¢ikarilan sonuca
dayanilarak olusturulan bir uygulama ile bu sonu¢ Turovskii’ nin(1999) kaynagindaki

calismalarda yar1 nilpotent kompakt operatdrlerin yarigruplarma dogru genisletilmistir.

Ando-Kriger teoreminin bir genellemesi olarak, bir Dedekind Tam Banach Latis iizerindeki
bir pozitif yar1 nilpotent soyut integral operatdor yarigrubunun indirgenebilir oldugu

c¢ikarilabilir(Drnovsek, 2001).

L” uzaylant (I<p<ow) igin bu durum Radjavive Rosenthal’ m(2000) Teorem 9.4.9’unda
gosterilmistir. MacDonald ve Radjavi’ nin (2005) ¢alismalarinda, G.McDonald ve H.Radjavi,
L'~ uzaylar iizerinde yer alan daha fazla genel operatérlerin yarigruplari iizerinde calisarak
bu arastrmaya devam ettiler. Elde edilen asil sonu¢ (Teorem 7.3) sadece MacDonald ve
Radjavi’ nin(2005) Teorem 3’ iiniin bir Banach Latis genellemesi degil bunun ayrica L’-
uzaylarmma genisletilmis halinden olusmaktadir. Bu boélimiin kalan kisminda konu ile alakah
olarak bazi sonuglara ve tanimlamalara deginecegiz. Burada terminolojisi agiklanmamis olan
boliimler i¢cin (Aliprantis, 2006;Meyer-Neeberg,1991; Zaanen, 1983) kaynaklarma
bakilabilir.

Bu c¢alisma yedi baslk altinda ele almmustir. Ik baslikta calismamizda kullanilan temel
bilgilerin tammlar1 yer almaktadir. Ikinci bashk altinda, yarigruplarin indirgenebilirligi,
iiclincli bashk altinda, soyut integral operatorlerin ideal indirgenebilirligi, dordiincii bashk
altinda atomlar ve indirgenebilirlige deginilmistir ve daha sonraki bashklarda da yerel ideal-
icgenlestirilebilirlikten global indirgenebilirlige, yarigruplarm ideal {i¢genlestirilebilirligi,
AL- ve AM- uzaylan iizerindeki operatorlerin yarigruplariyla ilgili 6nerme ve sonuglar ele
almmustir. Ayrica bu calismada Roman Drnovsek ve Marko Kandi€’ in “Pozitif Operatdr

~ 99

Yarigruplarmnm Ideal Uggenlestirilebilirligi” makalesi iizerinde durulmustur.



2. ONBILGILER
Bu boliimde, tezde gecen bazi 6nemli terminolojiler, tanimlar verilecektir.
Tanim 2.1

Bir £ reel vektor uzayi, cebirsel yapisiyla uyumlu olan bir > siralama bagmtisi ile donatilmis
( > yansmmal, anti simetrik, gecismeli ) ise ve asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa £’ ye siral

vektor uzayi denir.

(1) HerzeFE igin x<yise x+z<y+z’ dir. (2.1)
(2) Her >0 i¢cin x<y ise ax <y’ dir. (2.2)
Tanim 2.2

E, sirali vektdr uzay1 olmak iizere, £ nin biitiin pozitif elemanlarnin kiimesi £ ile gdsterilir.

Yani, £" = {x eE: x> 0} > dir ve E’ nin konisi denir.
Tanim 2.3

E ve F swrah vektdr uzaylar1 arasimda bir 70 E— F operatorii tanimlansm. Her x>0 i¢in

T'(x) > 0 oluyorsa 7" ye pozitif operator denir. 7 > 0 ile gosterilir.
Tamm 2.4

E, bir srali vektor uzayi olsun. x,y e E elemanlarmm her sirali ikilisi igin £° de {x,y}

kiimesinin supremumu ve infimumu mevcut ise £’ ye Riesz Uzay1 ( veya vektor latis) denir.
xXvVys= sup{x,y} (2.3)
x Ay =inf{x, y} (2.4)

ile gosterilir.

Tamm 2.5

Bir Riesz uzaymda|x| /\| y| = Osartm1 saglayan x ve y elemanlarma ayrik denir ve x L y ile
gosterilir.

Tamim 2.6

Eger A, bir E Riesz uzaymm bos olmayan bir alt kiimesi ise, 4’ nm 4 ayrik timleyeni

A ={xeE:her ye A igin x L y} (2.5)



ile tanimlanr.
Tanmm 2.7

X bir kiime ve A yonlendirilmis kiime olmak {iizere A iizerinde tanimh her

f : A — X fonksiyonuna X* de bir ag veya net denir. A € A i¢in f (1) =x, € X seklinde veya
(x i )seklinde gosterilir. a > B oldugunda x, < x, oluyorsa bir Riesz uzaymdaki bir {x,}
agma azalan denir ve x, d ile gosterilir. X, J x notasyonu X, d ve inf{ X, )= x
anlamindadir.

Tanim 2.8

Arsimet ozelligi, her x > 0 reel saysi igin {nx} dizisinin B *de yukaridan smirsizligmi ifade
eder. Bu, her x > 0 i¢cin B ’de n'x! olmasiyla esdegerdir. Her xe E*ig¢in E’ de

n"'x 4 oluyorsa E Riesz uzayma Arsimet denir.

Tanim 2.9

E ve F Riesz uzaylar1 arasinda tanimh bir 7' : £ — F' operatorii i¢in,

T | =Tv (-T) oluyorsa

r

> ye T nin modiiliisii denir.( |T > L(EF) de {T,-T} kiimesinin supremumudur).

Tanim 2.10

x ve y elemanlar1 x < yolacak sekilde bir £ Riesz uzaymin elemanlari ise, [x,y] sirali araligi

[x, y] = {z eFE:x<:z< y}alt kiimesiyle tanimlanir.

Her ye A4 icin y < xesitsizligini saglayan bir x varsa bir Riesz uzaymin 4 alt kiimesine
yukaridan smirhdir denir. Benzer sekilde, her y e A icin x < yesitsizligini saglayan bir x

varsa bir Riesz uzaymm A alt kiimesine asagidan smnirhdir denir. Bir 4 kiimesi asagidan ve
yukaridan smirh (veya denk olarak, A4 bir swrali arahkta kapsanir) ise swrali smirli olarak

adlandirilir.

Bir T:E — F operatorii, £’ nin sirali smirh alt kiimelerini ” nin sirali smirh alt kiimeleri

iizerine gonderiyorsa sirali smirli olarak adlandirilir.
Tamm 2.11

Yukaridan smirh her bos olmayan alt kiimesi i¢in bir supremumu olan (veya denk olarak,
asagidan smirl her bos olmayan alt kiimesi i¢in bir infimumu olan) bir Riesz uzayr Dedekind

Tam olarak adlandirilir.



E ve F, Dedekind tam Riesz uzaylar1 oldugunda her x € E* i¢in her swral smirh 7: E — F

operatorii icin asagidakiler saglanir:

IT|(x) = sup{|Ty| : || < x} (2.6)
T*(x)=sup{Ty:0< y<x} (2.7)
T (x)=sup{-Ty:0< y<x} (2.8)
Tamm 2.12

G, bir E Riesz uzaymin vektor altuzayi olsun. Eger G, E’ nin latis islemlerinin altinda kapali

yani, £’ de alman x, y € G elemanlarmm her ikilisi icin x v y G’ ye ait oldugunda G’ ye Riesz

altuzay1 denir.
Tanmim 2.13

|x| < | y| ve y € 4 oldugunda x € 4 oluyorsa bir Riesz uzaymin bir 4 alt kiimesine solid denir.

Bir Riesz uzaymin bir solid vektor altuzayi siral ideal olarak adlandirilir.
Tanmm 2.14

x < yolmakla birlikte her x € Eigin bir y € G var oldugunda bir £ Riesz uzaymm bir G

vektor altuzayma majorize £ denir.

Tanmim 2.15

Bir Riesz uzaymnda bir {x_ }ag1 olsun. Her a igin |xa - x| < y, olacak bigimde bir {y, }ag1 var

0
ki y,40ise {x,}ag1 x e swah yakmsaktr denir ve x, >xile gosterilir

(Kisaca, |x,, —x| <y, +0).

Tanmim 2.16

0
{x,} < Avex, - xoldugunda x € Aise bir Riesz uzaymm bir 4 alt kiimesine sirali kapalidir

denir. Swrali kapal bir ideal, bir band olarak adlandirilir.
Tamm 2.17

Genel olarak, P*> = Poldugunda bir vektor uzaymda bir P:E — E operatorii izdiisiim

(projeksiyon) olarak adlandirilir.



Eger bir P izdiisiimii bir Riesz uzayinda tanimh ve ayn1 zamanda pozitif operator ise P’ ye bir

pozitif izdiisiim denir.
Tanim 2.18

Bir E Riesz uzaymndaki bir B bandi E = B ® B sartin1 saghyorsa bir izdiisiim band1 olarak

adlandirilir.

Bir E Riesz uzaymnda tanimh bir B izdiisiim bandi olsun. Bunun i¢in, £ = B® B“olur ve
bdylece x, € Bve x, € B olacak sekilde her x € E eleman bir x = x, + x, tek tiirlii yazihgma
sahiptir.

Brr Py :E — Eizdisimi  Py(x):=x,ie tammlanmr. Agikc¢a, P, bir pozitif
izduisiimdiir. P, formunun herhangi bir izdiisiimii, bir band izdiistimii(sirali izdiisiimii) olarak

adlandirilir.

Tamm 2.19
0
E ve F Riesz uzaylar arasinda bir 7' : £ — F operatorii tanimlansm. £° de x, — 0 oldugunda
0
F’"de Tx, —0oluyorsa T’ ye siral stirekli denir.

Tanim 2.20

F Dedekind tam olmakla birlikte E ve F Riesz uzaylar1 arasinda swali smirh bir

T : E — F operatorinii diisiinelim. 7" nin sifir ideali

N(T):{er:T|x|:0} (2.9)

seklinde gosterilir.

Burada N(T), E’ nin bir kapal idealidir. £ {izerinde tanimli operatdrlere ait bir F ailesi i¢in
NF ), F ° de tanimli tiim operatorlerin mutlak ¢ekirdeklerinin kesisme noktasini temsil etsin,

bu da

NF )=[N(T) .10
TeF 2.10

seklinde ifade edilir.



Tanmm 2.21

N, nin ayrik timleyent, i nin tastyicisi olarak adlandirilir ve

C, =N{ ={xeE:x L N,}ile gosterilir.
Tanim 2.22

(X,

)bir normlu uzay ve R, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. f: X — R lineer

operatoriine lineer fonksiyonel denir.

E bir Riesz uzayr olsun. Her xe E"igin f(x)> Osartim1 saglayan bir f:X — R lineer

fonksiyoneli pozitiftir denir. Aym1 zamanda; eger f, £’ nin swali sinirh alt kiimelerini R’ nin

smirl alt kiimelerine gdnderiyorsa f lineer fonksiyoneli sirali sinirh olarak adlandirilir.
Tanim 2.23

f X > Rlineer fonksiyoneli siirekli ise /” ye siirekli lineer fonksiyonel denir. X” de taniml

stirekli lineer fonksiyonellerin uzayma X’ in topolojik duali denir.

Tanim 2.24

E bir Riesz uzay: olsun. E° de biitiin srali smirh lineer fonksiyonellerin E vektdr uzayi, E’

nin sirali duali olarak adlandirilir. Yani, £ = L,(E,R)’ dir.

Tanmm 2.25

Iki Riesz uzay1 arasinda tanimh T : E — F operatdriine, herx,y € E igin T(xv y)=Txv Ty

veya T'(x A y) = Tx A Ty oluyorsa, T bir latis homomorfizmasidir denir.
Tanim 2.26

Riesz uzay: iizerinde tanimh |||| norm;

x| < |y|oldugunda ||x|| < ||y||oluyorsa latis norm denir.

Latis normu iceren Riesz uzaya da Normlu Riesz Uzay1 denir(Aliprantis ve Burkinshaw,

1985).

Tanim 2.27

Bir normlu Riesz uzayr ayn1 zamanda tam normlu ise Banach latis olarak adlandirilir.
Tanim 2.28

E ve F Dedekind tam olmak iizere iki Banach latis ve 7': £ — F bir swrali smirh operator

olsun.



L,(E,F)’ de pozitif operatdrlerin her dizisi |T|>T, { Oolmakla birlikte |7, ] 0sartmi
sagliyorsa T operatdrii siral siirekli norma sahiptir denir.

Tamm 2.29

E bir Banach latis olmak iizere, bir 1< p <oodegeri icin £’ nin normu p- toplanabilir ve
x Ay =0olmakla beraber her x,y € E* oldugunda |x+ y|" =|x|" +|y|" oluyorsa E” ye bir
soyut L, —uzay1 denir ve L; — uzayma AL uzayi denir.

Tamm 2.30

E bir Banach latis olmak tizere, £’ nin normu bir M —norm yani, £’ de x A y = 0oldugunda

|x+ ¥ = max {|x].|y[} oluyorsa E’ ye bir soyut M -uzayr denir ve AM uzayr olarak

b

adlandirilir.

Tamm 2.31

Ebir Archimedean Riesz Uzayr olsun. U, E’ nin bir altuzayr olmak iizere eger tiim
x,yeUicin xv yeUve xAyeUise U, E’ nin bir alt latisidir denir.

Tamm 2.32

E bir birimli AM- uzay1 olmak {lizere; her x e E elemamt M (y) = xy,y € E formiilii ile bir

M : E — E carpim operatOrii tanimlar.
Tanim 2.33

T:X —>YX ve Y normlu uzaylar1 arasinda tanimli bir operatdr olsun. 7,X” in kapal birim
kiiresini Y’ nin bir goreceli norm kompakt alt kiimesi {izerine gonderiyorsa 7° ye kompakt

operator denir.
Tanmim 2.34

(X,7)topolojik uzay olsun. Her pe X ve p’ yi ihtiva etmeyen bir F kapali alt kiimesi
verilsin. p e U,F <V veU NV =8 olacak sekilde U ve V agiklar1 varsa bu uzaya regiiler

uzay denir.
Tanim 2.35

(X,7)bir topolojik uzay olmak iizere X° in verilen bir 4 alt kiimesi i¢cin 4’ y1 iceren tiim

kapali kiimelerin arakesitlerine 4’ nin kapanisi denir. c/4 ile gosterilir.



Tanmim 2.36

Normlu bir £ uzayr cebir aksiyomlarmi saglasm. Her x,yeFE ig:in”xy” < ||x|||| y|| ise E’ ye
normlu cebir denir. Tam normlu cebire bir Banach cebiri denir.

Bir £ normlu Riesz uzaymm, E “dual uzay1 i¢in asagidaki Lemma’ ya ihtiya¢ duyulur.

LEMMA 2.1

I, E igerisinde kapal bir ideal olsun. /# E oldugu durumlarda / iizerinde sifir olan sifirdan
farkli bir pozitif ¢ € E " fonksiyoneli vardir.

Ispat

x¢I olan herhangi bir vektdr secelim. O zaman x* ve x~ vektorlerinden en az biri / ideali

icinde yer almaz. Bu durumda x> 0 diyebiliriz. Burada Zaanen (1996), Teorem 39. 3’ {ine

gore, E/I boliimlii normlu Riesz uzay iizerinde ¥ (x+1)=||x+l ||> 0 durumunu saglayan bir

pozitif lineer ¥ fonksiyoneli vardir. “T » | E’ nin E/I iizerindeki boliimlii izdiisiimiinii temsil

: T : Y .
etsin. O zaman 9= ¥ o, E iizerinde p(y)=  (x+])=|x+1|> 0 ve her yel igin p(»)= 0
durumunu saglayan bir pozitif lineer fonksiyonelidir.
E, bir kompleks Dedekind tam Banach latisi olsun. ReE " nin gercek bir Dedekind tam Banach

latisi oldugu yerde E=ReE® iReFE dir., E lizerindeki tiim diizenli operatorler uzaymi temsil

etsin. Bu operatorler pozitif operatorlerin lineer kombinasyonlar1 olarakta ifade

edilebilirler. £&) uzaymm bu altuzayr |T| ||r:=H|T m olarak tanimlanan regiiler norma gore

kompleks bir Banach latis cebiridir. ZE):={I € L.(EXITI<AI bazi A= 0} jle tammlanan

Z (E) merkezi, £E) uzaymm degismeli bir alt cebiridir.
=z
Eger Te (E) ise, 0 zaman ||T||=||T||r=min{2, >0: |T| < M}’ dir.

Z (E)aym zamanda L. (E)iginde bir band oldugundan, £~ (&)’ nin
ayristiriimas, £ ) = ZEMPZ(E) bir  band  seklinde ayristirilabilir.  £~)  iginde,
Z (E)veZ(E)* iizerine olan iliskili izdiisiim bandlary, ayr1 ayri olarak, 2 ve N ile belirtilir.
Voight”’in (1988) bir sonuncuna gore, D kosegen doniisiim operatdr norma gore bir

daraltmadir. Yani her T € £-E)icinlDMUI < ITH" dir.
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3.YARIGRUPLARIN iNDIiRGENEBILIRLIiGi

LP- uzaylarmm igerisinde ispatlanmis olan Radjavi ve Rosenthal (2000), Lemma 8.7.6’sinmn
bir genellemesi ile baslayalim. Bir § yarigrubunun bir 7 altkiimesi, eger her Se.§ ve T €7 i¢in
ST ve TS ’ya ait ise, bir yarigrup ideali olarak tamimlanr.

Onerme 3. 1

E bir normlu Riesz uzay1 olsun ve §° de E lizerinde tanimh pozitif operatdrlerin sifir olmayan

bir yarigrubu olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

1.5 ideal — indirgenebilirdir.

2.0(8f)= {O}durumunu saglayan bir sifir olmayan pozitif pe £ " fonksiyoneli ve bir sifir

olmayan pozitif fe E vektorii vardir.

3.E lizerinde ASB= {0} durumunu saglayan sifir olmayan 4 ve B pozitif operatorleri

mevceuttur.

4.8’ nin bir sifir olmayan yarigrup ideali ideal indirgenebilirdir.

Ispat

(1)= (4) gerektirmesi hemen elde edilebilir. Bunu tersi ise (4) = (1) Drnovsek’ nin (2000),
Lemma 1.3’ iinde gosterilmistir.

(1) = (2)’ y1 gostermek i¢in L, § yarigrubu altinda asikar olmayan kapal bir degismez ideali
olsun. Eger fe L sifir olmayan pozitif bir vektor ise, Sf < L olur. Lemma 2.1’ e gore L idealini

stfirlayan, sifir olmayan bir pozitif ¢ e E fonksiyoneli vardir. Bu nedenle ¢(Sf)= {0} olur.

(2) = (3) i gostermek i¢in, (/)(Sj):{O}durumunu saglayan sifir olmayan bir pozitif peFE "
fonksiyoneli ve bir sifir olmayan pozitif fe E vektorii oldugunu varsayalim. Ranki 1 olan

A=B=f® ¢ pozitif operatdrleri tanimlayalim. Buradan 4ASB= {0} elde edilir.

(3) = (1) 1 gostermek i¢in E iizerinde ASB= {O}durumunu saglayan sifir olmayan A, B pozitif
operatorlerin oldugunu varsayalm ve f =Bg# (0 durumunu saglayan bir pozitift geF
vektoriinii secelim. Eger Sf = {0} ise, f tarafindan olusturulan kapali ideal § altinda degismez

ve agikar degildir. Bu nedenle genelliligi bozmaksizin Sf # {0} kabul edilebilir. L, Sf kiimesi
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tarafindan tretilen bir ideal olsun. Bir Se€.§ operatorii altinda L’ nin degismez oldugunu iddia

ediyoruz. Bunu gostermek i¢in 4, L icerisinde herhangi bir pozitif vektor olsun. Bu durumda

neN olan
0<h<YAS. f
= (3.1)
ile
0<Sh<> 2,88, f
= 3.2)

.....

She L olur.Ayrica herhangi bir A€ L i¢in, her Se§ i¢cin ASf = 0 oldugu durumlarda 4~=0
sonucunu elde ederiz. Bu da c/(L)’ nin § altinda degismez bir 6zalt kapali ideali oldugunu

gosterir.
Band- indirgenebilirlikle ilgili yukaridaki 6nermeye benzer bir 6nerme verelim.
Onerme 3. 2

E, izdiisim 6zelligine sahip bir normlu Riesz uzay:1 olsun ve §° de E iizerinde sifir olmayan

bir pozitif siral siirekli operatdrlerin yarigrubu olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

1.8 bir band indirgenebilirdir.

2.5 {g}d durumunu saglayan sifir olmayan f, g € £ vektorleri vardir.

3.E iizerinde ASB={0}durumunu saglayan sifir olmayan 4 ve B pozitif sirali siirekli

operatorleri mevcuttur.
4. icerisindeki sifir olmayan bir yarigrup ideali band indirgenebilirdir.
Bu kosullar (5) tarafindan saglanilir.

5.0(8)= {O}durumunu saglayan sifir olmayan bir pozitif siral siirekli fonksiyoneli p € £ "

ve sifir olmayan bir /' € E" vektorii vardir.
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Ispat

(1)’ n (2)’ yi gerektirdigini gormek icin L, S yarigrubu altinda degismez asikar olmayan bir
band olsun. Sifir olmayan herhangi bir /' € L" vektorii secelim. O zaman Sf kiimesi L
icerisinde yer alir. Eger g < L’sifir olmayan herhangi bir pozitif vektor ise,

Sfc Lci{g)’ dir

(2)’ nin (3)’ 1 gerektirdigini gostermek i¢in her bir {liyesi siral siirekli oldugundan St kiimesi
tarafindan olusturulan {Sf }** bandi, S yarigrubu altnda degismezdir. P, {Sf}" iizerinde
izdiisim band1 olsun. {7} < {g}’ ve g’ nin sifir olmadigi durumlarda P, I  birim
operatoriine esit degildir ve (/ — P)SP = {0} dir. Bu P=0 olmadig1 durumlar i¢in (3)’ 1 ispatlar.
Bu noktada { f }dd band1 § yarigrubu altinda degismez ve S# {O}OIdugu siirece asikar degildir.
Eger Q karsilik gelen izdiisiim band1 ise,0# Q# I ve (I —-Q)SQ = {O}dlr. Boylece (3)’ iin dogru

oldugunu gosterir.

(3)” in (1)’1 gerektirdigini géstermek i¢in ASB= {O}OIacak sekilde 4,B:FE — E sifirdan farkh
pozitif siralt siirekli operatdrlerinin varoldugunu kabul edelim. f=Bg# 0 olacak sekilde bir
keyfi ge E pozitif vektorii secelim. Sf={0}ise, {f}" bandi § altinda asikdr olmayan ve
degismezdir. Sf# {O}OIdugunu varsayalm ve L’ de S§f klimesi tarafindan olusturulmus bir

band olsun. Bu durumda $’ nin her bir elemanmnmn siral siirekli oldugu yerde L, § altinda

degismezdir. Lc N(A) # E oldugu yerde L ayn1 zamanda asikar olmayandir. Bu durumda (1)

saglanmis olur.

Bunu (1)’ in (4)’ ii gerektirmesi takip eder. Ters ilisikligi gostermek icind , §’ nin sifir
olmayan bir yarigrup ideali ve indirgenebilir band 6zelligine sahip olsun. L’ de J altinda
asikar olmayan bir degismez band olsun. Drnovsek’ nin (2000), Lemma 1.3’ {iniin ispatinda
oldugu gibif8f : 5 € J.f € LNE* }kiimesi tarafindan olusturulan J swah ideali S altinda
degismezdir. J tarafindan iretilen L; bandi da § altinda S’ nin her elemaninin sirali siirekli
oldugu durumlarda degismezdir.J < L, L, < L oldugu yerde, L#E’ dir. Eger L;# {O}ise,
ispat biter. Eger L,={0}ise,LgN (S) olur. Bu nedenle N (§) mutlak cekirdegi asikar

olmayan bir degismez banddir ve bdylece (1) saglanmus olur.

Ispat1 bitirmek icin(5)’ in dogru oldugunu varsayalm. Bu durumda A=B=f ®¢ sirah
sireklidir. Bu durumda ASB= {0} oldugu kolaylikla anlagilabilir. Bu da (5)’in (3)’u

gerektirmesini ispatlar.
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(5) numarali durum (1)-(4) numarali durumlardan hi¢ birisini gerektirmez. Ciinkii {izerinde
herhangi bir sifir olmayan sirali siirekli fonksiyoneli olmama olasiig1 vardir. Ornegin, E igin
C ([0,1]) Banach latisinin Dedekind bilesenini alalm. Asagidaki 6nermede £’ nin bir Banach

fonksiyon uzay1 olmasi1 durumunda bdyle bir seyin olamayacagi 6ne stiriilmektedir.

Bir olgtlebilir sonlu ¢ uzayr (X u) ig:inLo( Xu) e X tzerindeki gercek Olctlebilir

ufonksiyonlarinin tiim denk smiflarmin vektor uzaylar1 temsil edilsin.
Onerme 3.3

E, L’( X,u) iginde bir Banach fonksiyon uzayi olsun. Eger S, E iizerindeki pozitif siral
siirekli operatdr yarigruplarmim indirgenebilir bir band ise 0 zaman Onerme 3.2” deki (1)-(5)

durumlar birbirine denk olur.

Ispat

(1) 1se (5) gerekliligini gostermeliyiz. B, £’ nin asikar olmayan, S altinda degismez olan bir
band1 olsun. Bu durumda B, E’ deki X~ e ait olan bir 6l¢iilebilir Y alt kiimelerinde sifir olan ve
hemY hemde Y°’ nin pozitif 6lgiim degerleri almasmi saglayan biitiin fonksiyonlar1 igerir.
L°C Xu) uzay bandlarmi aciklayan Onermenin ispatiyla biiyik oranda benzerlik

gosterdiginden son durumun ispatim atlayalim (Jonge ve Rooij, 1977,0rnek 4.1). g Y°

izerinde var olmayan ve E’ ninE' ortak uzay: igerisinde sifir olmayan herhangi bir pozitif

fonksiyon olsun. Bu durumda ¢,( f )= I gfdu seklinde belirtilen E izerindeki Lineer ¢4 )
X

fonksiyonelidir. Eger f € B sifir olmayan bir pozitif fonksiyon ise, pq( f )= {0} olur ve boylece

(5) saglanmus olur.
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4.SOYUT INTEGRAL OPERATORLERIN IiDEAL INDIRGENEBILIRLIGI

E Dedekind Tam olan bir Banach latisi olsun DrnovSek’ nin (2001) kaynaginda belirtildigi
iizere L»Edicerisindeki bir operatdor £-~Eicerisindeki tiim sonlu rank operatdrlerinin
olusturdugu (E "®F )dd bandmna ait ise, bir soyut integral operatorii olarak isimlendirilir. Suna

da deginmek gerekir ki, integral operatorlerin genel tanimlanmasinda tiim smral siirekli
fonksiyonellerinin £ " dual normunun £ igindeki E, alt bandi ile yer degistirilebilir ( Zaanen,
1983, Bolim 13).Biitlin pozitif, sirali stirekli, soyut integral operatorlerinin bir yarigrup

oldugu asagidaki sonug ile gosterilmektedir.
Lemma 4.1

E bir Dedekind Tam Banach latis ve 7, E {lizerinde pozitif bir soyut integral operatorii olsun. §
ve U’ nun E {lizerinde pozitif operatorler olduklarmi varsayalim. Bu durumda 7S ve UT

operatorleri soyut integral operatorleridir.

Ispat

T” nin bir pozitif soyut operatdr oldugu durumda 7 ile beraber 7" nin bir supremumu olarak
olusan bir {7, }artan neti vardir ve her bir « iginde,0 <7, < K, olan, sonlu rank operatorlerine
ait bir {K |} neti vardir. Daha sonra K,,S ve UK, sonlu rank operatorleri olmak iizere elimizde
0<7T,S<K,S ve 0<UT, <UK, verileri bulunmaktadir. U operatoriiniin swrali stireklilik

ozelligi sebebiyle once 0<7 S T TS ve takiben0 < UT i T UT  durumlar izler.

Simdi £ Banach latisi iizerindeki pozitif operatérlerin asagidaki smifina goz atalm=1IE) ile
E iizerinde bulunan ve pozitif operatorlere ait bir {7, }aE ,netiile her ¢ € Aigin 0<T, <Tve
0<T, <K, ozelliklerini tastyan pozitif kompakt operatorlere ait bir {K " }D(E , neti olusumu ile
N ({T i }a) = N(T) durumunu saglayan her pozitif 7 operatorleri ifade edilir. (Bu durum 7x>0

ozelligine sahip her bir xe E vektorii i¢in, 7o,x>0 durumunu saglayan bir o’ nmn varoldugunu

belirtmektedir).

E’ nin bir Dedekind Tam Banach latis oldugu durumlarda <49)" nin E iizerindeki her pozitif

soyut integral operatorleri icerdigine dikkat ediniz. Tanimlamadan su da acik bir sekilde

anlagilabilir ki7 e=¥E) ve S, E iizerinde bir pozitif operator ise 7S e’dir. Ozet olarak

kiimesi pozitif operatdrlerin bir yarigrubudur.

Asagidaki Lemma Drnovsek’ nin(2001), Lemma 2.2’ sinin bir genigletmesidir.
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Lemma 4.2

E bir Banach latis ve F * de #27(E)igerisinde bir operator ailesi olsun. N(F )={0} ise, sifir

olmayan her bir xye £ vektori i¢in F i¢inde S,7 ve U operatorleri ile E lizerinde K <UTS ve

Kxp>0 durumlarmi saglayan bir pozitif kompakt K operatorii vardir.
Ispat
Herhangi bir sifir olmayan pozitif x € E vektoriinii alalm. N(F )= {0} oldugu durumlarda

Sxo>0 durumunu saglayan bir Se F operatorii vardir. Se oldugu durumlarda ise pozitif

operatérlere ait bir {S_ } neti ile her a igin 0< S, <Sve0<S, <K, durumlarmi saglayan,
pozitif kompakt operatorlere ait bir {K,}neti ve bunlarla birlikte S_,x, > 0durumunu
saglayan bir agindeksi vardir. N(F )2{0} oldugu yerde TS,pxp>0 durumunu saglayan bir
Te ¥ operatorii vardir. Te oldugu zaman pozitif operatorlere ait bir {T ﬁ} neti vardir. Bunlarin
her bir 0<7; <7 durumunu saglayan bir pozitif kompakt operator tarafindan domine edilir

ve bununla beraber birde T3)Sepxp>0 durumunu saglayan birfyvardir.Bunu bir kez daha
tekrarlayan UTppSopxp>0 Ozelligine sahip bir Ue F pozitif operatér bulabiliriz ve ayrica
pozitif operatorlere ait bir iU , }neti vardir ve dyle ki bunlarm her biri 0 <U, <U durumunu
saglayan bir pozitif kompakt operatdr tarafindan domine edilir ve U ,7,S %, > 0 durumunu
saglayan bir y, vardir.

Simdi pozitif K :=U,T},,S,,0peratdr (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006)’ den dolay

kompakttir. K < UTS ve Kx, >0 drr.

Asagidaki sonug¢ soyut integral operatorler icin ispatlanmigs olan Drnovdek’ nin(2001),
Teorem 2.3’ {iniin bir genisletmesidir.
Teorem4.3

S ,birE Banach latisi tlizerinde bulunan yar1 nilpotent operatorlere ait bir yarigrup olsun. Bu

durumda § ideal indirgenebilirdir.
Ispat
S # {0}oldugunu varsayabiliriz. Eger mutlak cekirdek N(S)# {0} ise, bu mutlak gekirdek §

icerisindeki her operatoriin altinda degismez ve asikar olmayan bir kapali idealdir. Simdi de

N(S) = {0} oldugunu varsayalm. Lemma 4.2 ye gore, sifir olmayan bir pozitif kompakt
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operatoriince domine bir UTS operatorii olusumunu saglayan ve U, T ve S eS8 pozitif
operatorleri vardir. DrnovSek’ nin (2001), Teorem 2.1’ ine gore de § ideal indirgenebilirdir ve

bdylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.4

S bir Dedekind Tam Banach latis ilizerinde bulunan yari nilpotent pozitif swali siirekli
operatorlerine ait bir yarigrup olsun. Bu durumda asagidaki durumlarm herbiri §

yarigrubunun ideal indirgenebilirligini gerektirir:
1. § icerisinde sifir olmayan bir soyut S integral operatorii vardir.

2. E tlzerinde, §” den bir sifir olmayan operatorii domine eden bir pozitif soyut integral

operatorii vardir.

3. E lizerinde S~ deki sifir olmayan bir operatdr tarafindan domine edilen bir pozitif soyut

integral operatorii vardir.
Ispat
1.Lemma 4.1’ e gore S tarafindan olusturulan sifir olmayan bir yarigrup ideali pozitif yar

nilpotent soyut integral operatdrleri igerir. Bu ideal Teorem 4.3’ e gore ideal indirgenebilirdir.

Bu durumda, S nin ideal indirgenebilir oldugunu gdstermek i¢in Onerme 3.1 i uygulariz.

2.Her soyut integral operatdrlerinin uzay1 £+(E) icerisinde bir band oldugu durumda, durum

1’den devam eder.

3. 8y, E tlzerinde bulunan ve § igerisindeki bir operator tarafindan domine edilen her pozitif
siral siirekli operatorlerin kiimesi olsun. Bu durumda Sy, E {izerinde bulunan ve sifir olmayan
bir soyut integral operator iceren pozitif yar1 nilpotent sirali siirekli operatorlerin bir
yarigrubudur. (1)’den devam eder ve buna gore Sy ideal indirgenebilirdir ve S .Sy oldugundan
§’de ideal indirgenebilirdir.

Son iki teorem soyut integral operatorlerle herhangi bir iliski kurulmadan saglanmaz. Soyle

ki, (Drnovsek, Kokol-Bukovsek, Livshits, MacDonald, Omladic ve Radjavi, 2000) kaynakta

L’ [0,1](1 < p <w)iizerinde elementlerin herhangi bir sonlu sayilh bir ideal ili¢cgenlestiren

yarigrubu trettigi, karesi sifir pozitif operatdrlerin indirgenemez bir yarigrubu oldugu

gosterilmistir.
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5.ATOMLAR ve INDIRGENEBILIRLIK

E bir normlu Riesz uzayr olsun. Sifir olmayan bira € E* vektorii, herbir0 < x < a vektorii
icinx = Aa durumunu saglayan bir A >0 varoldugu yerde ‘atom’ olarak adlandirilir. a
tarafindan iiretilen tek boyutlu B, altuzayr £’ nin bir bandidir. Eger £ hicbir atoma sahip

degilse, ‘atomsuz’ olarak adlandirilir. Luxemburg ve Zaanen’ nin(1971), Teorem 26.4’ {ine

gdre B, bir izdiigiimdiir ve buradan £ = B, ® B sonucunu elde ederiz. Bu nedenle her f € E
igin f =Aa+g durumunu saglayan 1 €B® vege BY vardir. Buradal ve g’ nin ayri ayri
belirtildigine dikkat edin.¢, , E lizerinde ¢, (f)= Aseklinde tammlanan bir pozitif lineer

fonksiyonel olsun. Bu durum smirl ¢, fonksiyoneli | f | = |l|a + | g| > |l|a ile devam eder.

E lizerinde bulunan her bir pozitif 7" operatorii ¢, (7,) = 0 veya duruma esit olarak 7a Aa =0

durumunu saglayan her a € E atomlarmin sifir kiimesini Z(7)’ ye karsilik getiriyoruz.
LEMMA 5.1
E bir normlu Riesz uzay1 olsun
1.§ ve T, E tizerinde bulunan pozitif operatorler olsun. O zamanZ(ST) < Z(S) v Z(T)
dir.  Eger  {S,T}¢ifti aym  zamanda ideal-liggenlestirilebilir ise,
Z(ST)=Z(S)v Z(T)dur.

2. neN veT, E ilizerinde bir pozitif operator olsun. Bu durumda Z(7T") < Z(T) dir.Eger

T aym zamanda ideal- tiggenlestirilebilir ise, Z(7T") = Z(T) olur.

Ispat

(2) nolu iddia (1)’ e dayandirilarak uygulandigindan sadece (1) nolu iddiayr ispatlamamz
gerekmektedir. a, a ¢ Z(S) v Z(T) durumunu saglayan E’ ye ait bir atom olsun. Bu durumda
bir s >0 i¢gin Sa>save bir ¢t >0 i¢cinTa > ta dir. Bu durumu S7a > sta takip eder ve bu
nedenle a ¢ Z(TS) dir. Bu da Z(ST)c Z(S)u Z(T)oldugunu gosterir. € * nin {S,T}giﬂi
icin bir ideal-liggenlestiren zinciri oldugunu varsayalm ve ae Z(S)uw Z(T)olsun. Bu
durumda Cicinde [=J@®B, durumunu saglayan [ ve J kapali idealleri
vardir(Gergekte J = [ dir). Eger a € Z(T) ise, Ta € J ’dir ve bu nedenle S7a € J olur ve bu

da a e Z(ST) manasma gelir. Simdi de bir a e Z(S)dislinelim. Bu durumda Sa eJ dir.
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Tael oldugundan feJ ve t20bir igin7a =ta+ f’ dir. Bu durum S7a =Sf +tSaeJ
seklinde devam eder. Boylecea € Z(ST)olur ve bdylelikle (1) nolu iddianmm ispati

tamamlanmuis olur.
LEMMA 5.2

Bir £ normlu Riesz uzay: iizerindeki bir pozitif yar1 nilpotent 7' operatoriine ait Z(7) sifir
kiimesi, £’ ye ait tim atomlarm olusturdugu kiimeye esittir.

Ispat

a, E’ nin bir atomu olsun. Eger A =@, (Ta)ise, o zaman Ta > Aa dir. Kolay bir tiimevarim
arglimani ile her n €N i¢inT"a > A"a sonucunu elde ederiz. Bu durum 7” nin yar1 nilpotent
=0 seklinde devam eder. Bu da a € Z(T') oldugunu

oldugu durumlarda A <liminf, _[7"a|"

n%oo‘

gosterir ve boylece ispat tamamlanmus olur.

Asagidaki onerme, Onerme 3.1 ve Onerme 3.2’ nin basit bir sonucu olup ispat1 aym zamanda
Drnovsek’ nin (2000), Teorem 2.1’inde yapilmustir.

Onerme 5. 3

a, bir E normlu Riesz uzayma ait bir atom, S’ de her S € § durumlar1 icina € Z(S) durumunu
saglayan E lizerindeki pozitif operatorlerin bir yarigrubu olsun. Bu durumda Sideal
indirgenebilirdir. Eger S” nin her bir elemani sirali siirekli ise, § band indirgenebilirdir.

Ispat

®,,S, kiimesini sifirflayan sifir olmayan bir pozitif fonksiyonel oldugundan, Onerme 3.1¢
gore § yarigrubu bir ideal indirgenebilirdi. Bu  durumda son  durum
(iddia) Sac {a}’ oldugundan Onerme 3.2’ den devam eder.

Mac Donald ve Radjavi’ nin (2005), Lemma 1’ inin asagidaki genisletmesi i¢in daha basit bir

ispat sunacagiz(L’- uzaylari igerisinde olmasina ragmen).
Onerme 5.4

S bir £ normlu Riesz uzayi iizerinde, $” ye ait her operatdriin ideal- iicgenlestirilebilir oldugu,
pozitif operatorlerin bir yarigrubu olsun. Eger herhangi bir sifir olmayan Se § operatorii igin

a ¢ Z(S)durumunu saglayan bir a € £ atomu varsa § yarigrubu ideal indirgenebilirdir.
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Ispat

Eger a her Se § operatdriiniin bir 6zvektorii ise, bu durumda a tarafindan tretilen B, ana

band1 asikar olmayan ve her Se § altinda degismez bir kapal idealdir.

a’ nm S i¢in 6zvektor olmadig1 bir Se § operatorii oldugu varsayalim. Herhangi bir 7T §
operatorii segelim. Varsaymimmiza gore 7Se § ideal-licgenlestirilebilir. Bu nedenle S7 i¢in bir

C ideal-tiggenlestiren zinciri mevcuttur. Bu durumda C i¢inde 7 =J @ B, durumunu saglayan

I ve J kapali idealleri vardir. ae/oldugu durumlarda S7ael’ dir.

Ta > ¢, (Ta)a > 0durumu ile devammda S7a >¢, (Ta)Sa=>0 durumu, ¢, (7a)> 0oldugu
durumlarda Sa € I oldugunu gosterir. Buradan f =Sa-¢, (Sa)a’ nin J igerisinde sifir

olmayan bir pozitif vektor oldugu sonucuna variriz. S7f € J ve Tf > ¢ (If)a = 0 oldugunda
qu)a(STf)ZqDa(Tf)qoa(Sa)ZO (51)

sonucu elde edilir.

¢,(Sa) > 0oldugunda her T eS§ ’ler i¢in ¢, (If)=0sonucuna variriz. Bu nedenle §

yarigrubu Onerme 3.1° e gore ideal indirgenebilirdir.
Asagidaki onermeye ihtiyag¢ olunacaktir.
Onerme 5. 5

E, swrali siirekli normlu atomsuz bir Banach latis ve K’ da FE lizerinde bir ideal-

iiggenlestirilebilir pozitif kompakt operator olsun. Bu durumda K yar1 nilpotenttir.
Ispat

Norm, bir siral siirekli oldugundan K’ nin her bir ideal-liggenlestiren zinciri izdiistim bandlar1
icerir. £ hi¢ atom igermediginden bu zincirin siirekli olmasi gerekir. Bu nedenle K,Ringrose’

nin teoremine gore yar1 nilpotenttir ( Radjavi ve Rosenthal, 2000,sonug 7.2.4).

Asagidaki ornek atomsuz bir Banach latis i¢inde bulunan bir ideal-tiggenlestiren zincirinin

stirekli olmasmnin gerekli olmadig1 gosterilmistir.

Ornek: 7, E=C([0,1])iizerinde
(T ) = s )/ € E,xe[01)) (52)

seklinde  tammmlanan ranki  bir olan bir operatér olsun. Bu  durumda

J = { feE: f()= O}maksimal ideali 7 altinda degismezdir. Eger C, J igindeki kapali
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ideallerin herhangi bir maksimal zinciri ise, CU Ezinciri 7’ nin bir ideal- {iggenlestiren

zinciridir. £, higbir atoma sahip olmamasina ragmen £~ = J iken bu zincir siirekli degildir.
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6.YEREL IDEAL-UCGENLESTIREBILIRLIKTEN GLOBAL
INDIRGENEBILIRLIGE

Asagidaki iki teoremde ideal-iiggenlestirilebilir operatorlerin bir yarigrubu altinda bir ideal
indirgenebilir olmasim gerektiren kosullar ele alinir.

Teorem 6.1

E, bir a atomuna sahip bir normlu Riesz uzayi olsun. S’ de

1.5’ nin her bir elemani ideal tiggenlestirilebilirdir.

2.Her §,Te S durumlari i¢cin Z(S)w Z(T) < Z(ST) ’dir.

durumlarinm1 saglayan E iizerindeki pozitif operatdrlerin bir yarigrubu olsun. Bu durumda §

yarigrubu ideal indirgenebilirdir.
Ispat
Eger sifir olmayan her bir Se.§ operatdrii icina ¢ Z(S) ise, Onerme 5.4° e gore S yarigrubu

ideal indirgenebilirdir. Diger tirlii « € Z(S)durumunu saglayan sifir olmayan bir Se§
operatorii vardr. 7, §” nin S tarafindan Uretilen yarigrup ideali olsun. Bu durum (2) nolu
varsayima gore her Tel icina € Z(T)seklinde devam eder. Daha sonra [ yarigrup ideali,
Onerme 5.3’e gore ideal indirgenebilirdir ve bu nedenle Onerme 3.1°e gore ideal

indirgenebilir olur.
Teorem 6.2

E, normlu sirali siirekli atomsuz bir Banach latisi ve S’ de E iizerindeki pozitif soyut integral
operatorlerin bir yarigrubu olsun. Eger S’ nin her bir iiyesi ideal-licgenlestirilebilir ise, S ideal
indirgenebilirdir.

Ispat

Teorem 4.3 iin ispatinda oldugu gibi, N(8)=0 oldugunu ve §” nin, sifir olmayan bir pozitif
kompakt K operatoriinii etkisi altinda tutan bir S operatorii igerdigini varsayalim. S ideal-
iicgenlestirilebilir iken aym zamanda K’ da ideal {icgenlestirilebilirdir. Bu nedenle Onerme
5.5’e gore K yari nilpotenttir. Ayn1 argiimanlar K tarafindan tiretilen S’ ye ait / yarigrup ideali
kompakt yar1 nilpotent operatorler icerir. Teorem 4.3’e gore / ideal indirgenebilirdir ve bu

nedenle Onerme 3.1’e gore S yarigrubu da ideal indirgenebilirdir.
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Onceki teoremleride icinde barindiran tek bir teorem verecegiz. Ilk olarak Dedekind Tam bir
E Banach latisi iki boliime ayirarak baglayalim. 4, £’ nin biitlin atomlar: tarafindan iiretilen
bir band olsun. £ Dedekind Tam oldugundan A bir izdiisiim bandidir. C ile 4" nin £ i¢indeki
ayrik tiimleyenlerini belirtmis olursak, bir £ =A4® C aynigtirmasi elde ederiz. 4 ve C
bandlar1 swasiyla E’ nin atomik ve siirekli(veya atomik olmayan) boliimleri olarak

adlandirilir. P, C iizerinde ki izdiistim bandmi temsil etsin.
Teorem 6.3

E,sirali siirekli normuna sahip bir C siirekli boliimii igceren Dedekind Tam bir Banach latisi

olsun. S de E iizerindeki pozitif operatorlerin bir yarigrubu olsun. Oyle ki;

1.5’ nin her bir elemani ideal-liggenlestirilebilirdir.

2.Her 5-T €5 icin’ dir.

3.Her bir S €S i¢in S” nin C” ye olan S, = P.S/ . sikistirmasi , ¥ (S¢)’nin bir

soyut integral operator olmasi 6zelligine sahiptir.

Bu durumda § indirgenebilir idealdir.

Ispat

Teorem 6.1’in 1513inda sadece swral siirekli normuna sahip atomsuz bir Banach latis

durumunu géz dniinde bulundurmaliyiz. Sy, { & (S¢): S eS8} kiimesi tarafindan iiretilen bir
yarigrup olsun. Lemma 4.1° e gore Sy’ nin her bir eleman bir soyut integral operatoriidiir.
Her S €S i¢cin 0 <N (S)< S oldugu ve S’ nin bir yarigrup oldugu bilindigine gére Sy’ nin her
bir elemanin ayn1 zamanda ideal-liggenlestirilebilir oldugu sonucunu elde ederiz. Bu nedenle
Teorem 6.2° ye gore Sy indirgenebilir idealdir. Sy altinda degismez, asikar olmayan herhangi

bir kapali ideal ayn1 zamanda § altinda degismez oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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7.YARIGRUPLARIN iDEAL UCGENLESTIRILEBILIRLIGI

Bu boliimde elde edilen son sonuctaki ideal indirgenebilirlik durumlarindan hangilerinin
verilen operator ailelerine ait ideal-liggenlestirme ile ilisik oldugunu gdsteren durumlara goz

atacagiz. Bu baglamda ilk olarak Drnovsek’ in (2001)kaynaginda belirtilen Banach latisleri

icin liggenlestirme lemmasina deginilecektir.

F | birE Banach latis tizerindeki bir operator ailesi olsun / ve J’ de,¥ ’ nin her bir eleman

altmda degismez olan, E’ ye ait kapali idealler ve J < [ olsun. Bu durumda ¥ asagida
anlatildig1 gibi 7/J boliimlii Banach latisi tizerindeki operatdrlere ait bir¥ ailesi indiikler. Her

birT €F icin jl’:operatérﬁ, 1/J iizerinde
T&x+]))=Tx+] (7.1)

seklinde tanimlanir. / ve J’ nin de8ismezligi sebebiyle jlJ:operatérii 1/J lizerinde 1iyi tanimli bir

operatordiir. Bu tiir F ler, ¥ ailesine ait ideal boliimlerin birlesimi olarak adlandirilir.Bir P
Ozellikler kiimesi bir operator ailesine ait her bir ideal boliimler ailesi, P igerisindeki

3

ozellikleri destekleyip ayni zamanda o Ozellikleri gosteriyorsa © ideal boliimler tarafindan

olusturulmus kiime’ olarak isimlendirilir.
LEMMA 7.1 (ideal-Ucgenlestirme Lemmasi)

P, ideal boliimlerden gelen bir 6zelliklerin kiimesi olsun. Eger P’ yi saglayan birden daha
biiyiik boyutlu bir Banach latis {lizerindeki operatorlerin her ailesi ideal indirgenebilirse, o

zaman boyle olan her aile ideal tiggenlestirilebilirdir.
Bu lemmanin ilk uygulamasi olarak asagidaki teoremin ispatini yapalim.
Teorem 7.2

E, swali siirekli normlu atomik bir Banach latisi olsun ve §° de E iizerindeki pozitif yari
nilpotent operatorlerin bir yarigrubu olsun. Bu durumda § ideal- {iggenlestirilebilirdir.
Ispat

Lemma 5.2° ye gore, her bir S €S i¢cin Z(S) sifir kiimesi £’ nin tiim atomlarmm kiimesine
esittir. Devammda Onerme 5.3° e gore S ideal indirgenebilirdir. Bu durumda S Ideal-

Uggenlestirme Lemmasma gore de ideal-iicgenlestirilebilirdir.

Asagidaki sonug, Teorem 6.3 igerisindeki yarigruplarin ideal- {iggenlestirilebilir olanlar dahil,

Banach latis normu saglayanlarin sirali stirekli oldugunu iddia etmektedir.
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Teorem 7.3

E,sirali siirekli norm 6zelligine sahip bir Banach latisi olsun ve §° de E lizerindeki pozitif

operatorlerin bir yarigrubu olsun dyle ki;

1.5” nin her bir eleman ideal- tiggenlestirilebilirdir.
2.HerT.5 €5 icinZ(S)u Z(T) < Z(ST)’ dir.

3.Her bir Se§ icin S’ nin C’ ye olan Sc=PcS/c sikistirmasi, NG’ nin bir soyut

integral operatdr olmasi 6zelligine sahiptir.

Bu durumda § yarigrubu ideal- tiggenlestirilebilirdir.
Ispat
Teorem 6.3 ve ideal iicgenlestirme lemmasi 1518inda (1),(2) ve (3) nolu sartlarin ideal-

boliimler sayesinde olustugunu gostermeliyiz.

C ,verilen S €S operatorii igin bir ideal-liggenlestirme zinciri olsun. £ ye ait normlu siral
stirekli oldugundan,£ " nin her bir kapal ideali aslinda bir izdiisiim bandidir.

Bundan baska, B;ve B,, £’ nin B, c B,durumunu saglayan bandlar1 ise, bu durumdaB,;/B,
boliimlii Banach latisi B := B, N BY bandina izometrik olarak izomorfik bir latistir. Bu
nedenle, ,eger S bandi1 degismezB;ve B, bandlarm birakirsa B;/B, lizerindeki indiiklenmis
S operatorii, PgS/p sikistirmasi ile agiklanabilir. Burada ki P, B iizerindeki izdiisim bandini

temsil etmektedir.Simdi ayni izdiisiim bandlarmi kullanarak B N C > nin PS/p sikistirmast igin
bir ideal-iiggenlestiren zinciri oldugu sonucuna kolaylikla ulasabiliriz.Bu nedenle (1) nolu sart

yar1 nilpotentler tarafindan olusturulmustur.

Ayni durumun (2) nolu sartida sagladigi agiktir.(3) nolu sartin yari1 nilpotentlerin kalintisi

oldugunu gostermek i¢cin Onceki paragraftan B bandi ile S €S operatoriinii ele alalim. Bu

durumda B’ nin atomik olmayan kismi BN C * ye esittir.V G¢c) | C iizerinde bir soyut integral
C

operatorii ve P, .S/.<S. oldugundan, ¥ (P, .S/, .), > uzerinde bir soyut

integral operatordiir.

Lemma 5.1 ve Teorem 7.3 asagidaki dogal sonucu icermektedir.
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Sonug 7.4

E.normlu siral siirekli bir Banach latisi S~ de, her bir S €S i¢in, ¥ G¢)* nin bir soyut integral
operatdr oldugu S’ nin C’ ye olan Sc=PcS/¢ sikistirmasini saglayan pozitif operatdrlerin bir

yarigrubu olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

1.8 ideal-ticgenlestirilebilirdir.

2. Her bir{S, T} c S ¢ifti ideal-tiggenlestirilebilirdir.

3.8 nin her bir operatori ideal tggenlestirilebilirdir ve her 7,SeS§

icin Z(S) U Z(T) < Z(ST)’ dir.

Sonug 7.5

E normlu swrali siirekli atomsuz bir Banach latisi olsun ve §’ de E {izerindeki pozitif soyut
integral operatdrlerin §” den gelen her bir operatoriin ideal-liggenlestirilebilir olmas1 kosulunu

saglayan bir yarigrubu olsun. Bu durumda § ideal ticgenlestirilebilirdir.
Sonug 7.6

E normlu srrali siirekli atomik bir Banach latisi olsun ve § pozitif ideal ii¢genlestirilebilir
operatorlerin bir yarigrubu olsun dyle ki her 7,5 €S icin Z(S)u Z(T)< Z(ST)’ dir. O
zaman, § ideal ticgenlestirilebilirdir.

Kompakt operatdrlere ait yarigruplar i¢in agagidaki teoremin ispatini yapabiliriz.

Teorem 7.7

Swrali siirekli norma sahip bir £ Banach latis lizerindeki pozitif kompakt operatorlerin bir S
yarigrubunun ideal {iggenlestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul § igerisindeki

operatorlerin her {S , T } cifti icin ideal tiggenlestirilebilir olmasidir.
Ispat

Biitiin {S,T }gS ciftlerinin ideal-liggenlestirilebilir oldugunu varsayalim. Eger, £ atomsuz bir
Banach latis ise, Onerme 5.5’e gore S’ nin her bir operatdrii yari nilpotenttir ve bu durumda

(Drnovsek, 2001, Teorem 4.5)’ e gore S ideal tiggenlestirilebilirdir.
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Eger E atom igeriyorsa, bu durumda §’ nin ideal- indirgenebilirligi Lemma 5.1 ve Teorem

6.1’ e bakilarak saglanabilir ve sonrasinda da ideal-liggenlestirme lemmasi uygulanir.
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8. AL-ve AM- UZAYLARI UZERINDEKI OPERATORLERIN YARIGRUPLARI

Bir £ Banach latis wuzayt eger her bir ayrik pozitif f,ge Evektor cifti

I7 + gl = W70+ Wgll (srraswylallf + gll = max{||If|l.Ilgl}) durumunu saglyorsa bir AL-
(strastyla AM-) uzayidr.

X uzay! igindeki her bir ¥nkew dizisi zayif bir sekilde sifira ve X dualinde ki her bir
{@ndnes  dizisi de zayif bir sekilde sifira yakinsarken {@n(n)lnex dizisininde sifira
yakinsamas1 durumunda X Banach uzaymnda Dunford-Pettis 6zelligi vardir denir. Ornegin,
Grothendieck Teoremi AL- ve AM- uzaylar1 Dunford-Pettis 6zelligine sahiptir(Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006, Teorem 5.85). Asagidaki sonu¢ Jahandideh’in (1997)AL- uzay: tizerindeki
biitlin pozitif zayif kompakt yari nilpotent operatorlerin indirgenebilir ideal oldugunu 6ne

stirdiigii, Sonug 2.4’ ten elde edilen bir sonucun genisletmesidir.
Onerme 8.1

E, Dunford-Pettis 6zelligine sahip bir Banach latis olsun. Bu durumda E iizerindeki pozitif

yar1 nilpotent zayif kompakt operatdrlerin tiim yarigruplar: indirgenebilir idealdir.
Ispat

Aliprantis ve Burkinsaw’ nin (2006) Sonu¢ 5.87° ine gore E {lizerindeki zayif kompakt
operatorlerin her bir carpmmi bir kompakt operatordiir. Eger ST # 0 durumunu saglayan bir S
veT €8 var ise bu durumda ST operatorii tarafindan iiretilen yarigrup ideali pozitif yari

nilpotent kompakt operatorlerin sifir olmayan bir idealidir. Bu ideal Drnovsek’ nin (2001)

Teorem 4.5’ine gore indirgenebilir idealdir.Onerme 3.1°¢ gore S yarigrubu indirgenebilir

1dealdir.

Simdi her bir S ve T €8 i¢cin ST =0 oldugunu varsayalim. Devaminda her bir 4.8 ve S eS§

icin ASB=0 olur. Tekrardan Onerme 3.1’e gore S yarigrubu indirgenebilir idealdir.
Teorem 8.2

Eger E bir AL- veya AM- uzay: ise, bu durumda E iizerindeki pozitif yar1 nilpotent zayif
kompakt operatdrlerin tiim yarigruplar1 ideal tiggenlestirilebilirdir
Ispat

AM- uzaylar1 i¢cin yapilan ispat benzer oldugundan sadece AL- uzaymi g6z Oniinde
bulunduralim. Zayif kompaktlik, pozitiflik ve yar1 nilpotentlik operatdrlerin ideal-boliimler

tarafindan olustugunu gosteren 6zelliklerdir.
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Aliprantis’ in (2006) Alistirma 4.1.13” iine gére £’ nin herhangi bir / ideali i¢cin £/7 bolimii
Banach latisi yine bir AL-uzayidir. S yarigrubu Onerme 8.1° e gore indirgenebilir ideal

oldugundan, §"’ nin ideal-ticgenlestirilebilirligi, ideal liggenlestirme lemmasina gore saglanir.

Atomsuz AL- uzaylar1 durumunda, asagidaki teoremde iddia edildigi gibi tek operatdrlerin
ideal-iicgenlestirilebilirligi  ile  operatorlerin  yar1 nilpotentligi  hakkindaki varsaymm
degistirilebilir.

Teorem 8.3

Atomsuz bir E AL- uzayr lizerindeki pozitif zayif kompakt ideal ticgenlestirilebilir

operatorlerin bir § yarigrubu ideal-tiggenlestirilebilirdir.
Ispat

Ik olarak S €S’ nin yari nilpotent oldugunu gosterelim. Genellemeden herhangi bir sey
atlamadan  S? # 0 oldugunu varsayabiliriz. Dunford-Pettis (Aliprantis, 2006, Sonug
5.88)teoremine gore S°sifir olmayan bir kompakt operatordiir. Ongoriildiigii iizere S° aym
zamanda ideal iiggenlestirilebilir oldugundan Onerme 5.5° e gdre S bir yar nilpotent

operatordiir. Sonrasinda S’ nin ideal- tiggenlestirilebilirligi Teorem 8.2 takip edilerek saglanir.
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9. SONUCLAR

Bir F € £Eailesi, eger £’ ye ait, F ’ nin her eleman: altinda degismez asikar olmayan kapah
bir altuzayr mevcut ise ‘indirgenebilir’ olarak adlandirir. Aksi durumda ¥ indirgenmez
olarak adlandirilir. Eger biitiin elemanlar1 ¥ * in her elemam altinda degismez bir maksimal

altuzay zinciri olusturursa, bu durumda ¥ ‘liggenlestirilebilir’ adm alir.

Bir F & L) ajlesiF altindaki her bir operatér i¢in degismez olan £’ ye ait asikar olmayan

13

kapal bir idealin(swrastyla bandin) var oldugu durumlarda “ ideal — indirgenebilir(sirasiyla
band indirgenebilir)” olarak isimlendirilir. Bir ¥ ailesi eger £’ nin kapali ideallerinin bir
zinciri gibi maksimal ve ¥ ’ nin biitiin operatorleri altinda tiim idealleri degismez birC
zincirine sahipse ideal tiggenlestirilebilirdir. Bu tiir kapah idealler zinciri ¥ ailesi igin bir

ideal — iiggenlestiren zinciri alarak adlandirilir.

Bir operator ailesi ancak ve ancak kapali ideallerden olusan bir altuzay zincirine gore
iicgenlestirilebilir ise ideal — liggenlestirilebilirdir.

Biitiin  pozitif, smwal silirekli, soyut integral operatorlerinin bir yarigrup oldugu

gosterilmektedir.

Ideal indirgenebilirlik durumlarindan hangilerinin verilen operatdr ailelerine ait ideal-

iicgenlestirme ile ilisik oldugunu gosteren durumlara goz atildi.

P, ideal boliimlerden gelen bir 6zelliklerin kiimesi olsun. Eger P’ yi saglayan birden daha
biiyiik boyutlu bir Banach latis {lizerindeki operatorlerin her ailesi ideal indirgenebilirse, o

zaman bdyle olan her aile ideal {iggenlestirilebilirdir.
Son olarak AL- ve AM- uzaylari lizerindeki operatorlerin yari gruplarma deginildi.

Bu tezimizde tiggenlestirilebilirlik ve {icgenlestirilebilirlikle 1ilgili genisletmelere yer
verilmistir.  Ucgenlestirilebilirlikle ilgili genisletmeler iizerindeki calismalar devam

etmektedir. Kaynaklar boliimiinde verilen kaynaklar ve makaleler iizerinde durulmalidir.
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