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ONSOZ

Matematiksel fizikte onemli bir rol oynayan degismeli olmayan geometri, son yillarda
matematikciler ve fizikciler arasmnda son derece ilgi ¢ekici bir konu haline gelmistir. Bu
caligmada, kuantum siiper diizlemi lizerinde tanimlanan (2+2) boyutlu genel lineer siiper

grubun gauss ayrisimi, hopf cebir yapis1 ve listel matrisi verilmistir.

Bu ¢aligmanin hazirlanmasinda, tez konusunu bana veren, ¢aligmalarim esnasinda bana her
konuda yardimci olan, gerekli uyarilarda bulunan ve beni yonlendiren ¢ok degerli hocam Yrd.
Dog. Dr. Salih CELIK’e ve maddi-manevi yanimda olan aileme tesekkiirlerimi ve saygilarimi

sunarim.



OZET

Klasik gruplarin yeni bir genellemesi olan kuantum gruplar, ¢cok zengin matematiksel yapilara
sahiptir ve klasik gruplarin yeterli olmadig1 durumlarda pek ¢ok dnemli rolleri vardir. Bu
calismada, (2+2) boyutlu GL(1|1) kuantum siiper grubundaki bir matrisin Gauss ayrigimi ele
alinmistir. Boylece, bir matrisin Gauss ayrigimi sirasiyla alt tiggensel, kosegen ve iist tiggensel
matrislerin ¢arpimi seklinde yazilmasidir. Ik olarak, GLn(1|1) kuantum siiper grubundaki bir
matrisin Gauss ayrigimi yapilarak bu matrisin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar elde
edilmistir. Daha sonra, bu yapmin sliper Hopf cebiri oldugu gosterilmistir. Bu ayrisimi
olusturan matrisler sol ve sag olarak iki kisma ayrilarak bunlarin matris elemanlar1 arasindaki
bagmtilar ve Hopf cebir yapilar1 gosterilmistir. Sonrasinda, GLp(1|1) kuantum siiper
grubundaki bir matrisin iistel matrisini bulmak i¢in Gauss ayrisimi kullanilmistir. Bu matrisin
elemanlari ile olusturulmus cebirin bir siiper Lie cebiri ve ayn1 zamanda bir siiper Hopf cebiri
oldugu gosterilmistir. Son olarak GLn(1|1) kuantum siiper grubunun yapisini veren kuadratik
bagntilarini, daha kapali bir formda yazmamiza imkan veren ve grubun asosyatifligini garanti
eden 4x4-tipinde bir R matrisi bulunmustur. Bu R matrisi siiphesiz ki Yang-Baxter

denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum h-siiper diizlem, Gauss Ayrisimi, Kuantum siiper gruplar,

Hopf cebiri, Lie cebiri



ABSTRACT

The quantum groups, which are one of the new generalizations of the classical groups, have
very rich mathematical structures and they also have lots of important roles in case the
classical groups are not enough. In this study, the Gauss decomposition of the (2+2)
dimensional GL(1|1) quantum super group has been discussed. The Gauss decomposition of
a matrix is written in the form of the product of lower, diagonal and upper matrices,
respectively. Firstly, the Gauss decomposition of a matrix at the quantum super group
GLi(1]1) has been build, then the relations between matrix elements of these matrix have been
obtained. After that, it has been shown that this structure is the super Hopf algebra. By
separating the matrices which form this decomposition into two parts as left and right, it has
been shown that the relations between their matrix elements and the Hopf algebra structures.
Afterwards the Gauss decomposition has been used for finding the exponential matrix of a
matrix at the GLn(1|1) quantum super group. It has been shown that algebra, which is
produced by elements of exponential matrix, is a super Lie algebra and also a super Hopf
algebra. Finally, in the form of 4x4 R matrix which gives possibility for writing the quadratic
relations that gives the structure of the quantum super group GL(1|1) in an implicit form and
which guarantees the associability of the group has been found. Certainly this matrix R is a

solution of the Yang-Baxter equation.

Keywords: Quantum h-super plane, Gauss decomposition, Quantum super groups, Hopf

algebra, Lie algebra

Vi



1. GIRIS

Kuantum gruplari, 20. ylizyilinin sonlarinda, matematigin ve matematiksel fizigin géze ¢arpan
basarilarindan biridir. Kuantum gruplar: bilinen anlamda bir grup degildir. Kuantum gruplar1
grup kavrammin bir genellestirilmesidir. Daha genel olarak; entegre edilebilir sistemlerin ele
alinmasiyla degismeli olmayan Hopf cebirlerinin bir smifi elde edilir. Bu Hopf cebirleri,
bilinen klasik gruplarm q-deforme fonksiyonlarmnin cebiridir. iste klasik gruplarin bu g-
deforme yapisina Kuantum Grubu denir. Diger bir deyisle; Kuantum grubu bir grubun
deformasyonudur oyle ki deformasyon parametresinin 6zel deger(leb)i icin o grup ile

Ozdeslesir.

Kuantum grup terimini; ilk olarak Drinfeld (1985) tarafindan kullanilmistir. Drinfeld, iki
rankl1 bir kuantum grubunu olustururken SL(2) 6zel lineer grubunun Lie cebirinden hareketle,
daha sonra deformasyon parametresi olarak adlandiracagi bir g=e” kompleks sayisiyla
SL(2)’deki bir matrisin matris elemanlarini birer koordinat fonksiyonu olarak diisiinerek onlar
arasinda saglanan bagmtilar1 6rnegin ab=q'ba vb. seklinde ortaya koymustur. Dolayisiyla
matris elemanlar1 ancak q un 6zel deger(ler)i icin degismeli olacaktir. Daha sonra Faddeev ve
arkadaglar1 (1987) bu konuyu Lie grup ve Lie cebiri teorisine sistematik bir sekilde adapte

etmigstir. Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu konuya farkli yorumlar getirmistir.

Manin, bir kuantum matris grubunu elde ederken, grubun elemanlarmi uygun bir uzaya etki
ettirmistir. Bu uzaym elemanlar1 yine q parametresine bagli bagintilar1 saglamaktadir. Manin

bu sekildeki uzaylara kuantum (siiper) uzaylar1 demistir.

Fronsdal ve Galindo (1993) kuantum grubunun Lie cebirinin bulunabilmesi i¢in gereken iistel
matris formu i¢in bir teknik gelistirmislerdir. Sokolov vd. (1995) kuantum (siiper) gruplarmnin

ve duallerinin Gauss ayrigimini ele almislardir.

Bunlarin diginda, Jordanian deformasyonu olarak bilinen klasik gruplarin h-deformasyonu
vardir. Aghamohammadi vd (1995) diizlemin g-deformasyonundan hareketle, bir singiiler g
matrisini kullanarak, benzerlik transformasyonu yardimi ile h-deformasyonuna gecis

yapmiglardir.

Bu calisma, (2+2) boyutlu GLy(1|1) kuantum siiper grubunun Gauss ayrisimi iizerine
olacaktir. Caligmamizi, Dabrowski ve Parashar (1995) tarafindan yapilan “h-deformation of

GL(1[1)” isimli makaledaki baz1 yapilar1 kullanarak gelistirecegiz.



Calismamizi kisaca ozetlemek gerekirse, asagidaki boliimlerden olusmaktadir:

Ikinci bolimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
verilmistir.

Ucgiincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. Ik olarak Manin (1988) tarafindan bulunan
kuantum siiper diizlemi ve Celik (2002) tarafindan gelistirilen Hopf cebir yapisi
verilecektir. Daha sonra Aghamohammadi vd. (1995) tarafindan bulunan g-deforme
stiper diizlem tizerinden h-deforme siiper diizleme gegis bu diizlemin ve bu diizlemin
dualini olusturan koordinat fonksiyonlarininin birbirleri arasindaki bagintilar ve Hopf
cebir yapis1 anlatilacaktir.

Dordiincii boliimde, Dabrowski (1995)° nin yaptigi ¢alismada jeneratorleri a,f,7,d olan
GLn(1]1) kuantum siiper grubunun matris elemanlar1 arasindaki bagintilar1 ve Hopf
cebiri yapisina kisaca deginilecektir.

Calismamizm esas kismi iki boliimden olusturmaktadir. Ilk boliim olan besinci bdliim
iic kisma ayrilmustir. i1k olarak GLy(1|1) kuantum siiper grubununun Gauss ayrisimi ele
alindi. Yani T€ GLp(1|1) matrisi sirasiyla alt iggen,kdsegen ve iist tiggen matrislerinin
carpimi seklide yazildi ve bu Gauss ayrisimini olusturan matrislerin matris elemanlari
arasindaki komutasyon bagmtilarmin hepsi elde edildi. Ikinci kisimda bu bagmtilarm
dordiincii boliimde anlatilan Hopf cebiri operatorleri tarafindan korundugu gosterildi.
Ucgiincii kistmda Gauss ayrisimmi olusturan alt ve kdsegen matrislerinin ¢arpimiyla elde
edilen matris T, kdsegen ve iist tiggen matrislerinin ¢arpimiyla olusan yeni matris Tgr
ile gosterilerek bu matrislerin matris elemanlar1 arasindaki bagntilar ve Hopf cebir
yapilar1 elde edildi.

Calismamizm ikinci kismmi olusturan altinct bdliim, ii¢ alt kisimdan olusmaktadir. 11k
olarak; Fronsdal ve Galindo (1993) tarafindan tistel matrisi bulmak ic¢in gelistirilen
yontem kullanilarak T matrisinin iistel matrisi Gauss ayrisimi yardimiyla elde edilip bu
iistel matrisin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar elde edildi. Daha sonra bu istel
matrisin bir siiper-Lie cebiri oldugu gosterildi son olarak da, bu matrisin Hopf cebiri

yapisi ele alindi. Besinci ve son kisimda da R-matris yaklasimi islendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ilerleyen bdliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlar verilecektir.
2.1 Tamim G bos olmayan bir kiime ve o, bu kiime iizerinde tanimlanmus bir ikili islem olsun.
Eger bu ikili islem asagidaki li¢ aksiyomu sagliyorsa, G kiimesine o islemine gore bir grup
denir ve (G,o) ile gosterilir:
0:GxG — G
(X,y) > Xey
() o islemi kapalidir, yani
VX, Y €Gigin; XxoyeGdir.
(i) o birlesmelidir, yani
VX, Y, Z€Gigin; Xo(yoz)=(Xoy)oz
(iii) V x € G i¢in;
VXEGigin BoX=X=Xoe
olacak sekilde bir tek e € G elemani vardr.
(iv) vV x € G igin;
XoX'=e=X"oX
olacak sekilde bir X' €G elemani vardir.

Eger (i) ve (ii) aksiyomlar1 saglaniyorsa, (G, o) yapisma bir yar1 grup denir. Eger V X, y€ G

icin xoy=yox ise (G,¢) grubuna abel grubu ya da degismeli grup denir.

2.2 Tammm H, bos olmayan bir kiime ve o ile * da H iizerinde tanimlanmus iki ikili islem

olsun. Ayrica agagidaki aksiyomlar saglansin:

(i) (H,o) bir degismeli grup,

(ii) (H, *) bir yar1 grup,

(iii) Baz1 X, y, Z € H elemanlar1 igin
a*(boc)=a*boa*c ve (aob)*c=a*cob*c

Bu takdirde, (H,o, *) matematiksel sistemine bir halka denir. Eger * islemi degismeli ise,

H’ye bir degismeli halka denir.



2.3 Tammm (_#,+,.) yapisi bir halka ve (_#,+) grubunun birim eleman: 0 olsun. Bir F

cismi, her bir a=0 eleman i¢in, a.a=1 denklemini saglayan bir a™ ters elemanma ihtiva

eden degismeli bir halkadir.

Bu tanima gore, (_#,+,.) yapisinin bir cisim olmasi i¢in gerek ve yeter sart, asagidaki

aksiyomlarmn saglanmasidir:

() (_F,+) yapisi, degismeli gruptur.

(i) (_F —{0},.) yapisi, degismeli gruptur.
(iii) va, b, ce _# igin
a(b+c)=ab+ac.

2.4 Tanmim (H,+,.) bir cisim ve < #V < H olmak iizere; V kiimesi asagidaki aksiyomlar1

sagliyorsa; V’ye bir vektor uzayi denir.

(DVX,yeVigin x+yeV

(i) VX y,zeVigin x+(y+z)=(x+y)+z

(lif) YX€E€Vigin X+e=x=e+X olacak sekilde bir ve yalniz bir e € V vardr.
(iv) VX € Vigin X+(—x)=e=(—x)+X olacak sekilde bir ve yalniz bir —x € V vardr.
(V)VX,yEVigin X+y=Yy+X

(vijaeHveVvVXxeV igin axeV

(viijaeHvevx,y€eV i¢in a(x+y)=ax+ay

(vii)a,b e Hve Vx €V i¢in (a+b).x=ax+bx

(ix)a,beHveVxeVicin (ab).x=a.(bx)

(X) VX €Vigin ex=X (g H’deki. (¢arpma) islemine gére birim eleman)
2.5 Tammm V ve W bir A cismi tizerinde iki vektor uzay1 olmak tizere;

T:V >W tasvirivv;, v,eVveVa,be A igin;

T(av, +bv,)=aT(v,)+bT(v,)



sartin1 sagliyorsa, T tasvirine lineer tasvir denir.

2.6 Tanim U,V ve W, bir A cismi tizerinde birer vektor uzay1 olmak tizere;u,u’ eU , v,v' eV
ve A,me A icin ¢:UXV —->W asagidaki iki oOzelligi sagliyor ise ¢ tasvirine iki linear

(bilineer) tasvir denir:

() e(Au+mu’,v)=2Ap(u,v)+me(u’,v),

(ii) @(u, Av+mv') = Ap(u,v)+me(u’v),

2.7 Tanim T, :U, -V, ve T, :U, -V, lineer tasvirler olsun. O takdirde; u, €U, ve u, eU,
i¢in;

D:U, ®U, >V, ®V,, DU, ®U,) =T, (u,)®T, (u,)

seklinde tanimlanan @ lineer tasvirine, T; ve T, tasvirlerinin tensor ¢arpimi denir ve

O =T, ®T, ile gosterilir.

2.8 Tamim L, bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi olmak tizere;

[.]: LXL — L iki lineer tasviri asagidaki 6zellikleri sagliyorsa; L ye bir Lie cebiri denir.

VX, Y, zelL ve Va, be X igin;

(i) [ax+by,z]=a[x,z]+b[y,z] ve [x,ay+bz]=a[x, y]+b[x,z] (bilineerlik)
(i [xy]=-[y.x] (anti-simetri)
(iii) [x[y. z]]+[ y.[z.x]]+[ z.[x ¥]]=0 (jacobi dzdesligi)

2.9 Tamim G bir grup ve K bir cisim olmak {izere; G’den XK ya olan tasvirlerin kiimesini

A=Map(G, X)) ={f | f :G— A} ile gosterelim. Eger 4 kiimesi asagidaki aksiyomlari
saghyor ise, A’ ya bir JK-cebiri (basitlik i¢in ilerleyen boliimlerde sadece, cebir diyecegiz.)

denir:

(i) Va X ve Vx €G i¢in (af )(x)=a f(x)
(i) vf, g €4 i¢in (f +9)(x)=f (x)+9(x)

(iii) (fg)(x)=f(x)g(x)



Eger bir lineer T: 4 — 4 tasviri

T(f.9)=T(f)T(9)

esitligini de saglarsa, T’ ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir A™-vektor uzay1 olarak diigtiniliir:

m: AxA - A m(a®b)=ab (2.1)
n X —>A n(k)=k.l

Burada I, .4’ nin birim elemanidir. Bu tasvirler i¢in

Mo (Id®m) =meo(M®id) (Ass)

mo (id ®7) = mo (n ®id) (Uni)

ozellikleri gegerlidir. (Ass) aksiyomu, m carpma tasvirinin asosyatifligini ifade ederken, (Uni)

aksiyomu, n(1)’ in 4 ’nin hem sag hem de sol birim elamani oldugunu ifade etmektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, m,n) lgliisiine bir cebir denmektedir.

Eger A® A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,XK) oldugu kabul edilirse, G deki islemi

kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz:
VX, Yy €G i¢in;

A A5 ARA, N (x®Y) = f(xy),
e A-> K,e(f)=1(e)

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir ko-¢arpmasi ve ¢ tasvirine de cebirin ko-
birimi denmektedir. A ve € cebir homomorfizmleri, sirastyla m ve 5 tasvirleri igin verilen

(Ass) ve (Uni) ozelliklerine (denklem (2.1)) dual olan 6zelliklere sahiptir. Yani;
(Id®A)cA=(A®id)oA (coass)

Mo (e®id)cA=mo(Id®&g)oA (counit) (2.2)
dir. Genel olarak, K tizerindeki bir lineer A4 uzayina, yukarida tanimlanan m,n,A K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir JK-ko-cebir (kisaca ko-cebir) ve A lineer uzayina m,n,A,e K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir ZK-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f € A, x € G igin;



S$: 41, Sf(x)=f(x™)

seklinde tanimlanan ve

Mo (S®id)cA=17o0e=mo(Id®S)oA (2.3)
ozelligini saglayan bir S cebir anti-homomorfizm ile (4, m,n, A, £,S) altilisina bir Hopf
Cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kisaligi bakimmdan bir Hopf Cebiri i¢in,
(A,m,n,A,¢&,S) altilismi degil sadece A kullanacaktr.

2.10 Tanim Klasik siiper diizlem, bir x ¢ift koordinat fonksiyonu ve bir 6 tek koordinat

fonksiyonu olmak fizere;
X0 = Ox 0> =0

sartlarin1 baglayan bir birlesmeli cebir olarak tanimlanir. Bu tanimlanan cebir ]R(1|1) ile

gosterilir. Buradaki c¢ift eleman denmesindeki amag; diger tiim elemanlar ile degismeli

olmasidir. Tek elemanin ise iki 6zelligi vardir:

1. Karesi sifirdir. Yani;
6% =0 dir ve

2. Tek eleman, diger tek elemanlar ile anti-komiitatif, yani

0,0, =—0,0, ve x0 = 0x seklindedir.

Bu cebirin duali de R*(1]1) ile gosterilecek: ¢ tek ve y ¢ift koordinat fonksiyonlar1 olmak

lizere;

(tjeR*(Hl)@ oy = Yo p°=0

2.11 Tanim Bir T lineer transformasyonu yukarida tanimlanan siiper diizleme ve dualine etki

etsin. Bu takdirde;
T:R(l|1)—> ]R(1|1)
T:R*(1|1)—> R*(1|1)

olacaktir. Lineer cebir derslerinden bilindigi gibi her lineer doniisiimiin bir matris temsili

vardir. O halde; T, 2x2 tipinden bir matris olarak disiiniilebilir. Boyle matrislerin



olusturdugu gruba siiper grup denir. Bu grup, matris elemanlarinin ikisi ¢ift ikisi tek olan 2x2

tipinden sliper matrislerin grubudur ve GL(1|1) ile gosterilir. Bir T € GL(1]|1) matrisi;

o

seklindedir. Burada; a ve d c¢ift elemanlari, f ve y ise T matrisinin tek elemanlarini

gostermektedir.

T matrisinin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar:

ap=pa dg=pd ay =ya dy=yd

£°=0 ¥ =0 By+yB=0 ad-da=0
seklindedir. Bu matrisin determinanti; Berezin(1987) tarafindan;
sdet(T)=a(d —ya’lﬂ)fl

seklinde tanimlanmaistir.

Bu matrisin tersi ise, gerekli islemler yapildiginda

. a't+a’‘pdiya —a~pd™
“dlyal  dlsdlgalydt

olarak bulunur. Burada; a ve d matris elemanlarmin terslerinin mevcut oldugu kabul

edilmistir.



3. KUANTUM SUPER DUZLEMI ve h-Deforme KUANTUM SUPER DUZLEMIi

Bu boliimde; ilk olarak kuantum siiper diizlemi ve Hopf cebiri yapisi anlatilacak ve bu diizlem

tizerinden h-deforme kuantum siiper diizleminin yapis1 elde edilecektir.
3.1 Kuantum Siiper Diizlemi
Manin (1988), kuantum siiper diizlemi asagidaki gibi tanimlamustir.

3.1.1 Tammm Kuantum siiper diizlem; X ¢ift koordinat fonksiyonu ve € tek koordinat

fonksiyonu ve ayrica g, sifirdan farkli bir kompleks say1 olmak tizere;
X0 = qOx 0> =0

sartlarini saglayan bir birlesmeli cebir olarak tanimlanir. Agik¢a goriilebilir ki; g—1 limitinde
daha onceki boliimde tanimlanan klasik siiper diizleme elde edilir. Eger bu cebirin duali

Rqg*(1]1) ile gosterilirse;

Q * _
(yJeRq (1)< py=qye ¢* =0

seklinde tanimlanir. R (1|1) cebirine 1 birim eleman ve x™ ters eleman,

XX t=1=x"x

esitligini saglayacak sekilde eklenerek, kuantum siiper diizlemi genisletilmis bir cebir olarak

diistiniilebilir. Bu genisletilmis cebir 4= Fun(Ry(1|1)) ile gosterilecek.
3.1.2 A Cebiri iizerinde Hopf Cebir Yapisi

Hopf cebir yapisi, Boliim 2 de verilmisti. Burada .4 cebiri lizerinde ko-¢arpim, ko-birim ve

ko-ters operatorleri ile Hopf cebiri yapisi ortaya konulacaktir.[S. Celik (2002)]
1) Ko-garpim operatéric. A, :A—>AQ A,
A,(X) =x®x,  A,4(0) =x®0+0®x, A,(1)=1®1
ile tamml: bir cebir homomorfizmidir.
2) Ko-birim operatérii £, : A — C
ea(x)=1, £,(0)=0

ile taniml1 bir cebir homomorfizmidir.
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3) Ko-ters operatorii S, : A — A

S, (0)=—x"ox"
ile tamml bir cebir anti-homomorfizmidir.
A cebiri tamimlanan ko-g¢arpim, ko-birim ve ko-ters operatorleriyle bir Hopf Cebir

yapisina Sahiptir. Bu tanimlanan operatorlerin  (2.2) ve (2.3) de verilen 6zdeslikleri

sagladiklar1 kolaylikla goriilebilir.
3.2 h-Deforme Kuantum Siiper Diizlemi

Kuantum siiper diizleminin koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar Kisim 3.1 de

verilmisti. Bu bagntilar x " ¢ift ve " tek koordinat fonksiyonunu géstermek iizere;
X'0'—qod'x' =0 0% =0 (3.2.1)
sekline tanimlanmaisgti.

Dabrowski ve Parashar (1995) yaptig1 ¢alismada, Aghamohammadi vd. (1995) de kuantum
diizlem i¢in yaptigina benzer bir singiiler benzerlik transformasyonu kullanarak, stiper

diizlemin h —deforme yapisini ortaya koymuslardir. Bunun i¢in, tersi mevcut bir g matrisi

1 0
g=| h

— 1
qg-1

olarak alinmis ve yeni koordinatlar x ve @ ile gosterilerek

o)l

esitliginden

!

X'=x, 0= 0+Lx

q-1
seklinde yazilmigtir. Burada dikkat edilmesi gereken bir yer olarak; h parametresinin siradan
bir say1 olmayis1 vurgulanmis. Buna gerekge olarak da, h parametresinin, hem x ¢ift hem de 6
tek koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar1 tanimladigi, dolayisiyla h parametresinin

Grassmann sayist olmasi gerektigini gdstermislerdir. Boylece h parametresi i¢in;



11

h*=0, hé =—-6h
bagmtilarmi elde etmislerdir.

(3.2.1) bagmtilar1 kullanilarak, g—1 limiti alimarak X ve # koordinat fonksiyonlar1 arasindaki

bagmntilar;
X0 =0x+hx* | 6% = —hox (3.2.2)

olarak bulunmustur. Benzer sekilde; y ve ¢ koordinat fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen Ap
dual h-siiper diizleminin koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar1 asagidaki gibi

bulunmustur:

Py =—yp, 9’ =0 (3.2.3)
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4. GL,(1|1) KUANTUM SUPER GRUBU ve HOPF CEBIR YAPISI

Bu boliimde GLp(1|1) kuantum siiper grubunun matris elemanlari arasindaki bagmtilar ve
Hopf cebir yapisi verilecektir.

4.1 GLy(1)1) Kuantum Siiper Grubu

Dabrowski ve Parashar (1995) yaptig1 calismada; tiretegleri a,f,y,d tiretegleri ile olusturulmus

GLn(1]1) kuantum siiper grubundaki matrisin matris elemanlar1 arasindaki bagintilarin;

off = pa, ay= ya+h(a’+yp-da),
dg=pd, yd =dy+h(d*-yB-da), (4.1.1)
p =0, y* =h(dy—ya),

By =—yB—h(pa—-dp), ad=da+h(Ba-dp)

seklinde oldugu hem biiziilme hem de R-matris yaklasimi ile ortaya koymuslardir. Burada
h—0 limitine bakildiginda klasik genel lineer gruba doniildiigii asikardir. Ayrica tanim
2.11°den yola ¢ikarak benzer islemler yapilarak da T €GLy(1|1) matrisinin matris elemanlar1
arasindaki (4.1.1) bagmtilar1 bulunabilir. T sliper matrisinin determinanti, Tanim 2.11°de

bahsedilen tanimiyla aynidir. Yani;
D,=a(d-ya’g)" (4.1.2)

olarak ifade edilmistir.
T siiper matrisinin tersi, h-deforme durumda da aynidir:
T (a‘l +a’pdya —a*pd! ]
—d*ya™ dt+d*patyd™
4.2 GLp(1|1) Kuantum Siiper Grubunun Hopf Cebir Yapisi

Tanim 2.9°dan bilindigi gibi bir yapinin Hopf cebiri olabilmesi i¢in ko-garpim, ko-birim ve
ko-ters operatorleri olmalhidir. Bu kisimda Dabrowski ve Parashar (1995) nin yaptigi
calismadaki GLp(1|1) kuantum stiper grubunun Hopf cebiri yapisi anlatilacaktir. T € GLn(1]1)

olmak iizere;

T:(a ﬂj olsun.
y d
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Ko-carpim operatorii olan A operatorii;
A:GL, (1|1) —GL, (1|1)®GLh (1|1)
A(T) = T®T

seklinde tanimlanmustir. Burada ® sembolii, matris-tensorel ¢carpma islemini gostermektedir.
Yani, matrisler bilinen matris ¢arpimi seklinde carpilacak fakat araya tensor isareti

konulacaktir. A ko-¢arpiminin T matrisinin elemanlarina etkisi;

A(T)=T, T, ij=12

Ala)=a®a+[®y, A(B)=a®p+p®d, (4.2.1)
Aly)=y®a+d®y, A(d)=y®p + d®&d,

olarak bulunmustur.

Ko-birim operatorii olan € operatortii;
e:GL, (1|1) —>C
e(T)=1

seklinde tanimlanmustir. & ko-birim operatoriiniin T € GLy(1|1) matrisinin elemanlarina etkisi

asagidaki gibidir:

s()=1  (f)=0, &(y)=0, &(d)=1 (4.2.2)
Ko-birim operatorii;

Mo (e®id)cA=m'o(id®g)oA

olacak sekilde bir cebir homomorfizmaidir. m ve m’ tasvirleri kanonik olarak izomorf

olup;
m:C®GL, (1]1) — GL,(1]1), m’:GL, (1|1)®C— GL, (1]2),
m(c®a) =ca=m'(a®c) VaeGL,(1]1) ve vce C

sekildedir.
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Ko-ters operatorii olan S operator;
S: GL,(1]1) —» GL,(1]1)
S(T) = T
seklinde tanimlanmistir. S ko-ters operatoriiniin TE GLy(1|1) matrisinin elemanlarmna etkisi;
S(a) =a™*+a'pdya™ S(B)= —a'pd™ (4.2.3)
S(y)=—d"ya™ S(d)=d*+dya’pd™
seklindedir. Boylece; S ko-ters operatoriiniin,
Mo (S®id)cA=g=mo(Id®S)oA

bagintisini saglayan bir cebir anti-homomorfizmasi oldugu gorilmiistiir.
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5. GLy(1/1) KUANTUM SUPER GRUBUNUN GAUSS AYRISIMI

Bu kesimde bir 6nceki boliimde tanimlanan GLx(1]|1) kuantum siiper grubunun TeGLy(1|1)
icin alt iggen matris Ta, kosegen matris Tp, list tiggen matris Ty olmak iizere ii¢ tane matrisin
carpimi seklinde yazilarak bu matrislerin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar ve siiper
Hopf cebiri yapisi elde edilecek. Daha sonra T =TaTp ve Tr=TpTy matrislerinin matris
elemanlar1 arasindaki bagmtilar elde edilip siiper Hopf cebiri yapis1 gosterilecektir.
Sonrasinda; Gauss ayrisimindan yararlanilarak T matrisinin istel matrisi elde edilip bu
matrisin matris elemanlar1 arasindaki komutasyon bagintilari, siiper-Lie cebiri ve siiper Hopf

cebiri yapilar1 verilecektir. En son boliimde ise R matris yaklagimi islenecektir.
5.1 T Kuantum Siiper Matrisinin Gauss Ayrisimi

T € GLy(1|1) i¢in alt tiggen matris Ta, kosegen matris Tp, list liggen matris Ty olmak {izere;

1 0)(D, 0)1 u
T= =T,T,T,
v 1)lo D,\o 1

seklinde yazilim. Bu durumda, T matrisinin matris elemanlari, Gauss ayrisimi ile elde edilen

elemanlar1 asagidaki gibi:
a=D, p=Du, y=vD, d=D,+vDu (5.1.1)

seklinde yazilabilir. Simdi amacimiz, (4.1.1) bagintilar1 yardimiyla, ortaya ¢ikan yeni matris
elemanlar1 arasinda saglanan komutasyon bagmtilarin1 bulmaktir. Ornegin,

ap = fa; bagntisi
D,D,u = D,uD, esitligini verir. a= D, ve a ¢ift eleman oldugundan D; de gifttir. Dolayisiyla

esitligi soldan D; in tersi ile ¢arpabiliriz. O halde denklem;
Dy = uD, (5.12)

seklindedir. (4.1.1) deki diger bagntilar kullanilarak benzer islemler yapildiginda T matrisinin

Gauss ayrigiminin elemanlari arasindaki komutasyon bagmtilar;

D,y = uD, H =0
[Dl,v]zh(Dl—Dz) [,u,vL =0 (5.1.3)
D,D, =D,D, D,u = ub,

[v,D,]=h(D,’D,* - D,) V2 =0
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olarak elde edilir.
5.2 GLx(1]1) Kuantum Siiper Grubunun Gauss Ayrisiminin Hopf Cebir Yapisi

Bu kisimda; Kisim 4.2°de verilen Hopf cebiri yapisinin bir dnceki bolimde verilen T
matrisinin Gauss ayrisimimin da Hopf cebir yapisini olusturuldugu gosterilecektir. Bunun igin;

(5.1.1) bagintilar1 (4.2.1) bagintilarinda yerine yazilirsa;

A(Dl) =D, ®D,+ Du®vD,

A(Du)=D,®Du + Du®(D,+ v D,u) (5.2.1)
A(vD,)=vD,®D, +(D, +vDu)®v D,

A(D, +vDu)=vD,®D,u +(D,+vD,u)®(D, +vDu)

elde edilir,. A’min  bir cebir homomorfizmi olmasi ger¢egi kullanildiginda,
A( Dl) =D, ®D,+ Du®vD, =(D,®1)(1®1+ 1 ®v)AX®D,)

ve
A(Dyt)=A(D,)A(u)=D,®D,u+ D,u® (D, +vDyu) den
A(D,)A(u)=D,®D,u+D,u®D,+D,u®vD u
= (D, ®1)(1®1+ u®v)(1® D,)(1® 1) + Du® D,
= (D, ®)(1®1+uV)ARD)1® u+(1® D) A®1+ 1 ®v) (1 ® D,)]
=A(D,)1®u+(1®D) ' (1®1+u®v) (1u®D,)]
elde ederiz. O halde
A(pn)=1® u+(1®D,) " (1®1+u®v) (u®D,)
dir. Biraz diizenleme ile,

1> =0 ve v* =0 oldugundan toplamdan sonraki ikinci parantez seriye acildiginda sadece ilk

iki terim geleceginden;
A(p)=1® u+(1®D, " )(1®1- u®v)(u®D,)
=1®u+u®D,'D, - 1 ®D, VD,

den
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A(pu)=1® u+p®D'D, (5.2.2)
cikar. Benzer sekilde;

A(v)=v®1+D,D, " ®v (5.2.3)
A(D,)=(D,®)(1®1+ u®v)(1®D,) (5.2.4)
oldugu gosterilebilir. O halde; A ko-¢arpimimin Gauss ayrisiminin elemanlari {izerine etkisi,
A(D,)=(D,®1)(1®1+u®v)1®D),)

A(p)=1® u+u® D,'D, (5.2.5)
A(v)=v®1+D,D, " ®v

A(D,)=(D,®)(1®1+ u®v)1®D,)

olarak yazilabilir. Burada, A ko-¢arpiminin (5.1.3) bagintilarin1 invaryant biraktigini

gostermek zor degildir. Ornegin;

A(D,u) = A(D,)A( )
= (D, ®1)(A®1+ u ®v)A®D,)[1® + £ ®D D, ]
=D, ®Du+Du®D,+Du®vDu

=D, ®uD, +uD, ®D, + D u®vub,

=D, ®uD, +uD, ®D,-Du®uvbD,
~{l® u+ 1 ®D,D, }D, ®)(1®1+ 1 ®V)(1®D,)
=A(u)A(D,)

dir. Diger bagintilar da benzer sekilde gosterilebilir.

€ ko-birim operatoriiniin T matrisinin Gauss ayrisimmin elemanlar1 tizerine etkisini (5.1.1)

bagntilar1 (4.2.2) bagintilarinda yerine yazilarak;
¢(D,)=1,
e(Du)=0—¢(D,)e(u)=0—>&(u)=0

e(vD)=0—¢(v)e(D,)=0—>¢(v)=0
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e(D,+vDu) =1—¢(D,)+&(v)e(D)e(u)=1—¢(D,) =1

seklinde bulunmustur. Yani;

e(D,)=1&(D,)=Le(u)=0,&(v)=0 (5.2.6)
dir ve & (5.1.3) bagmtilarini korur. Bir 5rnek olarak;
¢(D,D,)=¢(D,)e(D,)=11=¢(D,)e(D,)=¢(D,D,)

dir.

S ko-ters operatoriiniin T matrisinin gauss ayrisiminin matris elemanlarma etkisi asagidaki

gibi olacaktur:

S(D,)=D,"+uD, v S(Du)=-uD,"

S(vD,)=-D, v S(D,+vDu)=D,™

S ko-ters operatoriiniin, bir cebir anti-homomorfizmi oldugu g6z 6niinde bulundurulursa;
S(Du)=-uD,* veya  S(u)S(D,)=S(u)(D,+uD,"v)=-uD,”

den

1

S(u)=(-u D,*)(D,+uD, ) = (-D,*)(D* (1+ DD, v))

=(~uD,*)(1+ DD, )" D, =(~uD,™)(1- DD, v)D,
=—uD,™D, + uD, " D,uD, vD,

olup

S(u)=-uD,"D,

cikar. Neticede; S ko-ters operatoriiniin T matrisinin gauss ayrisiminin matris elemanlarina

etkisi asagidaki gibidir:
S(D,)=D,"+uD, v S(u)=-uD, D, (5.2.7)
S(v)=-D,D, v S(D,)=D, " +uD, Dy

Ko-ters operatdrii olan S de (5.1.3) bagmtilarin1 korur. Bir 6rnek olmasi agisindan;

S(Du—ub;)=S(u)S(D,)-S(D,)S(u)=(-uD,'D,)(D,*+uD,'v)—(D,* + ub,v)(-uD,'D,)
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=—uD,™" — uD,'D,uD, v+ D, uD, "D, + D, 'vuD, D,
=—uD,"+uD," =0

gosterilebilir. Diger bagntilar da benzer sekilde kontrol edilebilir. Onceden bahsedildigi gibi;
GLn(1]1) grubu bir Hopf cebir yapisina sahiptir. Simdi T matrisinin Gauss ayrigimmin matris

elemanlarinin (2.2) ve (2.3) esitliklerini sagladiklar1 birer 6rnek ile gosterilecektir:

Asagida, (A®id)oA=(Id®A)oAesitligi D; i¢in saglatilmaktadir.
(A®id)oA(D,)=(A®id)(D,® D, + Du®vD,)

=A(D,)®id(D,)+A(Du)®id(vD,)

=(D,®D,+D,u®vD,)®D, +(D,®D,uu+ D,u®(D, +vD,u)) ®vD,

=D, ®D,®D,+Du®vD, ®D, + D,®D,u®vD,

+Du®D, ®vD, + D u®vDu®vD,

=D, ®(D,®D,+Du®vD,)+D,u®(vD, ®D,+D, ®vD, +vD,u®vD,)

—id(D,)®A(D,)+id(D,u) ®A(vD))

=(id®A)(D,®D, +D,u®vD,) = (id®A)A(D,)

ortaya cikar.

Mo (e ®id)ocA=mo(Id®&)oA esitliginin D, matris elemani tarafindan saglandigi

Mo (e ®id)A(D,)=mo (¢ ®id)(D, ® D, + D, ®vD,)
=m(&(D,)®id(D,)+&(D,u)®id(vD,))
=m(l®D,)=1D, =D,

Diger yandan;

mo (id ® £)A(D,) =me(id ®£)(D, ® D, + D,u®vD,)
=m(id(D,)®¢(D,)+id(D,u)®&(vD,))

=m(D, ®1) =D,.1=D,
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seklinde gosterilebilir. Son olarak;

Mo (S®id)cA=7oce=mo(Id®S)oA esitligi icin x4 alinirsa;

Mo (S®id)A(u)=mo(S®id)(1® y+u®D,'D,)
=m(S(1)®id(x)+S(x)®id(D; "D, ))
=m(1® y+(-uD, "D, )®D;"'D,)
=u—~uD," DD, "D, = pu~pu=0= 5(,”)

Diger yandan;

Mo (id ®S)A(u) =mo (id®S)A® u+ u®D,'D,)

m(id (1) ®S( ) +id (1) ®S(D, "D, ))

m(1®(—uD[lD1)+,U®S(D2)S(Dl_l))

m(1®(-uD, "D, )+ u®(D, * + uD, Dy )(D, - DD, vD,))
= m(—1® uD, "D, + 1 ®(D, "D, + 4D, DD, - D, DD, *vD, - uD, *DyDyuuD, v Dl))

(5.1.3) bagintilarina gore u ¢ift elemanlarla komutatif ve 4*=0 oldugundan parantez i¢indeki
son terim yok olur. Aym sekilde; parantez i¢indeki ikinci ve Tligiincii ifadeler birbirini

gotiireceginden;
=m(-1® uD,"D, + u®D, D))
=—1uD, "D, + 1D, D, =0=¢(u)

elde edilir. Diger matris elemanlarinin bu bagmntilar1 sagladiklar1 benzer sekilde gosterilebilir.

5.3 TL ve Tr Matrislerinin Matris Elemanlar1 Arasindaki Bagntilar ve Hopf Cebir

Yapilan

Bu bolimde T. ve Tr matrislerinin matris elemanlar arasindaki bagntilar koordinat
fonksiyonlar1 yardimi ile elde edilip Hopf cebir yapilar1 gosterilecektir. Simdi; alt tiggen ve

kosegen matrislerinin ¢arpimini Ty ile gosterelim. T matrisinin agik sekli;
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1 0D, 0
Te=Tlh=l, 1)o b
2

dir. Matris elemanlar1 arasindaki komutasyon bagmtilarini, Tanim 2.11°den yola ¢ikarak
hesaplayalim. X =(x8) ve X'=(x 19')t olmak iizere;
T X=X

diyelim. Agik olarak;

X'\ (Dx
o) vD,x+D,0

seklindedir. (3.2.2) bagintilar1 kullanilarak;

[D,,v]=h(D,—D,) ,v*=0 ve [D,,D,]=0 bagmtilar1 elde edilir. Benzer sekilde; X* dual

diizleminin bir elemanini gostermek iizere, (3.2.3) bagintilar1 kullanilarak,

[D,,D,]=0 elde edilir. O halde; T, matrisinin matris elemanlar1 arasindaki bagmtilar;
[Dl,Dz]:O, [Dl,v]:h(Dl—Dz), v? =0, [Dz,v]:O (5.3.1)
dir. T matrisinin determinanti sDet,_ ile gosterilirse;

sDet, (TL) =D, D,

olur. Simdi stiper Hopf cebir yapisini verelim.

Ko-garpim operatorii olan A; operatorii;

A:GL, (1) »>GL,(1]1)®GL, (1]1)

A ( T, ) =T, ®T,

seklinde tanimlanirsa, A operatoriiniin T\ sliper matrisinin matris elemanlarma etkisi;
A(Dl):Dl®D1 A(DZ):D2®D2

A(v)=v®1+D,D, ' ®v (5.3.2)

seklindedir. Ko-birim operatdrii olan € operatdriiniin T, siiper matrisinin matris elemanlarina
etkisi;

e(D)=1 &(b,)=1 &(v)=0 (5.3.3)
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formunda olur. Ko-ters operatdrii olan S operatoriiniin T, siiper matrisinin matris
elemanlarina etkisi;
S(D,)=D,", S(v)=-D,D, ™, S(D,)=D," (5.3.4)
olarak elde edilir. Bu operatdrlerin (5.3.1) bagmtilar1 kolaylikla gosterilebilir.

Tr matrisinin agik sekli;

D, D
T.= * Ml
0 D,

Benzer sekilde islemler Tr matrisi i¢in yapildiginda; Tr matrisinin matris elemanlar:

arasindaki komutasyon bagintilar1 asagidaki gibi elde edilmistir:

[D,u]=0, [D,,u]=0, [D,D,]=0, #*=0 (5.3.5)
Tr matrisinin Hopf cebir yapisi ise;

Ko-¢arpim operatorii A olmak iizere;

A( Dl) =D, ®D,

A(,u)=1®,u+u® D,D,™ (5.3.6)
A( DZ) =D,®D,

Tr matrisinin matris elemanlarina etkisi yukaridaki gibidir.

Ko-birim operatorii olan ¢ in Tg matris elemanlarina etkisi;

g(Dl)zl, g(Dz)zl, 8(/1)20 (5.3.7)
dir. S Ko-ters operatériiniin Tr matrisine etkisi ise;

S(D,)=D," S(u)=-uDD,™ S(D,)=D," (5.3.8)

olarak bulunmustur. Bu operatorlerin (5.3.5) bagmtilarmi korudugunu gdstermek basit

oldugundan verilmeyecektir.
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6 T Matrisinin Ustel Formu

Bu kisimda, T matrisinin Gauss ayrisimindan yaralanarak Frosdal ve Galindo (1993)
tarafindan gelistirilen yontem ile T matrisinin iistel matrisi bulunacaktir. Daha sonra, bu
matrisin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar hesaplanip siiper-Lie cebiri yapisi ve siiper

Hopf cebiri yapilar: verilecektir.
6.1 T Matrisinin Ustel Matrisinin Yapisi

Kistm 5.1°de T matrisi

S

seklinde ayrilmisti. Bu matrislerin ¢ift jeneratorleri olan D1 ve Dy yi;
D, =¢" D, =¢’ (6.1.1)

olarak alalim ve diger matris elemanlari olan v ile u ve ayrica parametre olan h ayni kalsin. Bu
sekilde segmemizdeki amag; alt {iggen ve {ist liggen matrislerinin iistel matrislerinin matris
elemanlarmin sadece tek elemanlariyla olusan 2x2 tipinden matrisler olmalaridir. Ornegin; Ta

matrisini ele alalim.

T, =e" olarak yazilsin. Buradan;

M=InT yazabiliriz. v*=0 oldugu goz éniinde bulundurularak InTa seriye acilirsa;

— InT .=y | DM n_yeo (D10 0\'_(0 0
M= INTA=Z7, So—(Ta =2 2— (0 ) =() o)

elde ederiz. Ayni durum, Ty matrisi i¢inde s6z konusudur.

Ustel matrisin matris elemanlar1 arasindaki bagintilar1 bulmadan 6nce bu bagmtilar:

bulmamizi saglayacak olan bazi 6zellikler asagidaki lemma ile verilmistir.

Lemma: Asagidaki 6nermeler dogrudur.

(i) D"v =vD," +nhD"* (D, — D2)

(ii) [v,D,]=nhD,"*(D,’D,* - D)

Ispat: Tiimevarim ydntemiyle kolayca yapilabilir. (i) sikki igin;

n=1 i¢in [D,,v]=h(D, - D, ) (5.1.3) bagmtilarindakini verir.

n=k i¢in; D*v =vD/ +khD,*(D, - D, )
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dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin dogru oldugunu gosterelim:

Dfv =vD/ +khD™* (D,—D,) esitligini sagdan D; ile garparsak;

D,/“v =DywD/ +khD (D, —D,) esitligin sag tarafindaki ilk ifadedeki D; ve v elemanlar:
(5.1.3) bagintilarina gore yer degistirilirse;

D/*v=(vD, +h(D,-D,))D/ +khD} (D, - D,)

D/*v= vD"*+(k+1)h D, (D,-D,)

elde edilir ki 6nermenin dogru oldugunu gosterir. Diger sikta benzer sekilde yapilacagidan

bu sikkin ispat1 verilmeyecektir.

O halde; M matrisinin elemanlar1 arasindaki bagmtilar;

[x,1]=0 [x,v]= h(l—ey’x)

[y, u]=0 [y.v]=h(1-¢"") (6.1.2)
[xy]=0 [vou, =0

=0 V2 =0

seklindedir. Bu bagintilarm nasil olustugunu anlamak agisindan bir 6rnek vermek gerekirse;

[x,v]= h(l—ey’x) bagintisini ele alalim. D, =e” oldugundan x =InD, olacaktir. O halde;

© [ n+l n n
xv=InDyv = Z&Z( j(—l)k D" v
= n oo\k

seklinde yazilabilir. D; ve v yukaridaki lemmaya gore yer degistirirse;

n

Xv = g(_l—rrﬂ;(:J(—l)k{len—k + (n _ k)h(D1 _ Dz) Dln—k—1}

n

=i:(—l)(nu) n ( j( 1) vD," k Z( 1)(n+l)z[ J(—l)k(n_k)h(Dl_Dz)Dln_k_l

n=1

o ( 1\(n+l) n
:vInD1+h(D1—D2)Z( 1?] Z( _k)|k|(n K)(~D) D,
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Denklemin sag tarafindaki son seriye bakildiginda, k=n icin ifade sifir olacagi kolayca

goriilebilir. O halde; bu seriyi k=n-1’ ¢ kadar olan terimlerinin toplamini alabiliriz.

=2 (n-1)!
& (n—k—1)!k!

(_1) k Dln7k71

xv =vInD, +h(D, - D,)}" (1)
n=1

xv=vInD, +h(D, - D,)> (-1)™* (D, ~1)*

n=1

Bu seri D; ! in D;=1"de Taylor seri a¢ilimi oldugu gz dniinde bulunduruldugunda esitlik;
xv=vInD, + h(D1 — D2) D™

XV =VX+ h(l—ey’x)

[X,v] = h(l—eyfx)

elde edilir. Diger bagmtilar da benzer sekilde elde edilebilir.

6.2 Ustel Matrisin Siiper-Lie Cebiri Yapisi

Bu kisimda, 2.8 tanimindan yararlanarak tistel matrisin bir siiper-Lie cebiri oldugu birer 6rnek

verilerek gosterilecektir. Bunun igin; (6.1.2) bagmtilar1 kullanilacaktir.
(1) iKi lineer tasvir:

[xay+bv]=x(ay+bv)—(ay-+bv)x=xay+ xbv —ayx—bvx
— axy —ayx+ bxv —bvx =a(xy — yx) +b(xv —vx) =a[x, y]+b[x,V]

[ax+by, 4] = (ax+by) 12— p(@x+by) = axu+ by u — pax — by
=axu —aux+byu—buy =a[x, u]+b[y, u]

(ii) anti-simetri:

[yov]= Wy =h{i-e)= —h(e"* )= ~(ry-w)= {1y

(iif) Jacobi Szdeslii:

DLy ]+ [y b J+ [ D yl] =[x (a-e) J+ [y (e ~1) |+ [v.0]

=xh(1-e)-h(1-e~)x+ yh(1-e)

—h(l—ex’y)y+v0—0v
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X ve y cift elemanlar oldugundan h ile degismelidir. Ayrica X ve Yy elemanlar1 (6.1.2)
bagntilarindan kendi aralarinda degismeli olduklar1 bilinmektedir. Bu yiizden; €7 ifadesi

seriye acildig1 takdirde;

=hx(1- Z( ny)) hl- Z( b )x+hy(1- Z(X y)) h(l— Z(X y) )y

:hx(l_ii Y ]( 1) X" k) h(1— il Y [n (- 1)an—kyk)X

n=0 n' k

S LS (e yy-m S LS (e

n:On k=

- h(1—(1—ilz( j(—l)kx”‘kyk)x—h(l—(l—ill n (EJ(—l)kx“‘kyk)x

(D Xy )y —h(L- Zni @(—1) Xy )y

+
=
w
M
2l
>
~—
=~ =
=

cikar. Bu takdirde; g#n(1|1) bir siiper Lie cebiridir.
6.3 Ustel Formun Hopf Cebir Yapisi

Bu kisimda Hopf cebiri yapisinin iistel matrisinin matris elemanlar1 iizerindeki etkileri
gosterilecektir. Bilindigi gibi Hopf cebir yapisi ko-garpim, ko-birim ve ko-ters
operatorlerinden olusmaktadir. Bu operatorlerin {istel matrisinin matris elemanlar1 tizerindeki

etkisini bulabilinmesi yardime1 olmasi i¢in agsagidaki lemma verilmistir:

Lemma: Asagidaki 6nermeler dogudur.

(i) A(Dl"):£1®1+ nu@y s (7Y -1

p®h(1- Dlel)j(Dl ®D,)"
(i) A(D,")=(1®1+nu@v+u®h(1-D,D*))(D,®@D,)

(iii) S(D,")=D, " +n D" Dzlv—@h,u D,*(D,- D,)D,"

(IV) S( D2n ) = szl +Nnu sz(nﬂ) Dll/ + @ h/,l Dzin D1 ( D171 - Dzil)
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Ispat: (iii) sikkini tiimevarim yontemi ile ispatlanacaktir. Digerleri de ayni sekilde

ispatlanacagindan onlarim ispatlar1 verilmeyecektir.

n=1 i¢in S(D1)= D1 +u Dyv olup (5.2.7) bagmtilarini saglar. Simdi n=k icin
k-1)k

S(D*)=D,"+k D u Dzlv—%hy D, (D,- D,)D,*

dogru oldugunu kabul edip n=k+1 i¢in dogrulugu gosterelim:

s(D**)=s(DD,)=S(D,) (D)

=(D,"+uD, ) [ D, +kD**uD, v — @ hu D, (D, - D,) le]

(k—1)k

=D, " +kD, *uD, v - hD,*uD,*(D,-D,)D, ™+ uD, 'vD, * + uD, 'vD;*uD, v

—@ hy D, vuD, (D, - D,)D,™

Esitligindeki son iki ifade (5.1.3) bagmtilarindaki MZZO oldugundan yok olur. Esitligin {i¢iincti

terimi i¢in kisim 6.1 de verilen lemmadaki;

D,"v =vD," +nhD,"*(D, - D,)

esitliginin her iki tarafi D; " ile sagdan ve soldan ¢arpilirsa;
vD,"=D,"v+nh D,"*(D, - D,)

yazilabilir. Bu bagntiyi, esitligin sag tarafinda dordiincii terimde kullanirsak;

=D, “Y +kD,*uD, v - @ hD, "D, (D, - D,) D, * + uD, (D, *v +khD, ** (D, - D, ))

k-1)k
=D, Y +kD, *uD, v - % huD, (D, - D, )D; ** + uD, D, *v —khuD, *D,** (D, - D,)

(k—1)k +2k

= Df(kﬂ) +(k +1) Dl*kluszlv — hu szl ( D, - Dz) le(k+1)

=D, Y +(k+1)D,*ubD, v - (k+1)k

hu D,*(D,-D,)D, “*

elde ederiz ki bu da (iii) sikkinin dogrulugunu gésterir.

Bu lemmanm sonucunda; Hopf cebir operatorlerinin iistel matrisinin matris elemanlarina

etkisi asagida verilmistir.
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Ko-carpim operatorii olan A operatoriiniin;

A(x)zx®1+1®x+y®v+%y®h(l—eyX)

A(y)= y®1+1®y+y®v+%y®h(l—e“) (6.3.1)
A(p)=1® u+u®e’™

A(v)=v®l+e” ®v

Ko-birim operatorii olan € operatoriiniin;

e(x)=0, e(y)=0, e(u)=0, &(v)=0 (6.3.2)

Ko-ters operatdrii olan S operatoriiniing
S(x) = —x+ey’xyv+lhy(ey*X -1) S(y)=-y+ e"’x;u/jtlhy(l—ey )
2 2

S(u)=—pe™ S(v)=—"v (6.3.3)

seklindedir ve bu operatorler (6.1.2) bagintilarini korur. Bunu her bir operator i¢in birer 6rnek

ile gosterelim:
A(xp= pax) = A(X)A () = A(#)A(X)
- (x®1+1®x+,u®v+%y®h(l—eyX))(1®,u+,u®eyx)

—(1® u+ u®e’™)(x ®1+l®x+,u®v+%,u®h(1—eyx))

:x®,u+1®x,u+,u®v,u+%,u®h(l—eyX),u+x,u®eyX+y®xeyx
—X®,u—1®,ux+,u®,uv+%,u®,uh(l—eyX)—yx®eyx—u®eyXX=0

e(xy-yx)=g(x)e(y)-&(y)e(x)=0.0-0.0=0
SOu-1y)=S()S(y)-S(y)S(w)

=) Y+ €y +ou(1-€)-(y+ €y +hu(1-€))( -ue)

= uey- ue*”’ ey'x,qur%h ueVu(1-e")-y ue ¥+ e uy ,uex'y+%h,u(1-ey'x) ue”’
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= pe’Yy-yue’=0

Simdi tanim 2.9da verilen (2.2) ve (2.3) bagmtilarmin {stel matrisin matris elemanlar1

tarafindan korundugunu birer 6rnek lizerinde gosterelim:

X elemani igin (A®id)oA = (id®A)oA esitligi asagidaki gibi gosterilir:
(ARid)A(X) = (ARIM) (XD L+1@X+@V-+u@h(1-6")
= A(X)‘Xﬁd(l)+A(1)‘§§>A(X)+A(ﬂ)‘§§>iO‘(V)JrA(%Iu)Q?iGl(h(l-ey'X))
= (X@1+1@XHu@VHuRN(1-6") @1+ 1R 1®x+(1Qu+1Re”) Qv
+ %(1@,”#@ &)® h(1-¢')
= x®1®1+1®x+u®v®1+§u®h(1-ey'x)®1+1®1®x+1®ﬂ®v+ﬂ®eY'X®v
+ %,@ h(1-e"%) + %,@ &”® h(1-e)
= XQ(1®1)+1®(X@L+1@XHu® V- 1®h(1-¢ ")) B (V@ 1+ & Q)
+-u®(h(1-e”)@1+e"*@h(1-e"))
= X®(181)+1Q(X@1+1@X HU@V-u@h(1-8") HR(V@1+ e ]v)
+-u@[h(1®1-¢"®e’™)]
= () @A) Hd()@AX)+id (1) ®A() +id () @ A(h(1-e))
= (id®A)(X@1+1@x @V u®h(1-e"))=(d®A)A(X)
Mo (e ®id)oA=mo(id®e)oA esitligininy matris eleman: tarafindan
Mo(e®id)A(y) = Mo(e®id) (y@1+1®y Hu@v-+nu@h(1-e"))
=M(e(y)®id(1)+£()@id(y)+e(W@id (v GLBid(h(L-e™)))

=m(1®y)=y
Diger taraftan;

me(id®e)A(y) = mo(id®s)(y®1+1®y+u®v+§p®h(1-ey*))
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= m(id(y)®8(1)+id(l)®£(y)+id(u)®8(V)+id(%u)®E(h(l-ey'x)))
=m(y®1)=y
seklinde saglanir.
Mo(S®id)oA=n0es=mo(id®S)oA esitligi igin 1 almirsa;
Mo (S®id)A()= Mo(S®id) (1@ u+u®e’™)
=m(S(1)®id(u)+S(1)® id(e’™))
=M(1Qu+(-ue”)@e™)=p-p e e"7=0
Diger yandan;
Mo (id®S)A(w) = Me(id®S)(1@u+u®e™)
= m(id(1)®S () +id() ®S(e™™))
= MA@ (-ue™)+u@(e*-eVuve") (e +ue )
= M(-1Que '+ u®e*- uQeuve Y+ uQue™v)
= - peV+u V- €Y uve™+u e ¥v=0
olur.

6.4 R-Matris Yaklasim

Bu kisimda; once siiper matrislerin siiper tensor ¢arpimi tanimlanacak daha sonra R-matris

yaklasimmu ile (5.1.3) bagintilar1 elde edilecektir.

Eger A:(Aij) ve B:(Bij) iki stiper matris ise, bunlarin siiper tensér-matris ¢carpimi asagidaki

gibidir:

(A®B)l, = (-1)"" Al B, (6.4.1)
Burada (-1)“0*Y, B matrisinin tek elemanlar1 icin dikkate alimnr.

T,=T®l v T,=I®T

olsun. Ty ve T, matrisin matris elemanlari;

(T)\= ()" T8, ()= (D" T8,

olarak tanimlanir. O halde; T; ve T, matrislerinin a¢ik sekli;
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a 0 p o

0 a 0 B
T=T®I=

y 0 d O

0 y 0d

a g 00

y d 0 0
T,=18T=

0 0 a g

0O 0 y d

olarak yazilabilir. Gauss ayrisimina gore yazilirsa;

D, O D,u 0
T - 0 D 0 Du
""lvD, 0 D,+vDu 0
0 vD 0 D, +vD,u
D, D,u 0 0
vD, D,+vDu O 0
7| o 0 D, B Vot
0 0 vD, D,+vDu

Dabrowski Parashar (1995), yaptig1 ¢alismada kullandig1 R, matrisinin agik hali asagidaki
gibidir:

1 00 0
h 1 0 0
R, =
h 0 1 0
0 h -h 1

Bu R matrisi T matrisinin Gauss ayrigimina gore olusturulan yukaridaki Ty ve T, matrisleri

ile Yang-Baxter denklemini saglar.Yani;
RT.T, =T,TiR, (6.4.2)

denklemini saglar. Bu denklem ile de (5.1.3) bagintilar1 bulunabilir.
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7. SONUCLAR

Bu tezde; iki boyutlu R(1]|1)kuantum siiper uzayina etki eden matrislerin olusturdugu GLn(1|1)
kuantum stiper grubu iizerine bir ¢alisma, Gauss ayrisimi kullanilarak yapildi. Bu ayrisimi
olusturan matrislerin matris elemanlar1 arasindaki bagintilari, Hopf cebir yapilari ile, ardindan
bu ayrisimdan olusan sag ve sol matrislerin matris elemanlar1 arasindaki komutasyon
bagintilar1 ve Hopf cebir yapilari elde edildi. Sonra, GLp(1|1) kuantum siiper grubundaki bir
matrisin iistel temsili elde edilirken Fronsdal-Galindo yaklagimi kullanildi. Bu iistel matrisin
matris elemanlar1 arasindaki bagmtilar bulunup bu bagmtilarla olusturulmus cebirin bir siiper-
Lie cebiri ve siiper Hopf cebiri oldugu gosterildi. Son olarak; Gauss ayrisimimin elemanlari

arasindaki bagmtilarini veren R matrisi bulundu.
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