YILDIZ TEKNIiK UNiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SUPER DUZLEMIN Z;-DERECELI
h-DEFORMASYONU VE GEOMETRIK YAPISI

Matematik¢i Erhan CENE

FBE Matematik Anabilim Dalh Matematik Programinda
Hazirlanan

YUKSEK LiSANS TEZi

Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Sultan A. CELIK (YTU)

ISTANBUL, 2010



ICINDEKILER

Sayfa
SIMGE LISTESI ..ottt Y%
ONSOZ ... v
OZET w1 vi
ABSTRACT .o vii
I € 128 £ T 1
2. Zz—DERECELI YAPILAR .....coiiiiitiniinirtiinsisssie ettt 3
P8 R € 5§ £ SRR 3
2.2 Z3— Dereceli q - Siiper Diizlem Uzerindeki Fonksiyonlar Cebiri ...........ccccoeeverruerrinnnnn, 4
2.3 Zz—Derecelih - SUper DUZICM........ccciiiiiiiiiiciseee e 4
3. Z3—DERECELI h - SUPER DUZLEM UZERINE DIFERANSIYEL HESAP ............ 7
3.1 Z; - Dereceli g-Siiper Diizlem Uzerine Diferansiyel Hesaba Bir Bakis.............cccceue...... 7
3.2 DIferanSiyel CeDIT ........cveiiiieie et ae s 8
3.3 Koordinat Fonksiyonlar1 ve Onlarin Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki
BaGINTIIAT ... e 10
3.4 Koordinat Fonksiyonlar1 ve ikinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki Bagintilar ...... 18
3.5 Birinci ve Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagimtilar..............ccoocvveverevnnn. 21
3.6 Zz—Dereceli h- Siiper Diizlem ve Bazi Bagimtilar............ccccooviiiiiiiiieniiccee, 21
4,  KISMI TUREVLERIN CEBIRI .......ccoecciiiiiiiiiicisiiccee e 23
4.1 Koordinat Fonksiyonlari ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar ..............ccooveiennn 23
4.2 Kismi Tirevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar .................... 23
4.3 Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar..........coccoooviiiiiiiiiiii e 24
5. CARTAN - MAURER FORMLARI ...ttt 26
5.1 Cartan - Maurer Formlari ile Koordinat Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar-............... 26
5.2 Cartan - Maurer Formlari ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar....27
5.3 Cartan - Maurer Formlari ile Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagntilar......27
6. SONUCLAR ..ot s 29
KAYNAKLAR ..o 30



OZGECMIS



SIMGE LiSTESI

Rn (1/1) Iki boyutlu h siiper uzay
grad(f) f fonksiyonunun derecesi
[.] Lie Parantezi

d Dis Diferansiyel Operatorii

0 Kismi Tiirev Operatorii



ONSOZ

Bu caligmanin hazirlanmasi sirasinda danismanligimi yapan ve tez konumu veren sayin
hocam Yrd. Dog¢. Dr. Sultan A. CELIK’e ve tez konum hakkinda beni y®nlendiren,
yardimlarim esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK’e tesekkiirlerimi
sunmay1 bir borg bilirim.

Ayrica tezin hazirlanmasi sirasinda, sikintiya diistiigiim noktalarda beni aydinlatan, yardime1
olan, Ars. Gor. Dr. Ergiin YASAR’a ayrica minnetlerimi sunarim.



OZET

Bu ¢alismada, Z3 - dereceli kuantum h -siiper diizlem, uygun singiiler bir g matrisi vasitasiyla
ortaya konmus ve R, (ﬂl) ile gosterilen bu yeni h - siiper diizlem iizerine Z3 - dereceli bir

diferansiyel hesap kurulmustur. Bu diferansiyel hesap, kuantum diizlem iizerindeki koordinat
fonksiyonlarini, onlarin birinci ve ikinci mertebe diferansiyellerini, Cartan - Maurer
formlarini ve kismi tiirevlerini igermektedir.

Anahtar kelimeler: q - siiper diizlem, Z3 - dereceli diferansiyel hesap, Z3 - dereceli cebir, h -
deformasyon
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ABSTRACT

In this work, Z3 - graded quantum h - superplane is introduced with a help of a singular g
matrix and denoted by R, (JJl) Z3 - graded calculus is constructed on this new h -

superplane. This calculus includes, the coordinate functions on this space and also their first
and second order differentials, Cartan - Maurer forms and partial derivatives.

Keywords: g - superplane, Z; - graded differential calculus, Z3 - graded algebra, h -
deformation
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1. GIRIS

20. yiizyilin sonlarinda, matematik ve matematiksel fizikte 6nem kazanan konulardan biri de
kuantum gruplar1 olmustur. Drinfeld, ¢ok da uzak olmayan bir gegmiste 1986’da kuantum
gruplarint  tamimlamigtir.  Ardindan  kuantum gruplari, kuantum siliper gruplarina
genellestirilerek yeni bir matematik konusu ortaya ¢ikmistir. 1987°de ise Faddeev vd. bu

konuyu Lie grubu ve Lie cebiri lizerine uygulamislardir.

Drinfeld, kuantum grubunu SL(2)6zel lineer grubunun Lie cebirinden hareketle bir g=e™
deformasyon parametresi tanimlamig ve SL(2)’deki bir matrisin, matris elemanlarini birer

koordinat fonksiyonu olarak diisiinerek, matris elemanlar1 arasinda saglanan bagmtilar1 g-
deformasyon parametresine bagl olarak elde etmistir. Bu durumda matris elemanlar1 ancak q

nun 6zel deger(ler)i icin degismeli olabilmektedir.

Drinfeld ve Faddeev’den sonra ise Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu konuya yeni
yaklagimlar getirmistir. Manin, Drinfeld’den farkli olarak, kuantum matris grubunu, grubun

elemanlarin1 uygun uzaya etki ettirerek elde etmistir.

Klasik gruplarin bir baska deformasyonu da h -deformasyonu ya da bir diger adiyla Jordanian
deformasyonudur. Aghamohammadi vd. (1995), diizlemin g-deformasyonundan hareketle

singiiler bir g doniisiim matrisi kullanarak, h-deformasyona gegis yapmistir. Bu doniisiimle

birlikte q—1 iken, yalnizca h-deformasyon parametresine bagli yeni bagntilar elde

edilmistir.

Kuantum gruplari, klasik gruplardan daha farkli 6zelliklere sahip gruplardir. Daha agik bir
sekilde soylemek gerekirse, kuantum grubu; grup kavraminin genellestirilmis hali ya da bir
grubun deforme edilmis durumudur. Bu deforme durum ancak deformasyon parametresinin

0zel degerleri icin klasik duruma donmektedir.

Kuantum grubu bu farkli yapis1 sebebiyle biiyiik ilgi cekmektedir. ilgi ¢ekici konulardan biri
de bu degismeli olmayan geometrik yapida diferansiyel hesabin nasil yapilacagidir. Bunun
igin, son zamanlarda kuantum (siiper) uzay {iizerindeki diferansiyel hesap konusunda hem
matematikciler hem de matematiksel fizikc¢iler olduk¢a yogun bir bigimde ¢alismislardir ve

hala da calisilmaya devam etmektedirler.

Degismeli olmayan geometriye yon veren temel yapi, bir birlesmeli cebir iizerine bir
diferansiyel hesap kurmaktir. Kuantum gruplarinin degismeli olmayan geometrisi ilk kez

Woronowicz (1989) tarafindan ortaya konmustur. Woronowicz bu yaklasiminda, kuantum



grubunu, temel degismeli olmayan uzay olarak ele almis ve grubun diferansiyel hesabini, grup

Ozelliklerinden faydalanarak ortaya koymustur.

Manin’in kuantum uzaylarina vurgu yaptig1 ¢alismasini takip eden Wess ve Zumino (1990)
ise, farkli bir yaklasim sunmustur. Bu yaklasima gore, diferansiyel formlar degismeli olmayan
kuantum koordinatlara gére tanimlanmis ve bu uzaylara etki eden kuantum gruplarinin
diferansiyel ve cebirsel oOzellikleri, uzaymn o6zellikleri kullanilarak elde edilmistir. Bu

¢alismanin siiper uzaya genisletilmesi ise Soni (1991) ve Chung (1994) tarafindan yapilmustir.

Yakin zamana kadar Z,-dereceli yapilari, Zs-dereceli uzaylara genellestirebilmek igin bazi
calismalarda bulunulmustur.[Chung (1994), Celik (2002a), Celik (2002b)]. Chung (1994);
Wess ve Zumino’nun metotlarin1  kullanarak, Zp-dereceli uzayi, Zs-dereceli uzaya
genisletmistir. Celik (2002a), Zs-dereceli g-siiper diizleme yeni bir bakis agis1 getirmis ve
onun komiitatif olmayan geometrisini insa etmistir. Yapilan hesaplamalar, kuantum siiper

diizlemi tizerindeki Hopf Cebiri yapis1 kullanilarak, kovaryant yontemiyle elde edilmistir.

Bu ¢alisma, Zz-dereceli g-siiper diizlem ve onun iizerine insa edilen yapilari, bir biiziilme
tasviri vasitasiyla, Zz-dereceli h-siiper diizlem ve onun iizerine insa edilecek yapilari ortaya
koymayr amaclamaktadir. Calismanmn ¢ikis noktasi, Celik (2002a) tarafindan yapilan
“Differential Geometry of the Z;-graded quantum superplane” isimli makaledir. Bu makalede,
(1+1) boyutlu kuantum siiper diizlemin Zsz-dereceli yapist elde edilmistir. Biz bu makaleden

yola ¢ikarak h-deformasyonda neler olacagini ortaya koyacagiz.
Calismanin ikinci boliimiinde, Z3-dereceli yapilar ile ilgili bilgilere yer verildi.

Ucgiincii béliimde ise Zz-dereceli bir diferansiyel cebir olusturmak igin bir d dis diferansiyel
operatorii tanimlandi. Bu dis diferansiyel operatorii, nilpotentlik ve Leibniz 6zelliklerinden
faydalanilarak diferansiyel cebir olusturuldu. Bu kisimda, cebiri olusturan koordinat
fonksiyonlart ile bunlarin birinci ve ikinci mertebeden diferansiyelleri arasinda saglanan

bagintilar elde edildi.

Dordiincii boliimde, kismi tiirevlerin cebiri olusturuldu. Bu kisimda da kismi tiirevler ile

koordinat fonksiyonlar1 arasinda saglanan bagmtilar elde edildi.

Besinci boliimii ise Cartan-Maurer formlarina ayrildi.



2. Z-DERECELI YAPILAR

2.1 Giris

Burada Zs-dereceli cebirsel yapiya kisaca deginilecektir.

Eger z, Zs-dereceli bir degisken ise, bu takdirde z nin,

=0

bagintisini sagladigi soylenir.

Eger f, z degiskeninin keyfi bir fonksiyonu ise, fyi zye gore derecesi 2 olan polinomal
bir fonksiyon olarak

f(z)=a, +a,z+a,z°

seklinde yazilir.

Burada a,, a,ve a,; sirastyla dereceleri grad(a,)=0, grad(a,)=1 ve grad(a,) =2 olan

sabit sayilardir.

Z, devirli grubu, kompleks diizlemde 1 sayisinin kiipkokleri kullanilarak temsil edilebilir:
Eger, i’ =1 olmak iizere,

27i

j=e?3
alirsak,
j®=1ve j*+j+1=0veya (j+1)*=j

oldugu gosterilebilir.

Eger A ve B, Zs-dereceli koordinat fonksiyonlar1 ise, onlarin Zs-dereceli Lie Parantezi

[A, B]23 ile gosterilir ve grad(A) =ave grad(B) =b olmak iizere
(A, B]23 = AB - j*BA

seklinde tanimlanir.

Eger AB = j°BA ise, A ve B nin j-komiitatif oldugu séylenir.



2.2 Z3-Dereceli g-Siiper Diizlem Uzerindeki Fonksiyonlar Cebiri
Z,-dereceli g-siiper diizlem ya da kuantum siiper diizlem, ¢ift koordinat x ve tek

(Grassmann) koordinat1 € olan ve
x0=q&, 6°=0 (2.1)

bagintilarin1 saglayan bir birlesmeli cebir olarak tanimlanir (Manin).

Burada q sifirdan farkli kompleks deformasyon parametresidir. Q-siiper diizlemini

genellestirmenin yollarindan birisi, uzayin tek jeneratoriiniin nilpotentlik derecesini

arttirmaktir. Boylelikle, X ve @ ile olusturulmus ve

X0 =qéx, 6°=0 (2.2)
bagmtilarini saglayan, birimli, asosatif bir cebir tanimlanarak genellestirme yapilabilir.

Burada x koordinatinin Z,-derecelendirmesine goére derecesi 0 iken, € koordinatinin

derecesi, Z,-derecelendirmesine gore 1 dir.

Kuantum siiper diizlem, diizgiin bir manifoldda d® = 0sartin1 saglayan bir d dis diferansiyel

operatoril yardimiyla komiitatif olmayan geometriyi tanimlar. Bu yiizden yukarida s6zii edilen

siiper diizlemin genellestirilmesi, d®=0 sartim saglayacak bir ddis diferansiyel
operatoriiniin  varligr sorusuna doniislir. Cebirsel bir bakis agisiyla, diferansiyel hesabin

temelini olusturan yeterli bir cebirsel yap1, Z,-dereceli diferansiyel cebir kavramidir.

2.3 Z3-Dereceli h-Siiper Diizlem

Amacimiz Aghamohammadi vd. (1995) tarafindan kuantum diizlem i¢in yapilana benzer bir
singiiler benzerlik transformasyonunu kullanarak, siiper diizlemin h -deforme yapisini ortaya
koymaktir. Ardindan da ortaya koydugumuz bu h-deforme yapinin diferansiyel hesabini

kuracagiz.

O nedenle, (2.2) deki bagmtilar tekrardan ancak Zs-Dereceli kuantum siiper diizleminin, X'

ve @' koordinat fonksiyonlart ile,
x'0'=q0'x’  6°=0 (2.3)
seklinde yazalim. ( h -deformasyonuna gegilecegi i¢in iislii harfler kullanilmustir.).

Simdi tersi mevcut olan bir g matrisini



1 0
g=| _h_
g-1

olarak alalim ve

(2.4)

(2.5)

(2.6)

seklinde yazilir. Ortaya ¢ikan yeni X ve € koordinatlari arasindaki bagintilar1 elde etmek i¢in
(2.3) deki bagintilart kullanacagiz. Eger (2.6) daki ifadeleri, (2.3) deki ilk bagintida yerine

yazarsak adim adim islemlerle,
x(¢9+Lx)—q(9+Lx)x =0
q-1 q-1
x6’+Lx2 —qex—qlx2 =0
q-1 q-1

XH—qHX-i—L(l—q)XZ =0
g-1

X6 = qOx + hx’

(2.7)

elde edilir. Burada h parametresinin, x ile komutatif oldugu kabul edilmistir. (2.6) da verilen

ifadeleri, (2.3) deki ikinci bagintida kullanmak i¢in 6nce

éh=qjhd ve h*=0

olduklarini kabul edelim. Bu durumda:

(2.8)



1
02+qu9x+Lx¢9+( j [9+—x]_
q q-1 q-1

2
= 0°+q%j L06’x+qu¢9xH+q j 9XX+LX99+QJ h X@X
q-1 q-1 q-1 q-1 q-1

+[qL_1J2 XX0 + (%T Xxx =0
olur.
Burada,
X0 = qOx + hx*
oldugunu hatirlayarak islemlere devam edersek,
h

3{qzj2 h +0°j h +q° h }eex{qzj h +q 2jh— +q2hL}9xx
q-1 q-1 q-1 q- q- q-1

2 2 2
h h o[ h
— | |Oxx=0
!q ) (q 1) A J(q J A [ql)}

2
:>6?3+q2L1(j2+j+1)049x+q2th_l(j2+ j +1)9xx+q2[%j (j2+j+1)¢9xx:0

=6 =0 (2.9)
elde edilir. g —1 limitinde Zs-dereceli h-siiper diizlemi tanimlayan
x0=60x+hx*, 6*°=0 ve h®’=0 (2.10)

bagintilarina ulasilir.



3. Z-DERECELI h-SUPER DUZLEM UZERINE DiFERANSIYEL HESAP

Bu boliimde, Zz-dereceli h -siiper diizlemi tizerine degismeli olmayan bir diferansiyel hesap
kuracagiz. Bu hesap, siiper diizlemdeki fonksiyonlari, bunlarin diferansiyellerini ve
diferansiyel formlarini igerecektir. Ancak, bunu yapmadan Once Zs-dereceli Q-siiper

diizlemdeki diferansiyel hesabin bilinmesinde fayda vardir.

3.1 Zs-Dereceli g-Siiper Diizlem Uzerine Diferansiyel Hesaba Bir Bakis
Zs-dereceli g-stiper diizlemin diferansiyel hesabini olusturabilmek igin Oncelikle siiper

diizlemin koordinat fonksiyonlarina etki eden bir d lineer operatorii tanimlamaliyiz.

Bu lineer d operatoriiniin, X' koordinat fonksiyonuna uygulanmasiyla Zs-derecesi 1 olan bir
1-form elde ederiz. Benzer sekilde d nin €' koordinat fonksiyonuna uygulanmasiyla da Zs-
derecesi 2 olan bir 1-form elde edilir. Bu elde ettigimiz 1-formlar sirasiyla, dx' ve d&'

seklinde gosterirsek, bu kez d lineer operatoriimiizii, dx' e etki ettirirsek (ya da x' e iki kez

etki ettirirsek), bu kez Zs-derecesi 2 olan 1-form elde ederiz. Bu 1-formu da d*x' seklinde

gosterecegiz. Yine d nin d@' ya uygulanmasiyla da Zs-derecesi 0 olan 1-form elde edilir.

Elbette d® =0 olmasi da varsayimlarimiz arasinda bulunmaktadir.

Ik énce d dis diferansiyel operatdriimiiziin 6zelliklerini belirtelim. d dis diferansiyel
operatoril, Zz-dereceli kuantum siiper diizlemin jeneratorlerinden, bunlarin diferansiyellerine

taniml1 bir operatordiir:

d:a—>da, ae{x,6'.

d dis diferansiyel operatoriiniin asagidaki iki 6zelligi sagladigini kabul ediyoruz:
Nilpotentlik 6zelligi

d®*=0

Z3-dereceli Leibniz Kurali

d(fg)=(df )g+j**"f (dg).

Klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyelleriyle degisme Ozelligine sahiptir.

Ancak kuantum diizlemde, bu degismenin varlig belli kurallara gore olmaktadir.



Zs-dereceli kuantum siiper diizlemde degismeli olmayan bir diferansiyel hesap olusturmanin
ilk adimi1, koordinat fonksiyonlari ve diferansiyelleri arasindaki bagintilar1 bulmaktir. Onlarin

arasinda saglanmasi muhtemel bagintilar

x'dx'= Xdx'x',

x'd@'=Ad@'x'+Bdx'6", (3.1)
@'dx'=Cdx'@'+ Dd@'x’,

0'do'=Ydo'o’

seklindedir.

Burada amag, ortaya c¢ikan, A,B,C,D,X ve Y katsayillarim1 belirlemektir. Bu katsayilar,

deformasyon parametreleri olan q ve j ye bagh ¢ikabilecektir.

Bu noktadan sonra biz bu katsayilar1 bulmayacagiz. Clinkii bizim amacimiz bu islemleri, g-
stiper diizlem i¢in degil, Zs-dereceli h-siiper diizlem igin yaparak yeni denklemler elde
etmektir. Ama bu katsayilarin nasil bulunduguna, Celik (2002a) tarafindan yapilan

“Differential Geometry of the Zz-graded quantum superplane” isimli makaleden bakilabilir.

3.2 Diferansiyel Cebir

Zs-dereceli h -siiper diizlemi {izerine degismeli olmayan bir diferansiyel hesap olusturabilmek
icin, yine yukaridaki gibi, Zs-dereceli h-siiper diizlemin jeneratérlerinden, bunlarin

diferansiyellerine bir d dis diferansiyel operatorii tanimlayacagiz:

d:a—da, ae{x6}.

Yine d dis diferansiyel operatoriiniin agsagidaki iki 6zelligi sagladigini kabul edecegiz.
Nilpotentlik 6zelligi

d®>=0

Z3-dereceli Leibniz Kurali

d(fg)=(df )g+j"f (dg). (3.2)

Islemlere baglamadan once bir de, d operatdriiniin, Zs-dereceli h-siiper diizlemin

jeneratorleri olan X ve € ya nasil etki ettiginden bahsetmek gerekir:

d operatorii, X koordinat fonksiyonuna etki ettiginde Zs-derecesi 1 olan bir 1-form elde

edilirken, & koordinat fonksiyonuna etki ettiginde ise Zz-derecesi 2 olan bir 1-form elde



edilmektedir. Elde edilen bu 1-formlar: sirasiyla dx ve d@ ile gosterirsek, d nin dx e etki
etmesiyle olusan d’x 1-formunun Zs-derecesi 2 iken, d nin dé ya etki etmesiyle olusan d*@

1-formunun Zs-derecesi ise 0 olmaktadir. Yine burada d* =0 oldugunu hatirlamaliy1z.

Diferansiyel hesabi olusturmanin ilk adimi, Koordinat fonksiyonlar1 ile diferansiyelleri
arasinda saglanmasi muhtemel bagintilart belirlemektir. Bunu yaparken, Zs-dereceli g-siiper
diizlemin koordinat fonksiyonlari ile Zs-dereceli h -siiper diizlemin koordinat fonksiyonlari

arasindaki iliskiden faydalanacagiz.

Hatirlanacagi iizere,

ya da baska bir ifadeyle,

X'=X, 9':0+Lx (3.3)
g-1

idi.
Buradan yola ¢ikarak esitliklerin her iki tarafina d dis diferansiyel operatdriinii uygularsak ve

Zsz-dereceli Leibniz Kurali’mi kullanirsak,

dx'=dx,
d0'=do+ j——dx (3.4)
qg-1
Yyazariz.
Bulunan yeni esitliklere bir kez daha d vyi etki ettirirsek,
d?x'=d?x,
3.5
420" = d%0+ j? —"—d?x (35)
g-1
olur. Burada
xh=hx ve 6h=qjhd (3.6)

kabullerinin yaninda,

dh = jhd (3.7)
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oldugunu da kabul ediyoruz.

Eger, ddis diferansiyel operatoriinii, (3.6) ve (3.7) deki denklemlerin her iki yanmna da

uygularsak,

dxh = jhdx,

3.8
d6oh = gj*hde (38)

elde ederiz.
Bulunan yeni esitliklere bir kez daha d yi uygularsak bu kez,

d®xh = jhd?x,

3.9
d26h = ghd20 (39)

olacaktir.

(3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) bagintilari ileri boliimlerde, x, €, dx, d@, d’x, d*0 ve d nin

h ile komutasyonu gerektiginde kullanilacaktir.

3.3 Koordinat Fonksiyonlar1 ve Onlarin Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki

Bagmntilar

Bu kisimda, (3.1) ile verilen bagmtilardan faydalanarak Zs-dereceli h-siiper diizlemin

koordinat fonksiyonlari ile bunlarin diferansiyelleri arasinda saglanmasi muhtemel bagintilari

elde edecegiz. Ancak karsimiza cikacak ilk bagmntilar (q, j,h)-parametreli olacak ve biz

g—1 limitine gecerek h -siiper diizlemin koordinat fonksiyonlart ile bunlarin diferansiyelleri

arasinda saglanmasi muhtemel bagintilara ulasacagiz.

Bunun i¢in (3.4) deki bagntilari (3.1) deki bagmtilarda sirastyla yerine yazarsak,
X'dx"= Xdx'x" bagintis1 xdx = Xdxx haline doniisiir.

X'd@'= AdO'x'+Bdx'6" bagintisin1 kullanirsak, bagintinin sol tarafi,

x'de':x(d0+ dexj
q-1
. h
=Xxd@ + j — xdx
q-1
. h
= Xd @ + Xj —— dxx
qg-1

ve sag tarafi,
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1 1 1 1 H h h
AdO'x'+Bdx'8'= Al dO+ j—dx |x+Bdx| 8+ ——X
g-1 g-1

= Ad6x+Adexx+ Bdx& + Bdexx
q-1 q-1
. h . h
= Ad6x+Aj—1dxx+ Bdx& + Bj—ldxx
— q_

olup,
xd6 = AdOx + de9+il(Aj +Bj— Xj) dxx
q_

bagitisini elde ederiz.

Benzer sekilde,
@'dx'=Cdx'€#'+ Dd@'x" igin sol taraf,
o h
6'dx :[9+—xjdx
q-1

:de+Lxdx
g-1
h
=@dx+ X ——dxx
g-1

ve sag taraf
e - h . h
Cdx'0'+Dd@'x'=Cdx| 0+——x |+D| d0+ j—dx |x
q-1 q-1
. h . h
= Cdx@ +Cj——dxx+ DdOx + Dj ——dxx
g-1 g-1
. h . h
= Cdx@ + DdOx + Cj —— dxx + Dj ——dxx
q-1 q-1

olup,

gdx = Cdx0 + Ddex+qil(q +Dj— X ) dxx

bagintisi elde edilir.

Ayni islemler (3.1) deki son bagint1 i¢in de uygulanirsa,
K, =Yj2q - Dqu —-A,

K, =Yi-Cj*q-B,

K;=Yj’ —Cq-Dq+Xj*q— Aj - Bj
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olmak tizere,

2
6do :Yd¢96?+L K,déx +L szx¢9+[Lj K,dxx
g-1 g-1 g-1

elde edilir.

Simdi, bekledigimiz, h - deforme diizlemin koordinatlar1 ve onlarin diferansiyelleri arasindaki

komutasyon bagintilari, ortaya ¢ikan sabitler bulunmamis olmakla birlikte,

xdx = Xdxx,
xd0 = AdOx + de9+L1(Aj +Bj— Xj) dxx,
q_

Odx = Cdx0 + DdOx + qu(Cj +Dj — X ) dxx, (3.10)

2
040 =Ydoo+—— Kdox+—— K dxo + [LJ K., dxx
qg-1 g-1 qg-1

sekline doniistir.

Oyleyse amacimiz, A B,C,D, X,Y,K,,K,ve K,katsayilarin belirlemektir.

Bunun igin ilk olarak, (2.7) ve (2.8) ile verilen
x0=0q0x+hx* ve 6°=0

bagmtilarini kullanacagiz.

Birinci denkleme d operatdriinii etki ettirirsek, sol taraf

d(x0)=dx0+xd@
ve sag taraf

d (q¢9x+ hxz) =qd (6x)+hjd (xx)
= qd@x + gj@dx + hjdxx + hjxdx

olup, iki taraf birbirine esitlenerek ve (3.10) bagmtilart yardimiyla gerekli diizenlemeler

yapilarak,

xd6=(q+0qjD)d&x+(ajC —1)ch9J{qj qu(Cj +Dj—X)+hj(X +1)}dxx (3.12)
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bulunur. Ancak ayn1 zamanda (3.10) da goériinen,

xd0 = AdOx + de9+Ll(Aj +Bj - Xj) dxx
q_

bagintisina da sahip idik. Dolayisiyla, onlarin karsilagtirilmasi neticesinde

A=q(l+ D),

3.12
B=gjC-1 (3.12)

ve
qu(CjJrDj—X)—hj(X +1)=L(Aj+Bj—Xj)
q-1 q-1

olmalar1 gerektigini anliyoruz.
Gergekten de son bagint1 da tutarlidir ¢iinkdi,
G~ (Cj + Dj— X )+hj (X +1)— — (Aj + Bj - Xj)
q-1 q-1
. h S h - : . .
:qjq—_l(Cj+ Dj —X)—ﬁ[(q+qu)J+(qJC —l)j—Xj:|+hj(X +1)
. h . . . . :
= Jq—_l(CqJ+qu—Xq—q—qu—CqJ+1+X)+hJ(X +1)
. h .
= Jq—_l(Q—l)(—X - +hj(X +1)
=-hj(X+1)+hj(X+1) =0

dir.

Simdi ise d operatoriinii, 8° =0 denklemine etki ettirelim. Bu durumda,

d(6°)=0=d(000)=0=>d666 + jod (60)=0
= d666 + jO(d69 + j6d6) =0
= d006 + j0dO0 + [700d6 =0

olur. Ortaya c¢ikan bu ii¢ ifadeyi aym1 yapmak gerekir. Bu ylizden 1. terim ic¢in bir sey
yapmayip, 2. terimden baglarsak,
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2
deQ%’J[Yd¢99+qLKd9X+quK dx¢9+(qh ] K3dxx]9:>

2
10060 = jYdooo + | K.doxo+ 1 K,dx0 + j| —— | K,dxxo
g-1 g-1 g-1
bulunur. 3. terim i¢in ayni iglemi yaparsak,
h h h Y
j?00d6 = j’0| Yd0O + — K dOx + — K,dx0 +| —— | K,dxx
q-1 q-1 q-1

h h h Y

=Yj’0d00 + j* — K,0dOx + j* — K de0+[ J 7K, 0dxx
q-1 q-1 q-1

bulunur. Burada goriildiigi gibi her bir terim i¢in bir incelemeye daha ihtiyag vardir.

Yani,

dodoo + jOd0 + j66d6 =0 denklemi,
4666+ j0d00 +Y{20d00 + | Ll K,0dOx + |2 Ll K,0dx6
q- q-
h 2

+(—] j?K,0dxx =0

qg-1
haline déniismiistiir. Ilk 2 terimi zaten incelemistik. O halde,

, . h h h ’
Yj’0d00 =Yj*| Yd06 + — K, dOx + — K, dx0 +| — | K,dxx |@
q-1 q-1 q-

2:2 h ., h .. h Y -

=Y j°dO00 + —Yj K, dOx0 + —Yj°K,dx00 +| — | Yj“K,dxx0
q-1 q-1 q-1

ve

2
i7" kodox= Pk, Ydee+LKd9x+ h de9+( h ] K dxx |
q-1 q-1 q-1 q-1 q-1

2 2
:LJ Kdoox+| | 2 (K, doxx+| " | j2K,K dxox
q- q-1 q-1

ve
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jZ%Kzedxez jZ%Kz [Cdx¢9+ Dd¢9x+qL1(Cj +Dj —X)dxxje

2
__n jZKZCdx%HLL j*K,Ddox0 + o i’K, (Cj+Dj - X )dxx@
q-1 q-1 q-1

ve

h Y h )
:(—J jZKSCdx0x+[—J j?K,Dd9xx

olarak bulunur.

Bu durumda,
d(6°)=0

2
— 4000 + [Yd00O+ j—"—K dOx0+ | —— K dx00+ j| —— | K. dxxo
q-1 q-1 q-1

2
+ Y2j2d999+LYjZKldexmLszszxé’%[Lj Yi*Kdxx6
q-1 q-1 1

2 2
L jZKle99X+[L] (K, d¢9xx+(Lj 2K K, dx@x
g-1 1 g-1

2
+L1 jZKZCdx99+L1 jZKZDd0x9+(LJ J°K, (Cj+ Dj - X ) dxx®
q- q-

h Y h Y
+[—1J JPK,Cdx@x + [—J j’K,Dd@xx =0
elde edilir. Buradan gerekli islemler yapilirsa esitlik,

(1+jY + szz)d06?9+qL_l(qul+qj2YKl+ j*YK, +0j°DK, )d6ox

2 2
+[[ h qu(|<1+ YK, + jKZD)+(L1] (77 (k)" + jZKSD)}daxx

h . : :
+ﬁ(jK2 +Yj°K, +Cj’K, ) dx00

2
+(L1] [ QiK, +aYi*K, + J°K,K, +0j°K, (Cj + Dj - X) + j’K,C |dxx =0
q_

2 2
[Llj 7K, 0dxx :(LJ j2K3(Cdx0+ Dd6?x+L1(Cj +Dj— X)dxxjx
q_

(3.13)
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haline gelir.

Bu denklemin sag tarafinin 0 olabilmesi ancak sol taraftaki her bir terimin katsayisinin sifira

esit olmasiyla miimkiindiir. Buradan hareketle, oncelikle

1+ jY + j°Y? = 0 olmas1 gerekmektedir. Bu ise,
(Y =1)(j%Y —1) =0 seklinde yazilabilir ki, buradan

Y=1 veya Y =] elde edilir Ancak Y =1 olmasi, bizi herhangi bir neticeye
gotirmemektedir. Dolayisiyla, Y = j alacagiz.

Bu durumda,

A=q+qjD,

B=gjC -1

K, =Yj’q-Dj’q—A=q-Dj°’q-q-qjD =—qj’D-qjD,

K, =Yj-Cj’*q-B = j*-Cj’*q-qjC +1=—qj’C —qjC — ],

K, =Yj*~Cq—-Dq+ Xj°q— Aj - Bj =1-qC — gD + Xqj* —qj —gj*D - gj*C + j.

olur. (3.13) deki dordiincii katsay ise,

0= jK, +Yj’K, +Cj’K, =(j+Yj* +Cj* ) K,
= (j+1+Cj*)(-gi*C -qiC - j)

sekline gelir ki, gerekli diizenlemeler yapildiginda
(q°C-1)(C-1)=0
C=jgq*veya C=1

bulunur. Yine C =1 hali, herhangi yeni bir sey vermez. O nedenle,

C = jg ! alalim. Bu takdirde katsayilar,
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Y =],

A=q+qjD,

B=j’-1,

K1=—qj2D—qu,

K, =—-ai*(ja*)-ai(ja*)-j=-1-i"-j=0,

Ky=1-q(jg™)-aD+ Xaj’ —aj—aj*D—aj* (jq )+ ]

=1-j-qD+Xqj* -qj —qj’D -1+ j =—qD-qj*D +qj*X —qj.

haline gelir. (3.13) deki ikinci katsayiya bakilirsa

0 =qjK, +aj*YK, + j*YK, +0j’DK,
=(gj+a*j+j*j)(-ai*D-qjD)+qj’D-0
=(gj+9+1)(-qj’D-qjD)

olur. Gerekli diizenlemelerle,

q(-qj?+1)D =0

dolayisiyla,

D=0

elde edilir.

Boylelikle yeni katsayilar,

olur . Bu kez besinci katsay1 goz 6niine alindiginda,
0=0jK, +qYj’K, + j’K,K, +gj’K,(Cj + Dj — X) + j°’K,C

=(ai+a+g™)(ai*X —qj)+ j*0-0+0
=(aj+q+q7)ai(jx -1)
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olur. Yani,
X = j?

olarak bulunur. Sonug olarak tiim katsayilar,

N

1 Il I
: 9 — .

iq™ (3.14)

I
o

N
Il
o

,=0°(j*)—dj=qj—qj=0.

AN X XOO w » < x
I
B_

seklindedir. Kontrol edilmeyen {igiincii katsaymin da sifir oldugu agiktir,

Simdi, koordinat fonksiyonlari ve onlarin diferansiyelleri arasinda saglanan (q, j.h)-deforme

bagintilar

xdx = j2dxx,

xd@ = qdOx+( j* —1)dx0+ hjdxx,
odx = jq'dx8 —q "hj*dxx,

fdo = jdoo

(3.15)

seklindedir. Daha sonra q— 1 limitine gecerek bu bagintilari tekrar yazacagiz.

3.4 Koordinat Fonksiyonlar: ve ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda ise, koordinat fonksiyonlariyla, bunlarin ikinci dereceden diferansiyelleri arasinda

saglanmas1 muhtemel komutasyon bagntilarini bulmak istiyoruz.

Ancak bunun i¢in 6nce, dx ve d@ arasinda saglanan bagintiy1 bulmaliyiz. Z3-dereceli g-siiper

diizlemde bu bagintinin
dx'd@'=Fdé'dx’
seklinde oldugunu biliyoruz.

Burada (3.4) i kullanarak, sol taraf
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dx'd«9'=dx[d6’+dexj
g-1

2

—dxd+ 7 (dx)
q-1
ve sag taraf
o . h
Fdo'dx'= F[d6’+ j—dXJdX
q-1
. h 2
= Fd@dx + Fj —(dx)
q-1
olur. iki tarafin esitligi ile
dxd0 = Fdodx+—— (Fj - 2 (dx)’
g-1

elde ederiz.

Artik koordinat fonksiyonlari ile bunlarin ikinci dereceden diferansiyelleri arasindaki
komutasyon bagintilarini bulmaya haziriz. (3.15) deki ilk bagmtinin her iki tarafina

d operatoriinii uygularsak, sol taraf

d(xdx) = (dx)2 +xd*x

ve sag taraf

j2d (dxx) = j2d 2+ j2j (dx)’

olup, iki tarafin esitliginden

xd?x = j*d?xx

elde edilir. Benzer sekilde (3.15) deki ikinci bagintiya d operatoriinii uygularsak, sol taraf
d(xd@)=dxd6 + xd*¢
ve sag taraf

d(qdox+( j* ~1)dx6 + hidxx) = qd (déx) + (j* ~1)d (dx6) + jd (hxx)
- qd29x+qj2d9dx+(j2 —1)d2x9+(1— j)dxdo + jzhdzxx+h(dx)2
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olup, iki taraf esitlenerek gerekli diizenlemeler yapildiginda,
xd?0 = qd?Ox+( j* —1)d*x0+ j*hd*xx
+(-Fj+ qu)dedx{ql_l(l— Fj?)+ h}(dx)z

olarak bulunur. Burada koordinat fonksiyonlari ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki

bagintilar, birinci mertebe diferansiyelleri de icermektedir ve dolayisiyla homojenlik yoktur.
Bu bagintinin homojen olmasi i¢in d@dx ve (dx)2 li terimlerin katsayilari sifir olmalidir. Bu

ise, bize,
F =qj yi verir. Bu degerin ayn1 zamanda (dx)2 nin katsayisini da sifir yaptigi agiktir.

Boylelikle,

dxd @ = gjddx + hj? (dx)’

ve

xd?0 = qd?0x+( j° —1)d*x0+ j*hd*xx

olur. (3.15) deki son iki bagnti i¢in de benzer islemler yapilirsa,
0d*x =q'd*x0—q " j*hd *xx

ve

0d’6 =d’66

olur.

Sonug olarak koordinat fonksiyonlari ile bunlarin ikinci dereceden diferansiyelleri arasindaki

(, j,h)- komutasyon bagntilari

xd?x = j°d?xx,

xd?0 = qd*Ox+( j* —1)d*x0+ j*hd*xx,
0d*x =qd*x0—q*j*hd *xx,

0d*6 =d’*60

(3.16)

ve birinci mertebeden diferansiyeller arasindaki baginti
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dxd 6 = gjddx + hj? (dx)’ (3.17)
seklindedir.

3.5 Birinci ve Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda ise (3.16) da buldugumuz bagmtilardan faydalanarak, koordinat fonksiyonlarinin
birinci dereceden diferansiyelleri ile, ikinci dereceden diferansiyelleri aralarindaki bagntilar:
bulacagiz. Bunun i¢in yine d dis diferansiyel operatoriinii, (3.16) daki bagmtilara

uygulayacagiz. Oregin birinci denklem igin, sol taraf
d (xd*x) =dxd’x
ve sag taraf

£2 2 A2

j?d (d*xx) = jd*xdx
olup, iki tarafin esitliginden

dxd*x = jd*xdx
bulunur. Benzer sekilde diger bagintilar da elde edilirse,

dxd*x = jd*xdx,
dxd*6 = qd*0dx+( j - j*)d*xd@+ j*hd*xdx,

(3.18)
d@d’x =g~ j*d*xd @ —q* j*hd *xdx,
dad?*6 =d*ade.
olur.
(3.16) daki bagintilardan ikincisi ya da ti¢iinciisiine d operatdriiniin uygulanmasiyla
d?xd?@ = qj*d*dd*x + jhd*xd*x (3.19)

bulunur.

3.6 Z3-Dereceli h- Siiper Diizlem ve Baz1 Bagintilar

Bu kisimda, daha once soziinii ettigimiz gibi, buldugumuz komutasyon bagntilarinda q —1

limitine giderek, Zs-dereceli h - siiper diizlemdeki komutasyon bagintilarina ulasacagiz.
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(2.10) da Zsz-dereceli h- siiper diizlemdeki koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilarin,

q—1 limitinde,

X0=60x+hx*, 6°=0 ve h®=0

oldugunu soylemistik.

Benzer sekilde, (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) bagintilarinda ¢ — 1 limitine gidersek,

Koordinat fonksiyonlari ile onlarin birinci mertebeden diferansiyelleri arasindaki bagintilar:
xdx = j2dxx,

xd@ = dox+( j* 1) dx0 + hjdxx,

Odx = jdx@ — hj’dxx,
0d6 = jdeo

Koordinat fonksiyonlar ile onlarin ikinci mertebeden diferansiyelleri arasindaki bagintilar:
xd?x = jd?xx,
xd?0 = d*0x+( j* ~1)d*x0+ j*hd?xx,

0d*x = d*x8 — j*hd?xx,
0d*0 =d%00

Birinci mertebeden diferansiyeller arasindaki baginti:
dxd@ = jddx+ hj? (dx)’

Birinci mertebeden diferansiyeller ile ikinci mertebeden diferansiyeller arasindaki bagintilar:

dxd?x = jd2xdx,

dxd*6 = d*0dx+( j - j*)d*xd@+ j*hd*xdx,
dod?x = j2d*xd6— j2hd 2xdx,

dod?0 =d%odo

Ikinci mertebeden diferansiyeller arasindaki baginti:
d*xd?@ = j*d*8d*x + jhd*xd*x

olur.
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4. KISMi TUREVLERIN CEBIRIi

Bu boliimde Zsz-dereceli h-siiper diizlemin koordinat fonksiyonlari, birinci mertebeden

diferansiyelleri ile bunlarin kismi tiirevleri arasindaki bagintilar1 bulacagiz.

Eger f, x ve @ nin tiirevlenebilen bir fonksiyonu ise, f nin birinci mertebeden diferansiyeli,
df :(dxaX +d669) f (4.2)

seklinde tanimlidir.

4.1 Koordinat Fonksiyonlari ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar

Burada, koordinatlarla kismi tiirevler arasindaki komutasyon bagmtilarini elde edecegiz. Bunu
(4.1) deki denklemin her iki tarafinda f yerine xf yazarak kolayca buluruz. Gergekten, sol

taraf
d (xf ) =dxf +xdf =dxf +x(dxo, +déo, ) f

= {dx(u 2%, +(j2 —1)989 + hxag)déﬁex} f

ve sag taraf
d(xf)=(dxo,x+dé,x) f
oldugundan, iki tarafin esitliginden,

0,x=1+ j*x0, +(j* ~1) 68, + hxd,,

(4.2a)
0,X=0x0,
bulunur. Benzer sekilde, (4.1) de bu kez f yerine @ yazilarak
0.0=j’q"(6-hx)o,,
" Jq_ ( )ox (4.2b)
0,0=1+j’®0,
elde edilir.

4.2 Kismi Tiirevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda ise kismi tiirevler ile birinci mertebe diferansiyeller arasindaki komutasyon

bagintilarini elde edecegiz.

Oncelikle bu bagmtilarin,
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0. dx = Adxa, + A,deB, + Adxd, + Ad,,
0,d0 = Ad6o, + Adxd, + Adxd, + Aded,,

0,dx = Adxo, + A,dé, + A,dxd, + A,dé,, (4:3)
0,d60 = A,dxo, + A,d60, + A.dxo, + A,d&0,
seklinde oldugunu kabul edelim.
Kismi tiirev operatoriiniin tanimi geregince,
0, () dx*) =5 5 dx* ; (X' =xx=0) (4.4)

oldugunu biliyoruz.

Kismi tiirevi (3.15) deki bagintilara uygularsak, 6rnegin birinci bagint1 igin,

0, (xdx— j°dxx) =0 olmalidir. (4.4) kullanilirsa,
dx — j°0x-dx- x = 0olur. Simdi, (4.3) den uygun olan bagmt1 yerine yazilirsa,

dx— j?[Adxo, + A,d&D, + Adxd, + Ad&D, | x =0
dx— j°Adx— j*A,dO =0
(1- j*A)dx— j*AdO=0

oldugundan, A =j ve A ,=0bulunur.

Hem 0, hem de 0,, (3.15) deki tiim bagintilara uygulandiginda biitin A katsayilar1 elde

edilir ve (4.3) deki komutasyon bagintilar

0.dx = jdxo, — j*hdxa,,
0.d0=q7'dé, +q*jhdxo,,
0,dx = gj’dxd,,

0,46 =(j* - j)dxo, + j*dep,

(4.5)

haline doniisiir.
4.3 Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar
Zs-dereceli uzayda d* =0 olmaldir.

d*f =[(dxa, +deéb, )(dxo, +deb,) | f
=[dxo,dxo, +dxa,dé0, +déo,dxo, +de,d&b, | f
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ve

0=d*f =[(dxd, +déb, )(dxd, +dep, )(dxd, +dep,) | f
= (dxa,dxd, +dxa,d 60, + d o ,dxo, +d6o,deD, ) (dxo, +d6b, ) | f (4.6)
~ {dx@xdxaxdxéX +dxo,dxo, déb,, +dxo,d e ,,dxo, +dxo, déb,déo, }
+d 60, dxd,dxo, +dép,dxd,d 0, +dép,dép,dxd, +d 6o ,dép,dép,

oldugundan, (4.6) da, (4.5) ve (3.8) bagintilar1 uygulanirsa ve katsayilarin sifira esitligi goz

Ontine alinirsa,

(dx)3 =0 varsayim altinda,

6x89 = aneax !

4.7
50 @.7)

komutasyon bagntilari elde edilir.

Bir 6nceki boliimde yaptigimiz gibi, burada da (4.2a), (4.2b), (4.5) ve (4.7) bagintilarinda

g— 1 limitine gidersek,

Kismi tiirevlerle koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar,

0,x=1+ j’x0, +(j* —1) 68, + hxd,,
0,X=X0,,

0,0=j’(60-hx)a,,

9,0 =1+ j°0,

Kismi tiirevlerle koordinat fonksiyonlarinin birinci mertebeden diferansiyelleri arasindaki

bagintilar,

0. dx = jdxo, — j*hdxa,,
0,d0=d, + jhdxd,,
0,dx = j*dxa,,

0,d0=(j* - j)dxo, + j*dep,

Kismi tiirevlerin kendi arasindaki bagintilar,

0,0, = 0,0
83 =0

X!

olur.
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5. CARTAN-MAURER FORMLARI

Bu boliimde Cartan-Maurer formlarim1 tanimlayip gerekli komutasyon bagmtilarii elde

edecegiz. Zs-dereceli q-deformasyonda, bir A cebirinin jeneratorlerinden yararlanilarak,
w'=dx'(x')" ve

. ffon-l ol g on-t
u'=de'(x") —dx'(x") " 0'(x’)

seklinde iki formlar tanimlanmigt1 (Celik 2002a).

Zs-dereceli h - stiper diizlemde, u ve w nun, h ile

h=qgj*h
= (5.1)
wh = jhw
komutasyon bagintilarini sagladigi varsayimi altinda,
(3.3) ve (3.4) den yararlanilarak,
wW'=dxx"=w ve

. . h -1 -1 h -1
u'=|df+j——dx |[X —dxx | 6+——X |X

g-1 g-1
=dox" —dxx'Ox " =u
elde edilir.
Zs-dereceli h -deformasyonda Cartan — Maurer formlari,
w=dxx
(5.2)

u=dox™* —dxx'ox™*

olur.

5.1 Cartan — Maurer Formlari ile Koordinat Fonksiyonu Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, X ve @ koordinat fonksiyonlari ile Cartan-Maurer formlar1 arasindaki bagintilar

elde edecegiz.

Bunun i¢in, (5.2) bagintisindan faydalanirsak,
XW = Xdxx

Yukaridaki denkleme, (3.15) deki bagintilardan uygun olanini kullanirsak,
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XW = j2wWx

bulunur. Diger komutasyonlar ig¢in de, (3.15) deki bagmtilardan faydalanilir ve uygun

dontistimler yapilirsa tiim komutasyonlar,

XW = j2wx
XU = qUX 5.3)
ow = jwo

6u = gjué + ghux

olur.

5.2 Cartan — Maurer Formlar1 ile Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki
Bagmtilar

Cartan — Maurer formlar1 ile birinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilari1 bulmak i¢in,

(5.1) ,(5.2), (3.15) ve (3.16) bagintilar1 kullanilarak ve gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

wdx = jdxw,
udx = g 'dxu,
wdéd = jdow+(1— j) jwow,
udé =q'déu—q*hdxu+q*(j* —D)weu

(5.4)

komutasyon bagntilar1 elde edilir.

5.3 Cartan — Maurer Formlari ile Ikinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki Bagintilar

Cartan — Maurer formlari ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar1 bulmak igin,

(5.1), (5.2), (3.15), (3.16) ve (3.17) bagmntilarindan faydalanirsak,

wd?x = j2d*xw,

ud®x =q*d*xu,
wd?6=(1-j)jg'd*xu+d*Ow

ud260 = q'd?6u +[(j - jz)x‘le—q‘ljzh]dzxu

(5.5)

komutasyon bagintilarina ulagiriz.
Onceki béliimlerde oldugu gibi, (5.3), (5.4) ve (5.5) bagmntilarinda q — 1 igin limit alirsak,

Cartan-Maurer formlar ile koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar,
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XW = j2wx

XU = UX

ow = jwéo

6Au = jud + hux

Cartan — Maurer formlar ile birinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar,

wdx = jdxw,

udx = dxu,

wdé = jdow+ (1— J) jwow,

udé = d6u —hdxu + (j> —L)wéu.

Cartan — Maurer formlar ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar,

wd?x = j2d*xw,

ud?x = d*xu,

wd?6 = (1—- j) jd°xu +d*6w

ud?6 = d’eu +[(j - j?)x70- jzh}dzxu

olur.
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6. SONUC

Bu ¢aligma, iki boyutlu R, (]Jl) kuantum siiper uzayinin Zs-dereceli diferansiyel geometrisi

lizerine yapimistir. Calismada, R, (ﬂl) stiper uzaydan, R, (ﬂl) sliper uzayina gegilerek, yeni

bir diferansiyel yap1 insa edilmistir. Bu diferansiyel yapi1 olusturulurken, koordinat
fonksiyonlari, onlarin diferansiyelleri v.b. arasindaki komutasyon bagntilar1 elde edilmekle
kalinmamis ayn1 zamanda, kismi tiirev operatorleri arasinda saglanan komutasyon bagintilari
da elde edilmistir. Calismanin son kisminda ise, Cartan-Maurer formlar1 ve bu formlarla,

koordinat fonksiyonlari ile diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilar1 bulunmustur.
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