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OZET

Kapal1 yiizeyler homeomorfizma altinda siniflandirildi. Bir ylizeyin normal formu elde edildi.
Bir ylizeyin sinir egrilerinin sayisi, Euler karakteristigi, cinsi, yonlendirilebilirligi ve
yonlendirilemezligi ¢alisildi. Bir yiizeyin ¢ekilmis bozunumunun bazi énemli 6rnekleri verildi
ve birim ¢emberin temel grubu hesaplandi. Tietze teoremi ispatlandi ve Seifert - van Kampen
teoremi ifade edildi. Torlarin ve izdiisiimsel diizlemlerin baglantili toplamlarinin temel
gruplart ve bu gruplarin temsilleri elde edildi. Bir diiglim grubunun Wirtinger temsili
ispatlandu.

Anahtar Kelimeler: Digiim, Wirtinger temsili, yiizey, degismez, temel grup, serbest grup,
Seifert - van Kampen teoremi.
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ABSTRACT

The closed surfaces are classified up to homeomorphism. The normal form of a surface is
obtained. The number of boundary curves, the Euler characteristic, the genus, the orientability
and the non-orientability of a surface are studied. Some important examples of a deformation
retract of a space are given and the fundamental group of the unit circle is calculated. The
Tietze theorem is proven and the Seifert - van Kampen theorem is stated. The presentations of
the fundamental groups of the connected sums of tori and projective planes are obtained. The
Wirtinger presentation of a knot group is proven.

Keywords: Knot, Wirtinger presentation, surface, invariant, fundamental group, free
group, theorem of Seifert - van Kampen.
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1. GIRIS
(Topolojik) yiizey, her noktasinda Oklid diizlemi R?’nin bir agik alt kiimesine homeomorf
olan bir agik komsuluga sahip bir Hausdorff topolojik uzayidir. Bu c¢aligmanin amaci,

yiizeyleri homeomorfizma altinda siniflandirmaktir.

IIk boliimde, diigiim teorideki temel tanimlar verildi ve Reidemeister hareketlerinin konu

uzerindeki teoremi ifade edildi.

Ikinci béliimde, kombinatoryal yiizey tanitildi. Ayrica, bir yiizeyin normal formu elde edildi
ve yiizeylerin yonlendirilebilirlik, Euler karakteristigi ve sinir egrileri sayis1 gibi degismezleri

gosterildi. Diiglimler ve ylizeyler arasindaki iligski de bu béliimde tartisildi.

Ucgiincii boliim, bir topolojik uzaym bir taban noktasindaki temel grubuna ayrildi. Birim

¢emberin temel grubunun, tamsayilar grubuna izomorf oldugu ispatlandi.

Dordiincii boliimde, serbest gruplar ve bir grubun temsili tanimlandi. Bir temsilden digerine
geemeyi saglayan Tietze denklikleri de tanitildi. Bu boliimiin sonunda, diigiim gruplar ve

onlarin Reidemeister hareketleri altinda degismezligi tartigildi.

Son boliim, Seifert - van Kampen teoreminin ifadesi ve onun bazi uygulamalarindan
olugmaktadir. Bu boliimde, kapali yiizeyler homeomorfizma altinda siniflandirildi. Boliimiin
sonunda, diigiim grubunun Wirtinger temsilinin bir ispat1 verildi ve trefoil diigiimii, asikar

diigiimden ayirt edildi.



2. DUGUMLER VE iZOTOPI
Bu boliimde, diigiim teorideki bazi temel tanimlara deginecek ve Reidemeister’in konuyla
ilgili ok énemli bir teoremini ispatsiz olarak verecegiz. Birim ¢ember S1’i, R? diizleminde

x% + y? = 1 denklemini saglayan (x,y) noktalari olarak alacagiz.

2.1 Diigiimler ve Diigiim Tipleri

2.1.1 Tammm: Diigiim, 3-boyutlu uzayimn birim ¢embere homeomorf olan bir alt kiimesidir.
Daha agik olarak, eger S birim ¢emberinin R® 3-boyutlu uzayi igine goriintiisii K olan bir
homeomorfizmasi varsa, o zaman K alt kiimesine bir diigiim denir. Sek.2.1 bazi digliim

orneklerini gostermektedir.

o>&HE

(a) Asikar digim (b) Sol trefoil (c) Sag trefoil
diglimii digimii
(d) Sol 8-sekil (e) Sag 8-sekil
digimii diigimii

Sekil 2.1 Baz1 diigiimler

2.1.2 Tamm: K; diigimiinii K, diigiimine resmeden R3’iin kendi {izerine bir
homeomorfizmasi varsa, bu iki diiglim denktir denir. Agikca, diigiim denkligi bir denklik

bagintisidir. Eger iki diigiim denkse, o zaman bunlar ayn: tiptendir denir ve diiglimlerin her



bir denklik smifi bir diigiim tipidir. Eger bir diigiim, x? + y?> = 1,z = 0 diigiimlenmemis

¢emberine denkse, bu diiglim agsikar diigiim olarak adlandirilir (Sek.2.1-(a)).

2.1.3 Ornek: Sek.2.1°deki (b) ve (c) diigiimleri denktir. Bunu gérmek i¢in bunlardan birinin
ayna gorlntiisiinii aliriz. Ayna gorintiisii ile bir K digiminin (x,y,z) — (x,y,—z) ile
tanimlanan yansima altindaki goriintiisiinii kastetmekteyiz. Benzer olarak (d) ve (e)’deki

diigiimler de denktir.

2.1.4 Tanmmm: Kenarlar olarak adlandirilan kapali diiz dogru pargalarinin sonlu sayida
birlesimleri ¢okgensel diigiim olarak adlandirilir. Kenarlarin bitim noktalarina diigiimiin
tepeleri denir. Eger bir diigiim ¢okgensel diigiime denkse, uysal diiglim adim alir ve eger bir

diigiim uysal degilse, o zaman buna vahgi diigiim denir (Sek.2.2).

Bu caligmada diigiimii, uysal diigiim anlaminda kullanacagiz. Fakat diigiimleri Sek.2.1’deki

f\_@_@

gibi cizecegiz.

Sekil 2.2 Vahsi diigiim
2.1.5 Tanm: K, R3*de bir diigiim olsun. p, R*’iin R? = {(x,y,0) € R3} diizlemine
p(x,y,2) = (x,y,0) ile verilen paralel izdiisiimiinii gdstersin. Eger p~*(x) N K birden fazla
noktadan olusuyorsa, o zaman x € p(K) noktasina bir ¢aprazlama noktas: denir. Eger

p~1(x) N K iki noktadan olusuyorsa, o zaman x bir ¢ift kat ¢aprazlama noktasi olur.
2.1.6 Tammm: Eger asagidakiler gecerli ise K diiglimii diizenli konumundadir denir:

i.  K’nin caprazlama noktalar1 sadece ¢ift kat caprazlama noktalaridir ve bunlardan
sadece sonlu sayida vardir,
ii.  Higbir cift kat ¢aprazlama noktast K’nin herhangi bir tepesinin goriintiisii degildir

(Sek.2.3).
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(a) K’nin bir ¢caprazlama (b) Bu tiirden bir caprazlama
noktasi noktasi engellenmistir.

Sekil 2.3

2.1.7 Tanmm: Diizenli konumdaki bir diiglimiin izdiisiim goriintiisiiniin her bir ¢aprazlama
noktasi diiglimiin iki noktasinin goriintlisiidiir. Bunlardan daha biiyiik z-koordinatina sahip

olana bir iist ¢aprazlama, digerine de bir alt ¢caprazlama denir.

2.2 Reidemeister Hareketleri ve Izotopi

2.2.1 Tammm: Diizenli konumdaki bir diiglimiin izdiisim goriintiisii bir diigiim diyagrami

olarak adlandirilir.

2.2.2 Tanmm: Diyagramlar1 baglamak icin yapilan yerel degisikliklere Reidemeister
hareketleri denir (Sek.2.4).

o /@e/\:)e\@

-0
XX

Sekil 2.4 Reidemeister hareketleri




RO tipinden bir hareket de bunlara eklenebilir: D; ve D, iki diiglim diyagrami olmak iizere,
eger diizlemde, hi¢cbir caprazlamay1 degistirmeden D;’i D,’ye tasiyan siirekli bir bozunum
varsa, o zaman bu iki diigiim RO tipinden bir hareketle ayrilirlar (Sek.2.5). Bir X topolojik
uzayinin bir bozunumu h;: X — X ,0 < t < 1 tasvirlerinin bir ailesidir dyle ki, hy 6zdeslik

ve H(x,t) = h;(x) olarak tanimlanan H fonksiyonu ayni anda x ve t’de siireklidir.

Sekil 2.5 RO tipinden bir hareket

2.2.3 Tamm: D; ve D, iki diigim diyagrami olsun. Eger D;, D,’ye RO, R1, R2 ve R3
hareketleri kullanilarak dontistiiriilebiliyorsa, o zaman bu iki diyagram izotoptur denir. Eger

bu doniisiim R1 kullanilmadan yapilabiliyorsa, bu takdirde D; ve D, diizenli izotoptur denir.
Acikea, izotopi ve diizenli izotopi bir denklik bagintisidir.

2.2.4 Tamm: Bu tamimda t parametresinin zamam temsil ettigi diistiniiliirse, R*’de t = 0
anindan t = 1 anina homeomorfizmalarin siirekli bir ailesi elde edilir. K; ve K, iki diiglim
olmak iizere eger asagidakiler saglanacak sekilde siirekli bir H: R® X [0,1] — R® fonksiyonu

varsa, o zaman bu iki diiglim kugatan izotoptur denir:

i.  hy = H(—,0) dzdeslik tasviridir: R®> — R3,
ii. Hert € [0,1] igin h, = H(—,t) bir homeomorfizmadir: R3 — R3,
iii. Eger hy = H(—,1), 0 zaman h,(K;) = K,.

Acikea, kusatan izotop diiglimler denktir.
Simdi Reidemeister tarafindan ispatlanan s6z konusu teoremi veriyoruz:

2.2.5 Teorem (Reidemeister): /ki diigiimiin kusatan izotop olmasi icin gerek ve yeter kosul

bunlarin izotop diyagramlara ait olmasidir.



3. YUZEYLER

3.1 Kombinatoryal Yiizeyler

3.1.1 Tanim: Bir S kombinatoryal yiizeyi, asagidaki kosullar1 saglayan sonlu sayidaki (kat1)
ticgenlerin birlesimidir:

S.1: Herhangi iki tiggen bir kenarda ve bir tepede bulusurlar ya da hi¢ bulugmazlar.

S.2: Herhangi bir kenar bir veya iki tiggenin kenaridir.

S.3: Herhangi bir v tepesi i¢in, tepesi v olan tiim liggenlerin birlesimini St v ile gosterirsek; o

zaman St v bir diske homeomorftur. St v’ye v’nin yildizi denir.

S.4: S’de verilen herhangi iki tepe icin, liggenlerin kenarlar1 boyunca bunlart birlestiren bir

yol vardir.

Kombinatoryal bir yiizey elde etme islemi, yiizeyin iiggenlestirmesini bulma olarak
adlandirilir ve bu {iggenlestirme tek olmayabilir. Bir yiizeyi onun iiggenlestirmesinden elde

etmek i¢in, ayni etiketli kenarlar1 bunlarin yonlendirmelerine bagl kalarak yapistiririz.

3.1.2 Ornek: Bir an i¢in asagidaki dikdortgenin igindeki kenarlar1 unutacak olursak, so6z

konusu yapistirma ydnergelerini R3’te canlandirabiliriz ve bir tor elde ederiz (Sek.3.1).

>
»

> \

-

Sekil 3.1 Tor elde edilmesi

Bazen bu yonergeleri R3’te canlandiramayiz (Sek.3.2).

>

N\ > N
4 i —> (} ) —
) o ) Buray1 nasil
Sekil 3.2 Klein sigesinin diisiiniilmesi yapistirabiliriz?

Bu durum genelde Sek.3.3’deki gibi bir i¢-kesme yapilarak ¢izilir. Bu yiizey Klein sisesi

olarak adlandirilir.
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“ Sekil 3.3 Klein sisesinin elde edilmesi
3.1.3 Ornek: Sek.3.5’in, Sek.3.4’teki belirlemeyle dikdortgen olarak temsil edilen bir

silindirin tiggenlestirmesi oldugunu gosterelim.

Sekil 3.4 Dikdortgen olarak temsil edilen silindir

%1

()
Sekil 3.5 Silindirin bir iggenlestirmesi

S.1 ve S.2 saglanir. Yol baglantililik olan S.4 de agiktir. S.3’1 kontrol edelim. Sek.3.5’deki v,
icin, v;’1 tepe olarak kabul eden iicgenlerin birlesimi 4 ve 5 numarali iiggenlerden
olugmaktadir. Boylece St v; bir licgendir ve dolayisiyla diske homeomorftur. v, i¢in, Stv,
1,2,7 ve 8 numarali tiggenlerden olusur. Boylece Stv, bir dikdortgendir ve dolayisiyla diske

homeomorftur. Diger alt1 tepe de benzer sekilde kontrol edilerek S.3’{in saglandig1 goriiliir.

3.1.4 Ornek: Torun ve Klein sisesinin iiggenlestirmeleri, sirasiyla Sek.3.6 ve Sek.3.7’de

gosterilmistir.
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aa AQ
b4 'y
C A AC
d e F
Sekil 3.6: Torun bir tiggenlestirmesi
d e f
cy 1 a
by 1 b
ay ! S
d e f
Sekil 3.7: Klein sisesinin bir
ticgenlestirmesi

3.2 Bir Yiizeyin Normal Formu

Bu boéliimde, ylizeyin bir iiggenlestirmesine sahip oldugumuzu kabul edecek ve yiizeyin
yvonlendirilebilirlik, simir egrileri sayisi, Euler karakteristigi ve cins gibi degismezleri

izerinde ¢alisacagiz.

Bir S yiizeyinin iiggenlestirmesine sahip oldugumuzu kabul edelim ve buradaki bir liggeni
diistinelim. Bu ii¢cgen iizerinde bir yonlendirmeyi saat yonii veya saat yoniiniin tersi olarak

segebiliriz (Sek.3.8).
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Sekil 3.8 Ucgen iizerinde bir yonlendirme

Eger iki liggen ortak bir kenara sahipse bunlara komsu tiggenler denir.

3.2.1 Tamim: Bir S ylizeyindeki tiim {iggenler i¢cin komsu ii¢genler ayn1 yonlenecek sekilde
bir yonlendirme secilebiliyorsa S  yonlendirilebilirdir.  Aksi  takdirde  ylizey

yonlendirilemezdir.

3.2.2 Ornek: Sek.3.9’daki Mébius seridinin {iggenlestirmesini diisiinelim.

@) O O

O ?
1 © 3 Dz

A\ 4

Sekil 3.9 Mobius seridinin bir liggenlestirmesi

Eger 1’de saat yoniiniin tersi bir yonlendirmeyle baglarsak, yapistirma yonergelerinden dolay1
2’yi saat yoniinde yonlendirmek zorunda kaliriz. Fakat 3 i¢in komsu tiggenlerle ayn1 olacak

sekilde bir yonlendirme se¢gmek imkansiz olur.
3.2.3 Kesme ve yapistirma

Yapistirma yonergelerine bagli kalarak bir yiizeyin ¢cokgensel temsilinin elde edilebilecegini
iki adimda aciklayacagiz. Kesme ve yapistirma islemini agiklamaktaki amag¢ harflerle
calismaktir. 11k olarak, yiizeyi yeniden insa edebilmek igin tiim kenarlar1 etiketleyecegiz ve
digerlerinden farkli bir harfle etiketlendirilen yeni bir kenar boyunca kesecegiz. Simdi

adimlar1 verelim:

Adimm 1: S’deki tiim ti¢genlerin her bir kenarimi, farkli kenarlara farkli harfler vererek
etiketleyelim ve bir ok ile yonlendirelim. S’deki etiketli tiim iiggenlerin kiimesini T'(S) ile

gosterelim. Ornegin Sek.3.10, Sek.3.11°1 verir.
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Sekil 3.10 Uggenlerin kesilmesi
X

c

X
Sekil 3.11 Elde edilen iiggenler

Adim 2: Herhangi bir Ty € T(S) liggeni alalim. T, ile ortak bir kenar etiketine sahip bir
T, € T(S) bulalim. Bir D, diski elde etmek i¢in, ortak kenarin harf ve okuna uyarak T, ve T;’i
yapistiralim. D;’in sinirinda komsu kenar etiketleriyle bir veya iki kenar etiketi ortak olan
T, € T(S)\{T,, T;} bulalim ve bir D, diski elde etmek i¢in T,’yi D;’e yapistiralim. Bu yolla
T(S) bitene kadar, bir D;,; diski elde etmek i¢in, D;’nin bir veya iki komsu kenarlarina

uyarak T; € T(S) bulmaya devam edelim.

Son durum etiketlendirilmis ve yonlendirilmis bir ¢cokgendir. Bu islemler Sek.3.12 — 2.18

arasinda gosterilmistir.

\ A

a b
c d
x
Sekil 3.12 Sekil 3.13
e a b
b
f
Sekil 3.14

Sekil 3.15
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Q

Sekil 3.16

Sekil 3.17 Sekil 3.18
Tipik olarak Sek.3.19’daki gibi bir ¢cokgen elde ederiz.

1

A‘U‘

A

d
Sekil 3.19 Tipik bir cokgen

Her etiket yalnmiz bir veya iki liggenin kenarina kars1 geldigi i¢in, her etiketin yalmiz bir veya

iki kez olusabilecegine dikkat edelim.
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Simdi harflerle ¢alismaya haziriz: herhangi bir tepe secelim, eger ok saat yoniinii belirtiyorsa
kenar etiketini oldugu gibi yazalim, saat yoniiniin tersini belirtiyorsa kenar etiketi lizeri eksi

bir yazalim. Ornegin Sek.3.19’da eger 1 ile baslarsak, o zaman
b~lcda 'dc lea

elde ederiz. Eger 2 ile baslarsak, o zaman
a tdcteablcd

elde ederiz. Boylece bu iki sembolii ayni olarak diisiiniiyoruz.

Bir ¢okgenin yiizey sembolii ile ¢aligmak icin kesme ve yapistirmayi igeren operasyonlar
tammlamaliyiz. Ug tane temel operasyon vardir. Kiigiik harflerden olusan kelimeler ve

bunlarin tersleri i¢in biiyiik harfleri kullanacagiz:

Operasyon 1 (Sek.3.20):

Kes

ABC ——_AxCve Bx~1
Yapistir

C C

Sekil 3.20 Birinci temel operasyon

Operasyon 2 (Sek.3.21):

Kes

Axx B _—_—_ AB
Yapistir
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A B A B

Sekil 3.21 Ikinci temel operasyon

Operasyon 3: Bu operasyon bir kenar1 ortadan ayirmamizi saglar (Sek.3.22). Daha acik
olarak, eger u, v sembolde bagka hicbir yerde yer almazsa, o zaman x ile uv’yi, x’in oldugu

her yerde degistirebiliriz.
X = uv

Tersine, eger u ve v sembolde her zaman arka arkaya yer alirsa, o zaman sembolde olmayan

x ile uv’yi degistirebiliriz.

uv - x
X u v
A °. A
| 4 | 4 | 4
—
4—
A A

Sekil 3.22 Ugiincii temel operasyon
Bu temel operasyonlari kullanarak ¢ok kullanigh bazi birlesik operasyonlar elde edebiliriz.

Operasyon 4: y, A,B,C veya D’de olmayan yeni bir sembol olmak tlizere ABxCxD ile
AyCB~1yD degistir.

Operasyon 5: y, A,B,C veya D’de olmayan yeni bir sembol olmak iizere ABxCx~1D ile
AyCy~1BD degistir.

Operasyon 6: AxBCxD ile AyCyB~1D degistir.

Operasyon 7: AxBCx™1D ile AyCBy~'D degistir.
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Operasyon 6 ve 7’nin gecerliligini, sirasiyla Sek.3.23 ve Sek.3.24’de kontrol edecegiz.
Digerleri de benzer yolla yapilabilir.

Sekil 3.23: Operasyon
6’nin gegerliligi

Sekil 3.24: Operasyon
7’nin gecerliligi

Simdi, izdisiimsel diizlem ve tor gibi bazi 6nemli yiizeyleri arastiralim. Sonra birlesik
operasyonlart kullanarak, normal form olarak adlandirilan genel bir yiizey sembolii elde

edecegiz.
3.2.4 izdiisiimsel Diizlem

[zdiisiimsel diizlem, olagan diizleme sonsuzda bir dogru eklenerek insa edilir. Bu diizlemde
her olagan dogrunun sonsuzdaki dogru iizerinde bir noktaya sahip olma 6zelligi vardir. Bu
yiizeyi, diizleme bir yarikiire koyarak ve kiirenin merkezinde izdiistimii diistinmek suretiyle
topolojik olarak algilayabiliriz (Sek.3.25). Bu bize diizlemin P’ sonlu noktalar1 ve yarikiirenin
P i¢ noktalar1 arasinda bire-bir ve siirekli bir esleme verir. Diizlemdeki dogrular, yarikiiredeki
bliyiik yari-cemberlere karsi gelir ve boylece her dogrunun sonsuzda tam olarak bir noktaya
sahip olmasi gereksinimi, yarikiirenin siirindaki ¢apa gore karsi durumlu noktalarin
(sonsuzdaki dogruyu temsil eden) belirlenmesiyle karsilanir. Eger yarikiireyi diizlem {izerine
dikey olarak iz dusiiriirsek, Sek.3.26’daki gibi belirlenen, sinirlari iki yarima bdliinen disk

formunda bir izdlistimsel diizlem elde ederiz. Bu, izdiisiimsel diizlemin ¢okgensel temsilidir.
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Yiizeyde igerilen bir izdiisiimsel diizlem ¢aprazkep olarak adlandirilir ve onun sembolii olarak

r=h

Sekil 3.25 Izdiisiimsel
diizlemin diistiniilmesi

Sekil 3.26 Izdiisiimsel
diizlemin cokgensel temsili

aa yazariz.

Boylece, ylizeyde bir ¢aprazkep olup olmadigini anlamak i¢in, yiizey semboliinde ...a ...a ...

1

veya ...a” ! ...a”! ... yer alip almadigina bakariz.

Izdiisiimsel diizlemi R3’te ¢izemeyiz, fakat ¢okgenin smirini énce doért es a’,a”,a’,a”
yaylarina bdolerek, sonra belirlenen yaylari kesisimin tek dogrusu boyunca birlestirerek hayal

edebiliriz (Sek.3.27).

n

Sekil 3.27: Bu ylizeyin iist
kismi bir ¢aprazkeptir
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Simdi yiizey semboliinde n ¢aprazkepe sahip oldugumuz diisiinelim. Bunlar1 bir araya
getirecegiz ve yiizey semboliinlin baslangic noktasina koyacagiz. Bunu yapmak ig¢in

Operasyon 4 ve 6’y1 uygun bir sirada kullanacagiz. Omegin, sembol olarak elimizde

AxBCxDyEyF varsa, o zaman operasyonlari asagidaki gibi kullanacagiz:

0p.4
AxBCxDyEyF iR x'BCA™'x'DyEyF

Op.6
25 @aAC~'B~'DyEyF

o aay'ED"'BCA™y'F
s aabbAC™*B~'DE~'F
Buradan, yiizey semboliinde n c¢aprazkep oldugunda, B sadece bir defa gegen veya
.. X ..x~ 1 ... gibi gecen kenarlardan olusmak iizere,
a,a,a,0a; ...a,a,B
formundaki semboliin elde edilebilecegi kolaylikla goriilebilir.

3.2.5 Tor

[k boliimde de gordiigiimiiz gibi bir tor, karsilikli kenarlar1 belirlenmis bir dikddrtgen gibi

tarif edilir (Sek.3.28). b

[
»

b
Sekil 3.28 Torun dikdortgensel temsili

Boylece, torun yiizey sembolii aba™*bh ™! olur. Eger yiizey sembolii asagidaki dokuyu igerirse

w@..bo.at. bt

kulp goriintiisii verdigi i¢in, yiizeyde bir kulp vardir deriz (Sek.3.29).

b
b a
- —> b—> \
a b
A,
r, C ¢ b c

Sekil 3.29 Bir kulpun gosterilmesi
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Simdi yiizeyde m kulp oldugunu diisiinelim. Onlar bir araya getirecegiz ve c¢aprazkeplerin
arkasina koyacagiz. Bunu yapmak igin operasyon 5 ve 7’yi kullanacagiz. Ornegin, eger yiizey
sembolii olarak elimizde ABaCbDa Eb~1F varsa, operasyonlar1 $dyle kullaniriz:

Op.5

ABaCbDa *Eb~'F — AxCbDx 'BEb~'F

op.7

2 AxCyBEDx~'y~'F

op.7

2 AuBEDCyu~1y~1F

op.5

=5 Auwvu~v BEDCF
Boylece, eger A’y1 ¢caprazkepler dizesi olarak alirsak,

Awvur vt oug v untvn B’

formundaki sembolii, gerektiginde operasyon 5 ve 7’yi kullanarak elde edebiliriz. Bu

asamadayken, birlesik operasyonlar1 kullanarak
caprazkep + kulp = 3 caprazkep

oldugunu gosterelim:

. _,0p5 _ _, Op.6 _ _ P
aabch ¢! — amem™tac™! — nm nc im1c7?
Op.6 Op.4

—s xxmc Im e — xxd " 'm™Im1d?

Op.4 0p.5

—s xxp tdp~td™! — xxqp~lq p7?!
Op.6 1.1 Op.6

— xxqz lz7lq — xxyyzz.

Daha agik bir ifadeyle, aabch™1c™! semboliinii xxyyzz sembolii ile degistirebiliriz. Bdylece,

eger sembolde herhangi bir ...a ... a ... dokusu olmas1 halinde bunu
a,a ...aza,H'
formunda, olmamasi halinde ise
w U it U U U v HY
formunda yazabiliriz.

Her iki durumda da H' higbir ¢aprazkep ve kulp icermez. Eger H' bossa, o zaman incelenecek
bir sey kalmayacagindan dolayr dururuz. Eger H' bostan farkli ise, o zaman ...x ...x~ ! (ya da
..x"1..x) gibi ve/veya sadece bir defa gecen harflerden olusmak zorundadir. b, H'’de
-1

sadece bir defa gecmek fiizere, gorecegiz ki her iki durumda da bunlar ...xbx™" ... ile

degistirilebilir.
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3.2.6 Manget: b bir defa gegen harf olmak iizere, eger bir yiizey sembolii ...xbx~ ...
formunda bir doku igerirse, o zaman yiizeyde bir manset vardir denir. A, B ve C bir defa gegen

harflerden olusan dizeler olmak {lizere, H'’niin
AxBx™1C

formunda oldugunu kabul edelim. O zaman, Operasyon 3’ten B’yi, diger dizelerde olmayan

bir harf ile degistirebiliriz. Daha sonra, Operasyon 5 ve 3’1 kullanarak

.0p.3 0p.5 ..0p.3
AxBx~1C =25 axbx—1c 25 yby~1AC e yby 1w

elde ederiz. Goriildiigii gibi, AC icin kalan son ihtimal bos olmasi veya bir defa gecen bir harf

olmasidir. Genel olarak, H' su formdadir:

y1ib1yi tyaboyst L yebry tuT wu,

Bu da mansetlerin baska bir koleksiyonudur. Bunu gormek igin, u’yu semboliin bagina
koyduktan sonra (bu, herhangi bir tepe ile baslayabilecegimize kars1 gelir) gerektigi kadar

operasyon 5’1 uygulariz. Boylece, ©’yu tiim mansetler boyunca gegirebiliriz.

Simdi aynisinin ¢aprazkepler ve torlar i¢in de dogru oldugunu gosterelim. Eger asagidaki

operasyonlar1 tekrarlarsak

Op.4 -1,/ Op.6 "
ua,a; — aju”ra; — afaju,
o zamanu’yu tiim caprazkepler boyunca gegirebiliriz ve eger asagidaki operasyonlari

tekrarlarsak

ubch1c 225 ded=tuct 223 deud—tet 203 fud=1f~1d
o
Lg i gfu—>h lghg~ 1 25 ihimth 1 )
o zaman da u’yu tiim kulplar boyunca gecirebiliriz. Boylece, eger A tiim ¢aprazkepler veya

-1 -1

kulplardan olusuyorsa, o takdirde uAH'wu™"’i AH'uwu™" ile degistirebiliriz. Son olarak,

-1

H'uwu™' = H olsun. Bu durumda, ylizey semboliiniin daha genel bir formunu elde ederiz.

Asagidaki 6nermeyi ispatlamis oluyoruz.
3.2.7 Onerme: A caprazkep veya kulplarin dizesi, H de mansetlerin dizesi olmak iizere, bir

yiizey sembolii, Operasyon 1, 2 ve 3 kullanilarak onun normal formu AH’ye doniistiiriilebilir.

Simdi, yiizeyler i¢in smiflandirma teoremini ifade ediyoruz. Daha sonra bunu,

“yonlendirilebilirlik, sinir egrileri ve cins” terimleriyle yeniden ifade edecegiz.
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3.2.8 Yiizeyler i¢in simflandirma teoremi: Iki yiizeyin homeomorf olmast icin gerek ve yeter
kosul, onlar1 temsil eden sembollerin normal formlarmmin aym sayida ¢aprazkep veya kulp ve

hatta ayni sayida mangsete sahip olmasidir (Gilbert ve Porter, 1994).

Bolim 6’da, farkli normal formlara sahip smir egrisiz yiizeylerin homeomorf olmadigi,
abelyenize edilmis temel grup kullanilarak ispatlanacaktir. Simdi bazi normal form 6rnekleri

verecegiz ve verilen bir semboliin normal formunu hesaplayacagiz.
3.2.9 Normal form ornekleri ve hesaplamalari:

1. Bos normal form, @. Bu, Operasyon 2 kullanilarak aa™?! ile degistirilebilir. Bu bir

kiiredir ve iki farkli tepe ile ters yonlendirilmis kenara sahip istisna bir formdur
(Sek.3.30).

Sekil 3.30 Kiirenin ¢okgensel temsili

2. yzy~1(Sek.3.31). 2

IR

Sekil 3.31 Bir delikli kiirenin
elde edilmesi

3. aba'b71: Tor.
4. aa : Izdiisiimsel diizlem.

5. aabb : ki caprazkep = Klein sisesi (Sek.3.32).

a

v
L 4

Sekil 3.32 iki caprazkep esittir Klein sisesi
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6. Ylzey sembolii abac ile ifade edilebilen Md&bius seridinin normal formu asagidaki
gibi hesaplanabilir:

Op.2 Don.Perm. Op.6

abac — abacu™'u ——— uabacu™! — uxxb~tcu~?

0p.4,6 Op.3

—> zzub~tcu™? 1

— zzuwu L.

3.3 Yiizeylerin Degismezleri

Bu boliimde yiizeylerin sinir egrilerinin sayisi, Euler karakteristigi, cinsi, yonlendirilebilirligi
ve yonlendirilemezligi gibi baz1 degismezleri lizerinde duracagiz. Degismez ile kastettigimiz,

homeomorfizma altinda degismeyen bir 6zellik veya bir sayidir.

3.3.1 Onerme: Bir S yiizeyinin yonlendirilemez olmasi igin gerek ve yeter kosul yiizey

semboliiniin normal formunun bir ¢aprazkep icermesidir.

Ispat: S’nin normal formunda bir caprazkep oldugunu kabul edelim. Bu, S’nin yiizey
semboliinde bir ... x ... x ... dokusu oldugu anlaminda gelir. Ayn1 etiketli bu kenarlar arasinda,
ticgenlerin her birinin kenarlar1 boyunca en fazla bir defa gegen bir yol secelim. Eger bu yolu
komsu iiggenler boyunca benzer olarak yonlendirirsek, x kenarmni paylasan iki iiggenin zit

yonlendirildigini goriiriiz (Sek.3.33). Dolayisiyla, yiizey yonlendirilemez olmalidir.

X

o

Sekil 3.33 Yonlendirilemez bir
yiizeyin diisiiniilmesi
Diger taraftan, eger yiizey semboliinde hig ... x ... x ... dokusu yoksa, o zaman zz ... dokusu da

yoktur, yani, normal formu elde etmek icin kullandigimiz operasyonlar bize yeni bir

..y ...V ... elde etmemize izin vermediginden, normal formda hi¢ ¢aprazkep yoktur. Boylece,
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normal formu sadece kulplar ve/veya mansetlerden olusan herhangi bir ylizey i¢in kolaylikla

bir yonlendirme kurabiliriz (Sek.3.34).m

b

[

[

Ll

L

L

.
.

o
ot
8

b

----
....

[

N
o
o
0
0
o
.

o

[

Ll

L

L

Sekil 3.34 Torun iiggenlestirmesinde bir yonlendirme se¢ilmesi
Simdi sinir egrilerini tanimlayacagiz. Bir sinir egrisinin ne olduguna ge¢meden Once, yiizey
sembolii ile verilen bir yiizeyin ¢okgensel temsilinin sinirinda ka¢ farkli tepe oldugunu
belirleyen bir yontem verelim. Baslamak icin bir kenar etiketi secelim: a. Eger a ylizey
semboliinde iki kez gegiyorsa, bir sonra gelen, Ornegin b, kenarina etiket olarak Q

yerlestirelim. Bu durumda b, Q ile baslar veya biter deriz.

-~

veya > t

Sonra b’nin tekrar ettigi her yerde Q’yu yerlestirelim. Sadece etiketsiz kenarlar kalana dek bu
yolla devam edelim. Sonra, bunlardan birine R yerlestirelim ve ayni islemleri tekrar edelim.
Ornegin, elimizde b~ 'cda tdc™tea gibi bir yiizey sembolii olsun ve c ile baslayalim. O

zaman

b'cdald clea

Q Q

yazariz. d’nin baglangi¢ ve bitis tepesinin Q oldugunu goriiyoruz. Bu ylizden, yeniden Q
yerlestiriyoruz ve
b'cdaldclea

Qe Q@

elde ediyoruz. Buradan da a’nin baslangi¢ ve bitis tepesinin Q oldugunu goriiyoruz. Boylece,
e’nin bitis tepesi ve b’nin bitis tepesi olarak Q yerlestiriyoruz (sembol ayn1 tepede baslamak
ve bitmek zorunda oldugundan). Sonra

b *cdaldclea
Q QQ Q@ Q Q

elde ediyoruz. Son olarak, c¢’nin baslangic tepesi olarak R yerlestiriyoruz:



22

b 'cdaldclea
QR QQR QQRCQUQ
Bir sembol icinde, etiketi yalnizca bir defa gecen kenara sinir kenar: denir. Yukaridaki

ornekte, b ve e sinir kenarlaridir ve biz bunlarin R tepesini paylastigini bulduk:

3.3.2 Tanum: Bir sinir egrisi her sinir kenarlar1 dizesini birlestirmekle elde edilir. Bir 6nceki

ornekte, b ve e bir siir egrisi olustururlar.

3.3.3 Onerme: Sinir egrilerinin sayisi, bir yiizey semboliiniin normal formundaki manset

sayisi ile aynidir. Dolayisiyla da yiizeyin bir degismezidir.

Ispat: Yiizey semboliiniin normal formunun n caprazkep ve r mansetten olustugunu kabul

edelim. O takdirde, tepe etiketleri asagidaki gibi yerlestirilebilir:

a, a; a, a, . Gy Qn by x; b7Y ... b, x, b;t

Qe Qe QQ QR R Ry R, Q

Agikea, r siir kenari ve r sinir egrisi vardir:

X1 X2 Xy
—_— _— >
Ry R, R,

Normal formun n caprazkep yerine m kulptan olusmasi durumu da benzer sekilde
gosterilebilir. Degismezligi gostermek i¢in her bir temel operasyona bakacagiz. Operasyon 1
ve 2°de, yeni etiket iki kez olusur. Dolayisiyla, bunlar sinir kenarlarina veya sinir egrilerine
etki etmezler. Operasyon 3’de, eger x bir smir kenar1 degilse, o zaman higbir degisiklik
olugsmaz. Eger x bir sinir kenar1 ise, o zaman, sinir kenarlarinin sayis1 bir artmasina ragmen

siir egrilerinin sayisi ayn1 kalacaktir.m

X u v
- - -

1 ] 1 1 ]
I 1 ~ 1 I 1

R Q R S Q

3.3.4 Tamim: S’nin a, farkli tepe, a4 farkli kenar ve a, liggenden olusan bir (kombinatoryal)
yiizey oldugunu kabul edelim. Euler karakteristigi y(S)
x(8) =ap—a; + a;

ile verilir. Ornegin, kiirenin, torun ve izdiisiimsel diizlemin Euler karakteristikleri, sirasiyla,

2,0 ve 1°dir.
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3.3.5 Onerme: P, bir S yiizeyini temsil eden bir ¢okgen olsun. Yiizey semboliiniin, P nin
simirindaki v farkli tepe ve e farkh kenarla verildigini kabul edelim. O takdirde
xS)=v—-e+1

Ispat: P, k iiggenden olussun. Onermeyi, k iizerinde tiimevarim uygulayarak ispatlayacagiz.
Eger k=1 ise, o zaman ya S = P’dir ya da bir tepe vardir. Her iki durumda da
ay, =v,a; = e vea, =1olur. Simdi k — 1 i¢in esitligin saglandigin1 kabul edelim ve k i¢in
gosterelim. Kesme ve yapistirmadan hatirlayacagimiz lizere P, {liggenlerin Sek.3.35 ve
Sek.3.36’de gosterilen iki yoldan biriyle yapistirilmasiyla elde edilir.

a b

y
I @
y

\ &N

P
(1) (2)
Sekil 3.35 Bir ylizeyi temsil eden Sekil 3.36 Bir ylizeyi temsil eden
cokgene bir liggen eklenmesi cokgene bir liggen eklenmesi

Bazi alt durumlar s6z konusudur:

Alt durum 1.1: a ve b sembolde degil.

Alt durum 1.2: a sembolde fakat b degil.

Alt durum 1.3: b sembolde fakat a degil.

Alt durum 1.4: a ve b sembolde.

Alt durum 2.1: a sembolde.

Alt durum 2.2: a sembolde degil.

Biz 1.2 ve 1.4 alt durumlarimi gosterecegiz, digerleri de benzer sekilde yapilabilir.

Alt durum 1.2: a’nin sembolde oldugunu fakat b’nin olmadigin1 kabul edelim. O zaman, y

boyunca kesmek y kenaria kaybetmeye fakat yeni bir b kenarini1 kazanmaya sebep olacaktir.

Buna ek olarak, a sembolde oldugundan, yeni bir tepe olmayacaktir. Boylece, e = e’,v = v'.
Buradan, v —e + 1 =v' — e’ + 1 degismeden kalir. Simdi, P’ bir S’ yiizeyini temsil eder.

Tiimevarim hipotezinden,

xS)=ay—aj+a;=v' —e' +1
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elde ederiz. S yiizeyinde bir yeni kenar ve bir yeni tiggen vardir. Dolayisiyla a; = a; + 1,

a, = a3 + 1. Fakat, yeni tepe yoktur, boylece a, = @y’ dir. O zaman
XS =ay—a+tay;=ap—(ag +1) +(az+1) =ap —ay +az = x(S)
elde ederiz.

Alt durum 1.4: Eger a ve b’nin ikisi de P'’niin sinirinda gegiyorsa, o zaman, y’yi sinirdan
kaybettigimizden e = e’ — 1 ve a ile b’nin ortak tepesini kaybettigimizden v = v’ — 1 elde
ederiz. Boylece

v—e+l=@W-1)—-('-1D)+1=v"—-¢e"+1

olur. Benzer sekilde, S ylizeyinde bir tepe kaybettik, bir liggen kazandik ve farkli kenarlarin

sayist degismeden kaldi. Béylece ay = @) — 1, a; = a1 ve a, = a3 + 1 olur. Buradan
XS)=ay—a+tay;=(apg—1) —a;+(az+1) =ap—ay +az =x(S")
elde edilir.m

Simdi, Euler karakteristiinin temel operasyonlar altinda degismedigini géormek kolaydir.
Daha agik olarak, Operasyon 1 ve 2’de yeni bir tepe ve yeni bir kenar olustugundan v — e + 1
degismez. Operasyon 1, bir kenart yeniden yapistirma anlamima geldiginden, tepe ve kenar

etiketlerinin sayis1 sabit kalir.

3.3.6 Tamim: Bir S yiizeyinin normal formundaki caprazkep veya kulplarin sayisi, yiizeyin
cinsi olarak adlandirilir ve g(S) olarak gosterilir. Ornegin, kiire, tor ve izdiisiimsel diizlemin

cinsleri, sirasiyla 0, 1 ve 1°dir.

Bir sembolle verilen bir yiizeyin cinsini hesaplamak icin, Euler karakteristiginden
yararlanacagiz. Ilk olarak, bir S yiizeyinin ydnlendirilebilir olup olmamasina gore degisen iki

miimkiin normal formunu yazalim:
Eger S yonlendirilemez, g ¢caprazkepe ve r mangete sahip ise, o zaman
Normal form: a;a; ... agagy12:y1 " . yrZy ¥y

Bu normal formda r + 1 farkli manset etiketine ve 2r + g farkli kenar etiketine sahibiz.

Boylece
xS =2—-g-—r.
Eger S yonlendirilebilir, g kulpa ve r mansete sahip ise, o zaman

Normal form: a;byay*bi* ...agbgag by y1z1y7t . yrzp v
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Bu normal formda r + 1 farkli manset etiketine ve 2r + 2g farkli kenar etiketine sahibiz.

Boylece
x(§)=2-2g—r.
Dolayisiyla, cinsi hesaplamak i¢in asagidaki formiilii kullanabiliriz:
eger S yonlendirilemez ise, g = 2 — 1 — x(S)
eger S yonlendirilebilir ise, g = 2 (2 — 7 — x(5)).
Simdi, ylizeyler i¢in siniflandirma teoremini yeniden ifade ediyoruz.

3.3.7 Yiizeyler i¢in simflandirma teoremi: Iki yiizeyin homeomorf olmast icin gerek ve yeter
kosul ikisinin de yonlendirilebilir veya yonlendirilemez, ayni sayida sinir egrileri sayisina ve

ayni cinse sahip olmasidir (Gilbert ve Porter, 1994).

Boliim 6’te, yonlendirilebilir bir ylizeyin, yonlendirilemez bir yilizeye asla homeomorf
olmadigin1 ispatlayacak ve yiizeyin sinirli olmasi durumunu atlayacagiz. Fakat alanmin

degismezi olarak adlandirilan teorem, sinir egrileri sayisinin bir degismez olmasini gerektirir.

3.3.8 Tamim: Verilen iki S; ve S, yiizeyinin baglantili toplami, her iki ylizeyde dairesel bir
delik acildiktan sonra bu deligin sinir1 boyunca iki ylizeyin yapistirilmasi olarak tanimlanir

(Sek.3.37). Daha basit olarak, delikleri mansetlerle degistiririz.

(=20=>

Kesme

A

Yapistirma
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Sekil 3.37 Torlarin 2-baglantili toplaminin elde edilmesi
Yiizeylerin n-baglantili toplam1 da benzer sekilde tanimlanabilir.

3.3.9 Teorem: Herhangi S; ve S, yiizeyleri i¢in,
x(S1#S3) = x(S1) + x(S3) — 2.

Ispat: S;’in yonlendirilemez, g; caprazkep ve 7r; mansete sahip oldugunu; S,’nin

yonlendirilebilir, g, kulpa ve r, mansete sahip oldugunu kabul edelim. O zaman
x8)=2-g,—n
x(S2) =2—-2g, —1;.
olur. S;#5, nin normal formunu hesaplayacagiz.
S,’in normal formu: a,a; ...ay, Ay, Y1Z1Y1 " . Ve, Zr, Vit
S, nin normal formu: byc; by ert .. by, cq, byt tugviust oup v ust

Boylece, S;#S, baglantili toplaminin yiizey semboliinii asagidaki gibi yazabiliriz:

a1ay ...ag, ag bycibiter by, cg, by ltc  yiZi YT Y Ze Ve U VUL Uy, U U

-1

1 caprazkep + 1 kulp = 3 caprazkep oldugunu, yani, aabcb™lc™! ile xxyyzz’yi

degistirebilecegimizi hatirlayalim. Genel olarak,
g1 caprazkep + g, kulp = g4 + 2g, caprazkep.

Boylece, S;#S5, nin normal formunda g, + 2g, caprazkep ve agik¢a r; + r, manget vardir.

S1#S, yonlendirilemez oldugundan,
X(S1#S5,) =2—-(g1+2g,) — (r +13)
=@2-g1—-m)+@2—-29,—1)—2
= x($1) +x(82) — 2.

elde ederiz. Ayni sonug, yonlendirilebilir bir S; ve yonlendirilemez bir S, icin de benzer

sekilde gosterilebilir.
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Eger S; ve S, ’nin her ikisi de yonlendirilebilir veya yonlendirilemez ise, S;#S, nin normal
formunda g, + g, kulp veya caprazkep, 7, + 7, manset vardir. Bdylece, eger S;#S,

yonlendirilemez ise
X(S1#S) =2—-(91+92) — (1 +13)
=QR-g1-m)+@2—g;—1)—2
= x(S1) + x(S2) — 2,
eger S;#S, yonlendirilebilir ise
X(S1#S3) =2—-2(g1+92) — (. + 1)
=2-291—1n)+Q@2-2g,—1,)—2
= x(51) + x(Sz) — 2,
elde ederiz.

Sonug olarak, y(S;#S,) = x(§1) + x(S;) — 2. m

3.3.10 Ornek: Simdi, S; ve S, yiizeylerinin baglantili toplammin cinsi olan g(S;#S,)’yi,
g(51) ve g(§,) tiriinden bulalim. S;’in r;, S, nin r, manseti oldugunu kabul edelim. Eger S;

ve S, nin ikisi de yonlendirilemez ise, o zaman
g(§1#53) = 2 — (ry + 1) — x(51#S3)
elde ederiz ve Teorem 3.3.9°dan,

g(S1#S5;) =2 —(ry +13) — (x(S1) + x(S2) — 2)
= (2 -n —X(S1)) + (2 -1 _)((52))
=g(51) +9(53)

yazariz. Ayni sonug, yonlendirilebilir §; ve S, ylizeyleri i¢in de gosterilebilir.

Eger S; yonlendirilemez ve S, yonlendirilebilir ise, o takdirde S;#S, yonlendirilemez olur ve

g(S1#S;) = 2 — (1 +13) — x(51#S5,)
=2—(r +15) — (x(S) + x(S2) — 2)

1
- @- - 2)+ (2= - xs0)3)2

= g(S1) +2g(S2)

elde ederiz. Yonlendirilebilir S; ve yonlendirilemez S, icin asagidaki esitlik elde edilir:

g(S1#S8;) = 29(S1) + g(S7)
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3.3.11 Ornek: Toru T ile gosterelim ve smiflandirma teoremi 3.3.7’yi kullanarak

P2#T = P?#P2#P? oldugunu ispatlayalim.

Izdiisiimsel diizlemin varligindan dolay1, her iki yiizey de yonlendirilemezdir. Ayrica, P?#T
ve P2#P2#P? smir egrilerine sahip degillerdir. Bu yiizden, bunlarin aym cinse sahip

olduklarini1 gostermek yeterlidir:

Ornek 3.3.10°dan,

g(P*#T) = g(P?) + 29(T)
=142
=3
elde ederiz ve
g(P*#P2#P?) = g(P?) + g(P?) + g(P?)
=3

olur. ikisi de yonlendirilemez, ayni sayida sinir egrilerine ve cinse sahip olduklarindan,

Teorem 3.3.7’den, homeomorfturlar.

3.3.12 Ornek: Asagidaki yiizeyi, cins, Euler karakteristigi, yonlendirilebilirlik vb. vererek

siiflandiralim

eabc tadbclef
Yonlendirilebilirlik: ...a ...a ... dokusunun varligindan dolay1 yonlendirilemezdir.
Tepe Etiketleri:

eabcladbclef

Q QRS Q RRSQ QQ

Sinir kenarlari: 1ki smir kenar1 d ve f, bize iki smir egrisi verir. Bdylece, r = 2’dir.

d f

1 | 1 . ]

1 > 1 I > 1
R R Q Q
Euler Karakteristigi: (S) =v—e+1=3—-6+1=-2

Cins: g(§)=2—-r—x8)=2-2-(-2)=2
Boylece, S asagidaki normal forma sahiptir:

a,a,a,a,xyx " tztz7 1,
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Toparlayacak olursak siniflandirma teoremi, r mansetli g cinsten bir yiizey ya torlarin
(vonlendirilebilirse) ya da izdiisiimsel diizlemlerin (yonlendirilemezse), mansetlerle birlikte,

g-baglantili toplami tiiriinden ifade edilebilir.

3.4 Diigiimler ve Yiizeyler

3.4.1 Tamm: K, yonlendirilmis bir diigiim olsun. K ’nin bir Seifert yiizeyi, R3’te gémiilen, bir

sinir egrili ve sinir egrisi K diiglimii olan, yonlendirilebilir bir yiizeydir.
3.4.2 Teorem: R3’de, her bir K diigiimiiniin bir Seifert yiizeyi vardir.

Ispat: K diigiimiiniin bir izdiisimiinii alalm ve onu yonlendirelim. Sonra, her bir

caprazlamada, yonlendirmeye bagli kalarak iki tane yonlii yay ekleyelim (Sek.3.38).

Sekil 3.38 Bir ¢aprazlamada
yonlii bir yay eklenmesi

Eger caprazlamalan silersek, diizlemde yonlendirilmis, kesismeyen bir basit egriler kiimesi

elde ederiz. Bu egriler Seifert cemberleri olarak adlandirilir (Sek.3.39).

Caprazlamalari

kaldir

Sekil 3.39: Uc Seifert
¢cemberi

Bu ¢emberlere ayrik diskler ekleyelim. Seifert ¢cemberleri iist {iste binebileceginden dolayz,

diskleri R3’de ekliyoruz (Sek.3.40).
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Sekil 3.40 Seifert cemberlerine ayrik diskler eklenmesi
Her c¢aprazlamanin komsulugunda iki disk birbiriyle bulusur. Bu disklerin simirlar1 lizerinde

iki kapali aralik alalim ve bunlar1 kivrilmig bir serit ile baglayalim (Sek.3.41). Bu seridin
smirlari, Seifert ¢emberlerini elde etmek icin sildigimiz iki yaydir. Boylece, baglantili

olmayabilen yiizeylere sahip oluruz. Bu yiizeylerin farkli bilesenlerini ince tiiplerle baglarsak,

ayni sinira sahip baglantili bir ylizey elde ederiz.

Eklenen (]
diskler

8-seklin Seifert
yiizeyinin

yumusatilmis
A bir formu

Sekil 3.41 3-Boyutlu goriiniim

Lo

@&

Her Seifert ¢emberine eklenen disk, diiglimden gelen dogal bir yonlendirmeye sahiptir. Her
kivrilmis  serit bu yonlendirmelerle uyumlu olacak sekilde yonlendirilebileceginden

(Sek.3.42), kivrilmis seritlerin Seifert cemberleri lizerine yapistirilmasiyla elde edilen yiizey

de yonlendirilebilir olacaktir.m

A 4

O
1 51

&
<

Sekil 3.42 Kivrilmis seritlerin yonlendirilmesi

3.4.3 Onerme: c, K diigiimiindeki caprazlama sayis1 ve s, Seifert gemberleri sayis1 olmak

lizere, bu algoritmayla elde edilen S yiizeyinin cinsi
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1
IS =5(=s+1

olur.

Ispat: Bir diskin Euler karakteristiginin 1 oldugunu biliyoruz. Eger s diski diisiiniirsek y(S),
s kadar artacaktir. Eger iki diski kivrilmig bir seritle baglarsak (Sek.3.43), o zaman, tepelerin

sayist « , degismez; kenarlarin sayisi a; , ii¢ artar; ve tiggenlerin sayist a, , iki artar.

A 4

Disk Disk

<
S
>

&
<

Sekil 3.43 Iki diskin kivrilmis bir seritle
baglanmasi

Bu yiizden, ¢ kivrilmis serit y(S)’i, ¢ kadar azaltr. Dolayisiyla, y(S) =s —c’dir. S

yonlendirilebilir ve bir sinir egrisine sahip oldugundan

1 1
g(S) =§(2— 1—x()) =5(c—s+1).m
olur. Diiglimiin farkli bir izdiisiimii farkli bir yiizey verebilir. Bu sebepten dolayi, bu g(S)
cinsi bir diigiim degismezi degildir.
3.4.4 Tammm: Bir K diigiimiiniin cinsi g(K),
g(K) = min{g(F): F,K icin bir Seifert yiizeyidir}

ile tanimlanir. Buradan, K nin asikéar diigiim olmas1 i¢in gerek ve yeter kosulun, onun O cinse
sahip olmasidir diyebiliriz. Hatta, eger K’nin 1 cinse sahip oldugu ve asikar diigiim olmadig1

biliniyorsa, o zaman, g(K) = 1°dir. Onerme 3.4.3’ten, tek sdyleyebilecegimiz
1
g(K) SE(C—S-l- 1)

oldugudur. Ciinkii Teorem 3.4.2 minimal cinse sahip bir yiizey vermeyi gerektirmez.

3.4.5 Tanmm: K, ve K, diigiimlerinin baglantili toplami, her iki diiglimiin yonlendirmesine

bagli kalarak, K;’in K,’ye eklenmesiyle elde edilir ve K; #K, ile gosterilir (Sek.3.44).
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K, #K,

K; K

Sekil 3.44: K; ve K, diigiimlerinin
baglantili toplami

3.4.6 Teorem: Herhangi K; ve K, diiglimleri i¢in asagidaki esitlik gegerlidir (Adams, 2004) :
g(Ky) + g(K2) = g(K1#K3).

Ispat: ik 6nce, g (K, #K,) < g(K;) + g(K,) oldugunu gosterelim.

K; ve K, diiglimlerinin minimal cinslere sahip S; ve S, Seifert yiizeylerini diisiinelim.

Genelligi bozmadan, bu yiizeylerin birbirleriyle kesismedigini kabul edebiliriz. Sonra,
yonlendirmelerine bagli kalarak bunlar1 bir seritle baglariz. Boylece, K;#K, diigiimii icin,

9(Ky) + g(K;) cinse sahip bir Seifert yiizeyi elde ederiz (Sek.3.45). Buradan,

1) 9K 1 #K;) < g(Kq) + g(K3).

Sekil 3.45 Iki diigiimiin baglantili toplami igin

bir Seifert yiizeyi
Simdi, g(K;#K,) = g(K;) + g(K,) oldugunu gosterelim. K; #K, diigiimii i¢in, minimal cinse
sahip bir S Seifert ylizeyi diisiinelim. K; #K, baglantili toplaminda, K; ve K, diigiimlerini bazi

A, B noktalarinda ayiran bir S 2 kiiresi vardir.

$2 kiiresi, S yiizeyini birgok basit kapal1 egri boyunca keser ve bir egri 4, B noktalarinda biter.
Her ¢ember S2 kiiresini iki pargaya boler; bunlardan biri AB egrisinin noktalarmi igermez.
Genelligi bozmadan, S N S? kesisiminin basit kapali ay, ..., a; egrilerinden ve A ile B’yi
baglayan bir egriden olustugunu kabul edebiliriz. Her a; nin komsulugu bir silindire benzer.

Egriyi iceren kiiciik bir silindirik parcayi silindirden silelim ve silindirin geri kalan parcalarini
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kiiciik disklerle yapistiralim. Eger elde edilen ylizey baglantili degilse, o zaman onun
K #K,’yi igeren pargasini alalim. Bu operasyonlari her g¢embere uygulayarak K;#K,
diigiimiinii iceren ve S? ile sadece AB boyunca kesisen bir S’ Seifert yiizeyi elde ederiz. Bu
operasyonlar sadece kulplarin sayisini arttirabilir. Boylece, g(S’) < g(S) olur. S minimal

cinse sahip oldugundan

g(§") = g(S) = g(K1#K5)

yazariz. S? ve S’ arasinda sadece bir kesisim egrisi kaldigindan, $2 kiiresi S”’yii K; igin bir

Seifert yiizeyine ve K, i¢in bir Seifert yiizeyine boler (Sek.3.46).

Sekil 3.46 Bir Seifert yiizeyinin iki Seifert
yiizeyine bdliinmesi

S ve S;, Ky ve K, igin bu Seifert yiizeyleri olsunlar. g(K;) < g(S;) ve g(K;) < g(S3)
esitsizliklerine zaten sahip oldugumuzdan,
2) g(K) + g(Kz) < g(S1) + g(S2) = g(S") = g(Ki#K)

elde ederiz. Sonug olarak, 1 ve 2’den, istenen esitlik elde edilir.

g(Ky) + g(Ky) = g(K1#K,). m
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4. TEMEL GRUP

4.1 Homotopi ve Homotopi Tipi
4.1.1 Tamm: Iki siirekli f,, fi: X — Y tasvirleri icin, eger
F(x,0) = fo(x) ve F(x,1) = f1(x) ,Vx €X

olacak sekilde siirekli bir F: X X [ — Y tasviri varsa, o zaman f, ve f; homotopiktir denir.
Burada I, [0,1] birim aralig1 ve X,Y topolojik uzaylardir. F tasviri, f; ile f; arasinda bir
homotopi olarak adlandirilir ve bu F: fy = f; seklinde yazilir. Eger f, = f; ve f; bir sabit

tasvir ise, 0 zaman fy sifir-homotopiktir denir.

4.1.2 Gecis lemmasi: X,Y topolojik uzaylar olsun. A ve B, X’in kapali alt kiimeleri olmak
tizere X = A U B oldugunu kabul edelim. Eger f:A — Y ve g:B — Y, her x € AN B igin

f(x) = g(x) olacak sekilde siirekli tasvirler ise, 0 zaman

f(x), eger x € A,
g(x), eger x € B,

heo = |
ile tanimlanan h: X — Y fonksiyonu siireklidir.
Ispat: C, Y nin kapali bir alt kiimesi olsun. O zaman
h () =h"1(C)N(AUB)
=) nA UG (C)nB)
=fH O Vg (O).

f siirekli oldugundan, f~1(C) A’da ve dolayisiyla X’de kapahidir (A da X’de kapali
oldugundan). Benzer sekilde g~1(C), X de kapalidir. Buradan, h=1(C) X’de kapalidir ve

boylece h siireklidir.m
4.1.3 Lemma: = bagmtis1 bir denklik bagintisidir.
ispat:

I) Yansima: Verilen herhangi f igin, F(x,t) = f(x) tanimlarsak, agik¢a f = f.

1) Simetri: F: f = g olsun. G(x,t) = F(x,1 — t) tamimlarsak, G siirekli olur ve g ile
f arasinda bir homotopi olur, G: g = f.

II)  Gegisme: F:f =~ gveG:g = holsun. H: X X I — Y fonksiyonunu
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1
F(x,2t), te [O, E] icin,
H(x,t) = 1
G(x,2t—1), te [E' 1] icin,
ile tanimlayalim. Eger t =% ise, F(x,1) = g(x) = G(x,0) elde ederiz. Boylece, H iyi
tanimlidir. H, X X I’'nin iki kapali X X [0, %] ve X X [%, 1] alt kiimelerinde siirekli

oldugundan, gecis lemmasindan, X X I’da da siireklidir. Dolayisiyla, H(x,0) = f(x) ve
H(x,1) = h(x) olduguna dikkat ederek, H’nin f ile h arasinda istenen homotopi oldugu

goriliir. m

4.1.4 Ornek: X,Y ve Z topolojik uzaylar, f,, fi: X — Y ve go,91:Y — Z siirekli tasvirler

olsun. Eger f, = f; ve go = g4 ise, go °© fo = g1 ° f1 oldugunu gosterelim.

F:fy = f1 ve G: go = g, homotopiler olsun. Eger H: X X [ — Z fonksiyonunu

9o(F(x,2t)), te [0, %] icin,
H(x,t) =

GUfi(x),2t—1), te E 1] icin,
ile tamimlarsak, o zaman H siirekli olur ve
H(x,0) = QO(F(x; 0)) = go(fo(x)) = (go ° fo) (),
H(x,1) =G6(f1(x),1) = 91(f1(x)) = (g1° L),
olur. Boylece H, g, ° f, ile g, © f; arasinda bir homotopidir.

4.1.5 Ornek: Herhangi iki a, b € A noktalari icin, eger a ve b’yi birlestiren diiz dogru pargast
A’da yer aliyorsa, o zaman A ¢ R" alt uzay1 konveks olarak adlandirilir. f; ve f; bir X

uzayindan R™’nin konveks bir Y alt uzay: icine iki tasvir olsun. O takdirde
Fx,t) =tfi(x) + (1 =) fo(x),V(x,t) EX X I
ile tamimlanan F: X X [ — Y tasviri f, ile f; arasinda bir homotopidir (Sek.4.1).
fi(%)
'ft (x)

r_fov(x)v

Sekil 4.1 Bir uzay ile R™'nin konveks bir
alt uzayi arasinda bir homotopi
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Boéylece, R™’nin konveks bir alt uzayir igine tanimlanan herhangi siirekli tasvir sifir-

homotopiktir.

4.1.6 Tammm: Bir X uzayr i¢in eger Ozdeslik tasviri idy: X — X sifir-homotopik ise X

biiziilebilir olarak adlandirilir.
Boylece, R™’nin herhangi konveks alt uzaymin biiziilebilir oldugunu sdyleyebiliriz.

4.1.7 Lemma: Eger X keyfi bir topolojik uzay ve Y bir biiziilebilir uzay ise, o zaman herhangi

iki siirekli f;, f1: X — Y tasvirleri homotopiktir.

Ispat: F:Y xI — Y, idy:Y — Y ile y, degerini alan bir c: Y — Y sabit tasviri arasinda bir

homotopi olsun. O takdirde

F(y,0)=yveF(y,1) =y,,Vy €Y.

=~ bir denklik bagintis1 oldugundan, herhangi f: X — Y tasvirinin, X den Y i¢ine y, degerini

alan sabit tasvire homotopik oldugunu gostermek yeterlidir. Eger G: X X I — Y tasvirini
G(x,t) = F(f(x),t)
ile tanimlarsak, o zaman G siirekli olur ve istenen elde edilir:
G(x,0) = F(f(x),0) = f(x),
G(x,1)=F(f(x),1) =y,,VXEX. m

4.1.8 Ornek: X, R™’nin konveks bir alt uzay1 ve Y keyfi bir topolojik uzay ise, o zaman
herhangi siirekli f: X — Y tasvirinin sifir-homotopik oldugunu gosterelim. x, € X secelim ve

F:X X I — Y fonksiyonunu
F(x,t) = f(txo + (1 - )x)

ile tanimlayalim. F stireklidir ve F(x,0) = f(x),F(x,1) = f(x,),Vx € X olur. Boylece f,

X’den Y igine f(x,) degerini alan sabit tasvire homotopiktir.
4.1.9 Tanim: Eger
gef=idy: X —X
fog=idy:Y —>Y

olacak sekilde f: X — Y ve g:Y — X siirekli tasvirleri varsa X ve Y uzaylart ayni homotopi
tipindendir denir. Bu durumda f ve g tasvirleri homotopi denklikleri olarak adlandirilir ve biri
digerinin homotopi tersidir denir. Ayrica X ve Y homotopi denktir de denir ve bu X =Y ile

gosterilir.
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=~ bagmtisinin yansimali (X = X) ve simetrik (X @Y =Y =~ X) oldugu agiktir. Gegisme
ozelligi ise homotopik tasvirlerin bileskelerinin de homotopik oldugu kullanilarak kolayca

gosterilebilir (Ornek 4.1.4). Dolayisiyla, = bir denklik bagintisidir.

4.1.10 Lemma: Bir Y topolojik uzaymin biiziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun tek

nokta uzayi ile ayn1 homotopi tipine sahip olmasidir.

Ispat: Y biiziilebilir olsun. y, degerini alan Y — Y sabit tasviri ile id, homotopik olacak
sekilde y, € Y secelim. t: {yo} @ Y ve c:Y — {y,} sirasiyla kapsama tasviri ve sabit tasvir
olsun. O zaman, cot=idgy,; olur. tec:Y =Y ve idy:Y — Y tasvirlerinin Y den

biiziilebilir bir uzaya olduklarina dikkat ediyoruz. Lemma 4.1.7’den bunlar homotopiktir ve

Lo ¢ = idy’ dir. Boylece, Y = {y,} olur.
Tersine, Y = {y,} oldugunu kabul edelim. O zaman, g o f = idy olacak sekilde f:Y — {y,}
ve g:{yo} — Y vardir. Diger taraftan, (g o f)(¥) = g(f (%)) = g(¥o), Y den Y ye sabit bir

tasvirdir. Dolayisiyla, Y biiziilebilirdir.m

Acikca, homeomorf uzaylar ayn1 homotopi tipindendir, fakat tersi dogru degildir. Ornegin,
egern > 0 ise D™ € R™ n-diski {y} € D" tek noktasina homeomorf degildir. Fakat, biliyoruz
ki D™, R™’nin konveks bir alt uzay1 ve bu yiizden biiziilebilir. Bu ise D™’nin tek nokta ile ayni

homotopi tipine sahip olmasini gerektirir.
4.1.11 Lemma: Eger Y biiziilebilir ise, herhangi bir X topolojik uzay1 i¢in X X Y = X dir.

Ispat: Y biiziilebilir olsun ve y, € Y segelim. O zaman F:Y X I — Y, idy ile y, degerini alan

sabit tasvir arasinda bir homotopidir:
F(y,0) =y,F(y,1) = y,,Vy €Y.

foo,y) =(xy0) ile f:1XXY —=XX{y} ve t(x,y0) = (x,y0) ile :XX{y,} X XY
tammlayalim. Agik¢a, f o t=idyxgy,y dir. Eger G:(X XY) X1 — X XY fonksiyonunu,

G((x, y), t) = (x, F(y,t)) ile tanimlarsak, G siirekli olur ve asagidakilere sahip oluruz:
G((x,)’)' 0) = (x, F(}" 0)) = (.'X', )’) = idXXY(xl }’),

G((xy),1) = (x,F(, 1)) = (x,0) = (to Hx,¥).
Buradan, t o f =~ idyyy olur. Dolayisiyla, X X Y = X X {y,} = X. =

4.1.12 Ornek: Silindir: S x [0,1] = S* ; kat1 tor: ST X D% ~ S1,
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4.1.13 Tamim: A, X topolojik uzaymnin bir alt kiimesi olsun. 1: A < X kapsama tasviri olmak
lizere, eger r o t = idy: A — A olacak sekilde siirekli bir r: X — A tasviri varsa, A’ya X’in

bir geri ¢ekilmigi denir. r tasvirine X’in A lizerine bir geri ¢ekilmesi denir.
4.1.14 Ornek: R? — {(0,0)} = S*.

Ispat: 7(x) =”9;—” ile tanimlanan 7: R? — {(0,0)} — S tasviri bir geri ¢ekilmedir. Her

x € R? — {(0,0)} i¢in x ve r(x)’i birlestiren dogru pargas1 R? — {(0,0)}’da yer aldigindan,
F(x,t) = t((t o r)(x)) +(1-t)x

fonksiyonu, idgz_cq,g) ile tor arasmdan bir homotopidir. Burada «:S* & R* —{(0,0)}
kapsama tasvirini gostermektedir. Buradan t o r = idg2_¢g ) olur. 7o ¢ = idg oldugu da
agiktir. Dolayisiyla, R? — {(0,0)} ~ S1. m

4.1.15 Tanim: A, X’in bir alt uzay1 olsun. Eger her x € X i¢in F(x,0) = x,F(x,1) € A ve
her a € A i¢in F(a, t) = a olacak sekilde siirekli bir F: X X [ — X varsa, A’ya X’in ¢ekilmig
bozunumu denir. F homotopisi X’in A tlizerine bir ¢ekilme bozunmas: olarak adlandirilir.

r(x) = F(x,1) ile tammlanan r: X — A tasviri X’in A {lizerine bir geri ¢ekilmesidir ve F, idy

ile ¢ o r arasinda bir homotopidir (1: A & X kapsama tasviri).

4.1.16 Teorem: Eger A, X’in ¢ekilmis bozunumu ise, o zaman A ile X ayn1 homotopi

tipindendir (Munkres, 2000).

ispat: A, X’in ¢ekilmis bozunumu olsun. Tanimdan, r, X’in A iizerine bir geri ¢ekilmesi ve

1: A & X kapsama tasviri olmak lizere, t o r = idy dir. Agikca, 7o t = idy’dirve A ~ X. m

4.1.17 Ornek: Sek.4.2’de halka seklindeki X’in bir ¢ekilmis bozunumunun R ¢emberi oldugu

gosterilmistir.

Sekil 4.2 Halkanin bir ¢ekilmis bozunumu
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4.1.18 Ornek: Belli bir p noktas1 hari¢ R?’deki tiim noktalardan olusan R? —p delikli

diizlemini diistinelim. A, p’yi merkez kabul eden bir ¢gember olsun (Sek.4.3).

r(x)

Sekil 4.3 Delikli diizlemin bir ¢ekilmis bozunumu
x € R? — p igin, p’den x’e yar1 dogrusu, A ¢emberini bir 7(x) noktasinda keser. A¢ikca, r

fonksiyonu, R? — p’nin A iizerine bir geri ¢ekilmesidir. Eger F homotopisini
Fx,t) =tr(x)+(1—t)x, xER?>—p, tE€,

ile tanimlarsak, o zaman F’nin bir ¢ekilme bozunmasi oldugu da aciktir. Boylece A,

R? — p’nin bir ¢ekilmis bozunumudur.

4.1.19 Ornek: R?> —p —q cift delikli diizlemini diisiinelim. Bu diizlemin bir ¢ekilmis
bozunumunun “sekiz-sekli” uzay1 (yani, bir noktada birlesen iki ¢ember) oldugu Sek.4.4’de

gosterilmistir.

Sekil 4.4 Cift delikli diizlemin bir ¢ekilmis bozunumu

4.1.20 Ornek: Dikey olarak delinmis kiipiin bir cekilmis bozunumunun 3-yaprakli giil
(bkz.5.2.1 n-yaprakh giil) oldugu Sek.4.5’de gosterilmistir.
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O

O
NG,

Sekil 4.5 Dikey olarak delinmis
kiipiin bir ¢cekilmis bozunumu

4.2 Yollar, Yol Homotopisi ve Yollarin Carpim

42.1 Tanm: f:[0,1] — X siirekli tasvirine X’de bir yo/ denir. f(0) =x,€X ve
f(1) = x; € X noktalar1 f yolunun, sirasiyla baslangic noktasi ve bitis noktas: olarak

adlandirilir ve f, xy’dan x;’e bir yoldur denir.

4.2.2 Tanim: Bir X uzayinda, eger herhangi iki x4, x; € X noktasi i¢in x,’dan x;’e bir yol

varsa, X’e yol baglantilidir denir.

4.2.3 Tamm: Iki f,, fi:1 = [0,1] — X yolu ayn1 x, baslangi¢ noktasina ve ayni x; bitis

noktasina sahipse ve her bir s € I, t € I i¢in
F(s,0) = fo(s) ve F(s,1) = fi(s),

F(0,t) = xqve F(1,t) = x4,
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olacak sekilde siirekli bir F: I X I — X fonksiyonu varsa, f, ve f; vol homotopiktir denir. F,

fo ile f; arasinda yol homotopisi olarak adlandirilir ve bu F: f, ~,, f; ile gosterilir.

=, bagintisimin bir denklik bagintis1 oldugu Lemma 4.1.13’e benzer sekilde gosterilebilir. Bir

f yolunun yol homotopi denklik sinifin1 [f] ile gosterecegiz.

4.2.4 Tamm: f ve g, f(1) = g(0) olacak sekilde X de iki yol olsun. f ve g’nin ¢arpimini

f(2s), S E [0,%] icin,
(f x9)(s) = 1
g2s—1), S E [E' 1] icin,

ile verilen f * g yolu olarak tanimlariz. f * g iyi tanimhdir ve gecis lemmasindan dolay1
stireklidir. Ayrica f * g, X de f(0)’dan g(1)’e bir yoldur. Bunu ilk yaris1 f yolu, ikinci yarisi
da g yolu olan bir yol olarak diisiinebiliriz.

4.2.5 Tamm: f, X’de x,’dan x;’¢ bir yol olsun. f’nin fersi, f~1(s) = f(1—25s) ile

tanimlanir. Dolayisiyla, f~1’in baslangi¢ noktas1 x; olurken bitis noktas1 da x, olur (Sek.4.6).

X1

=
Xo

Sekil 4.6 Bir yolun tersi
4.2.6 Lemma: fy, f1, g0 ve g1, fo(1) = go(0) ve f1(1) = g4(0) olacak sekilde X’de yollar
olsun. Eger fy =, f; ve go =5 g, is€, 0 zaman f, * go =, f1 * g, dir.
Ispat: F: f =, f1, G: 9o =, g1 yol homotopileri olsunlar. Eger H: I X I — X fonksiyonunu

1

F(2s,t), S E [0,5] icin,

H(s,t) = 1
G(2s —1,¢t), S E [E' 1] icin,

ile tanimlarsak, ge¢is lemmasindan H siirekli olur. F(1,t) = f3(1) = go(0) = G(0,¢t)
olduguna dikkat edelim. H’nin istenen yol homotopisi oldugu Sek.4.7°den kolayca

goriilebilir.m
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G

Sekil 4.7 Yol homotopisinin gosterilmesi

4.2.7 Lemma: f,g ve h, f(1) = g(0) ve g(1) = h(0) olacak sekilde X’de {i¢ yol olsun. O
zaman (f * g) * h =, f x (g * h) dur.

Ispat: Bu ii¢ yolun iiclii ¢arpiminin asagidaki gibi tanimlandigina dikkat edelim:

( r 1
f(4s), s €0, Z] icin,
11
((f*g)*h)(5)=<g(45—1), S € Z,E i(,‘iTl,
11
kh(Zs -1), S E 5 1] icin,

ve
( 17
f(2s), S E O,—] icin,
| 2
1 3
(fx(@*h)(s)=4g(4s—2), sE€ =07] isin.

3
kh(4s -3), S E 7 1] icin.
Simdi, eger F:1 X [ — X fonksiyonunu

( (45) E'Ot+1]__
f1+t' S N

t+1 t+2
F(s,t) =3 glds—t—1), = 2
<4s—t—2) E:t+2 1]__
\ 1) s € |—— 1| isin

] icin,

ile tanimlarsak F siirekli olur ve

F(s,0) = ((f *9) x h)(s),F(s,1) = (f * (g * ) (s),

F(0,t) = f(0),F(1,t) = h(1).
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Boylece F, (f * g) * hiile f * (g * h) arasinda istenen yol homotopisidir (Sek.4.8).m

1 3
9 4 1
t oLog—oLo
o t+1 t+2 1
4 4
L ® S
0 1 1 1
4 2

Sekil 4.8 Yollarin ¢arpiminin birlegsme 6zelliginin gosterilmesi

4.2.8 Tammm: x € X’deki e,: | — X sabit yolu, e, (t) = x,Vt € I ile tamimlanir.
4.2.9 Lemma: Eger f, X de x ile baslayip y ile biten bir yol ise, 0 zaman
ex*xf=pfvefxre,=,f.

Ispat: Biz e, * f =, f oldugunu gosterecegiz, digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

Sek.4.9’u diistinelim ve F: I X [ — X fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

1—-t1. .
X, SE[O, > ]Lgln,
Fst) = (25—1+t) E[l—tl..
f T3t ) s > icin.
t ° Ex ° f °
0 1-s 1
2
S
0 ey f 1

Sekil 4.9 Sabit yolun varliginin gosterilmesi
O takdirde,

F(s,0) =exxf,F(s,1) = f(s),
F(0,0) =x,F(1,t) = f(1) =y,

olur. Boylece F, e, * f ile f arasinda istenen yol homotopisidir.m
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4.2.10 Lemma: Eger f, X de x ile baslayip y ile biten bir yol ise, o zaman
frft=pe vefaf=ye,
Ispat: Biz f * f~1 ~ p €x oldugunu gosterecegiz, digeri de benzer sekilde gosterilebilir.
1
f(2s), S E [O, E] icin,
(f *f(s) = )
f(2 —2s), S E [E' 1] icin,

olduguna dikkat edelim. Simdi, eger F: [ X I — X fonksiyonunu

(  1—-t]
f(2s), s €10, 5 ]l(,‘ln,
1—t 1+t
F(s,t) =1 f(1-1t), x= — ]igin,
1+t 1.
kf(Z—ZS), s € — , 1] icin,

ile tamimlarsak, F siirekli olur ve
F(s5,00=(f+=f"1(s),  F(s,1) = f(0) = x = ex(s),
FO,0)=f0)=x=(*f"D0), FQt)=f0)=x=(=*f"1(0)
olur. Dolayisiyla F, f = f 1 ile e, arasinda istenen yol homotopisidir.m

Yollar iizerindeki * carpma islemi, yol homotopileri iizerinde asagidaki esitlikle tanimlanan

bir isleme yol acar:

[f1lg] = [f * g1.

Bundan sonra iki f ve g yolunun f x g carpimin fg ile gosterecegiz. Lemma 4.2.6 ile

Lemma 4.2.10 arasinda, yukaridaki islemin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu gdsterilmistir:

i.  Lyi tammhlik
ii.  Birlesme ozelligi: ([f1lgDIh] = [f1(Lg][RD).

iii.  Sag ve sol birimler: [e,][f] = [f] = [f] [ey]
iv.  Ters eleman: [f1[f 7] = [ex), [f 11If] = [ey].
Yollarin denklik siniflar1 kiimesinin bu ¢arpma islemi altinda bir grup olusturmadigina dikkat

edelim. Cunkii [f][g] her smf ¢ifti igin tamimlh degil, sadece f(1) = g(0) olan [f],[g]

ciftleri i¢in tanimlhidir.
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4.3 Ilmekler, Temel Grup ve Yiikseltgenmis Homomorfizmalar

4.3.1 Tamim: X bir topolojik uzay ve x, € X olsun. X’de x, ile baglayan ve biten bir yola, x,
tabanl bir ilmek (veya kapali yol) denir. ilk olarak, x, tabanli verilen herhangi iki f ve g
ilmegi i¢in, fg carpiminin her zaman tanimli olduguna ve bunun Xx, tabanli bir ilmek
olduguna dikkat edelim. Bir onceki kisimdan, x, tabanli ilmeklerin yol homotopi denklik
smiflart kiimesi, ¢arpma islemi altinda bir grup olusturur. Bu grup, X’in x, taban noktasina
bagli temel grubu olarak adlandirilir ve 1, (X, x,) ile gosterilir. Birim elemani [ey ]’dir, ters

elemanlar [f]™1 = [f 1] ile verilir ve birlesme 6zelligi saglanir.
4.3.2 Teorem: a, X’de x,’dan x4 e bir yol olsun. Eger
a:mi(X,x9) — m1(X,x1)
tasvirini
a([fD = [a~*1[f]la]
ile tanimlarsak, o zaman & bir izomorfizma olur (Munkres, 2000).

Ispat: Carpma islemi iyi taniml1 oldugundan, @ iyi tanimhidir. Eger f, x, tabanli bir ilmek ise,
o zaman a”1(fa), x; tabanh bir ilmektir (Sek.4.10). Buradan @, m;(X,x,)’1 m;(X,x;)’e

resmeder.

Sekil 4.10 Taban noktasinin degistirilmesi

@ bir homomorfizmadir. Clinkii

a’nin tersi olan @~ yolunu g ile gosterelim. @ nim bir izomorfizma oldugunu gostermek igin,

f’min @ nin tersi oldugunu gosteririz: 7; (X, x;)’in her bir [A] eleman igin,
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B([hD) = [B711[R][B] = [al[h][a™"],
& (B(RD) = [a (Rl [a~Dla] = [1]
olur. Benzer sekilde, ,[?(c?([f])) =[f], VIf] € m (X, xo). m

4.3.3 Sonu¢: Eger X yol baglantili ve xg, x; X’in iki noktasi ise, o zaman 1;(X, x,) ile
. (X, x;) izomorftur. x,’dan x;’e farkli yollarin farkli izomorfizmalar verebilecegine dikkat

edelim.

4.3.4 Tammm: X,Y iki topolojik uzay ve x, € X ,y, € Y olsun. h(x,) = y, olacak sekilde
h: (X,x9) — (Y, y,) siirekli bir tasvir olsun. Eger f, X de x, tabanli bir ilmek ise, o zaman

h o f de Y’de y, tabanli bir ilmektir.
h([fD) = [he f]
ile tanimlanan
h: (X, x0) — m1(Y, yo)

tasvirini diistinelim. Bu tasvir iyi tammmhdir ve F: fy =, f; ise, ho F:ho fy =, ho f;’dir. h,

tasviri bir homomorfizmadir:

h([f1lgD) = h([f gD = [he (f@] = [(he f)(he g)] = [he fllh e g] = h.([fDh.(LgD.

h, tasviri, x, taban noktasma baglh h tarafindan yiikseltgenmis homomorfizma olarak

adlandirilir.

4.3.5 Teorem: Yiikseltgenmis homomorfizmalar, onlarin izle¢ ozellikleri adi verilen

asagidaki ozelliklere sahiptirler:

i. Egerh:(X,xy) — (Y,y) ve k: (Y, yo) — (Z, 2,) siirekKli ise, (k o h), = k, o h,’dur.

ii. Egeridy: (X,x,) — (X,x,) birim tasvir ise, (idy), birim homomorfizmadir.
Ispat:
i (ko) ([fD)=1[lkeh)of]=[ke(hof)]
= k.([ho f]) = k.(h.([f])

= (k.o h)([fD.
i (idg). ([fD = lidy o f] = [f]. m

4.3.6 Sonu¢: Eger h: (X,x,) — (Y, y,) bir homeomorfizma ise, h, bir izomorfizmadir.
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Ispat: k:(Y,y,) — (X,x,), h’nin tersi olsun. O zaman, k, o h, = (ko h), = (idy), ve
h, ok, = (heok), = (idy), olur. (idy). ve (idy)., swasiyla m(X,x9) ve m(Y,yo)

gruplarinin birim homomorfizmalar1 oldugundan, k., h,’1n tersidir. m

4.3.7 Lemma: h,k:X — Y topolojik uzaylar arasinda siirekli tasvirler ve F:h =~ k bir
homotopi olsun. Eger a:1 — Y, h(xy) = yo’dan k(xy) = y;’e, a(t) = F(x,,t) ile verilen
bir yolsa, o zaman, a yolu ile belirlenen izomorfizma @ olmak {iizere, asagidaki diyagram

degismelidir (Kosniowski, 1980).

1 (X, Xo) —L 71 (Y, ¥o)

D
R-
*
Il
D
o
>
*

k.
(Y, 1)

Ispat: Eger [f] € m,(X,xp) ise, [k o f] = [@1(h o f)a] oldugunu gdstermeliyiz. Baska bir
deyisle, (a"t(h o f))a ile k o fnin yol homotopik oldugunu gdstermeliyiz. Ilk olarak

( 17
a(l —4s), S E O'Z] icin,
(@ he O = (he Hlas =1, se [zl icin

1
\ a(2s — 1), S E 5 1] icin.

oldugunu goérelim. Bunu asagidaki gibi yazariz:

r 1
F(xy, 1 —4s), s €10, Z] icin,
(@ he NDE) = {F(rtas - 1,0, sel;,]iein

1
\ F(xy,2s — 1), S E > 1] icin.

Benzer sekilde, (ko f)(s) = F(f(s),1) olur. Sonra, ko f’nin (e, (ke f))e, ’a denk
olduguna dikkat edelim. Bu yol agagidaki forma sahiptir

( 17
F(xg, 1), s €10, Z] icin,
11
((ey, (ko f)ey)(s) ={F(f(4s—1),1), sE€ 75| isin.
1
L F(x,,1), s € 5 1] icin.

Dolayisiyla, eger G: I X I — Y fonksiyonunu
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( r 1
F(xg,1—4s(1—-1)), s €10, Z] icin,
117
G(s,t) =4 F(f(4s—1),t), sE€ 27| s
1
kF(xo, 1+2(s—1)(1—-1)), S E > 1] icin,

ile tammmlarsak, G siirekli olur ve
6(5,0) = ((a e Pa) ), 61 = (el o) ey, ) o),

G(0,t) = F(x,1) = k(xo) = y1, G(1,t) = F(xo,1) = k(xp) = y1.

olur. Buradan,

(a7 (heof))a =, (eyo(k © f)) ey, =p ko f,
elde ederiz. Buda & o h, = k, oldugunu gosterir. m

4.3.8 Sonu¢: @’nin bir izomorfizma oldugunu bildigimizden, h,’mn izomorfizma olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, k,’nin izomorfizma olmasidir. Bunu asagidaki dnermede yeniden ifade

ediyoruz.

4.3.9 Onerme: X, Y topolojik uzaylar ve x, € X olsun. Eger h, k: X — Y homotopik tasvirler
ise, o zaman h,:m(X,xy) — m1(Y,h(xy)) bir izomorfizmadir ancak ve ancak

k.. (X, x9) — m (Y, k(xp)) bir izomorfizmadir.

4.3.10 Tanim: Yol baglantili bir X uzayina, eger baz1 x, € X i¢in (ve dolayisiyla her x, € X

icin) mq (X, xq) asikar grup ise, basit baglantilidir denir.

4.3.11 Teorem: 1, (X, x,) bir homotopi degismezidir. Baska bir deyisle, eger f: X — Y bir

homotopi denkligi ise, o zaman her x, € X icin
femi (X, x0) — 11 (Y, f(%0))
bir izomorfizmadir (Naber, 2009).

Ispat: £ nin homotopi tersi g: Y — X olsun. Yani, g o f =~ idy ve f o g = idy olsun. x, € X

secelim. O takdirde
@Gef)=g.°f,
(idx). = idnl(X,xo)

olur. (idy), bir izomorfizma ve go f =~ idy oldugundan, Onerme 4.3.9, g, o f.’in bir

izomorfizma olmasini gerektirir. Benzer sekilde, f, o g, bir izomorfizmadir.
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Birincisi f,’in birebir olmasini, ikincisi f,’in Orten olmasimi gerektirir. Dolayisiyla, f, bir

izomorfizmadir.m
4.3.12 Sonugc: Eger X biiziilebilir uzay ise X basit baglantilidir.

4.3.13 Ornek: R, D™ ve R™’nin herhangi konveks alt uzay1 asikar temel gruba sahiptirler.

4.4 Cemberin Temel Grubu

Bu kisimda, S1’in temel grubunun sonsuz devirli oldugunu, yani Z’e izomorf oldugunu
ispatlayacagiz: m;(S',p) = Z. Burada S* = {e%}, modiilii 1 olan karmasik sayilar kiimesi ve

p =1 € ST olarak alacagiz.

2mit

4.4.1 Tanm: exp:R — St iistel tasviri, exp(t) =e ile tanimlanir. Ustel tasvirin

asagidaki ozelliklere sahip oldugu agiktir:

i.  exp siireklidir.

ii. exp(t; +t,) = exp(ty)exp(ty).
iii.  exp(t;) = exp(t,) ancak ve ancak t; — t, € Z.

, (_—1,%) acik arahigindan S — {—1} {izerine bir homeomorfizma olur.

Buradan exp >

=)

exp tasvirinin tersi w: St — {—1} — = 2 olsun.
| 2’ 2

=)
4.4.2 Tamim: R™’nin bir X alt kiimesi i¢in, x € X oldugunda, eger x,’dan x’e dogru pargasi

[x0, x] X de yer aliyorsa, x, € X den yildizimsidir denir.

4.4.3 Lemma: X kompakt ve x, € X’den yildizims: olsun. exp(t,) = f(x,) olacak sekilde
verilen herhangi f:X — S siirekli tasviri ve to € R igin, (exp o f)(x) = f(x),Vx € X ve

f(xo) = t, olacak sekilde f: X — R siirekli tasviri vardr.

Ispat: Acikca, orijinden yildizimsi olacak sekilde X’i dondiirebiliriz. Bu sebepten, x, = 0
secebiliriz. X kompakt oldugundan, f diizgiin siireklidir ve § > 0 vardir dyle ki eger
lx —x'|| < & ise, o0 zaman ||f(x) — f(x")|| < 1’dir. Béylece, f(x) ve f(x"), S*’de antipodal

noktalar degildir. X smirli oldugundan, her x € X i(;in < § olacak sekilde pozitif bir n

tamsayist vardir. O zaman, her bir 0 < j < n ve her x € X i¢in

I

||(1+1)x Jx” IxII

olur ve bdylece
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() - ()
f((]'+1)x)

Dolaystyla W, S* — {=1¥’in bir noktasidir. Eger g;: X — S* — {—1} tasvirini

<1

n

f ((] + 1)x)

gj(x) = 0<j<n

ile tamimlarsak, o zaman her x € X i¢in

n-1
10 =] | 9,60
j=1
olur. Simdi, exp| tasvirinin tersi w olmak iizere, f: X — R fonksiyonunu

=)

Fo =to+ ) (@0 9@
j=1

J

ile tanimlarsak, o zaman, X’den R’ye n + 1 tane siirekli fonksiyonun toplami oldugundan

dolay1 f da siireklidir, ve agik¢a
n-1 n—-1
FO) = to+ ) (@(g;(0) = to + ) w(1) =ty
j=1 j=1

olur. Ayrica w ve exp| birbirinin tersi olduklarindan:

=)

(expo f)(x) =exp| to + Z(‘U ° g;)(x)

J

= exp(to) ]_[ ((expow)og;) @
j=1

= fao) | [ o500
j=1

=f(x).m

4.4.4 Lemma: X baglantili bir uzay ve bazi x, € X icin expo f = exp o § ve f(x,) = §(xo)

olacak sekilde f, §: X — R tasvirler olsun. O zaman f = § olur.
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ispat: h = f — §:X — R olsun. O zaman p = 1 degeri ile exp o h sabit tasvirini elde ederiz.
Dolayisiyla h, sadece tamsay1 degerler alan siirekli bir tasvirdir. X baglantili oldugundan, h

sabit olmalidir ve h(x,) = 0 oldugundan, her x € X i¢in h(x) = 0 elde edilir.m

445 Tanm: a:I — S, p=1 tabanli bir ilmek olsun. I, 0’dan yildizims:1 ve
a(0) = p = exp(0) oldugundan, 6nceki lemmalardan, &(0) =0 ve expod& = a olacak
sekilde yalmiz bir @: 1 — R vardir. exp(&(l)) = p oldugundan, &(1) bir tamsayidir. a’nin

derecesini, deg(a) = @(1) olarak tanimlariz.
4.4.6 Lemma: a ve , S*’de p tabanli ilmekler olsun. O zaman, deg(a) = deg (B)’dur.

Ispat: F:1 xI — S, a ile B arasinda bir yol homotopisi olsun. I X I, RZ’nin (0,0)’dan
yildizimsi bir alt kiimesi oldugundan, Lemma 4.4.3’den, F(0,0) = 0 ve exp o F = F olacak
sekilde bir F: 1 x I — R tasviri vardir. F(0,t) = F(1,t) = p, Vt € I oldugundan F(0,t) ve
F(1,t) sadece tamsay1 degerler alir. Buradan, F(0,t) ve F(1,t) sabit olmalidir. (0,0) =0
oldugundan, F(0,t) = 0, Vt € I olur. Eger &, 8: ] — R tasvirlerini

a(t) =F(t,0)ve B(t) = F(t,1)

ile tammlarsak, o zaman @(0) = 0 ve exp o @ = a olur. Boylece deg(a) = @(1) = F(1,0)
elde edilir. Benzer sekilde, £(0) = 0 ve exp o § = B olur. Boylece deg(f) = f(1) = F(1,1)
elde edilir. Son olarak, F(1,t) sabit oldugundan, F(1,0) = F(1,1) oldugu ve buradan da
deg(a) = deg(f) sonucuna ulagilir. m

4.4.7 Sonug: a, ST’ de p tabanl bir ilmek olmak iizere, deg([a]) = deg(a) ile tanimlanan
deg:m,(St,p) > Z
fonksiyonu iyi tanimlidir.
4.4.8 Teorem: deg fonksiyonu bir izomorfizmadir (Spanier, 1966).
Ispat:
i.  Homomorfizma: [a],[B] € m1(S%,p) ve &(1) = m, (1) = n olsun. O zaman,
deg([a]) + deg([B) =m+n

olur. deg([a][B]) = deg([aB]) oldugundan, aB(1)’y1 bulmaliyiz. #(s), R’de m’den

m + n’ye, 7(s) = f(s) + m ile verilen bir yol olsun. O zaman

(expo7)(s) = eXp(ﬁ(s) + m) = 32”(E(S)+m)i
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— eZnE(s)iemrmi — eZnE(s)i

= exp (F(s)) = (exp © )(s)
= B(s),

ve boylece

exp(d(Zs)), S E [0, %] icin,
(exp o @7)(s) = )
exp(7(2s —1)), s€ [E’ 1] icin,

1
a(2s), S E [O, E] icin,
1
B(2s —1), S E [5' 1] icin,

= (ap)(s)

olur. Ayrica, (&7)(0) = @(0) = 0°dir. Dolayisiyla, & = a’dir. Buradan,

af(1) = (@N1) =7(1) =m+n.

ii.  Ortenlik: Eger n € Z ise, o zaman R’de @, (s) = ns ile tanimlanan bir @, yolu vardir.
a, = exp o &, olsun. O takdirde, deg([a,]) = &, (1) = n oldugu agiktir.

iii.  Birebirlik: [a] € Ker(deg) olsun. O zaman, degla] = @(1) = 0’dir ve expo @ = «
olacak sekilde R’de O tabanli bir & ilmegi vardir. R biiziilebilirdir ve bdylece, Sonug
3.3.12°den basit baglantilidir. Buradan &, 0 tabanli sabit ilmege yol homotopiktir.
Bagka bir deyisle, F(0,t) = @(t), F(1,t) =0 ve F(s,0) =F(s,1) =0 olacak
sekilde bir F:I X I — R tasviri vardir. Diger taraftan, expoF:I X I — S i¢in
elimizde

(expe F)(0,8) = a(t), (expeF)(L,t) =1,
(expo F)(s5,0) = (expo F)(s,1) =1
vardir ve bdylece exp o @ = a, p = 1 tabanl sabit ilmege yol homotopiktir, yani [«],

71 (S1, p)’nin birim elemanidir. m

4.49 Ornek: Halka seklindeki X’in ¢ekilmis bozunumunun bir R ¢emberi oldugunu
hatirlayalim (bkz. Ornek 3.1.17). Teorem 3.1.16’dan X ile R ayn1 homotopi tipindendir ve
Teorem 3.3.11°den, izomorf temel gruplara sahiptirler. Boylece m;(X,p) = Z olur. Benzer
sekilde, delikli diizlemin temel grubu Z’e izomorftur. Ciinkii delikli diizlem, cekilmis

bozunum olarak bir cembere sahiptir.
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4.4.10 Teorem: X,Y yol baglantil1 iki topolojik uzay olsun. X X Y ¢arpiminin temel grubu,

X’in ve Y’nin temel gruplarinin ¢arpimina izomorftur (Kosniowski, 1980).
Ispat: p:X XY — X ve q:X XY — Y izdiisiim tasvirleri olsun. p, ve g, yiikseltgenmis
homomorfizmalar olmak {izere

@: 7T1(X XY, (XO'yO)) — 1 (X, x0) X m1(Y, ¥o)

fonksiyonunu

oD = (p.(fD, q.(fD) = o fq° ),
ile tanimlayalim.

Once @ nin iyi tanimliligini kontrol edelim. (x,, y,) tabanl f ilmeginin g’ye denk, yani f~g
oldugunu kabul edelim. o zaman, F(s,0) = f(s),F(s,1) = g(s) ve
F(0,t) = F(1,t) = (x0,Y0) olacak seckilde siirekli bir F:1 XI — X XY tasviri vardir.
poF:IXI— X ve qoF:1 X1 —Y siirekli tasvirleri bize pof ~pog ve gof ~qog
verdiginden, @ ([f]) = @([g]) elde ederiz. Boylece ¢ iyi tanimlidir.

@’nin bir homomorfizma oldugunu gérmek igin, eger f,g:1 — X XY, f(1) = g(0) olacak
sekilde yollar ise, 0 zaman p o (fg) = (peo f)(peg) ve qeo (fg) = (q° f)(q ° g) olduguna
dikkat edelim.

@’nin birebir oldugunu gostermek i¢in @ ([f]) = ¢([g]) oldugunu kabul edelim. Buradan
Fi:pof =p pogveryiqef =5 qog.

elde ederiz. Eger F:1 X I — X XY tasvirini F(s,t) = (Fi(s,t), F,(s,t)) ile tanimlarsak, o

zaman F: f ~, g ve boylece [f] = [g] oldugu goriiliir.

Son olarak, ¢@’nin ortenligini gérmek igin, ([fi], [f2])’nin (X, x9) X w1 (Y,y,)’a ait
oldugunu kabul edelim. Eger f(t) = (f1(t), f2(t)) ile verilen f:1 — X XY fonksiyonunu
diistiniirsek, o zaman agik¢a @ ([f]) = ([f1], [fz]) olur. m

4.4.11 Sonug: T = S* x S torunun temel grubu Z X Z’e izomorftur.
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5. GRUPLARIN TEMSILIi

5.1 Serbest Gruplar

Ik olarak, X kiimesini alfabe olarak adlandiracagiz; X’in elemanlar1 harfler olacak. n bir
tamsay1 olmak iizere, bir a semboliinii bir Aece olarak tamimlariz. Béylece a?, b% ¢! vb.
tiimii hecedir. Hecelerin sonlu sirali bir dizisi kelime olur. Ornegin, a, b, c € X olmak iizere,

a3c?b™3c5¢5a’%? bir kelimedir.
Hig hece icermeyen bos kelimeyi 1 ile gosteririz.
X alfabesi iizerinde miimkiin olan tiim kelimelerin kiimesini W (X) gosterecegiz. X’i a — a’
tasviriyle W (X)’e resmedebiliriz. Kelimelerin ¢arpimi, onlar arka arkaya yazarak tanimlanir.
Ornegin,
alb™%clvea ?b5c™t € W(X)

i¢in,

(a®b72cY) - (a?b°c™Y) = a®b~?cla?b°ct e W(X)
yazariz. Asagidakilere dikkat edelim:

i.  Kelimelerin ¢arpimi kapalidir: wy, w, € W(X) ise wy - w, € W (X)
ii.  Carpma islemi birlesmelidir: wy, w,, w3 € W (X) ise (wywy)ws = wy (Wows)

iii.  Herhangiw e W(X) i¢in,1-w=w-1=w

Fakat, bu garpma ile W (X) bir grup degildir. a* - a™~1, a™! - a’~1 bagmularini igeren ve

carpma ile uyumlu olan W (X) tlizerinde bir denklik bagintis1 tanimlayacagiz.
5.1.1 W(X) iizerindeki denklik bagintisinin tanimi

.  wy,w, € W(X) ve a € X olmak iizere, eger w = wya’w,, w' = wyw, ise, o zaman
w’dan w'’ne degisimin, I tipinden temel daralma oldugunu soyleriz. Tersine, w'’den
w’ya degisimin, I tipinden temel genisleme oldugunu soyleriz.

I. Eger w=w.aPa%w,, w" = w;aP™w, ise, o zaman w’dan w'"’ne degisimin, II
tipinden temel daralma oldugunu soyleriz. Tersine, w'’den w’ya degisimin, II
tipinden temel genisleme oldugunu soyleriz.

.  u,v € W(X) i¢in, eger biri digerinden yukaridaki temel operasyonlarin sonlu sayidaki

bir dizisi kullanilarak elde edilebiliyorsa, o zaman u~v yazacagiz.

~’nin bir denklik bagintis1 oldugu kolaylikla gosterilebilir. v € W (X)’1 iceren denklik sinifin1

[v] ile gOsterecegiz.
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5.1.2 Lemma: Eger u,v,w € W(X) ve u~v ise o zaman uw~vw ve wu~wv’dir.

Ispat: Tk olarak, u = u;a’u,, v = u u, oldugunu kabul edelim. u ve v, I tipinden temel bir
operasyon ile baglandigindan, uw ve vw de Oyledir. Aynist wu ve wv icin de dogrudur.
Ikinci olarak, eger u = uyaPa%u,, v = u;aP*9u, ise, o zaman uw ve vw II tipinden temel
bir operasyon ile baghdir. Aynist wu ve wv i¢in de gegerlidir. Son olarak, bazi n i¢in
Uy, ..., U, vardir, u = uy, v = u, ve her bir u;, u;,,’e temel operasyonlarla baghdir. Boylece,
UW, ..., Uy, W'yl uw ve vw’yi baglamak ic¢in ayni yolla kullanabiliriz. Benzer sekilde wu ve

wv baglanabilir.m

a; € X, p; € Z olmak tlizere, herhangi bir u € W(X) kelimesi, hecelerin sonlu bir dizesi

oo — oP1,P2 Pn
olarak yazilabilir, u = a;'a;” ...a;".

Simdi u’nun fersini tanimlayalim:

r) — 47 Pn P2 ,~P1
u =a, " ..a, "a; .

Onceki lemmanin sonucu olarak, asagidaki islemin iyi tanimli oldugunu elde ederiz:

[ul[v] = [uv]

Eger denklik siiflariin kiimesi olarak F(X) yazarsak, bu islemin asagidaki 6zelliklere sahip

oldugunu gorebiliriz:

i. Heru € W(X)i¢in, [1][u] - [u][1] = [u], ¢cinki1l-u=u-1=u.

ii. Her u,v,w € W(X) i¢in, u(vw) = (uv)w’dir ve eger [u],[v],[w] € F(X) ise, o
zaman [u]([v][w]) = [ul([vw]) = [u(vw)] = [(w)w] = ([uvD[w] = ([u][vDIw]
olur.

iii.  Herhangi bir a? hecesi i¢gin, elimizde a™ € W (X) vardir. O zaman

[a?][a™?] = [a?*CP] = [a°] = [1]
olur. Boylece i., ii. ve iii.’den, sirastyla, birim eleman, birlesme ve F(X)’in her elemaninin

Pn p P1

tersi olmasi, ozelliklerine sahip oluruz. Ugiincii ozellik, u™ = a, a,?a;"" i¢in n

tizerinde tiimevarimla gosterilebilecegi lizere,
uMu~1ve uu~1
bagintilarindan gelmektedir.
Boylece, [u(r)][u] =1 ve [u] [u(r)] =1 olur. Ayrica, [u(r)]’nin, [u] denklik smifi

seciminden bagimsiz oldugunu da gostermeliyiz. u~v kabul edersek, [u] = [v] olur. O

zaman
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[u®] = [u](1] = @]l [v@]
- ()] = W] =[]
elde edilir. Sonug olarak, F(X)’in bir grup oldugunu goriiyoruz.

5.1.3 Tamim: Eger bir kelimeye herhangi bir temel operasyon uygulama imkani1 kalmamaissa,
o zaman buna indirgenmis kelime denir. Yani, bir kelimenin indirgenmis olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, {issii 0 olan higbir hecenin bulunmamasi ve aym harflerin ardi ardina
gelmemesidir. Temel operasyonlar hece sayisini azalttigindan, kelimelerin her denklik sinifi

en az bir indirgenmis kelime igerir. Daha sonra, bunun yalniz bir tane oldugunu gosterecegiz.
Herhangi w € W (X) kelimesi igin, p(w) kelimesini agsagidaki gibi tanimlariz:

Eger w indirgenmis ise, o0 zaman p(w) = w’dir. Eger w indirgenmemis ise, o zaman p(w),
k < j icin k. hecede higbir temel operasyon miimkiin olmayacak sekilde w’nin j. hecesinde
bir temel operasyon uygulanarak elde edilen kelimedir. w’nin j. hecesine her iki tipten temel
bir operasyon uygulanigini bir 6rnekle gorelim: uaP, j — 1 hece igeren indirgenmis bir kelime

olmak iizere, eger w = uaPa’v ise, o zaman p(w) = uaPv olur. Bdylece,

1. w indirgenmistir ancak ve ancak p(w) = w.

2. Eger u indirgenmemis ise, o zaman p(uv) = p(u)v.
Bir w kelimesinin standart indirgenmesi,
w=p°(w),pw),p*W), ..,

dizisiyle tanimlanir. w’nun standart indirgenmesinde, p?(w) = p?*'(w) olacak sekilde
negatif olmayan en kiiglik bir £ = #(w) tamsayisi vardir. Bu £ sayisina, w’nun indirgenme

uzunlugu denir ve w, = p?(w) tanimlariz. Boylece,
pt(w) = w, , her i > £(w) igin,
olur. p(w)~w oldugundan,

3. w, indirgenmistir ve w~w,.

4. w indirgenmistir ancak ve ancak w = w,.

Simdi, indirgenmis bir kelimenin, onun denklik sinifinda tekligini ispatlayacagiz:
5. u~v ancak ve ancak u, = v,.

Ispat: Eger u, = v, ise, 0 zaman

U~uU, = V,~v
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ve boylece u~v olur. Tersini ispatlamak i¢in, v’nin u’dan temel daralma operasyonuyla elde

edildigini kabul edelim.
Durum I: u = wa’w’ , v = ww'.
£(w) = k olsun.
P+ (w) = p*(v)

oldugunu iddia edelim. Ispat1 k {izerinde tiimevarimla yapariz. Once k = 0, yani, w’nun

indirgenmis oldugunu kabul edelim. O zaman,
p(u) =ww' =v
olur. Sonra, k > 0 olsun. 2’den, elimizde
p(w) = pw)a’w’, p(v) = p(ww’
vardir. f(p(w)) = k — 1 oldugundan,
pkpw) = p*p(v),

elde ederiz ve iddiamiz ispatlanmig olur. Boylece u, = v,’dir. Clinkii © ve v’nin standart

indirgenmelerindeki kelimeler, giderek ayni olacaktir.
Durum II: u = waPalw’, v = waPtiw’.
£(w) = k olsun.

pk+2(u) — pk+1(v)

oldugunu iddia edelim. Once k = 0 oldugunu kabul edersek, o zaman iki ihtimal sdz

konusudur:
i.  w’nun son hecesi a degildir. Bu durumda,
p(u) = waP*iw' = v,
p*(w) = p(v).
ii. w=w"a"dir. Bu durumda, w"' indirgenmistir ve w'’’niin son hecesi a degildir.
Boylece,
p(w) =w"a"Palw’,
pZ(u) — Wllar+p+qwl — p(U),
p*(w) = p(v).

Sonra, k > 0 olsun. 2’den, elimizde
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p(w) = pw)aPaiw’,p(v) = p(w)a?*Iw’

vardir. f(p(w)) = k — 1 oldugundan,

P p() = pFp(v),

pF+2(u) = p**i(v),

elde ederiz. Boylece, iddiamiz ispatlanmis olur. Ispati Durum I’de oldugu gibi u, = v, ile

tamamlariz. m
3, 1 ve 5 6nermelerinden sunu sdyleyebiliriz:

6. Kelimelerin her denklik sinifi bir ve yalniz bir indirgenmis kelime igerir. Ayrica, u’ya
temel daralma operasyonlarin herhangi bir dizisinin uygulanmasi, ayni indirgenmis

u, kelimesine yol agar.

Boylece, u ve v’nin F(X)’in ayni elemanini temsil edip etmedigini belirlemek i¢in sonlu bir

algoritmaya sahibiz; tek yapilmas1 gereken u,’1 ve v,’1 bulup, onlar1 hece hece karsilastirmak.

5.1.4 Serbest grup tammm: Herhangi bir H grubu i¢in, eger herhangi ¢: X — H tasviri bir
¢': F — H grup homomorfizmasina genisleyebiliyorsa, o zaman F grubu X € F tabani ile

serbesttir denir. Yani, asagidaki diyagram degismelidir.

i > H
A

F

Bu, serbest gruplarin evrensel ozelligi olarak adlandirilir. Simdi, F(X)’in X tabani ile serbest
oldugunu gosterecegiz. X’i F(X)’ de a +— [a'] tasviriyle igerilmis olarak diisiinebiliriz. Bir H
grubuna ve X’den H’ye bir ¢ tasvirine sahip oldugumuzu kabul edelim.

Herhangi bir w = a;* ...a;" € W(X) kelimesi igin, ¢1(w) = ¢(a)™...p(a,)™ ile bir
¢1: W(X) — H tasviri tanimlayalim ve ¢(1)’1 H’ nin birimi olarak alalim. W (X) kiimesi
tizerinde bir c¢arpma islemine sahip oldugumuzdan, herhangi wy,w, € W(X) igin
¢ (wyiwy) = @1 (wy) 1 (W) oldugu agiktir. Ayrica ¢, W (X) tizerindeki denklik bagintisi ile
de uyumludur.

5.1.5 Lemma:

i. Egerw =w;a’w, vew’' = wyw, ise ¢p;(w) = ¢p;(w').
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ii. Egerw =w.alalw, vew’ = wyaPtlw, ise ¢, (w) = ¢, (w").
ispat:
L pi(w) = p1(wia’wy) = p(wy)p(a®)p(w,)
= p(w)p(Dp(wy) = p(w)p(w,) = P, (W),
.  ¢1(w) = g (wyaPafw,) = p(wy)(@(a)P Pp(a)?)p(w,)
= p(w)p(@)PHp(w;) = p1(w'). m
Bu lemmadan, herhangi u, v € W (X) igin, eger u~v ise ¢p;(u) = ¢;(v) elde ederiz. Boylece,
¢'([u]) = ¢, (u) tammlayabiliriz.

Iyi tanimlilik agiktir. Her [u], [v] € F(X) icin

¢'([ullvD = ¢'([uv]) = ¢1(wv) = ¢1 (W1 (v) = ¢'([uDd'([v])
olur. Buradan da ¢’nin bir ¢’ homomorfizmasina genislediginin gosterilmesi tamamlanmig
olur. Ayrica, efer w = a;* ...a," ise, o zaman ¢'([w]) = (¢p(a))™ ...(¢(a,))™ oldugu da
goriiliir. Tekligi gostermek icin, ¢’nin YP: F(X) — H tasvirine genisledigini kabul edelim.
Yani, ¥([a]) = ¢(a) olsun. Eger [w] € F(X) ve w = a;* ...a," ise, [w] = [a;]™ ... [a,]™
olur ve ¥ bir homomorfizma oldugundan,
Y(wD = ¥([a]™ ... [az]™) = Y([a D™ .. ([a, D™ = p(a)™ ... p(a)" = ' ([w])

ve boylece Y = ¢’ elde ederiz.

F(X)’in X tabaniyla serbest oldugunu ispatladik. Fakat X’den F(X)’e a + [a] tasvirinin
birebirligini kontrol etmedik. Bunu gérmek i¢in, a4,a, € X i¢in, a; # a, olacak sekilde
[a:] = [a,] oldugunu kabul edelim. O zaman, H = Z,, 2. mertebeden devirli grup olarak ve
¢(a;) # ¢p(a,) olacak sekilde ¢:X — H tasvirini alabiliriz. ¢": F(X) — H tek tirld

genislemesini  diiginelim. [a;] = [a,] oldugundan, ¢'([a;]) = ¢'([a,]) olur, fakat

¢'([aq]) = p(ay) ve ¢'([a,]) = ¢(a,) oldugundan geliski elde edilir. Béylece a; = a, olur.

Hatirlatma: F keyfi bir grup, X € F ve H herhangi bir grup olsun. Hom(F, H) ile F’den
H’ye homomorfizmalarin kiimesini, Map(X,H) ile X’den H’ye tasvirlerin kiimesini

gosterelim. Eger
p:Hom(F,H) — Map(X,H)
6 6
(F—>H)|—>(X‘—>F—>H)
ise, 0 zaman

p ortendir & V¢, 3¢’ Tanim 5.1.4’deki gibi.
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p birebirdir & ¢’ varsa tektir.

Boylece, F’nin X lizerinde serbest olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p tasvirinin herhangi bir H

grubu i¢in birebir-0rten olmasidir.

5.1.6 Onerme: Eger F,, F,, sirastyla X;, X, iizerinde serbest ve F; ile F, izomorf ise, 0 zaman
X, ile X, nin kardinalitesi aynidir (Bunu |X;| = |X,| ile gosteririz).

Ispat: H =7, alalm. F, =F, oldugundan |Map(X;,Z,)| = |Map(X,,Z,)| olur.
Kardinaliteleri sirasiyla b ve ¢ olan herhangi B ve C kiimeleri igin, |[Map(B, C)| = c?’dir. Bu
durumda 2/%1l = 21%2l olyr. Buradan, |X;| = |X,|. m

5.1.7 Onerme: Eger F,, F, sirasiyla X;, X, iizerinde serbest ve |X;| = |X,| ise F; = F, dir.

Ispat: f;, X,’den X,’ye birebir-6rten ve f, = fi! olsun. f; ve fo, ¢1:X; — F, ve
¢,: X, — F; tasvirlerini belirlerler (bkz. asagidaki diyagram). Bu tasvirlerin ¢p;: F; — F, ve

¢5: F, — F; homomorfizmalarina genislemeleri vardir.

f fa
X1 ! > X2 Xl
o1 =0L1f b2 =ufs
lq Ly l1
Fl - Fz - Fl
¢1 ¢2

¢1, ¢, srastyla ¢p7, ¢; homomorfizmalarina tek tiirlii genislerler. Ayrica, ¢;¢; fonksiyonu
da (1: X; © F; kapsama tasvirinin bir genislemesidir. Ayni1 kapsama tasviri, idg:F; — F;
birim tasvirine de geniglediginden, teklikten dolayr ¢;¢7 = idp, elde edilir. Benzer sekilde,

¢p1¢; = idp, olur. Boylece, ¢7’1n F;’den F,’ye bir izomorfizma oldugu elde edilir. m

5.1.8 Tamim: F, X tabani iizerinde bir serbest grup olmak iizere, X in kardinalitesi F’in rangi

olarak adlandirilir.

Sonug olarak, iki serbest grubun izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun onlarin aym

ranga sahip olmasidir diyebiliriz.

5.2 Temsiller ve Tietze Denklikleri

G bir grup ve X € G olsun. G ’nin X1 kapsayan en kii¢lik alt grubu anlamina gelen G’nin X ile

iretilen alt grubunu < X > ile gbsterecegiz. Buradan,

<X>={x .2 |x; € X, g = £1}
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yazariz. G’nin X’i kapsayan en kiiclik normal alt grubunu « X > ile gosterecegiz. Buna

genellikle X’in G’deki normal kapanisi denir. Buradan,
KX»=<{glxglg € G,x € X} >
yazariz. Daha acik olarak, eger x9 = g~lxg yazarsak, o zaman
KX >»= {(x9)% ... (x,97)%r|g; € G,x; €E X, &; € 1}
olur. K X »’in elemanlari, X’in G’deki konsekanslar: olarak adlandirilir.

Simdi, G bir grup, F(X), X iizerinde bir serbest grup ve 8, X’den G’ye G = < 8(X) > olacak
sekilde bir tasvir olsun. O zaman, 8’ nin ¢ genislemesi F(X)’1 G ilizerine resmeder. F(X)’in

bir R alt kiimesi i¢in,
Ker(¢p:F(X) > G) =< R >

oldugunu kabul edelim. w € Ker¢ elemanina bir baginti ve Ker¢’ye de baginti alt grubu

denir.
5.2.1 Tanim:

i.  Verilen bir G grubu, bir X iiretegler kiimesi ve F(X)’in bir R alt kiimesi i¢in, eger
&K R >» = Ker(¢: F(X) — G) ise, o zaman R, G igin bir bagintilar tamimlayan kiime

olarak adlandirilir.

it.  Bir G grubunun bir temsili, F(X)/ & R > » G’ye izomorf olacak sekilde bir X kiimesi

ve F(X)’in bir R alt kiimesinden olusur ve bu (X: R) ile gosterilir.

Boyle bir temsilin, F(X) serbest grubuna genislemesi << R > c¢ekirdegine sahip bir ¢

homomorfizmasina yol agacak sekilde bir 8: X — G tasviriyle geldigine dikkat edelim.
Tersine, G’nin herhangi bir temsili bdyle bir homomorfizma belirler. Yani, degismeli

diyagramda F(X)’den F(X)/ « R > Ye dogal homomorfizmay: y ile gosterirsek, o zaman ¢

ve t’dan biri digerini tek tiirlii olarak belirler.
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G grubunun bir (X: R) temsilindeki ¢ homomorfizmasini isaret etmek igin (X: R) ¢ yazacagiz.
Eger X’i onun G’deki goriintiisiiyle belirlersek, o zaman (X:R), X’in G’yi lrettigi anlamina

gelir ve G hakkindaki her sey, her r € R i¢in G’de r = 1 oldugu gergeginden ¢ikarilabilir.

5.2.2 Tammm: Eger bir grup sonlu bir temsile sahipse, o grup sonlu temsil edilmistir denir.

Yani, hem iireteglerin kiimesi X hem de F(X)’in alt kiimesi R sonludur.

5.2.3 Ornek: X = {a,b} ve R = {a"*bab™%,b~taba?} olsun. O zaman G grubu asagidaki

temsile sahiptir.
(a,b:a"thab™? = b~ taba™? = 1).
Eger a"lbab™ = 1ve b laba™2 = 1ise
a lba=b?veb lab=a? = a b =b?atveb la=a’b?
olduguna dikkat ediyoruz. (a~1b)~! = b~1a oldugundan,
ab?>=a*h1=>b1=a

elde ederiz. Boylece, a lbab > =1 bagmtisi a la laa?=a=1 bagmtisma,

2:

b~'aba™? = 1 bagintis1 da a 'a™? = a~! = b = 1 bagmtisina doniisiir. Baska bir deyisle,

G = {1} asikar gruptur.
5.2.4 Ornek: X = {x,y}, R = {x3,y?, (xy)?} olsun. O zaman (X: R), 3. mertebeden dihedral
grup D3 ’ilin temsilidir:
(e y:x® =y? = (xy)? =1)
veya (xy)(xy) = 1 bagintisi ile xy = y~1x~! bagintisinin ayn1 oldugunu kullanarak:
(x,y:x3 =y?2 =1,xy =y tx71).

5.2.5 Tammm: Bir f: (X:R) — (Y:5) temsiller tasviri, iki (X:R) ve (Y:S) temsilinden ve
R’nin f altindaki goriintlisiiniin S’nin konsekanslarinda kapsanmasi kosulunu saglayan bir

f:F(X) — F(Y) homomorfizmasindan olusur. Yani,
f(R) S« S ».

Her temsil tasviri f: (X:R) — (Y:S), f.y = yf kosulunu saglayan bir
 F(X) F(Y)
f l«r»™ " las>

grup homomorfizmasini tek tiirlii belirler (Burada her iki dogal homomorfizma da y ile

gosterilmistir). Yani, asagidaki diyagram degismelidir.
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F(X) f F(Y)
1 14
f.
F(X F(Y
()/<<R>> ()/<<S>>

Eger f: (X:R) — (Y:5) ve g: (Y:S) — (Z:T) tasvirleri verilmigse, o zaman gf bileskesi
(X:R), (Z:T) ve gf:F(X)— F(Z) homomorfizmasindan olusur. Birlesme o6zelligi

gecerlidir ve birim tasvirler vardir. Birim tasvirler i¢in 1 yazacagiz. Bu durumda 1, =1 ve
(9f). = g.f. olur.

52.6 Tamm: f,f,:(X:R) — (Y:S) iki temsil tasviri olsun. Eger her x € X igin
AL f(x™Y) € K S > ise, f ve f, homotopiktir denir ve bu durum f; = f, ile gosterilir.

5.2.7 Onerme: f;, f5: (X:R) — (Y:S) iki temsil tasvirinin homotopik olmasi igin gerek ve

yeter kosul f1, ve f,, yiikseltgenmis homomorfizmalarinin esit olmasidir.

Ispat: f;, ve f,.’m tanimindan, eger fi, =f,. ise, o zaman her x € X igin
fi.y(x) = yfi(x) = fo.¥(x) = yf2(x) olur. Buradan, f; = f, oldugu agiktir.

Simdi, f; = f, oldugunu kabul edelim. Tanim 5.2.6’dan, f;(x)f5(x"1) €K S > olur.
& S >,F(Y)’nin gekirdegi oldugundan, bu y(f;(x)f,(x™1)) =1 olacagi anlamma gelir.

Buradan, y(f1 (x)) . y(fz (x"l)) =1ve y(f1 (x)) . y(fz (x))_1 = 1 olur. Diyagram degismeli

oldugundan, f;.(y(x)) - fZ*(y(x))_l = 1 yazariz. Boylece, her x € X igin f1,y(x) = f5.y(x)
elde edilir. Dolayisiyla, f;. = f,, olur. m

Buradan anlagilacagi iizere, Tanim 5.2.6°daki kosul asagidaki gibi de verilebilir:
Her u € F(X) icin, yf1(w) = yf,(w).
fi = f, ve g1 = g, oldugu zaman g, f; = g,f, oldugunu gérmek kolaydir.

Bir temsil tasviri f’nin, f, homomorfizmasimi belirledigini sdylemistik. Bunu tersi de

dogrudur:

5.2.8 Onerme: Her

F(X F(Y
p: ¢ )/<<R>> — * )/<<S>>

homomorfizmasi igin, f, = 6 olacak sekilde bir
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fi(X:R) — (Y:5)
temsil tasviri vardir. Ayrica, boyle herhangi iki temsil tasviri homotopiktir.

Ispat: Asagidaki diyagran diisiinelim.

F(X) F(Y)
14 14
F(X
( )/<< R» 0 F(Y)/« S>>

y orten oldugundan, her x € X elemanin1 yf(x) = 8y(x) olacak sekilde bir f(x) € F(Y)
elemanina atayabiliriz. F(X), X tabaniyla bir serbest grup oldugundan bu atama, yf = 6y
olacak sekilde bir f:F(X) — F(Y) homomorfizmasina genisletilebilir (serbest gruplarin
evrensel 6zelligi kullanilarak). O zaman yf(R) = Oy(R) =<K S > ve f(R) € K S > olur.

Dolayisiyla f bir temsil tasviridir ve f, = 8°dir. f’nin homotopiye gore tekligi ise Onerme
5.2.7°nin dogrudan bir sonucudur.m
f
5.2.9 Tammm: Eger gf = 1 ve fg = 1 olacak sekilde (X:R)——_(Y:S) tasvirleri varsa, bu
g

durumda (X:R) ve (Y:S) temsilleri ayni tiptendir denir. f, g tasvirleri (veya sadece biri)

temsil (veya homotopi) denkligi olarak adlandirilir.

5.2.10 Lemma: Iki temsilin ayni tipten olmas i¢in gerek ve yeter kosul onlarm gruplarmin

izomorf olmasidir (Crowell ve Fox, 1963).

Ispat: Eger f, g bir temsil denkligi ise, o zaman

g.f=@gf). =1, =1,
f9.=(g).=1.=1

Boylece, g, = f.~! olur ve f., F(X)/ « R > Yi izomorf olarak F(Y)/ « § > Ye resmeder.

Tersine, eger 6, F(X)/ & R >» Yt izomorf olarak F(Y)/ « § > ye resmeder ve

f.=80, g.=0"1ise, 0 zaman

GN.=9.f,i=0"10=1=(1).olupgf =1,
f9).=fg.=00"t=1=(1),0lupfg=1.m
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5.2.11 Tietze denklikleri

(X:R) bir temsil ve s € K R > olsun. Yani s, X’de R’nin bir konsekans1 olsun. Y = X ve
S=RU({s} ile olusturulan temsili diisiinelim. Bu durumda <K R > =<« S > olur.
Dolayisiyla, (X: R), (Y:S) ve 1: F(X) — F(Y) birim otomorfizmasi bir T4: (X: R) — (Y:5)
temsil tasviri tanimlar. Benzer sekilde, (Y:S), (X:R) ve 1, bir Ty: (Y:S) — (X:R) temsil

tasviri tamimlar. Ag¢ik¢a, T; = T olur.

(X: R) yine bir temsil olsun. y, X’de igerilmeyen bir tireteg ve £ € F(X) olsun. Y = X U {y}
ve S = R U y&~1 ile olusturulan (Y:S) temsilini diisiinelim. Herhangi x € X icin T,(x) = x
kurali ile tanimlanan T,: F(X) — F(Y) homomorfizmasi, R’yi < S >»’ye resmeder ve
boylece (X:R), (Y:S) ve Ty: F(X) — F(Y) bir Ty: (X:R) — (Y:5) temsil tasviri tanimlar.
Herhangi x € X i¢in T,(x) =x ve Ty(y) =& kurali ile tanimlanan T,: F(Y) — F(X)
homomorfizmasi, S’yi R U {1} iizerine ve dolayisiyla <« R >»’ye resmeder. Buradan
(Y:S) > (X:R) ve T,: F(Y) — F(X) bir T5: (Y:S) — (X:R) bir temsil tasviri tanimlar.
Acik¢a, T,T, bileskesi birimdir. Ayrica her x € X icin, T,T,(x)-x"1=1 ve
T,T,(y) -y 1 =T,(&) -y =&y 1 =(y& )71 olur ki bu da « S >>’nin bir elemanmdur.
Boylece, T,T, =~ 1 olur. Dolayisiyla, T, , T, ¢ifti bir temsil denkligidir (T: F(X) — F(Y) ve

T,: F(Y) — F(X) tasvirlerinin sirasiyla, kapsama ve geri ¢ekilme olduklarina dikkat edelim).
Bu dort denklik; Ty, Ty, T, T, Tietze denklikleri olarak adlandirilir (Crowell ve Fox, 1963).

5.2.12 Lemma: X ve Y {reteclerin ayrik kiimeleri, 8, F(X U Y)’ nin F(X) iizerine bir geri
¢ekilmesi ve (X:R)g bir G grubunun bir temsili olsun. O zaman, ¢6: F(XUY) — G

homomorfizmasinin ¢ekirdegi < R U {yf8(y)~1:y € Y} > kiimesidir.
Ispat: C =< RU{yf(y)~t:y € Y} >» yazalim. Herhangi r € R igin, ¢p0(r) = p(r) =1
oldugu agiktir. 8 bir geri gekilme oldugundan, 82 = 6 ve buradan
POy - 0™ =0 - 00N = (1) =1
olur. Boylece elimizde
(1) C S Ker¢f

vardir. Simdi, F(XUY)’nin F(XUY)/C tlizerine y dogal homomorfizmasini ve onun

y' = Y| kisitlanisint diisiinelim.
F(X)
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0 (0]
F(XUY) F(X) G

F(XUY)/C
Ik olarak, y'8 =y oldugunu gésterelim. Acik¢a, x € X icin y'8(x) = y'(x) = y(x) olur.

Ayrica, y€Y i¢in  y)-y'00) T =y -y0O) T =y(y-0()™H =1, yani
y'0(y) = y(y) olur. Bu y'6 = y oldugunu gosterir. Simdi, Ker¢8’nin bir elemanin1 alalim:
u € Kerg0 alirsak ¢p0(u) = 1 olur. Buradan

yw- 0™ =y 0u- 0™ =y -0 =y'(1) =1

ve boylece u-0(u)"t € C olur. Diger taraftan, ¢p8(u) =1 olmast O(u) EK R > ve
dolayisiyla 8(u) € C olmasmi gerektirir. Bdylece, u = u - 8(u)~1 - 8(u), C’nin bir eleman1

olmalidir. Buradan da elimizde
(2) Kergf € C

olur. (1) ve (2)’den, C =<K RU{yf(y)"L:y €Y} » = Ker¢. m

f
5.2.13 Teorem (Tietze): (X: R)——_ (Y:S) bir temsil denkligi, (X:R) ve (Y:S) temsillerinin
g

ikisi de sonlu olsun. O zaman, f =T; ..T; ve g =T/ ...T{ olacak sekilde Ty, Ty;...; T}, T{

Tietze denkliklerinin sonlu bir dizisi vardir.
Ispat: Ispat iki durumdan olusur.

Durum I : X ve Y iirete¢ kiimelerinin ayrik oldugunu kabul edelim. Asagidaki diyagrami

diistinelim:
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F(XUY)
L (0]
f
F(X) - FY)
y Y
FO0), L FOY)
/<<R>> 9« /<<S>>

Burada ¢ ve o kapsama tasvirleri, p ve o,y € Y i¢in p(y) = g(y) ve x € X igin a(x) = f(x)

olacak sekilde tanimlanmis geri ¢ekilmelerdir.

B = {y - p(y)~'} olmak iizere
(X:R)<l_(XUY : RUB)
p

temsil denkligi, Y kiimesinin eleman sayisi m olmak tizere, Ty, Ty; ...; Ty, T Tictze T,

denkliklerine ayrilabilir 6yle kit =Ty ... Ty, p = Ty ... T4

Benzer sekilde, A = {x - a(x) '} olmak iizere
Y:)T”—XuUY:5UA4)

temsil denkligi, X kiimesinin eleman sayist n olmak iizere, S;,S;;...;S, S, Tietze T,

denkliklerine ayrilabilir 6ylekio = S; ...S,,, 0 = S;, ... 5.

Lemma 5.2.12°den Ker yp = < R U B »’dir. Diger taraftan, yp = g,yo ve yo(SUA) = 1;
dolayisiyla, SUA €S < RUB »’dir. Benzer sekilde, RUB € <K SUA >»’dir. Boylece,
F(X U Y)’nin birim otomorfizmasiyla taginan

a B'
(XuY: RUB) __(XUY:R uSuAuB)<_T(XUY: SUA)

UC,

temsil denklikleri, p, R kiimesinin; g, S kiimesinin eleman sayilar1 olmak {izere, sirasiyla,
Uy, Ug; s Ugins Ugen ve Vi, Vi oos Vpym, Vo Tietze Ty denkliklerine ayrilabilirler. Bu
durumda, @ = Uy ... Ugsn, @' = Ugyn ..U, B=Vi Vi, B = Vpym ...V, elde edilir ve

bdylece
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f=of'ar=5 .5 Vyim . ViUs .. Ugpn Ty ... T,

g=pa'fo="Ty ..T{Ujin ..UV .. VpymSy ... Sp.
Durum II: Eger X ve Y ayrik degilse, X U Y’den ayrik ve X ile birebir eslenebilen bir Z
tiretecler kiimesi seceriz. Bu esleme, F(X)’in F(Z) lizerine bir h; izomorfizmasina ve
F(Z)’in F(X) iizerine bir h, = h! ters izomorfizmasina yiikseltgenir. T = h;(R), k; = fh,,
ve k, = hyg olsun oyle ki f = k h, ve g = hyk,.

(Z:T)

AN

(X:R) A (Y:9)
g

Acike¢a hy, h, temsil denklikleridirler. k4, k,’nin de birer temsil denklikleri olduklarini iddia
ediyoruz. k{(T) = fh,(T) =f(R) €K S>» ve ky(S)=hg(S) € hi(R) =T >»dir.
Boylece, kqyve k, temsil tasvirleridirler; ayrica kyk; = hygfh, = hy1h, =1 ve
kik, = fhyhyg = fg = 1 olur. Simdi Durum [ iki kez uygulanirsa ispat tamamlanir.m

5.2.14 Ornek: Tietze denkliklerini kullanarak (x,y,z: xyz = yzx) ve (x,y,a: xa = ax) ile

temsil edilen gruplarin izomorf olduklarini gosterelim.

(x,y,z:xyz(yzx)™")
b
(t,y,z,a:xyz(yzx) ™", a(yz) ™)
T

1

(x,y,z,a:xyz(yzx)"t,a(yz)™1, xa(ax)™1)

Ty

(x,y,z,a:a(yz)", xa(ax)™1)

br

(x,y,z,a:a(yz) 1, xa(ax) ™, z(y " ta)™1)

br

(x,y,z,a:xa(ax) 1, z(y ta)™1)



69

b

(x,y, a:xa(ax)™1).

5.2.15 Ornek: (x,y:xyx = yxy) ile temsil edilen grubun, (a, b: a® = b?) ile temsil edilen
gruba izomorf oldugunu gosterelim. Bu kez, esnek bir tarzda yazacagiz. Once, xyx = yxy
bagmtisinin her iki tarafini soldan xyx ile garparsak (xyx)(xyx) = (xy)(xy)(xy) elde
edecegimize dikkat edelim. Bdylece a = xy ve b = xyx bagintilarim1 ekleyecegiz, sonra

Tietze denkliklerini kullanarak grubun diger temsilini elde etmeye calisacagiz:
(x,y: xyx = yxy)

\L T, (iki kez)
(x,y,a,b:xyx = yxy,a = xy,b = xyx)
T, (ug kez)
(x,y,a,b:xyx = yxy,a = xy,b = xyx,a® = b%>,x = a b,y = b™1a?)
T, (g kez)
(x,y,a,b:a® =b%x =a b,y =b71a?

T, (iki kez)

(a,b:a® = b?).

5.2.16 Tanmm: G bir grup olsun. G’de bir komiitatér, baz1 x,y € G i¢in [x,y] = xyx~1y~1
formundaki bir elemandir. G’deki tiim komditatorlerle iiretilen alt gruba G’nin komiitator alt

grubu denir ve [G,G] ile gosterilir. [G, G]’nin, G nin bir normal alt grubu olduguna dikkat
edelim. G/[G, Gl boliim grubu, komiitator boliim grubu ya da abelyenize edilmis grup ve
G—G /[G, G] dogal homomorfizmasi1 da abelyenizer olarak adlandirilir. Agikea, G/ [G,G]
komiitatér boliim grubu abelyen bir gruptur ve bunu G, ile gosteririz.

5.2.17 Onerme: Herhangi bir G grubunun abelyenize edilmis G, grubu, G’ nin homomorfik

goriintlisii olan en biiylik abelyen gruptur.

Ispat: ¢’nin, G’den abelyen bir H grubuna herhangi bir homomorfizma oldugunu kabul
edelim. Acike¢a, komiitator alt grubu, G’ nin komiitatorlerinin konsekansinda kapsanir. Tersine,

eger herhangi bir keyfi [g1, 921 = 91929795 , 91, 9> € G, komiitatdriinii alirsak, o zaman

0([91, 92D = ©(9)9(92)9(g91) 0 (g2) " = (p(g)e(g91) (@ (g2)e(g)™") = 1,
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elde edilir (H abelyen oldugundan). Dolayisiyla, G’nin komiitatorlerinin konsekansi, ¢’nin
cekirdeginde kapsanir. Boylece, eger G ’nin abelyenizerini a ile gosterirsek, o zaman

p'a(g) = o(g), gEG,

ile tanimlanan ¢’ homomorfizmasi iyi tanimlidir ve agikg¢a tektir.m

Gy [G,G]

Buradan, bir gruptan abelyen bir gruba herhangi bir homomorfizmanin, abelyenize edilmis

grup ile ayrigtirilabilecegini soyleyebiliriz.
5.2.18 Onerme: Eger bir G grubu gy, gy, ..., ile iiretilmis ise, o zaman onun komiitator alt

grubu [G, G], [gl-, g j] ,i,j = 1,2, ..., komiitatorlerinin konsekansidir.

Ispat: [gl-, g j] komiitatorlerinin konsekansin1 << K >> ile gosterelim. Ag¢ik¢a < K >, G’nin
{[9i,9;1} i iceren her normal alt grubunda kapsanir. Buradan < K > < [G, G] olur. Tersini

ispatlamak icin, G 'nin herhangi iki elemaninin [u, v] komiitatdriiniin < K >>’da yer aldigini

gostermeliyiz. Bunu da u ve v’nin uzunluklari iizerinde tiimevarimla ispatlariz.
Her g € G eleman: i¢in, g = [[}-; gx* olacak sekilde var olan &;,¢&,,...,&, = 1 i¢in,
negatif olmayan en kiigiik n tamsayisini [(g) ile gosterelim. Agikga, [(g) = 0 ancak ve ancak
g=1.
Eger [(u) = 0 (veya l(v) = 0) ise, 0o zaman u = 1 (v = 1), boylece [u,v] =1 € K K >.
Eger [(u) = l(v) = 1 ise, o zaman [u, v] asagidakilerden biridir:

90951,

l97% 9,1 =995 9i]9:,

l9097] =95[9;9il9;

l97% 97 = 9795 9095199

ve bunlarin her biri < K >>’ya ait olmalidir. Herhangi a, b, ¢ € G i¢in,
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[a,b] =[b,a],
lab, c] = a[b,c]la*[a, c],
la, bc] = [a, b]bla,c]b™h,
oldugunu hatirlayalim. Simdi, [(u) =n—1 i¢in (veya [(v) =n—1), [u,v] nin,
komiitatorlerin  konjligasyonunun bir ¢arpimi1 olarak yazilabilecegini kabul edelim ve
l(u) =n (veya l(v) =n) igin [u,v] € K K > oldugunu gosterelim. Eger [(u) =n ise, o
zaman, [(u,), [(u;) < n olmak tizere u = u,u,’dir. Timevarim hipotezinden,
[u, v] = [uguy, v] = uy[uy, viuytu,, vl € K K >,
elde ederiz. Benzer sekilde, eger [(v) =n ise, o zaman, [(v;),l(v,) <n olmak tizere
v = vyv, °dir ve
[u,v] = [u,v1v,] = [u, V]V [u, V]V EK K >. m

5.2.19 Onerme: g4, g5, ..., bir G grubunun elemanlarinin bir kiimesi ve ¢, G’ nin bir H grubu
izerine bir homomorfizmasi olsun. O zaman ¢, g4, g, ..., €lemanlarinin konsekansini, H nin

¢(g1), 9(g2), ..., elemanlarinin konsekansina resmeder.

Ispat: gy, 95, ..., elemanlarinin konsekansim <« K; > ile ve hy = ¢(g1),h, = ¢(g3), ...,
elemanlarinin konsekansini < Ky > ile gosterelim. ¢p(<«< K; >) normal oldugundan ve tiim

hq, h,, ..., elemanlarini igerdiginden,
K Ky >»c p(K K; >»)

olur. ¢ orten oldugundan, her h € ¢p(K K; >) elemani i¢in, ¢p(g) = h olacak sekilde bir
g € LK K; >» elemani vardir. Eger 1, her bir hy, hy, ..., elemanin1 1’e resmeden H’nin bir
homomorfizmasi ise, o zaman ¢, her g4, g, ..., elemanimi 1’e resmetmelidir. g € K K; >
oldugundan, Y¢(g) = Y(h) = 1 elde ederiz. Yani h, boyle her homomorfizma tarafindan 1’e
resmedilir. Boylece, h € < Ky > olur. Dolayisiyla,

P(LKK;»)C KKy >. m
5.2.20 Teorem: Eger G bir (X: R) temsiline sahipse, o zaman G, asagidaki temsile sahiptir:

(X:RU{[x;,x]: %, € X,0,j = 1,2,...}).
Ispat: y ile F(X)’in G = F(X)/ & R > bolim grubu tizerine dogal homomorfizmasini ve a

ile G’nin abelyenizerini gosterelim:
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Keray = K RU {[xi,xj]: X, X €X,i,j =12, } > oldugunu gostermeliyiz.

ay(R) = 1 oldugunu biliyoruz. G, abelyen oldugundan, ay({[xi,xj]}) = 1 olur ve buradan

K RU{[x;,xj]:x,x €X,i,j =1,2,...} » € Ker ay oldugu agiktur.

Ters kapsamay1 gostermek igin bir u € Ker ay elemani alalim. Bu durumda, ay(u) =1 ve

Onerme 5.2.18’den, y(u) € < {[y(x),y(x)]} » = < {r([x1, %)} » olur.

Diger taraftan, Onerme 5.2.19’dan, bu « {[xi, xj]} >’nin y altindaki goriintiisiidiir. Boylece,
baziv € K {[xi, xj]} > i¢in, y(u) = y(v) olur. Dolayisiyla, bazi w € K R > i¢in u = vw ve
buradanu € K R U {[xi,xj]: X, X € X,i,j =12, } > elde edilir. m

5.2.21 Tanim: Rangi n olan serbest abelyen grup, rangi n olan bir serbest grubun abelyenize

edilmis grubuna izomorf olan bir gruptur.

Serbest abelyen grubun, su iki durum disinda bir serbest grup olmadigina dikkat edelim: bos
tabana sahip bir serbest abelyen grup (rank 0, asikar grubu veren) olmasi veya tabanda sadece

bir eleman (rank 1, sonsuz devirli grubu veren) olmasi.

5.2.22 Ornek: (x,y:xy = yx) ve (x,y,2: Xy = yx,yz = zy,xZ = zx) sirasiyla, rang1 2 ve 3
olan serbest abelyen gruplardir.

5.3 Diigiim Gruplar:

Diigiim gruplarint hesaplamak i¢in ilk yontem, 1904 civarinda Wirtinger tarafindan
gelistirilmistir. Bu kisimda, bu ydntemin sezgisel bir agiklamasiyla baslayacagiz. Ispati 6.

boliimde verilecektir.
5.3.1 Diigiim gruplarimin Wirtinger temsili

Bir diiglim grubunun Wirtinger temsilini hesaplamak i¢in, diiglimiin bir iz diisiimiinii alir1z,

yonlendiririz ve her bir yayi etiketleriz (Sek.5.1).
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X1

X4

X3

X2

Xs
Sekil 5.1 Cinquefoil diiglimiiniin bir izdiistimii

Bu etiketler, diigiim grubunun iiretecleri olacak. Bagintilar1 bulmak i¢in, asagida agiklanan

kural1 izleriz. O zaman diiglim grubu, n yaylarin ve m ¢aprazlamalarin sayis1 olmak iizere, bir
G(K) = (X1, e, X2 Ty, ey i)
temsiline sahip olacak.

Kural: c¢aprazlama civarinda bir noktadan baslayarak, saat yoOniiniin tersine kii¢iik bir
dikdortgen boyunca hareket edelim; her yayda, eger yay caprazlamaya giriyorsa, karsi gelen
iretecin ilizerine +1 koyarak, eger caprazlamay1 terk ediyorsa —1 koyarak yazalim. Acikea,

baska bir noktadan baslamak, bagintinin bir konjiigasyonunu verir.

Eger elimizde Sek.5.2°de gosterilen formda bir ¢aprazlama varsa, buna kars1 gelen baginti

xx;x tx;t =1 olur.

X1

Xk

Sekil 5.2 Bir ¢aprazlamadaki bagintinin okunmasi

Eger elimizde Sek.5.3’de gosterilen formda bir caprazlama varsa, buna karsi gelen baginti

xx7 txitx; = 1 olur.
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X1

Xk

Sekil 5.3 Bir caprazlamadaki bagintinin okunmasi
Omegin, Sek.5.1’de gosterilen cinquefoil diigiimiinii diisiinelim. Elimizde bes iireteg ve

asagidaki bagintilar vardir:

= xsx1X; a7t =1 veyax, = x] 1xsxy
— -1,-1 _ — A1

Ty = X1X4X5 Xa - = 1 veyax, = x5 " X1Xg,

T3 = X4Xpx3 x5, 1 =1 veyax; = x; tx4x, ,
— -1.,-1 _ — 1

Ty = XpX3X5 X3 = 1 veyaxs = X3 XpX3,

Ts = x3xsx] x5 =1 veyax; = x5 lxzxs .
Boylece temsil

_ v — 1 _ -1 -1 — -1
G(K) = (x1,X2,X3, X4, X5: X1 = X5 X3X5,X3 = Xg X1X4,X3 = X3 X4X, Xq = X1 X5Xq,

a1
X5 = X3 XX3)

olur. Wirtinger temsilini sadelestirmek icin Tietze denkliklerinin kullanacagiz. x3x,x5

gordliglimiiz yere x5 yazip x5 iretecini silersek:

X; = X5 1x3xs bagmtist x; = x31x; 1x3x,x5 olur,

X, = x5 x,x, degismez,

X3 = x5 1x,x, degismez,

x4 = x7 1x5x; bagmtist x, = x7 x5 1x,x5x; olur.
Sonra, sadelestirmek icin x5 liretecini segelim:
G(K) = (%, X, X4: X1 = X5 23 o205 2420 , % = x5 1%, , x4 = x7 225 Tg Loy x0425 7).
Son olarak x,’yi kullanirsak:

G(K) = (xg,x4: 0 = x5 a7 oy Ty Yooy g a0 x4, 0 = 7 2y Ty ey T a0 x4 1)
elde ederiz. Asagidaki iki bagintinin ayni olduguna dikkat edelim;

X1X4X1X4X1 = XgX1X4X1Xy
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ve eger a = x1X4 , b = x1x4%1x,x, dersek, o zaman agagidaki basit temsil elde edilir:
G(K) = (a,b: a® = b?).
5.3.2 Wirtinger temsilinin degismezligi

Diigiim grubu G(K)’nin degismez oldugunu gostermek i¢in Reidemeister hareketlerine

bakacagiz (Gilbert ve Porter, 1994).

%/:b

Kyeni

Hareket I (Sek.5.4)

Keski
Sekil 5.4

Kyeni icin, temsilde fazladan bir x" iireteci olacak ve G(Ks;)’de x’i igeren bagintilardan
bazilari, x"’yii igeren bagntilarla degistirilecek. Ayrica, yeni ¢aprazlama i¢in asagidaki
bagintiya sahip olacagiz:

=1,

xxx tx'”
Buradan x = x’ olur. Boylece, tiim bagmntilarda x"’yii x ile sadelestirip G (Keski) = G (Kyen;)

elde ederiz.

Hareket I1 (Sek.5.5)

<

1

ENGL

Kesti Sekil 5.5 Kyeni

Bu durumda, ii¢ yeni iiretece ve yeni ¢aprazlama i¢in iki bagintiya sahibiz:

z x 7 ly;x =1 ve y;lxzx™l = 1.
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z = x"ly,x’i diger bagintidan silebiliriz. Eger diger bagmntidan z’yi sadelestirirsek, y, = y,

elde ederiz ve boylece eski temsile donebiliriz.

Yaylardan birinin yOnlendirmesinin degistirilmesi durumu da (Sek.5.6) benzer sekilde

gosterilebilir.

v

v

N

Keski Kyeni
Sekil 5.6

Hareket 111 (Sek.5.7)

Burada, yaylarin pozisyonlarina ve yonlendirmelerine bagli olarak birden fazla alt durum s6z

konusudur. Biz bunlardan birini ele alacagiz, digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
a
\ 9/ . /f/
e

Keski Kyeni
Sekil 5.7

Qy

Keski’de bagmtilar a~'cbc™',cec™' f™ ve b~'dbe™! iken, Kjepn;’deki bagntilar

algaf~t,dc g lc ve c ta~ch’dir. Eger eski temsili, e’yi silerek sadelestirirsek,
a tcdclaft
elde ederiz. Eger yeni temsili, g’yi silerek sadelestirirsek,
dc tafta 1c
elde ederiz. Agikga, iki temsil denktir ve bdylece G(Keski) ve G(Kyepn;) diigiim gruplar

izomorftur.
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6. SEIFERT - VAN KAMPEN TEOREMININ UYGULAMALARI

Bu boliimde, cebirsel topolojideki onemli teoremlerden birini ispatsiz olarak verecegiz ve
onun uygulamalariyla ilgilenecegiz. Bu teorem ve onun sonuglari, n-yaprakli giil, tor,
izdiistimsel diizlem gibi 6nemli topolojik uzaylarin temel gruplarimi hesaplamamiza olanak

saglar.

6.1 Seifert - van Kampen Teoreminin ifadesi ve Sonuclar1

Bir X topolojik uzaymin bostan farkli iki agik alt kiimesi X; ve X, i¢in, X = X; U X, ve
X1,X, ve Xo=X;NX, yol baglantili olsun. Bir g € X, taban noktas1 secelim ve
G =mn,(X,q), G; =m,(X;,q), i =0,1,2 olarak atayalim.

Asagidaki diyagrami diisiinelim:

wo = w10; = w,0,

N

G

Buradaki homomorfizmalar, kapsama tasvirleriyle ylikseltgenmis homomorfizmalardir.

6.1.1 Teorem (Seifert - van Kampen): w;G;, i = 0,1,2 goriintii gruplari, G’yi iiretir. Ayrica,
eger H keyfi bir grup ve ¢;:G; — H,i=0,1,2; Y, =0, = Y,0, kosulunu saglayan
homomorfizmalar ise, o zaman ¥; = Aw;, i = 0,1,2 olacak sekilde yalniz bir A:G — H

homomorfizmasi vardir.
Bu teoremin dogrudan bir sonucu olarak asagidaki asikardir:
6.1.2 Sonug: Eger X; ve X, basit baglantili ise, 0 zaman X = X; U X, de basit baglantilidir.

6.1.3 Sonuc¢: Eger G, asikar, G; ve G,, sirasiyla, {aq,a,, ...} ve {f1,B,, ...} tabanlartyla
serbest gruplar ise, o zaman G, {w;(a;), w1(az), ..., w2(B1), w,(B,), ... } tabaniyla bir serbest

gruptur (Crowell ve Fox, 1963).
Ispat: H, {x;, %, ..., V1, V5, ...} tabaniyla bir serbest grup olsun dyle ki

lplaj = x] ) ] = 1,2, ey
Yol =yx, k=1.2,..,
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ile tanimlanan ¥, ve 1, fonksiyonlari, sirasiyla, {aq, ay, ... } ile {xq, x5, ... } ve {B1, B2, ... } ile

{y1, V2, ... } arasinda birebir eslemelerdir. G; ve G, serbest olduklarindan, bu eslemeler
ll}i:Gi—>H, l:1,2

homomorfizmalarina genislerler. G, asikar grup oldugundan, buna karsilik gelen bir
Yo: Gy — H asikdr homomorfizmasi vardir ve ek olarak, ¥, = y¥,60; = 1,0, dir. Teorem

6.1.1°den, Y; = Aw;,i = 0,1,2 olacak sekilde bir A: G — H homomorfizmas1 vardir. Yani,
Aoy (@) = Pa(ey) = x5, j =12,
Aw,(Bi) = Y2 (Br) =y k=12, ...
H serbest oldugundan,
,u(x]) = W1 (a]) , ] = 1,2, .
pi) = w,(Br), k=12, ..,

ile tamimlanan bir u: H — G homomorfizmas1 vardir. Her iki Au ve uAd bileskesi de agikca

birim tasvirdir. Buradan A ve y birbirinin tersidir ve homomorfizmadir. m

6.1.4 Sonuc: Eger X, basit baglantili ise, o zaman w; homomorfizmasi 6rtendir. Ayrica, eger

{ay, ay, ...}, Gy’1lretiyorsa, w4 in gekirdegi {6, (@), 6;(a3), ...} 'nin normal kapanisidir.

Ispat: G, asikar oldugundan, w;G,; goriintii grubu G’yi iiretir ve higbir grup bir 6z alt grup

tarafindan tiretilemez. Buradan, w,(G;) = G olur.
S6z konusu konsekansi < C >» =« {0;(a;),0:(ay),..} > ile gosterelim. G, asikar
oldugundan, w0, (aj) =1,j=1,2,..,olur. Diyagramdaki degismelilikten
(1)292(“]) = (1)191(6(]) =1 ) ] = 1,2, ey
elde ederiz. Buradan,

(D K C>»C Kerw;

olur. Tersine, bir B € Ker w,eleman1 alalim. Bu durumda w,(#) = 1 olur. H = Gl/ & C >

olsun ve ;: G; — H dogal homomorfizmasini diisiinelim. Acike¢a, 1,60, bileskesi asikardir.

Buna karsilik gelen G,’den H’ye asikdr homomorfizmay1 ¢, ile gosterirsek,

Yo =16, = P,0,

elde ederiz. O zaman, Teorem 6.1.1°den, ; = Aw; olacak sekilde bir A:G — H

homomorfizmasi vardir. Dolayisiyla,
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P1(B) = Aw,(B) =1
olur ve buradan £, < € >’nin bir elemani olur:
(2) Ker wq € K C >.
(1) ve (2)’den, sonucu elde ederiz:
Ker w; = < {6,(ay),0:(ay), ..} >. =

6.1.5 Seifert - van Kampen teoreminin ikinci formu: Teorem 6.1.1°in hipotezini ve
notasyonunu kabul edelim. Ek olarak, G, G; ve G, gruplarinim, sirasiyla, (Z:T)g, , (X: R)¢,

ve (Y:5)4, temsillerine sahip oldugunu kabul edelim. O zaman G grubu
(XUY:RUSU{01(z)0,(zi) "z € Z,k = 1,2,.. Dy
temsiline sahiptir. Burada 6;(z), 0,(z,)’y1 temsil eden F(X)’de bir kelimedir ve 6,(z),
0,(z;)’y1 temsil eden F(Y)’de bir kelimedir.
Ispat: RU S U {0,(2,)0,(z,) : 2, € Z, k = 1,2, ...} kiimesinin konsekansini
KC»=KRUSU{0,(z)0,(z) iz, €Z,k=12,..}>»

ile ve ¢q,¢1 ve ¢, fonksiyonlarinin tanim kiimeleri olan serbest gruplari, sirasiyla,

F(Z),F(X) ve F(Y) ile gosterelim.

X ve Y’nin ayrik oldugunu ve birlesimlerinin, F(X U Y) serbest grubunun tabani oldugunu
kabul etmek uygun olur. Boylece F(X) ve F(Y), F(X UY)’nin alt gruplaridirlar. Serbest

gruplarin evrensel 6zelliginden,
$(F(X) = w1, (F(X)),
O(F(V)) = wa002(F(V)),
olacak sekilde yalniz bir
¢:F(XUY)—G
homomorfizmasi vardir. ¢ nin ¢ekirdeginin << C >>’ye esit oldugunu gdstermeliyiz.
d(R) = w1, (R) =1,
d(S) = wa(S) =1,

olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla, birinci kapsama igin ¢(0;(z;)0,(z,)~1) = 1 oldugunu
gostermek yeterlidir. F(Z) de serbest oldugundan, 6; ve 6, tasvirleri, serbest gruplara

kalkabilirler. Bagka bir deyisle,
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0,:F(Z) — F(X),
8,: F(Z) — F(Y),

homomorfizmalar1 vardir dyle ki asagidaki diyagram degismelidir:

F(X) 2 F(2) 2 F(Y)
1 $o ¢2
Gy 0, Go 0, > G

Bu durumda, herhangi z,, € Z ,k = 1,2, ..., igin

$01(2)02(z)7Y) = (#01(21) ) ($82(z) ™)
= (w1¢101(2)) (2020, (z) ™)
= (w101$0(21)) (W20,$0(2) ™)
= (w0¢0(zk))(w0¢0(zk)_1)

= woo(Zkzx )
=1
olur. Boylece,
(1) K C>»CKerg

elde edilir. Ters kapsamay1 ispatlamak i¢in, C ¢ekirdegine sahip keyfi bir p: F(XUY) — H
homomorfizmasini1 diisiinelim. O zaman, asagidaki diyagramlar degismeli olacak sekilde

Y,: Gy — H ve Y,: G, — H homomorfizmalarinin var oldugu agiktir.

bl )
F(X) FX) H F(Y) Dy
¢1 ¢2
¥y U
Gq G,

Y0, (zx) = ¥0,(z) , k = 1,2, ..., oldugundan, degismelilikten (bkz. asagidaki diyagram),

Y10100(2) = P20,¢0(24)  k = 1,2, ...



Z, Gy’1n bir treteg kiimesi oldugundan, yani, ¢o(z,), po(22),

Gy

w1

1Po homomorfizmasi

Yo =16, = P,0,

ile iyi tanimlidir. Simdi, Teorem 6.1.1°den, bir

homomorfizmasi vardir dyle ki

Eger u € F(X) ise, 0 zaman

A1:G— H

l/)l' = /1(1)i ,i = 0,1,2.

)

... elemanlar1 G,’1 Urettiginden,

Y() = P91 (W) = w19, (u) = Ap(w),

elde ederiz. Eger u € F(Y) ise, 0 zaman yine

Y(u) = P, (W) = Aw, ¢, (w) = A (u)

elde ederiz. Dolayisiyla,

Y =A1¢

oldugu goriiliir. Buradan, herhangi m € Ker ¢p elemani i¢in, Y(m) = A¢p(m) =1 olur.

Boylece m € Ker yp = C € < € >»’dir. Yani,

(2)

Kerp €K C >.
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(1) ve (2)’den, Ker ¢p = < C > elde edilir.

6.2 Uygulamalar

6.2.1 n-yaprakh giil: Bu uzay, bir p noktasinda birlesen ve diger durumlarda ayrik olan n
tane Uy, U,, ..., U, topolojik gemberin birlesimidir (Sek.6.1).
Us
Uy

Us
Sekil 6.1: 5-yaprakl1 giil
Bu uzay1 Cp) ile gosterecegiz ve onun temel grubunu hesaplayacagiz. Ik olarak, Cery bir
¢ember oldugundan, m;(C(y),p)’nin bir irete¢ lizerinde serbest oldugunu biliyoruz. Bu
ylizden, 11 (C(2), p) nin iki {irete¢ tizerinde serbest oldugunu gosterelim.
Uy %

C) =

a, a

Sekil 6.2 2-yaprakli giil
Sek.6.2’de goriildiigii gibi U, U, ve Uy N U, = {p} yol baglantihdir ve Crpy = U; U U, dir.
Fakat U; ve U,, C;)’nin acik alt kiimeleri degillerdir. Bu sebepten Seifert - van Kampen
teoremini dogrudan uygulayamayiz. C(;)’de p’nin agik bir komsulugu Sek.6.3’deki gibi N

olsun.

- - < - -

~ - - ~ - -

Sekil 6.3 2-yaprakli giilde ortak
noktanin agik bir komsulugu
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Eger X;, =U;UN ve X, =U,UN dersek, o zaman X; ve X, acik, yol baglantili ve
Coy=X1UX,, N=X;nX, olur. U; ve U;’nin, sirastyla, X; ve X,’nin ¢ekilmis
bozunumlar1 olduklarina dikkat edelim. Boylece,

(X1, p) = 1 (Uy, p),

(X2, p) = m1(Uz, p),
olur ve bu gruplar, sirastyla a; ve a, kapali yollarinin sinifi tarafindan serbest olacak sekilde
tretilmiglerdir. Bu durumda, m;(Xy,p) ve m(X,,p), swastyla ([a;]:0) ve ([a,]:0)
temsillerine sahiptirler. N’nin kendisi {p}’yi c¢ekilmis bozunum olarak igerdiginden,
(X1 N X,,p)’nin asikdr grup oldugu agiktir. O zaman 7y (X; N X,,p), (@: @) temsiline
sahiptir. Simdi, Seifert - van Kampen teoreminden 1,(C(;,p), ([a],[a,]: @) temsiline

sahiptir, yani, iki ¢ember etrafindaki kapali yollara karsilik gelen iki iirete¢ iizerinde bir

serbest gruptur.
n-yaprakli giiliin n {irete¢ iizerinde serbest oldugu, n iizerinde tlimevarim uygulanarak
ispatlanabilir:
Cin+1) = Coy Y Ugnr1ys
{p} = Coy N Ugna)-

C(n+1)’de p’nin agik bir N komsulugu, Sek.6.4’deki gibi p’den ve her birinin bitim noktasi p
olan ayrik, agik, 2(n + 1) yayin birlesiminden olussun.

Sekil 6.4 Agik komsuluk
Eger X; = Cy U N ve X; = Upyq U N dersek, 0 zaman Cpy , Upyq ve {p}, sirasiyla X; , X, ve

X, N X,’nin ¢ekilmis bozunumlaridir. Buradan,

1) m(X1,p) = 71 (Ceny, p) olur ve bu da tiimevarim hipotezinden, n tireteg iizerinde bir

serbest gruptur.
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2) my(Xy,p) = m(Upsq,p) olur ve U,,, bir ¢ember oldugundan bu da bir iireteg
tizerinde bir serbest gruptur.

3) m(Xy N X,,p) acikea asikar gruptur.
Cin+1) = X1 U X, olduguna ve X; ,X, ve N = X; N X, nin, Cg4q)’in agik, yol baglantili ve
bostan farkli alt kiimeleri olduklarina dikkat ederek, Seifert - van Kampen teoremini uygular
ve 1 (Ciny1), P) nin (n + 1) iireteg iizerinde serbest oldugunu elde ederiz. Bagka bir deyisle,
eger 71 (X1, p), 11 (X2, p) ve my (X1 N Xp,p) swrastyla, ([a1], [az], ..., [an]: 0), ([ans1]: @) ve
(@: @) temsillerine sahipse, o zaman m;(X; U X,) nin ([a{], [a3], ..., [@ns1]: @) temsiline

sahip oldugunu elde ederiz.

6.2.2 Tor: Boliim 4’ten T torunun, S* x S ¢arpim1 olarak yazilabilecegini biliyoruz. Buradan

da torun temel grubunun
T[l(T,p) =7 X Z,

yani, iki iiretec lizerinde bir serbest abelyen grup oldugu goriiliir. Simdi bunu bir de Seifert -
van Kampen teoremini kullanarak hesaplayalim. Boliim 3’te gordiigiimiiz gibi torun, bir

dikdortgenin kenarlarini yapistirarak elde edilebilecegini hatirlayalim. Uygun bir agik ayrigim

bulmaliyiz.
p y2 p
z
a; 4 °mn ) Yol
q
d
p % p

Sekil 6.5 Torun dikddrtgensel temsili i¢in agik bir ayrigim
m, dikdortgenin merkez noktast olsun. Eger X; = T — {m} dersek ve X,’yi, dikdortgenin
icinin 6zdeslestirme altindaki goriintlisii olarak alirsak, o zaman X;, X, ve X; N X, bostan

farkli, yol baglantili ve agik alt kiimeler olurlar.

a, ve a, kenarlarinin 6zdeslestirilmelerinden sonra dikdoértgenin sinirlari, ortak p noktas ile

bir C,y 2-yaprakli giiliine doner ve bu da X;’in bir ¢ekilmig bozunumudur (Sek.6.6).
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a
p »Z 14
@,
a’l A A a’l
a,
p a, p

Sekil 6.6 Kenarlarin 6zdeslestirilmesinden sonra bir 2-yaprakl giil
Dolayisiyla, eger Sek.6.5’de gosterilen yonde sirasiyla a; ve a, boyunca bir kez gecen p
tabanli a; ve a, ilmeklerinin denklik smiflarini [a;] ve [a;] ile gosterirsek, o zaman

(X1, p), [@1] ve [a;] tretegleri tizerinde serbest gruptur, bu ylizden

([a1], [az] = @)
temsiline sahiptir. Sek.6.5’de d’ye karsilik gelen g’dan p’ye X;’deki bir § yolunun denklik
sinifin1 [8] ile gosterirsek, o zaman A; = [§a,671] ve A, = [§a,671] olmak iizere m; (X;, q)
i¢in bir

([A1], [A2] : ©)
temsili elde ederiz.

X,, acik diske homeomorf oldugundan 1, (X,, ¢)’nun asikar grup oldugu agiktir.

X1 N X, bir acik halka oldugundan, Sek.6.5’de m noktasi etrafindan belirtilen yonde bir kez
gecen z ¢cemberine karsilik gelen bir ¥ ilmeginin denklik sinifin1 [y] ile gosterirsek, o zaman

(X1 N X5, q), [v] ile tiretilen sonsuz devirli gruptur.
Simdi, X;’de
[0, ()] = [Saraza7ta; 1671 = [6a; 67 ][6azd][Sas 6 ][6a; 67

olur ve bdylece 8,([y]) = A;A,A7A;1 olur. Diger taraftan, m;(X,,q) asikar oldugundan,
6,([y]) = 1°dir. Seifert - van Kampen teoreminden, 7, (T, q) bir

([A1] [A2] : A1 A, AT AY)
temsiline sahiptir. Bunu daha uygun olmasi agisindan
(A1, Az [A1, Az])

seklinde de yazanz. A; ve A, ireteglerinin degismeli, yani, A4, = A,A; oldugunu

goriiyoruz. Boylece torun temel grubu, rang1 2 olan bir serbest abelyen gruptur.
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6.2.3 Klein sisesi: Klein sisesinin temel grubunun hesaplanmasi, torunkiyle benzerdir. Klein

sisesini K ile gosterecegiz ve Sek.6.7°de gosterilen notasyonu kullanacagiz.

a, a,
p > 12 P — P
A
alll “al Cl1A 'm “al
q
d
p a, 4 p a, p

Sekil 6.7 Klein sisesinin dikdortgensel temsili i¢in agik bir ayrigim
X, =K—{m} ve X, =K —{a, Ua,} olsun. Yani X,, dikdortgenin i¢i olsun. O zaman,

X1, X, ve X; N X, Seifert - van Kampen teoreminde istenen kosullar1 saglarlar.

Kenarlarin 6zdeslestirilmesinden sonra, dikdortgenin sinirlart ortak p noktasina sahip bir 2-

yaprakli giil, C(,), halini alir ve bu da X;’in bir ¢ekilmis bozunumudur (Sek.6.8).

a;
p P- 14
a, a,
allr A0,
p a, p

Sekil 6.8 Kenarlarin 6zdeslestirilmesinden sonra bir 2-yaprakh giil
Boylece m;(X1,p), a1 ve ay, sirasiyla, a; ve a,’ye karsilik gelen kapali yollar olmak tizere,
[a;1] ve [a;] ile tretilmis bir serbest gruptur. § ile d’ye karsilik gelen yolu gosterirsek, o

zaman 1;(X4, q), A; = [6a;67] ve A, = [6a,67 1] ile iiretilmis serbest gruptur.
Tor 6rneginde oldugu gibi, 1 (X, q) asikar gruptur.

Son olarak, z ¢emberi, X; N X, nin bir ¢ekilmis bozunumudur. X; N X,’de z’ye karsilik
gelen, yani belirtilen yonde z etrafindan bir kez gecen bir y yolunun denklik sinifin1 [y] ile

gosterirsek, o zaman 1, (X; N X5, q), [y] ile tiretilmis bir serbest gruptur.
Simdi, X;’de

[9_1()’)] = [5a1a2a1_1a25_1]
= [6a,67][6ay67 ] [Sa; 6 ][Saz87Y],
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ve bdylece 8, ([y]) = A;4,A71A, olur. Ayrica 8,([y]) = 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

Seifert - van Kampen teoremimden, Klein sisesinin temel grubu m; (K, q),
([A1], [A2] : A1A,AT1Ay)
temsiline sahiptir.

6.2.4 Sonlu devirli temel gruba sahip uzaylar: X uzaymin n-kenarli ¢okgensel temsili
Sek.6.9-(a)’daki gibi olsun ve p,q,z,m ve d ile Sek.6.9-(b)’de belirtildigi gibi noktalari,

¢cemberi ve dogruyu gosterelim.

(b)

Sekil 6.9 Bir uzayin n-kenarli ¢okgensel temsili i¢in agik bir ayrigim

X, =X—{m} ve X, =X —{a} olsun. Bu durumda X;,X, ve X; N X, bostan farkli, yol
baglantili ve X = X; U X, olur. Cokgenin kenarlar1 X de bir a ¢emberi olusturur ve bu da
X;’in bir ¢ekilmis bozunumudur. Boylece a, a’ya karsilik gelen p tabanl kapali bir yol olmak
tizere, m;(X1,p), [] ile iiretilen bir serbest gruptur. Eger &, d’ye karsilik gelen g’dan p’ye

yol ise 0 zaman 1, (Xy, q), [fa8~1] = A ile iiretilen serbest bir gruptur.
X, acik bir diske homeomorf oldugundan, m; (X;, )’ nun asikar grup oldugu agiktir.

Son olarak, z ¢cemberi X; N X, nin bir ¢ekilmis bozunumu oldugundan, X; N X,’de z’ye
karsilik gelen kapali bir yol y olmak lizere, m{(X; N X3,q), [y] ile iiretilmis bir serbest
gruptur.
Simdi,

[6.()] =[6aa..ad™!]
ndefa

= [ad™*][6ad™ ] ...[6ad 7],

ve boylece 0;([y]) = A™ olur. 6,([y]) = 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, Seifert - van

Kampen teoreminden, (X, q) asagidaki gibi bir temsile sahiptir:

(A: A™).
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Baska bir deyisle bu, n. mertebeden devirli grup Z,’e izomorftur. n = 2 oldugunda, P2
izdiisiimsel diizleminin temsilini elde edecegimize dikkat edelim: (A4:A4?%). Buradan

izdiisiimsel diizlem, 2. mertebeden devirli gruba izomorftur: P? = Z,.
6.2.5 Baglantih toplamlarin temel gruplar:
Torlarin TH#T# ... #T g-baglantili toplaminin normal formunun

arbyai'bit ..agbgag byt
oldugunu ve izdiisiimsel diizlemlerin P?#P?# ... #P? g-baglantili toplaminin normal
formunun

a,a; ...agay

oldugunu hatirlayalim. ilk yiizeyi T, ile, ikinci yiizeyi Fy ile gosterelim. Biz bu 6rnekte P, nin
temel grubunun

(A1, Ay, ..., Ay A3AS .. A2)
temsiline sahip oldugunu gosterecegiz. Benzer sekilde, [4;, B;] = A;B;A;*B;Y,i=12,..,9
olmak tizere, T, 'nin temel grubunun

(A4, By, Az, By, ..., Ag, By: [A1, B11[A2, B, ... [Ag, By])

temsiline sahip oldugu gosterilebilir.

Py’yi Sek.6.10-(a)’daki gibi belirledikten sonra Sek.6.10-(b)’deki notasyonu kullanarak,

Xl — Pg — {m} ve XZ = Rg — {al U az U..uU ag} dlyellm

as
as
a;
a,
a,
a,
(@) (b)

Sekil 6.10 izdiisiimsel diizlemlerin g-baglantili toplami igin agik bir ayrisim

Kenarlarin 6zdeslestirilmesinden sonra, sinirlar bir g-yaprakli giil halini alir ve bu da X;’in

bir ¢ekilmis bozunumudur. Boylece, i = 1,2, ..., g icin, her «;, a;’ye karsilik gelmek iizere
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1 (X1, p), [aq], [az], ..., [ag4] iiretecleri {izerinde bir serbest gruptur. d’ye karsilik gelen bir

yolu ¢ ile gosterirsek, o zaman 1, (X4, q)
Al = [8“16_1],142 = [6“26_1], ) [Sag ]

iiretecleri tizerinde bir serbest grup olur. Yukaridaki 6rneklerde de oldugu gibi, m merkez
noktasi etrafindan belirtilen yonde bir kez gegen z ¢emberine karsilik gelen kapali bir yol y

olmak tizere, m1 (X5, q) ve ™y (X1 N X5, q) sirasiyla, (@: @) ve ([y]: @) temsillerine sahiptir.
Simdi, X;’de
[0:(N] = [y ayaza; ... agay, 87
= [6a,67[6a; 671 ... [6ay,67][Sa, 87,
olur ve bdylece 6, ([y]) = AT43 ... A2 dir. m;(X,, q) asikér grup oldugundan 6,([y]) = 1°dir.
O zaman, Seifert - van Kampen teoreminden, 1, (P,, q) asagidaki temsile sahiptir:
(A1, Ay, ... Ay AZA3 ... A2).

6.2.6 Yiizey Gruplari: Bolim 3’den hatirlayacagimiz iizere, kombinatoryal bir S yiizeyi

(sinirlart olmayan) ya T,’ye (yonlendirilebilir ise) ya da F,’ye (yOnlendirilemez ise)
homeomorftur. Fakat, T; ve F,’nin homeomorf olmadigini gostermedik. Bunu ispatlamak

icin, onlarin abelyenize edilmis temel gruplarini buluruz.

Teorem 4.2.23’den, (11 (T, q))qp nin asagidaki temsile sahip oldugu elde edilir:
(A4, By, Ay, By, ..., Ag, By: [Ay, B11[A3, Bl ... [Ag, By |[Au 4] 67 = 1,2, ..., g]).

[A1, B11[A, B,] . [A ] komiitatorler ¢arpiminin, diger bagintilarin bir konsekansi

olduguna dikkat edelim. Bu yiizden onu silebiliriz. Dolayisiyla, bu temsili soyle yazariz:

(A4, By, ..., Ay, By: [Ay, B1], [Az, Bs), ..., [Ag, By )

Buradan, tireteclerin degismeli oldugunu:

A1B1 = B1A1, ,A B, = B,A

g-g g9’

ve boylece Ty nin abelyenize edilmis temel grubu, rangi 2g olan bir serbest abelyen grup olur.
Benzer sekilde, (1t1(P,, q))qp asagidaki temsile sahiptir:
(Ay, Ay, . Ay A2A% . A2, |[AL Aj]: 0 = 1.2, .., g).

Daha uygun bir temsil elde etmek i¢in asagidaki Tietze denkliklerini kullaniriz:
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(A1, Ay, . Ay A2A% . A2 |[AL Al =12, ., g])

4
(41,45, ., Ag: (4145 .. A) " |40 AL 1) = 12, .. g] )
T,

4

(A1, Ay, ..., Ay, B:B%, B = A 1A, .. Ay, |[Au 4] 1) = 1.2,...,g])
|
(A1, Az, ..., Ag_1,B: B2, |[A1, 4]0, = 1,2, .., g — 1]).
Buradan, g — 1 iiretecin degismeli oldugunu:
AAj =44, Lj=12,..,9-1,

ve bir liretecin mertebesinin 2 oldugunu goriiyoruz. Boylece, F; nin abelyenize edilmis temel

grubu, rangt g — 1 olan serbest abelyen grup ile 2. mertebeden devirli grubun direk ¢arpimidir

(Stillwell, 1980).
6.2.7 Sonug: g cinse sahip bir yiizeyin abelyenize edilmis temel grubu, eger ylizey
i.  yonlendirilebilir ise, Z29 dir,
ii.  yonlendirilemez ise, Z9~1 X Z, dir.
Bu sonucu ve kapali ylizeylerin siiflandirma teoremini (boliim 3) kullanarak, asagidaki

sonucu elde edebiliriz:

6.2.8 Sonuc: iki yiizeyin homeomorf olmasi igin gerek ve yeter kosul onlarin abelyenize

edilmis temel gruplarinin izomorf olmasidir.
Sonug 6.2.7 bir uzayin bir yiizey olup olmadigin1 anlamak icin kullanilabilir:

6.2.9 Sonug: X bir uzay ve x, € X olsun. Eger (1, (X, xo))ab , Z29 veya 79~ X 7, formunda

degilse, o zaman X bir ylizey degildir.

6.3 Wirtinger Temsili
Bu kisimda, Seifert - van Kampen teoremini kullanarak G (K) diigiim grubunun, aslinda K’ nin
tiimleyeninin temel grubu, yani, ;(R® — K, p) oldugunu ispatlayacagiz. Bir ilmek ve onun

belirledigi sinif icin ayni harfi kullanacagiz ve taban noktasi olarak p = (0,0,1) alacagiz.
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6.3.1 Wirtinger temsilinin ispati: K diigiimiinii yonlendirelim ve diiglimiin her yayim
etiketleyelim. Digiimii yonlendirme boyunca takip eden etiketler olarak a4, as,...
kullanacagiz. Bdylece tipik bir ¢aprazlama, baz1 n i¢in, a,,; = a; olacak sekilde

Sek.6.11°deki gibi goriiniir.

Sekil 6.11 Bir diiglimiin her yayimin
etiketlenmesinden sonra tipik bir ¢aprazlama

K diigiimiiniin her a; yaymin, her son noktada z = 0’a inen dikey bir parca haricinde, z = 1
diizleminde yattigin1 kabul edebiliriz. Bu durumda, a;’nin bitim noktasi ve a;,;’in baslangi¢
noktasi, digiimii tamamlamak i¢in z = 0 diizlemindeki bir f; parcasiyla birlestirilebilir.

Burada B}, ¢caprazlamanin tistteki a; yayinin altindan gegmektedir (Sek.6.12).

\ A

Sekil 6.12 Bir ¢aprazlamada dikey parcalarin kabul edilmesi
Sonra, R3’den K’nin tiinel komsulugu N’yi ¢ikariyoruz. Bu sdyle agiklanabilir: K iizerinde
merkez noktastyla hareket eden, diigiime sabitlenmis, ¢ kenarli kapali bir kiip diisiinelim. Bu
kiip yukaridaki gibi bir gaprazlamaya geldiginde, kiipiin yiizleri R3’deki eksenlere paralel
olacak sekilde birinci dikey pargadan inecek, sonra f; boyunca ilerleyecek ve a;,1’in z =1

parcasina geri donecek. Tunelin @; ve B;’yi iceren pargalarini, sirasiyla A; ve B; olarak

etiketleyecegiz (Sek.6.13).
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Sekil 6.13 Diiglimiin tiinel komsulugu
£’u yeteri kadar kiiciik alirsak, R® — N, R3 — K nin bir ¢ekilmis bozunumu olur ve bdylece
7, (R3 = N,p) = m;(R3 — K, p) olur. Simdi, iki agik kiimenin birlesimi olarak R® — N’nin

bir ayrisimini veriyoruz:

X, ={z>0}—-N,
X, ={z<¥/5}—N.

X;, a;’yi iceren A; tiinelinin altindan gecen bir ilmek olmak iizere, X;’in bir ¢ekilmis
bozunumu, Xq, Xy, ..., X, ilmekleriyle bir n-yaprakli giildiir. Bunu gérmek igin, dnce f8;’yi
iceren B; c¢ukurlari z = 0’a bastirilacak sekilde X;’i bozariz. Sonra, A; tiinellerini
Sek.6.14’deki gibi birbirlerine paralel olacak sekilde igeri ¢ekeriz (bkz. Ornek 4.1.20°deki
delikli kiip).
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Ay A,

Sekil 6.14 Tiinellerin birbirine paralel ¢ekilmesi
Boylece, m; (X1, p)
(%1, %2, o) X0 ©)

temsiline sahip olur. X,, i¢inden hendekler kesilmis agik bir yari-uzay oldugundan, basit
baglantilidir ve boylece m,(X,,p) asikar gruptur. X; N X, = {0 <z< 5/2} — N iginde n
delik (hendeklerin iist yarilar1) bulunan sonsuz bir tabakadir. Boylece m, (X1 N X5, p), rangi n
olan bir serbest gruptur. m; (X; N X,, p)’nin tipik bir iireteci, bir delik etrafinda dolanmaya
karsilik gelir (Sek.6.15). Boylece bunun m; (X;,p)’deki goriintiisii x;x;x;,3x " seklindedir
(veya ikinci tip ¢aprazlama igin xixj_lxi_flxj seklindedir). Agikca, m;(X,, p)’deki goriintiisii

1°dir. Boylece, Seifert - van Kampen teoreminden, tipik bir r;, yukaridaki gibi olmak iizere,

(X1 U Xy, p) = 11 (R® — N,p) = m,(R® — K, p) i¢in

(X1, X2, ceey X2 71, Ty wee s 1)

temsilini buluruz. Bu, bir diigiim grubu G (K) nin Wirtinger temsilidir (Stillwell,1980).

]

[ \

\ /
DN %

Sekil 6.15 Tipik bir iiretecin bir delik
etrafinda dolanmasi
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6.3.2 Ornek: Asikar diigiimiin grubu, (x: @) temsiline sahiptir ve boylece sonsuz devirlidir.

6.3.3 Ornek: 8-sekil diigiimiiniin grubunun temsilini bulalim (Sek.6.16).

Sekil 6.16 8-Sekil diiglimiiniin grup temsilinin bulunmasi
C,’de, 1, bagmtisinin x,x;x; 1x, oldugunu ve C,’de, 1, bagintisinin x,x3x7 x5 oldugunu

goriiyoruz. Benzer sekilde, her ¢aprazlamada dort bagintiya sahibiz:
: -1,-1 _ _ -1

T XXXy Xy 0 =1 veya x, = X4x1X;

: -1,-1 _ _ -1

Tyi XoX3X, Xy =1 veya X, = XyX3Xx5

Ta: XX x5 a7t =1 veya x2 = x7 1x,x4,
3 24143 1 3 1 271

Ty XaX3x7 tx3t =1 veya x; = x3 1x,%5.
Buradan, diigiim grubu
(%1, X2, X3, X7 X1 = X3 X4 X3, X = XaX1 X3 1, X3 = X7 ' XpX1 , Xy = XpX3X5 ")
temsiline sahip olur. Diger bagintilarda x,’ii sadelestirirsek,
(X1, X2, X3 X1 = X3 XpX3X5 ' X3, Xy = X3X5 ‘X1 XpX3h, X3 = X7 XpX1)
elde ederiz. Simdi, diger iki bagintida x3’1i sadelestirirsek,
(1, 221 %1 = x5 "Xy XX 200000205 0 g, X = X 00000 g XX g )

elde ederiz. Bu iki bagintimin ayn1 olduguna ve x,x7 tx,x,x5 1 = x7 txyx, x5 1 x;, bagmtisim

verdigine dikkat edelim. Bdylece, 8-sekil diigiimiiniin grubu asagidaki temsile sahip olur:
(1, %21 X7 Loy 51 = x5 Txy).

6.3.4 Ornek: Trefoil diigiimiinii K ile gdsterelim ve bunun diigiim grubu G (K)’nin temsilini

bulalim (Sek.6.17).
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Sekil 6.17 Trefoil diiglimiiniin grup temsilinin bulunmasi

C;, C, ve C3 caprazlamalarinda, sirasiyla 11,7, ve 13 bagintilarinin asagidaki gibi oldugunu

goruyoruz:

T X XX 1xyt veya x, = xyx3x7 %,
. —1,-1 _ -1
Ty XX X5 1x3 1 veya x5 = x,x0%5 %,

T3: X3XpX3 X1 1 veya X; = X3XX3 .
Buradan, diigiim grubu
(X1, X2, X3: Xy = X3XpX3 1, Xy = Xy X3X] X3 = XpX1X; 1)
temsiline sahip olur. Diger iki bagintida x5 1 sadelestirirsek,
(1, X1 21 = XX X X7 T X5, X = X XXy X5 X7 )

elde ederiz. Bu iki bagintinin ayni1 olduguna ve x;x,x; = x,x;x, bagintisin1 verdigine dikkat

edelim. Boylece G (K),
(X1, X2: X1 XX1 = XpX1X7)

temsiline sahip olur. (x,x,%5)% = (x12x,%1) (X%, %) = (x1%5) (x12x5) (x1%,) olduguna dikkat

1

edelim. Eger a = x,x,%,, b = x;x, dersek, o zaman x; = b%a™!, x, = ab™! olur. Boylece

a ve b iiretec olurlar ve temsildeki bagint1, a? = b3 bagintisinin bir konsekansidir. Buradan,

trefoil diiglimiiniin grubu,
(a,b: a? = b3)

temsiline sahip olur.
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Simdi, trefoil diiglimiiniin ¢dziilemeyecegini, yani onun asikar diiglim tipinden olmadigin
gosterecegiz. Eger iki K; ve K, diigiimii ayn1 tipten ise, o zaman R3 — K; ve R3 —K,
tiimleyen uzaylarimin homeomorf olduklarina ve dolayisiyla izomorf temel gruplara sahip
olduklarina dikkat edelim. Trefoil diiglimiiniin agikar olmadigim1 gostermek ig¢in, onun

grubunun sonsuz devirli olmadigini ispatlayacagiz.

3. dereceden simetrik grup S3’l diistinelim. a = (12) ve b = (123) devrelerini aldigimizda,
S3 de ayn1 bagintiya bir model olusturur. Boylece, a, b’nin bu atamasiyla, G (K)’daki herhangi
bir baginti, S3’de de gegerli olur. S3’lin abelyen olmadigini, yani ab # ba’nin, G (K) nin bir
bagintis1 olmadigin1 biliyoruz. Sonsuz devirli grupta tiim elemanlar degismeli oldugundan,

G (K) sonsuz devirli degildir.
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7. SONUCLAR ve ONERILER

Yiizeylerin homeomorfizma altinda siniflandirmasini yaparken temel grup ve onun abelyenize
edilmis grubunu kullandik. Bu gruplarin temsillerinden yararlanarak izomorf olmadiklarini,
dolayistyla da soz konusu yiizeylerin homeomorf olmadigini gosterdik. 6. Bolimiin 2.
kisminda, verilen bir uzayin bir yiizey belirtip belirtmedigini anlamaya yarayan sonuglar elde
ettik. Son olarak da diigiim gruplarinin temsillerini kullanarak diiglimleri birbirinden ayirt
ettik. Bu konularda daha derin bilgiler elde etmek isteyen arastirmacilarin homoloji gruplari

ve bunlarin yiizeylerle olan iliskileri izerine yogunlagmalarini neririm.
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