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OZET

Bu calismada, Rq (2/1) genisletilmis kuantum ii¢ boyutlu siiper uzay iizerine degismeli
olmayan Zs-dereceli bir diferansiyel hesap kurulmustur. Bu diferansiyel hesap, uzay
tizerindeki koordinat fonksiyonlarini, onlarin diferansiyellerini, diferansiyel formlar1 ve

onlarin tiirevlerini icermektedir.

Once, Zs-dereceli kuantum uzay tamtilmis ve ardindan Zs-dereceli diferansiyel cebir

kurulmustur.

Sonra, Zs-dereceli kuantum siiper cebiri iizerinde yapilan hesaplamalarla koordinat

fonksiyonlarinin kismi tiirevleri ve aralarindaki bagmtilar bulunmustur.

Bu siiper uzay tizerindeki Cartan - Maurer formlar1 tanimlanmis ve aralarindaki bagintilar

elde edilmistir. Son olarak, vektor alanlarinin Lie cebiri yapisi elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Kuantum siiper uzay, Zs-dereceli diferansiyel hesap, Hopf cebiri, Lie

stiper cebiri.



ABSTRACT

In this work, a non-commutative Zs-graded differential calculus on the 3d quantum super
space Rq (2/1) is constructed. This calculus includes the coordinate functions on this space and
their differentials, the differential forms and their derivatives.

At first, the Z;-graded quantum super space is defined, then the Zs-graded differential algebra

is constructed.

After that, the partial derivatives of the coordinate functions and the relations between them

are found out by using some calculations on the Zs-graded quantum super algebra.

Cartan - Maurer forms on this super space are introduced and the relations between them are
obtained. Finally, the Lie algebra structure of the vector fields is obtained.

Keywords: Quantum super space, Zs-graded differential calculus, Hopf algebra, Lie super
algebra.
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1. GIRIS
Drinfeld (1986), adina kuantum grubu dedigi ve sonra kuantum siiper gruba genellestirilen
yeni bir matematiksel konu insa etmistir. Sonra, Faddeev vd. (1987) bu konuyu Lie grup ve

Lie cebiri teorisine adapte etmislerdir.

Esas itibariyle Drinfeld, iki rankli bir kuantum grubunu olustururken SL(2) 6zel lineer
grubunun Lie cebirinden yola ¢ikmis, deformasyon parametresi olarak adlandiracagi bir

g=e" kompleks sayisiyla SL(2)" deki bir matrisin matris elemanlarin1 birer koordinat

fonksiyonu olarak diisiinerek onlar arasinda saglanan bagmtilarin ab=q'ba vb. seklinde

oldugunu ortaya koymustur. Dolayisiyla matris elemanlar1 ancak q’ nun 6zel deger(ler)i icin

degismeli olabilmektedir.

Kuantum gruplar1 bilinen manada bir grup degildir. Bir kuantum grubu, bir grubun
deformasyonu olarak diigiiniilmiistiir. Deformasyon parametresinin 6zel deger(ler)i i¢in klasik

duruma doniulmektedir.

Daha sonra, Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu konuya degisik yorumlar getirmislerdir.
Manin, bir kuantum matris grubunu elde ederken, grubun elemanlarini uygun uzaya etki
ettirmistir. Bu uzaym elemanlar1 yine q parametresine bagl bagmtilar saglamaktadir. Manin

bu sekildeki uzaylar1 kuantum (siiper) uzaylar olarak isimlendirmistir.

Son zamanlarda, hem matematik¢iler hem de matematiksel fizikgiler, kuantum (siiper) uzay
tizerindeki diferansiyel hesap iizerine ¢alismis ve bu konu iizerinde ¢alisiimaya devam
edilmektedir. Kuantum gruplarinin diferansiyel geometrisi de s6z konusu olmus ve bu konuda
birgok ¢alisma yapilmistir. Woronowicz (1989), Schmidke vd. (1990), Wess-Zumino (1990),
Soni (1991), Brzezinski vd. (1992), Celik ve Celik (2000) bu c¢alismalardan bazilarini

gerceklestiren yazarlardir.

Chung (1994), siiper diizlem olarak isimlendirilen Z,-dereceli diizlemi, Zsz-dereceli kuantum
diizleme genellestirirken Wess-Zumino’ nun metodlarin1 kullanmistir. Biz de kismen Gyle

yapacagiz.

Bu tezde, Zs-dereceli kuantum super uzay iizerine bir diferansiyel hesap verilmistir. Bu
yapilirken Celik (2002a)’ in “Differential geometry of the Zz-graded quantum superplane” ve
Celik (2002b)’ in “Zs-graded differential geometry of quantum plane” isimli makalelerinden

yararlanilmistir.

Calismamizin baglangi¢ kisminda Zz-dereceli bir diferansiyel cebir olusturmak igin bir dis



diferansiyel operatorii tanimladik. Bu dis diferansiyel operatoriiniin nilpotentlik ve Leibniz

ozelliklerinden yararlanarak Wess-Zumino’ nun yaklasimini kullandik.

Boylece; cebirimizi olusturan jeneratorler arasinda saglanan bagintilar1 ortaya koyan sabit

katsayilar1 bularak koordinat fonksiyonlar1 ve diferansiyelleri ile olan bagintilar1 elde ettik.

Sonrasinda, Zs-dereceli kuantum siiper Lie cebirini olusturmak i¢in koordinat

fonksiyonlarmm kismi tiirevleri ile ilgili olan bagintilar1 bulduk.

Sonra da, Cartan - Maurer formlarini tanimlayip ilgili bagintilar1 elde ederek kuantum uzayin

stiper Lie cebir yapisini kurarak ¢alismamizi sonlandirdik.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, tezde kullanilacak bazi1 kavramlar tanitilacaktir.

2.1. Tanim: H bos olmayan bir kiime olsun. H kiimesi tizerinde tanimli toplama ve ¢arpma

islemlerine gore asagidaki sartlar saglaniyorsa H kiimesine bir halka denir:
1) (H,+) bir degismeli grup.

2) va,b,ceH iin a.(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+b.c.

3) va,b,ceH iin a.(bc)=(ab)c.

Eger Vab eH igin ab=b.a oluyorsa H’ ye bir degismeli halka denir.

Eger her ae H i¢in ae=a=ea olacak sekilde bir e € H (birim) eleman1 mevcut ise H ’ ye

birimli halka denir.

2.2. Tammm: H birimli bir halkave (M, +) degismeli bir grup olsun. Eger
p:HXxM->M, (a,x)»ax (¢:MxH->M,(x,a) xa)

tasviri asagidaki sartlari sagliyorsa, M ’ ye birimli sol (sag) H - modiil denir :
vableH ve VXyeM igin

1) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)

2) (a+b)x=ax+bx, (x(a+b)=xa+xb)

3) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)
4) 1x=x (x1=x)

Eger M hem sag hem sol H - modiil ise M ’ ye modiil denir. Eger, H boliim halkasi ise M

modiiliine vektor uzayi veya lineer uzay denir.

2.3.Tammm: Bir K cismi lizerinde tanimli iki vektér uzayr X ve Y olmak iizere,
T : X=Y tasviri agsagidaki iki 6zelligi sagliyorsa T * ye bir lineer tasvir denir :
VXy eXveVa€eK icin

DTx+y) =T +T(y)

2) T(ax) = aT(x) .



2.4. Tamm: U,V ve W, K cismi iizerinde birer vektor uzayi olmak tizere ¢:UxV —>W
tasviri asagidaki iki sartt sagliyorsa ¢’ ye bir Dbi-lineer tasvir denir:

X X €U ,vy,y,eV ve 4, ueK olmak lizere

1) o(Ax, +px,, ;) = Ao (Xy, y; )+ HO(X,, ;)

2) (P(X117LY1 +UY2) = >L(P(Xla Y1)+“‘(P(X19 Y2)

U, V ve W vektor uzaylar1 olmak tizere HOM(U,V) ile U * dan V ’ ye lineer doniisiimlerin

uzaymi , HOM(U,V;W) ile de UxV dan W’ ye bilineer doniistimlerin uzayini gosterelim.

U ve V vektor uzaylart verildiginde U ®V vektor uzayr ve @:UxV —->U®V bilineer

dontistimii vardir 6yle ki her W vektor uzay igin
HOM (U ®V W) —->HOM (U,V;W) , (fi> fop)

lineer dontistimii bir izomorfizmdir.

Buradaki U ®V vektor uzayma U ve V' nin tensér ¢carpim denir ve
Yu,u eU,vv,v eV vereK icin

(u+u')®v=u®v+u'®v

u®(v+v')=u®v+u®v'

A(U®V)=(Au)®v=u® v

ozellikleri gerceklenir.

2.5.Tanm: T,:U, ->V,, T,:U, -V, birer lineer tasvir olsun.
Bu takdirde, u, €U, ve u, €U, i¢in
d:U,®U, »V,®YV,, O, ®u,)=T,(u,)®T,(u,)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir vardir. Buradaki @’ ye T, ve T,’ nin tensor carpimi
denirve ® =T, ®T, ile gosterilir.
2.6. Tanim: g, bir K cismi tizerinde tanimlanmis bir vektor uzay1 olsun.

[,1:9xg—g,(X,Y)>[X,Y], X,Y,[X,Y]eq)



tasviri asagidaki ozellikleri sagliyorsa g vektor uzayimna bir Lie Cebiri denir:

VX,Y,Zeg,abe K igin
1) [X.Y]= —[Y.X]
[X,X]=0
2) [X,IY,ZT1+[Y,[Z, XT+[Z,[ X,Y]]= 0.

2.7. Tammm: A, K cismi iizerinde bir vektor uzay: ve K cisminin elemanlar1 arasinda bir

f: AxA- A, ((u, v)~» uv) carpim tasviri tanimlanmig olsun. Eger, f tasviri asagidaki

ozellikleri sagliyorsa, A ’ ya bir K - cebir denir:

Yu,v,we Ave e K igin

1) a(uv)=(au)v=u(av)

2) (U+V)W=UuWw+VWw ve W.(U+V)=WU+WYV .

Eger, bir T:A—A lineer tasviri T(f.g)=T(f).T(g) esitligini de saglarsa T ’ ye bir lineer
homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K-cebiri (bundan sonra sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde

tanimlanir:
Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K - vektor uzay: olarak diistiniiliir:

1 A®A—> A u@®b)=ab
n:K— A nk)=Kk.l.

Burada | , A’ nin birim elamanidir. Bu tasvirler i¢in

po(id® p) = po(u®id) (Ass)

po(id®mn)=po(n®id)  (Uni) 1)

ozellikleri gegerlidir. (Ass) aksiyomu, x ¢arpma tasvirinin asosyatifligini, (Uni) aksiyomu ise

()’ in A’ nin hem sag hem de sol birim elamani oldugunu ifade etmektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, 1,17 iigliisiine bir cebir denir.

G, bir grup ve K bir cisim olsun. Eger A® A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,K) oldugu

kabul edilirse, G * deki islemi kullanarak asagidaki lineer homomorfizmler tanimlanabilir:



vV X,y e€G icin

A:A—> ARA Af(x®Y)=f(xy)

e:A—>K, g(f)="1(e).

Burada e, G’ nin birim elamanidir. A’ ya cebirin bir ko-carpmasi ve ¢ tasvirine de cebirin

ko-birimi denir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirasiyla w4 Ve 77 tasvirleri igin (2.1) de

verilen (Ass) ve (Uni) ozelliklerinin dual olan 6zelliklerine sahiptir. Yani,

(I[d®A)cA=(A®id) oA (coass)

1o(e®id)oA=id = uo(id®e) oA (counit) (2.2)

dir.

Genel olarak, K cismi tizerindeki bir lineer A uzayina, yukarida tanimlanan &, 77, A K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) ve A lineer uzayma u,7,A, ¢ K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir.
Ek olarak, f e A, xeG igin S:A— A, Sf(x)=f(x™") seklinde tanimlanan ve
He(Id®S)A=nog=pu-(S®id)A (2.3

6zelligini saglayan S cebir antihomomorfizmine ko-ters denir. Boylece, (A, 1,7,A,¢,S)
altiisa bir Hopf cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kisaligi bakimindan, bir Hopf
cebiriigin, (A, 1,1m,A,¢&,S) altilis1 yerine A kullanilacaktir.

Eger; A bir Hopf cebiri ise A® A’ daki carpma
(X ®Y)(Z ®W) = (—1)* M@ (X7 @ YW) (2.4)
seklinde tanimlanir. Burada

0, f cift dereceden

2.5
1 f tek dereceden (25)

deg(f)={

seklindedir. Bununla ilgili detayli agiklamalar1 boliim 3.1 de verecegiz.
2.8. Tamm: C , bir kocebir olsun. Eger, bir lineer M uzay1 ve bir lineer

Y'"M->M®C

tasviri igin asagidaki diyagramlar komiitatif ise (M,¥) ikilisine bir sag C-komodiil denir.



Bir sol C—komodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

. d®e i
M@K« MOC  Mececs veld__ Mec
N v id®A v
< M
M M ®C ,/,

Bir bimodiiliin tanimi i¢in asagidaki agiklamalara ihtiya¢ vardir:

B, bir bicebir ve M de
oy - M®B—>M, ¢,(MBX) =mx

seklinde tanimlanan yap1 doniistimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,

Pues (M ®B)®B —>M ®B,

Puos (MOX®Y) =D my, ®xy,, M®xeM ®B
)

seklinde tanimlanan yapi doniisiimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B - modiil olur. Burada

Sweetler’ in A(U) = Zu(l) ® U, tanimindan yararlamlmistir. Buna ek olarak,
u

Yy M—>M®&®B

K - lineer yap1 doniisiimii ile birlikte M bir B - komodiil ise,

¥ . M®B—> (M®B)®B,

M®B*
¥ yes (MO X) = (;) Moy ® Xy ®MyX,, M®XxeM ®B
seklinde tanimlanan K - lineer yap: doniisiimiiyle birlikte M ® B bir B - komodiil olur.

Bu durumda bir bimodiiliin tanimi su sekilde verilebilir:

2.9. Tanim: Eger M, hem sag B - modiil ve hem de B - komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa M ’ ye bir B - bimodiil denir:
e ¢, nin bir sag B - komodiil homomorfizmi olmasi igin gerek ve yeter sart ¥',, > nin

bir sag B - modiil homomorfizmi olmasidir.



3. Z; — DERECELiI KUANTUM 3d SUPER UZAY UZERINE DIFERANSIYEL
HESAP

Bu boliimde, Zz-dereceli kuantum 3d siiper uzay iizerindeki polinomlarin cebirini goz dniine
alarak bu cebir iizerinde bir dis diferansiyel operator tanimlayip Zs-dereceli diferansiyel bir

cebir elde edecegiz.

3.1 Z;-— Dereceli Kuantum 3d Siiper Uzay Uzerindeki Polinomlarin Cebiri

Calismamiza baslamadan 6nce Zs-dereceli yap1 hakkinda bilgi verelim.
t, Zs- dereceli bir degisken olsun. t degiskeninin t*=0 bagntisini sagladigm soyleyebiliriz.

o, a1, az dereceleri sirastyla 0,2,1 olan sabitler olmak {izere f(t) polinomunu

f(t)=a,+a t+a,t’
seklinde yazariz.

Zs devirli grubu, 1 sayismin kiip koklerinin olusturdugu kompleks diizlemi ile temsil

edilebilir.

2mi

j=e? , (i =-1) olsun. Bu durumda
i’=1 ve j°+j+1=0 yada (j+1)*>=j dir.
Zs-dereceli koordinat fonksiyonlar1 A ve B olmak tizere

[A B], = AB— j*I™<®IBA dur.

Eger A ve B | - komiitatif ise
AB — jdeg(A).deg(B) BA dlI‘

Zs-dereceli kuantum siiper uzayinin elemanlar1 olarak X,y Vve 0 koordinat fonksiyonlarini
alalim. Burada X vey cift, 6 tek koordinat fonksiyonudur. Bir elemanin ¢ift olmasi ile
kastetmek istedigimiz; diger biitlin elemanlar ile komiitatif olmasidir. Tek eleman ise diger tek
olan bir eleman ile j - komiitatif olmaktadir.

[lerleyen boliimlerde tanimlayacagimiz d dis diferansiyel operatdriinii X ve 0’ ya etki
ettirdigimizde sirasiyla Zs-dereceleri 1 ve 2 olan dx ve d@ 1-formlar: elde edilir. dx ve d&

ifadelerine de d lineer operatorii etki ettirildiginde sirasiyla Zs-dereceleri 2 ve 0 olan d*x ve



d?0 1-formlar: elde edilir.

Kuantum 3d siiper uzay, ilk defa Manin (1988) tarafindan ortaya atilmistir ve
Xy=qyx , x0=q6x , yfd=qly , 6°=0
bagmtilarmi saglayan, birbiriyle - komiitatif olan sifirinci dereceden X,y ve birinci

dereceden € koordinatlariyla olusturulmus bir birlesmeli cebir olarak tanimlanmistir. Burada

g sifirdan farkli bir kompleks sayidir.

Celik (2002a) da yaptig1 calismada, Manin’ in vurgusundan yola ¢ikarak Z3 -dereceli siiper
diizlemi incelemis ve bu diizlemin diferansiyel geometrisini insa etmistir. Bunu yaparken,

Z; -dereceli kuantum siiper diizlemi genellestirmek i¢in onun tek olan jeneratoriiniin

nilpotentlik derecesini artirmustir. Biz de
Xy=qyx , x0=q6x , yf0=qly , =0 (3.1)

sartlarini saglayan birlesmeli, birimli bir cebir tanimlayip ¢alismamizi bu yonde ilerletecegiz.

3.2 Dis Diferansiyel Operatorii

Dis diferansiyel d, A’ nimn jeneratorlerini diferansiyellerine doniistiiren bir operatordiir:

d:A—>dA
ar>da, ae{xy,6}.

Bu d dis diferansiyel operatorii,
d® =0 (nilpotentlik) ve (3.2)
d(f.g)=df.g+ e dg (3.3)

Leibniz kuralina sahiptir.

3.3 Z3-—Dereceli Diferansiyel Cebir

Zs-dereceli kuantum siiper uzay tizerindeki bir diferansiyel hesabi olugturmak i¢in ilk olarak
koordinat fonksiyonlar1 ve onlarin diferansiyellerini géz Oniine aliriz ve aralarindaki

komutasyon bagmtilarinimn

X dx = Adx x

xdy =B, dy x+B, dxy
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ydx=B, dxy+B,, dyx

ydy=Bdyy

@dx=C, dx6+C,, ddx (3.4)
fdy=F, dyd+F,doy

xdgd=C,ddx+C, dx 8

ydé=F,do0y+F,dyd

gdo=Cdoe

seklinde oldugunu diisiinerek ortaya ¢ikan A, B,C,B;,C;,F; katsayilarini buluruz. Bu

katsayilar1 bulurken koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri arasinda saglanan komutasyon
bagintilarina da ihtiyacimiz olacagindan K,L,M sabitler olmak iizere birinci mertebe

diferansiyeller arasinda

dxAdxAdx=0

dy Ady Ady=0

dx Ady = K dy Adx (3.5)
dxAd@=LdOAdx

dyAdd=M dé Ady

bagmtilarmin saglandigin1 kabul ederiz.

Burada 4,B,C,B;;,Cij, Fij, K,L, M (1 <i,j <2), q veya j deformasyon parametrelerine
bagli olmasi muhtemel katsayilardir. Bu katsayilar1 bulmak i¢in Wess-Zumino tarafindan

ortaya atilan yaklasimi kullanacagiz.

3.4 Wess-Zumino Yaklasimi
Wess-Zumino’ nun ortaya attig1 yaklagima gore, biz (3.1) ile verilen komutasyon bagntilarma
soldan d dis diferansiyel operatoriinii etki ettirecegiz ve uygun olan bagmtilara sagdan dx,

dy ve d@ ifadelerini vuracagiz.

Baslangigta (3.1) ile verilen komutasyon bagmntilarina, (3.4) teki bagintilardan da yararlanarak

Wess-Zumino yaklagimini uygulayalim:
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d(xy—qyx)=0 dan

dxy+xdy—qdy x—qydx=0 elde edilir.
Simdi (3.4) teki ikinci ve tiglincii bagintilar1 yukaridaki denklemde kullanirsak

dx y+B, dyx+B, dxy—qdy x—q(B, dxy+B,,dyx)=0
veya

(1+B,—qB, )dxy+(B,—q—qB,,)dy x=0
elde ederiz. Burada dx y ve dy X sifir olamayacagindan, ortaya ¢ikan katsayilar sifir, yani,
1+B,-9B,,=0 ve B,-q-qB,, =0 (3.6a)

olmalidir.

Benzer sekilde,
d(yé—-qéy)=0 dan
dyf+ydéd—-qdéy—qjedy=0

elde edilir. Bu denklemde de (3.4) teki altinc1 ve sekizinci bagntilar1 kullanir ve gerekli

diizenlemeleri yaparsak

1+F,-qjF,=0ve F,-q-qjF,=0 (3.6h)
elde ederiz.

Ayni sekilde,

d(x6-q6x)=0 dan

dx@+xdf-qd@dx—qjodx=0

olup bu denklemde de (3.4) teki besinci ve yedinci bagmntilar1 kullanir ve gerekli

diizenlemeleri yaparsak

1+C,-qjC,=0 ve C,-q-qjC,=0 (3.6¢)
elde ederiz.

Son olarak, d (%) =0dan
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(1+jC+j*C*»deH* =0
elde edilir. Buradan da
1+jC+j*C*=0

oldugu goriiliir.

Buraya kadar olan kisimda, (3.1) deki bagintilara d operatoriinii uygulayarak bazi denklemler
elde ettik. Simdi de (3.1) deki bagntilar1 sagdan, onlarin diferansiyelleri ile isleme tabii

tutarak baska bazi denklemler elde edecegiz.

Ik olarak (xy—gyx)dx=0 dan

xydx—qyxdx=0

olup burada (3.4) teki birinci ve ti¢iincii bagmtilar1 kullandigimizda

X(B, dxy+B,, dyx)—-qAydxx=0

yazariz. Burada (3.4) teki birinci, ikinci ve tigiincii bagintilar1 kullandigimizda

B,, xdx y+B,, xdy x—q A(B,, dx y+B,, dy x)x=0

elde ederiz. Elde edilen bu denklemde (3.4) teki birinci ve ikinci bagmntilar1 kullandigimizda
AB, dxxy+B,, (B, dyx+B,dxy)x—qAB, dxyx—qAB, dyxx=0

veya

qAB, dxyx+B,, B,dyxx+B,, B,dx yx—qAB, dxyx—gqAB,,dyxx=0

elde ederiz. Netice itibariyle,

B,B,-qAB,=0 e B, B, =0 (3.6d)
denklemlerine sahip oluruz.

Ikinci olarak,

(xy—gqyx)dy=0 dan

xydy—qyxdy=0

elde ederiz. (3.4) teki ikinci ve dordiinci bagmtilar1 kullanarak

Bxdyy-qy(B,dyx+B,dxy)=0
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olup (3.4) teki ikinci bagmtiy1 tekrar kullandigimizda

B(B, dyx+B,dxy)y—qB, ydyx—qB, ydxy=0

veya

BB,dyxy+BB,dxyy—-qB,Bdyyx—qB,(B, dxy+B,,dyx)y=0

elde ederiz. Buradan

BB,-qB,B,=0 e B,, B, =0 (3.6e)
denklemlerine sahip oluruz. Benzer sekilde

(y0-q6by)dy=0 ve (yf-qOy)dé=0 dan sirasiyla

Fzz F11 —q B Fzz =0 Ve Fzz F12 =0

(3.6f)
Ch,-qF,F;=0 ve F,F,=0
denklemlerini
(x6-qOx)dx=0 ve (x@-q@x)dd=0 dan da sirasiyla
C,C—qAC, =0 ve CpCp, =0 (3.60)

CC,-qC,C,; =0 ve Cp Cp, =0
denklemlerini elde ederiz.

Simdi (3.4) bagintilarinda (3.3) te verilen Leibniz kuralini kullandigimizda ve gerekli

diizenlemeleri yaptigimizda

xd’x=Ad*x x+(j A-1)dx dx

xd?y =B, d’y x+B, d’xy+(jB,+ j K B, —K)dy dx

yd?x=B,, d*x y+B,, d*y x+(j B, + j K B, —1)dy dx

yd?’y=Bd?y y+(jB-1)dydy

0d’x=j’C, d°x 0+ j* C, d*0x+(jCp+LCy— j*)dOdx (3.7)

0d’y=j*F,d’y0+j*F,d*0y+(jF,+MF,—j*)dody
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xd’*0=C,, d’0x+C,, d’x0+(j*C,,+ jLC,, —L)dO dx
yd’0=F,d*0y+F,d’y0+(j*F,+jM F,—M)dody
0d*0=j’Cd*00+(jC-j*)dode

bagntilarina ulasiriz.

Koordinat fonksiyonlar1 ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki (3.7) komutasyon
bagintilari, birinci mertebe diferansiyelleri de icermektedir ve dolayisiyla homojenlik yoktur.
Onlar1 homojen hale getirmek icin birinci mertebe diferansiyellerin katsayilarmi sifira

esitliyoruz.

Boylelikle asagidaki denklemleri elde ederiz:

jA-1=0 den A=j’

jB,+jKB,-K=0

iB,+jKB,-1=0

jB-1=0 veya B=j?

jC,+LC,—j2=0 (3.8)
jF,+MF,—j=0

j’C,+jLC,-L=0

i2F,+iMF,-M =0

jC—j*=0 veya C=].

Simdi (3.5) teki bagmtilara (3.3) te verilen Leibniz kuralin1 uygulayarak

dxAdy=Kdyadx den d’xady+jdxad’y=Kd?yadx+ jKdyad?®x
dxAd@=LdOAdx den d*xAd@+ jdxad?d=Ld*dAdx+ j* LdOAd?x (3.9)
dyAdd=M dOady den d’yAd@+jdyad?0=Md’dAdy+j>M dOAd’y

denklemlerini elde ederiz.

(3.6a) daki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki ikinci ve {iglincii denklemleri kullanarak
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jq+j822+j—j2 B,—-JK-K=0

denklemini elde ederiz.

Simdi (3.6) denklemleri iizerine baz1 yorumlar getirecegiz. (3.6d) deki ikinci denklemi, yani
B,, B, =0 denklemi sdyle diisiiniilebilir:

1) B, =0 olabilir. Hal bdyle iken B,, =q™*, B,, = j°-1, B, =q j*, K=q dur.
2) B,, =0 olabilir. Hal bdyle iken B,, =q*j*, B, =j°-1, B, =q, K=q dur,

3) B, =B,, =0 olabilir. Hal bdyle iken B, =q*, B, =q buluruz ki bu durumda (3.8) deki

ikinci denklemden K =q j ve iigiincii denklemden K =q j* elde ederiz. Buda B, ve B,,’

nin ayn1 anda sifir olamayacagini gosterir.

(3.6¢) deki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki besinci ve yedinci denklemleri

kullanarak L=q j buluruz.

(3.69) deki ikinci denklemi yani C,, C,, =0 denklemi soyle diisiiniilebilir:

1) C,, =0olabilir. Hal bdyle iken C,, =q'j*, C,, = j—j*, C,=q j°, L=qj dir.
2) C,, =0olabilir. Hal bdyle iken C,, =q*j, C,=j’-1, C,=q, L=qj dir.

3) C, =C,, =0 olabilir. Hal bdyle iken C, =q~j*, C,=q buluruz ki bu durumda (3.8)
daki besinci denklemden L=q ve yedinci denklemden L=q j* elde ederiz. Bu da C,, ve

C,, ’ nin ayn1 anda sifir olamayacagini gosterir.

(3.6b) deki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki altmci ve sekizinci denklemleri

kullanarak M =q j buluruz.

(3.6f) teki ikinci denklem yani F,, F, =0 denklemi de soyle diisiiniilebilir:

1) F, =0olabilir. Hal bdyle iken F,, =q*j*, F,,=j—j?, F,=qj°, M=qj dir.
2) F,, =0olabilir. Hal boyle iken F,, =q'j, F,=j’-1, F,=q, M=q j dir.

3) F, =F,, =0olabilir. Hal bdyle iken F, =q*j*, F,=q buluruz ki bu durumda (3.8) deki

altnc1 denklemden M =q ve sekizinci denklemden M =q j*elde ederiz. Buda F,, ve F,,’

nin ayn1 anda sifir olamayacagini gosterir.



16

Dolayisiyla B, B, =0, C,C,=0, F, F, =0 denklemlerini birlikte diisiindiigiimiizde 8

farkli secenegimiz ortaya ¢ikmaktadir.

Biz bunlardan B,=0,C,=0,F,=0 olmas: halini ele alarak devam edecegiz. Yani,

katsayilarin

A=j*, B=j",C=], B,=0q" B,=j°-1,B,=qj C,;=q"j",
Cpo=i-i"Cy=aj’ Fy=0a"J" Fp=j-Ji’ Fy=qJ’ (3.10)
seklinde oldugu durumu devam ettirecegiz.

Koordinat Fonksiyonlart ve Onlarin Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki Bagintilar

Koordinat fonksiyonlar1 ve onlarin birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki bagmtilar, (3.4)

te yukarida elde edilen katsayilarin yerine yazilmasiyla

xdx = j% dx x

xdy=q j° dy x

ydx=qdx y+(j*-1dy x

ydy=j*dyy

Qdx=q'j* dx @+ (j— j*)dO x (3.11)

Ody=q"j*dyo+(j-j*)doy

xd@=q j*>déx
ydo=qj*doy
0do=jdoo

sekline gelir.
Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar
Birinci mertebe diferansiyeller arasinda ise

dxAdxAdx=0

dy Ady Ady=0
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dx Ady =qdy Adx
dxAd@=q jdodx (3.12)
dyAdf=qjdoéady
seklindeki bagintilar saglanir.

Koordinat Fonksiyonlart ve Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

(3.7) bagmtilarinin homojen olmasmdan yola ¢ikarak koordinat fonksiyonlar1 ve ikinci

mertebe diferansiyelleri arasindaki bagintilari
xd’x = j*d*xx

xd?y=q j*d’yx
yd’x=q'd’xy+(j>-1d*y x
yd?y=j*d’yy
0d’x=q'jd*x6+(1-j)d?Ex (3.13)
0d’y=qjd*yo+(@1-j)d*0y

xd’90=q j*d’@x

yd*9=qj’d’0y

0d*0=d*00

seklinde elde etmis oluruz.

Birinci ve Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

(3.13) bagimntilarinda (3.3) te verilen Leibniz kuralini kullandigimizda birinci ve ikinci

mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar
dxAd®x = jd*x Adx

dxAd’y=q jd?yAdx

dyAd®x=q"j> d’x ady+(j— j?)d?y Adx

dy Ad’y = jd?y Ady
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dOAd’x=q" d*x AdO+ (- j)d’0 Adx (3.14)
doAd’y=q*d’y Ad@+ (- j)d*d Ady

dxAd?9=q j>d’6 Andx

dy Ad?0=q j>d’6 ndy

doAd’0=d’0AdO

seklinde elde ederiz.

Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

(3.14) bagintilarinda (3.3) te verilen Leibniz kuralim kullandigimizda ikinci mertebe

diferansiyeller arasindaki bagintilari

d’xAd?y=qd’yad®x

d’xAd?0=q j>d?0 Ad*x (3.15)
d’yAnd?9=q j*d’0 ~d’y

seklinde elde ederiz.
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4. KISMi TUREVLERIN CEBIiRi

Eger f, X,y Ve 8’ nin tiirevlenebilen bir fonksiyonu ise f > in birinci mertebe diferansiyeli
df =(dxo, +dyd, +do o, ) f (4.1)
seklinde tanimlanir. f’ in ikinci mertebe diferansiyeli

d*f =d(dx o, +dy o, +d6o,) f

d*f =(d*xd,+ jdxdxo,0,+ jdxdyo, o, + jdxd6o,o,+d’y o, + jdydxa, o,
+jdydya, d,+jdydaa,o,+d*08,+ > dodxd,,+ j>dodyd, 8,
+7d6dea,a,)f

olup ticiincii mertebe diferansiyeli sifir olacagindan
d*f =d*xdy{j*0,0,+j0,0,+B,0,0,+]B,0,0,}
+d’y dx{j*0,0,+)0,0,+[B,8,0,+]B,0,0,}+...

0

denkleminde (3.10) daki katsayilar1 kullandigimizda kismi tiirevler arasindaki bagintilari

0,0,=qj°0,0,

0,0,=9j%0,0, (4.2)
0,0,=0j"0,0,

seklinde elde ederiz.

4.1 Koordinat Fonksiyonlar ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar

Eger, (4.1) in sol tarafinda f yerine (X f) yazar ve (3.11) deki birinci, ikinci ve yedinci

bagintilarini kullanirsak

d(x f)=dx f +xdf
=dx f +x(dxo, +dyo, +d@o,)f (4.3)
=dx f +(xdx0, +xdyo, +xd@d,)f

=dx f+(j7dxx0,+0q j°dyxd,+q j*dOxd,)f
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elde ederiz.

Simdi (4.1) in sag tarafinda X yerine (X f) yazarsak
d(x f)=(dxo,+dyo,+d@a,)(x f)
=(dxd, x+dy o, x+d6a, x) f (4.4)
elde ederiz. Sonugta, (4.3) ve (4.4) teki dx, dy ve d@° nin karsilastirilmasi
0, Xx=1+j7"x0,
o, x=0j*x0, (4.5)
0,%X=0j*x0,
bagintilarini verir.

Benzer sekilde (4.1) in sol ve sag taraflarinda f yerine (y f) ve (f) yazilarak diger tiim

bagintilar1 elde ederiz.

Boylece; koordinat fonksiyonlar1 ve kismi tiirevler arasindaki bagntilar:

0, Xx=1+j7"x0,

o, x=0j*x0,

0,%x=q j*x0,

o, y=1+(i*-Dxo,+j"yo,

o, y=0"yo, (4.6)
0,¥y=01i"y0,

0,0=1+j"008,+(j’-1)xo,+(j*-1)ya,

0,0=q"00,

0,0=q"00,

seklinde bulmus oluruz.
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4.2 Kismi Tiirevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda amacimiz, (koordinat fonksiyonlarmnim) kismi tiirev operatorleriyle diferansiyelleri
arasindaki komutasyon bagintilarmi bulmaktir. O nedenle, Zs-dereceli 3d uzayinda,

elemanlarin kismi tiirev operatorleri ve birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki bagmtilarin
0, dx=Adxo,+A dyo, +A doo,

0,dy=A,dyo, +A dxo,

0, dx=B, dxo,+B, dyo,

0,dy=B,dxo,+B,dyo, +B;d0d,

0,dx=C, dx0,+C,d60, 4.7)
0,dy=C,dyo,+C,doo,

0,d0=Adoo,+A dxo,

0,d0=B;ddo, +B,dyo,

0,d0=Cydx0,+C;dyo, +C,doo,

seklinde oldugunu kabul edelim.

Ayrica kismi tlirev operatoriiniin tanimindan

8, (x) dx*)=5) & dx* (4.8)
bagintisina sahibiz.

(3.11) deki birinci bagintiy1 kullanarak (4.8) deki formiilii kullandigimizda

ax(xdx— i’ dxx)=0

dx—j*0, dxx=0

bagintisini elde ederiz.

(4.7) deki birinci bagintiy1 yukaridaki denklemde kullanarak

dx— j*(A dxo, +A, dyd, + A dod,)x=0

dx— j?A dx=0 olup (1—j2A)=O veya A=j
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katsayisini buluruz.
Benzer sekilde (4.8) ile (3.11) deki ikinci bagintiya 0, operatdriinii uyguladigimizda
8X(xdy—q j* dy x)=0 den dy-qj°o,dyx=0
elde ederiz. Bu denklemde de (4.7) deki ikinci bagintiy1 kullanirsak
dy —q jZ(A4 dy o, + A dxéy)x =0
dy—qj’A,dy=0 olup (1-qj°A)=0 wveya A =q"]

katsayisini buluruz.

Simdi (3.11) deki tigiincii bagmtiya benzer islemleri yaparsak

ax[y dx—q*dx y—(j*—1)dy x} =0 den 0-g'o,dxy—(j*-1)a,dyx=0
elde ederiz. Bu denklemde de (4.7) deki birinci ve ikinci bagintilar1 kullanirsak
—q (A dxo,+A dyd, +Adod,)y—(i*—1)(A dyd, + A dxd,)x=0
q'A,+(J*~1)A =0

buluruz. Bu denklemden, A, =q™*j oldugundan A, = j-1

katsayismi buluruz.

(3.11) deki yedinci bagintiya benzer islemleri yaparsak

0. (xd0—q j?dox)=0 den d&-qj*0,dox=0

elde ederiz. Bu denklemde (4.7) deki yedinci bagintiy1 kullanirsak
do—q j*(A d0o, +A dxo,)x=0

dé—q j°A,do9=0 olup (1—q jZAS)zo veya A =q7"j
katsayisini buluruz.

Son olarak, (3.11) deki besinci bagintiya benzer islemleri uyguladigimizda
) (de—q‘ljzdx 0-(j-J?)de x) =0

—q*j "o, dx6—(j—j?)o,dox=0
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elde ederiz. Bu denklemde (4.7) deki birinci ve yedinci bagmtilar1 kullanirsak
gl tAdO+(j—J*)Ado=0 den qjtA+(j-j*)A =0
elde ederiz. Bu bagmtidan, A, =qj oldugundan A, = j—1 bulunur.

Benzer sekilde (3.11) deki tiim bagmtilara 0, , 0y, 0, kismi tiirevlerini soldan vurursak (4.7)

bagintilarindaki tiim katsayilar bulunmus olur. Katsayilarm bulunmus haliyle (4.7) bagintilari
0, dx=jdxo,+(j-1)dyo, +(j—-1)doo,

o,dy=q"jdyo,

0, dx=qdx o,

o,dy=jdyo, +(j-1deoo,

0,dx=q jdxo, (4.9
0, dy=q jdyo,

0,d0=q7"jdoo,

0,d0=q'jdoo,

0,d0=j*doo,

seklinde yazilir.

4.3 Kismi Tiirevler ile d Dis Diferansiyel Operatorii Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, d dis diferansiyel operatorii ile kismi tiirev operatorleri arasindaki bagntilari

elde edecegiz. 11k olarak, 0, kismi tiirevi ile d arasidaki bagintiy1 bulalim. Bunun igin d dig

diferansiyel operatoriiniin (4.1) tanimini kullanarak
o, df =[8,(dxa, +dyd, +d0ad,) | f
=(0, dxo,+0,dyo, +0,d0d,) f
elde ederiz. Bu bagintida (4.9) daki tigilincii, dordiincii ve sekizinci bagintilar1 kullanirsak

o, df =(qdxd,0,+jdyd, o, +(j-1)d0d,8,+q"jdoo, o,)f
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elde ederiz. (4.2) deki birinci ve li¢iincli bagintilardan yararlanarak

o,df =(jdxo,0,+jdyd,d,+(j-1)d0s,d,+d0d,d,)f

den
o0,d=jdo,
elde ederiz.

Benzer sekilde 0, ve 0, kismi tiirevlerinin d ile olan bagintilar1 bulunur ve bunlar

0,d=jda,
6,d=jda, (4.10)
0,d=j2da,

seklindedir.
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5. CARTAN - MAURER FORMLARI

Bu bolimde Cartan - Maurer formlarini tanimlayip gerekli komutasyon bagintilarini elde

edecegiz.

[Ik &nce A cebiri iizerine siiper Hopf cebir yapisindan bahsedelim. Bu kisim, Inekci (2007)

den alinmistir.

X’ in tersinin mevcut oldugunu kabul edelim. Yani,
XX =1=x"x

sart1 saglansm. Bu durumda, A cebiri tizerindeki A, :A— A® A cebir homomorfizminin

koordinat fonksiyonlari lizerine etkisi agagidaki gibi verilebilir:

A (X)=X®X

Ap(Y)=x®Yy+y®x (5.1)
A (0)=0®1+60®1

Ko-¢arpma denen bu tasvir,

(Id®A,)oA,=(A,®id) oA,

seklindeki ko-assosyatiflik 6zelligine sahiptir ve (3.1) bagmntilarini korur.

&x - A—> C cebir homomorfizminin koordinat fonksiyonlarina etkisi

po(e, ®id)oA, =id= po(id®e,) oA,
p10(S, ®id)oA, = &, = u(id®S,) oA,

ozellikleri kullanilarak bulunur ki boylece,

£,0 =1, 2,(y)=0, £,(6)=0

elde edilir. Bu tasvire ko-birim denir.

S, i A— A cebir anti-homomorfizminin koordinat fonksiyonlarina etkisi de
p1o(S,®id)eoA, =g, = 1o(id®S,)oA,

ozelligi kullanilarak bulunur. Boylece,

SA(X)=x", S, (y)=—x"yx* ,S,(0)=-06
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elde edilir.

Kolayca gosterilebilecegi gibi yukarida verilen A,, €,,S, tasvirleriyle A bir Hopf cebiridir.

Cartan - Maurer formlart A, Kko-garpmasinin A cebirinin jeneratdrlerine etkisi kullanilarak

Woronowicz (1989) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:

w, = uo(d®S)oA(X

) k=123, x e{xy.0} (5.2)

Boylece, Cartan - Maurer formlarini

W, =20(d®S)e A(X)=uo(d ®S)(x®x) = p(dx®S (x)) =p(dx®x ) =dx x*

W, = #o(d®S)oA(y)=po(d®S)(X®Y+y®x)=p(dx®S(y)+dy ®S(x))
=y(dx®—x‘lyx‘1+dy®x‘1)
=—dxx 'y xt+dy xt

W, = uo(d ®S)oA(0)=po(d®S)(0@1+1®0) = p(dO®S (1)+d1®S(0))
=u(do®1) =do

seklinde elde ederiz. Sonug olarak

w, =dx x*

w, =—dx X7y X +dy X (5.3)

w, =d@

dir.

5.1 Cartan - Maurer Formlarn ile Koordinat Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar

Simdi Cartan - Maurer formlarinin A cebirinin jeneratorleriyle olan bagintilarini bulalim.

Bunun igin (5.3) bagintilarindan ve cebirin birlesmeli olmasindan yararlanacagiz:
XW, = x(—dx Xy x 7 +dy x‘l)
=—xdx Xy X +xdy x*

Yukaridaki denklemde (3.11) deki birinci ve ikinci bagmtilar1 ve (3.1) deki uygun
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komutasyon bagintilarini kullanarak
Xw, =—j%dxx Xy x " +q jPdy xx
=—j?dxyx*'+qj*dyxx*
=—j2dxyx?+q j*{w,+dx x7y x‘l}x
=—q j2dxx7'y+q j?w,x+q jPdxx 7y x X
den
Xw, =q j*w, x
elde ederiz.

Diger bagintilar1 da benzer sekilde bularak asagidaki bagintilar1 elde ederiz:

v, = 3w,y ~L)w, x
ow, = j>w, ¢9+(j—j2)wg

Xw, =q j*w, x

yw, =qw,y

ow, =0w, (5.4)
XW, =q j*W, X

ywW,=qj°w,y

ow,=jw,6.

5.2 Cartan - Maurer Formlari ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki

Bagmtilar

Cartan - Maurer formlar1 ile birinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagntilar1 bulmak i¢in

(3.11) ve (5.3) bagntilarindan ve yine cebirin birlesmeli olmasindan faydalanacagiz.

Boylece agagidaki bagmtilar1 elde ederiz:
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dXx AW, = j*w, Adx

dy Aw, = j>w, Ady

doAw, =jw, Adeg

dx Aw, =q jw, Adx

dy AW, =q j*w, Ady (5.5)
doAw, =jw, Ad@

dx Aw,=q jw, Adx

dyAaw,=q jw, Ady

doAw,=w, Andb.

5.3 Cartan - Maurer Formlan ile Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Cartan - Maurer formlar ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar1 bulmak i¢in
(3.11), (3.13), (3.14) ve (5.3) bagntilarindan ve yine cebirin birlesmeli olmasindan

faydalanacagiz.

Boylece asagidaki bagmntilar1 elde ederiz:

d’xAw, = jw, Ad*x

d’y Aaw, = jw Ad?y

d?0Aw, =w, Ad?0

d’xAw, =qw, Ad*x

d’yAw, =g jw,Ad% (5.6)
d26’/\Wy =W, N

d’X AW, =q W, /\dzx—(j - jz)dX/\wg2

d’y Aw, =qw, Ad’y—(j—j*)dy aw,’

d?0 Aw, =w, nd?9.
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5.4 Cartan - Maurer Formlan Arasindaki Bagintilar

Cartan - Maurer formlarinin kendi aralarindaki bagmntilart bulmak i¢in (3.11), (3.12), (5.3)
bagmtilarindan yararlanacagiz. Cebirin birlesme 6zelligini kullanarak asagidaki bagintilari

elde ederiz:

W, AW, = %W, AW,

W AW, = j5 W, AW,

W, AW, = j2 W, AW, (5.7)
W, AW, AW, =0.

5.5 Cartan - Maurer Formlan ile d Dis Diferansiyel Operatorii Arasindaki Bagintilar

d dis diferansiyel operatoriiniin (3.3) te verilen Leibniz kuralint kullanarak ve (3.11), (3.13),

(3.14) bagmtilarindan yararlanarak d’ nin Cartan - Maurer formlar1 ile olan bagintilarini

buluruz:

dw, =d*x X — jw, AW,

dw, =d?y X —d*x X7y X +w, AW, (5.8)
dw, =d?6.

(5.8) bagintilarinda (3.3) te verilen Leibniz kuralini bir kez daha kullandigimizda asagidaki

bagintilar1 elde ederiz:

d’w, =0 (5.9)
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6. Z;—-DERECELI KUANTUM SUPER LIiE CEBIiRi

Kuantum siiper Lie cebirini elde etmek i¢in d dis diferansiyel operatdriinii asagidaki formda

yazalim:
df =(w,X + WY +w,V)f (6.1)
Burada X, Y,V Lie cebiri jeneratorleridir.

Kuantum siiper Lie cebirini elde ederken A cebirinin jeneratorlerinin kismi tiirevlerinden

faydalanacagiz.

6.1 Siiper Lie Cebir Jeneratorleri ile Koordinat Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, siliper Lie cebir jeneratorleriyle A cebirinin jeneratdrleri arasinda saglanan

komutasyon bagmtilarmni bulacagiz.

Once, siiper Lie cebiri jeneratorlerinin kismi tiirevlerle aralarindaki bagmtilar1 bulmamiz

gerekir. Bunun i¢in ilk olarak d’ nin (6.1) tanimin1 kullanacagiz.

Orada (5.3) formiillerini yazdigimizda

df =[ (dx X)X +(=dx x 'y x*+dy x )Y +dOV | f
= [dx (XX =xy xY)+dy XY+ do V] f

elde ederiz.

Simdi d’ nin (4.1) tanimini1 yazalim:

df =[dxo, +dyo, +doa, |f

Bu iki ifadeyi esitledigimizde siiper Lie cebiri jeneratorlerinin kismi tiirevlerle olan

bagmntilarini

X,=Xx0, , X,=yd,, (X=X,+X,)

Y =x0 (6.2)

y
V=0,
seklinde buluruz.

Buldugumuz bu (6.2) bagmtilariyla (4.6) bagmtilarint birlikte kullanarak siiper Lie cebiri
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jeneratorleriyle koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagmntilari

X, X=X+ j?X X,

le:yxl
X,0=0X,
X, X=j*x X,

X, y=y+j’yX-yX,
X,0=0X,
Y x=q j’xY

Y y=x+jX X =x X,

YO=6Y
VXx=q j°’xV
Vy=qj’yVv

VO=1+j*0V+(j>-1)X

seklinde buluruz.

6.2 Siiper Lie Cebir Yapisi

(6.3)

Bu boliimde, siiper Lie cebiri jeneratdrlerinin kendi aralarindaki bagntilar1 bularak A

cebirinin bir Lie cebiri oldugunu goérecegiz. Bunun i¢in ilk olarak, Lie cebir jeneratorleri

arasmdaki bagintilar1 bulmamiz gerekir. Ornek olarak Y ile V arasindaki bagmtiy: bulalim:

[Y.V]=YV-VY=x0,60,-08,x0,

ifadesinde (4.2) ve (4.6) daki tigiincii bagintilar1 kullandigimizda

[Y,V]=0

buluruz.

Benzer sekilde diger ifadeleri de (4.2) ve (4.6) daki bagntilardan yararlanarak yazdigimizda

[X,,X,]=0
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[X,Y]=(*-DY X,+Y
[X,V]=0
[X,,V]=0
[X,.Y]=-(i*-DY X,-Y

bagmntilarini buluruz.

Bu bagintilardan yararlanarak
[, ¥ V[ X[ [ ¥ )0

oldugu kolayca gosterilir.

Sonug olarak elde edilen cebir bir Lie cebiridir.
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7. SONUCLAR

Bu tezde, iic boyutlu Ry (2/1) kuantum siiper uzaymin Zs-dereceli diferansiyel geometrisi
iizerine bir calisma Wess-Zumino tarafindan ortaya atilan yaklasim kullanilarak yapildi.
Diferansiyel yap1 olusturulurken koordinat fonksiyonlari, onlarin diferansiyelleri vb.
arasindaki komutasyon bagintilarinin yani sira kismi tiirev operatdrleri arasinda saglanan
komutasyon bagintilar1 da elde edildi. Sonra, Cartan - Maurer formlar1 bulunup bu formlarin
olusturdugu Zs-dereceli cebir ortaya kondu. Son olarak, Zs-dereceli siiper vektor alanlarinin

Lie cebir yapis1 olusturulmustur.
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