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ÖZET 

Bu çalışmada, Rq (2/1) genişletilmiş kuantum üç boyutlu süper uzay üzerine değişmeli 

olmayan Z3-dereceli bir diferansiyel hesap kurulmuştur. Bu diferansiyel hesap, uzay 

üzerindeki koordinat fonksiyonlarını, onların diferansiyellerini, diferansiyel formları ve 

onların türevlerini içermektedir. 

Önce, Z3-dereceli kuantum uzay tanıtılmış ve ardından Z3-dereceli diferansiyel cebir 

kurulmuştur. 

Sonra, Z3-dereceli kuantum süper cebiri üzerinde yapılan hesaplamalarla koordinat 

fonksiyonlarının kısmi türevleri ve aralarındaki bağıntılar bulunmuştur. 

Bu süper uzay üzerindeki Cartan - Maurer formları tanımlanmış ve aralarındaki bağıntılar 

elde edilmiştir. Son olarak, vektör alanlarının Lie cebiri yapısı elde edilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Kuantum süper uzay, Z3-dereceli diferansiyel hesap, Hopf cebiri,  Lie 

süper cebiri. 
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ABSTRACT 

In this work, a non-commutative Z3-graded differential calculus on the 3d quantum super 

space Rq (2/1) is constructed. This calculus includes the coordinate functions on this space and 

their differentials, the differential forms and their derivatives. 

At first, the Z3-graded quantum super space is defined, then the Z3-graded differential algebra 

is constructed. 

After that, the partial derivatives of the coordinate functions and the relations between them 

are found out by using some calculations on the Z3-graded quantum super algebra. 

Cartan - Maurer forms on this super space are introduced and the relations between them are 

obtained. Finally, the Lie algebra structure of the vector fields is obtained. 

Keywords: Quantum super space, Z3-graded differential calculus, Hopf algebra, Lie super 

algebra. 
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1. GİRİŞ 

Drinfeld (1986), adına kuantum grubu dediği ve sonra kuantum süper gruba genelleştirilen 

yeni bir matematiksel konu inşa etmiştir. Sonra, Faddeev vd. (1987) bu konuyu Lie grup ve 

Lie cebiri teorisine adapte etmişlerdir. 

Esas itibariyle Drinfeld, iki ranklı bir kuantum grubunu oluştururken SL(2) özel lineer 

grubunun Lie cebirinden yola çıkmış, deformasyon parametresi olarak adlandıracağı bir 

q e   kompleks sayısıyla SL(2)’ deki bir matrisin matris elemanlarını birer koordinat 

fonksiyonu olarak düşünerek onlar arasında sağlanan bağıntıların 
1a b q b a    vb. şeklinde 

olduğunu ortaya koymuştur. Dolayısıyla matris elemanları ancak q’ nun özel değer(ler)i için 

değişmeli olabilmektedir. 

Kuantum grupları bilinen manada bir grup değildir. Bir kuantum grubu, bir grubun 

deformasyonu olarak düşünülmüştür. Deformasyon parametresinin özel değer(ler)i için klasik 

duruma dönülmektedir.  

Daha sonra, Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu konuya değişik yorumlar getirmişlerdir. 

Manin, bir kuantum matris grubunu elde ederken, grubun elemanlarını uygun uzaya etki 

ettirmiştir. Bu uzayın elemanları yine q parametresine bağlı bağıntılar sağlamaktadır. Manin 

bu şekildeki uzayları kuantum (süper) uzaylar olarak isimlendirmiştir. 

Son zamanlarda, hem matematikçiler hem de matematiksel fizikçiler, kuantum (süper) uzay 

üzerindeki diferansiyel hesap üzerine çalışmış ve bu konu üzerinde çalışılmaya devam 

edilmektedir. Kuantum gruplarının diferansiyel geometrisi de söz konusu olmuş ve bu konuda 

birçok çalışma yapılmıştır. Woronowicz (1989), Schmidke vd. (1990), Wess-Zumino (1990), 

Soni (1991), Brzezinski vd. (1992), Celik ve Celik (2000) bu çalışmalardan bazılarını 

gerçekleştiren yazarlardır. 

Chung (1994),  süper düzlem olarak isimlendirilen Z2-dereceli düzlemi,  Z3-dereceli kuantum 

düzleme genelleştirirken Wess-Zumino’ nun metodlarını kullanmıştır. Biz de kısmen öyle 

yapacağız. 

Bu tezde, Z3-dereceli kuantum super uzay üzerine bir diferansiyel hesap verilmiştir. Bu 

yapılırken Celik (2002a)’ in “Differential geometry of the Z3-graded quantum superplane” ve 

Celik (2002b)’ in “Z3-graded differential geometry of quantum plane” isimli makalelerinden 

yararlanılmıştır. 

Çalışmamızın başlangıç kısmında Z3-dereceli bir diferansiyel cebir oluşturmak için bir dış 
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diferansiyel operatörü tanımladık. Bu dış diferansiyel operatörünün nilpotentlik ve Leibniz 

özelliklerinden yararlanarak Wess-Zumino’ nun yaklaşımını kullandık. 

Böylece; cebirimizi oluşturan jeneratörler arasında sağlanan bağıntıları ortaya koyan sabit 

katsayıları bularak koordinat fonksiyonları ve diferansiyelleri ile olan bağıntıları elde ettik.  

Sonrasında, Z3-dereceli kuantum süper Lie cebirini oluşturmak için koordinat 

fonksiyonlarının kısmi türevleri ile ilgili olan bağıntıları bulduk. 

Sonra da, Cartan - Maurer formlarını tanımlayıp ilgili bağıntıları elde ederek kuantum uzayın 

süper Lie cebir yapısını kurarak çalışmamızı sonlandırdık. 
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2. TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, tezde kullanılacak bazı kavramlar tanıtılacaktır. 

2.1. Tanım: H  boş olmayan bir küme olsun. H  kümesi üzerinde tanımlı toplama ve çarpma 

işlemlerine göre aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa H  kümesine bir halka denir: 

1)  (H ,+)  bir değişmeli grup. 

2)  ∀ , ,a b cH   için   .( ) . .   a b c ab a c   ve ( ). . .a b c a c b c   . 

3)  ∀ , ,a b cH   için    .( . ) ( . ).a b c a b c . 

Eğer   ∀ a,b ∊ H  için  . .a b b a  oluyorsa  H ’ ye  bir değişmeli halka denir. 

Eğer her a H  için . .ae a ea   olacak şekilde bir e H (birim) elemanı mevcut ise  H ’ ye  

birimli halka denir. 

2.2. Tanım:   H  birimli bir halka ve  (M , +)  değişmeli bir grup olsun. Eğer  

 : H × M → M ,  (a , x) ↦  a.x    (  : M × H → M , ( x ,a ) ↦  x.a )  

tasviri aşağıdaki şartları sağlıyorsa, M ’ ye birimli sol (sağ) H - modül denir : 

∀ a,b,1 ∊ H   ve  ∀ x,y ∊ M   için  

1)     ,   a x y ax ay x y a xa ya       

2)     ,      a b x ax bx x a b xa xb       

3)       . ,       . ( )a b x a bx x a b xa b   

4)  1.x = x                     (  x.1 = x  ) 

Eğer M  hem sağ hem sol H - modül ise M ’ ye modül denir. Eğer, H  bölüm halkası ise M

modülüne vektör uzayı veya lineer uzay denir. 

2.3.Tanım: Bir K   cismi üzerinde tanımlı iki vektör uzayı   X  ve Y olmak üzere, 

T : X→ Y  tasviri aşağıdaki iki özelliği sağlıyorsa T ’ ye bir lineer tasvir denir : 

∀ x,y ∊ X  ve ∀ α ∊ K   için  

1) T(x + y) = T(x) + T(y) 

2) T( x) =  T(x)  . 
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2.4. Tanım: ,  ve U V W , K  cismi üzerinde birer vektör uzayı olmak üzere :U V W    

tasviri aşağıdaki iki şartı sağlıyorsa  ’ ye bir bi-lineer tasvir denir:                               

1 ,  2   1 2 ,   ,      ,  olmak üzerex x U y y V ve K         

1)    1 2 1 1 1 2 1λx μx , y λφ x , y μφ(x , y )     

2)    1 1 2 1 1 1 2x ,λy μy λφ x , y μφ(x , y )     

U, V ve W vektör uzayları olmak üzere HOM(U,V) ile U ’ dan V ’ ye lineer dönüşümlerin 

uzayını , HOM(U,V;W) ile de U×V dan W’’ ye bilineer dönüşümlerin uzayını gösterelim. 

U ve V vektör uzayları verildiğinde U V  vektör uzayı ve :U V U V     bilineer 

dönüşümü vardır öyle ki her W  vektör uzayı için 

    0, , ;     ,   (  )HOM U V W HOM U V W f f    

lineer dönüşümü bir izomorfizmdir. 

Buradaki U V vektör uzayına U ve V’  nin tensör çarpımı denir ve  

' ', , , veu u U v v V K         için  

 ' 'u u v u v u v       

 ' 'u v v u v u v       

   u v u v u v           

özellikleri gerçeklenir. 

2.5.Tanım: 1 1 1 2 2 2: , :T U V T U V  birer lineer tasvir olsun. 

Bu takdirde, 1 1u U  ve 2 2u U için  

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2: , ( ) ( ) ( )U U V V u u T u T u        

şeklinde tanımlanan bir lineer tasvir vardır. Buradaki  ’ ye 1 2ve  T T ’ nin tensör çarpımı 

denir ve 1 2T T    ile gösterilir. 

2.6. Tanım: g , bir K cismi üzerinde tanımlanmış bir vektör uzayı olsun. 

     [ ,  ] :  , ( , ,  ,    , , , )g g g X Y X Y X Y X Y g      
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tasviri aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa g vektör uzayına bir Lie Cebiri denir: 

 

   , ,  , ,    X Y Z g a b K      için 

        

 1)       ,  ,X Y Y X 
 

 

        , 0X X 
 

 

 2)  , , , , , , 0X Y Z Y X X Y        .  

 

2.7. Tanım: A, K cismi üzerinde bir vektör uzayı ve K cisminin elemanları arasında bir 

f: A×A→ A , ((u , v)↦ u.v)  çarpım tasviri tanımlanmış olsun. Eğer, f tasviri aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa, A ’ ya bir K - cebir denir:  

  , ,      u v w A ve K       için  

1)       . .u v u v u v     

2) ( ). . .  .( ) . .u v w u w v w ve w u v wu wv         . 

Eğer, bir :T A A   lineer tasviri ( . ) ( ). ( )T f g T f T g  eşitliğini de sağlarsa T ’ ye bir lineer 

homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir. 

Bir K cebiri (bundan sonra sadece cebir diyeceğiz), genel olarak aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K - vektör uzayı olarak düşünülür:  

                                               

: ,  ( ) .  

: , ( ) . .

A A A a b a b

K A k k I

 

 

   

   

 

Burada I , A ’ nın birim elamanıdır. Bu tasvirler için 

(id ) ( id)   (Ass)

(id )= ( id)      (Uni)

   

   

  

 
                                                                                         (2.1) 

özellikleri geçerlidir. (Ass) aksiyomu,   çarpma tasvirinin asosyatifliğini, (Uni) aksiyomu ise 

(1) ’ in  A ’ nın hem sağ hem de sol birim elamanı olduğunu ifade etmektedir. 

Böylece ortaya çıkan ( , , )A    üçlüsüne bir cebir denir. 

G, bir grup ve K bir cisim olsun. Eğer ( , )A A Map G G K    ve ( , )A Map G K  olduğu 

kabul edilirse, G ’ deki işlemi kullanarak aşağıdaki lineer homomorfizmler tanımlanabilir:  
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∀ ,x y G  için  

: ,  ( ) ( . )A A A f x y f x y       

: ,   ( ) ( ).A K f f e     

Burada ,e  G’ nin birim elamanıdır.  ’ ya cebirin bir ko-çarpması ve   tasvirine de cebirin 

ko-birimi denir.   ve   cebir homomorfizmleri, sırasıyla  ve    tasvirleri için (2.1) de 

verilen (Ass) ve (Uni) özelliklerinin dual olan özelliklerine sahiptir. Yani, 

(id ) ( id)                    (coass)

( id) id (id )   (counit)   

    

     
                                                                     (2.2) 

dır.  

Genel olarak, K cismi üzerindeki bir lineer A  uzayına, yukarıda tanımlanan , ,    K-lineer 

tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kısaca kocebir) ve A  lineer uzayına , , ,       K-lineer 

tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kısaca bicebir) denir. 

 Ek olarak, ,f A x G    için 
1: ,   ( ) ( )S A A Sf x f x  şeklinde tanımlanan ve 

(id ) ( id)S S                                                                                               (2.3)           

özelliğini sağlayan S  cebir antihomomorfizmine ko-ters denir. Böylece, ( , , , , , )A S    

altılısına bir Hopf  cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kısalığı bakımından, bir Hopf 

cebiri için,  ( , , , , , )A S    altılısı yerine A  kullanılacaktır.  

Eğer; A  bir Hopf cebiri ise A A ’ daki çarpma  

deg( )deg( )( )( ) ( 1) ( )Y ZX Y Z W XZ YW                                                                             (2.4) 

şeklinde tanımlanır. Burada  

0, çift dereceden
deg( )

1,   tek dereceden

f
f

f


 


                                                                                           (2.5) 

şeklindedir. Bununla ilgili detaylı açıklamaları bölüm 3.1 de vereceğiz. 

2.8. Tanım: C , bir kocebir olsun. Eğer, bir lineer M  uzayı ve bir lineer 

: M M C    

tasviri için aşağıdaki diyagramlar komütatif ise  ,M   ikilisine bir sağ C komodül denir. 
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Bir sol C  komodül de benzer şekilde tanımlanabilir. 

Bir bimodülün tanımı için aşağıdaki açıklamalara ihtiyaç vardır: 

,B  bir bicebir ve M  de 

: , ( )M MM B M m x mx      

şeklinde tanımlanan yapı dönüşümüyle birlikte bir sağ B modül olsun. Bu durumda,  

  (1) (2)

( )

: ( ) ,

,

M B

M B

y

M B B M B

m x y my xy m x M B









   

      
 

şeklinde tanımlanan yapı dönüşümüyle birlikte, M B  de bir sağ B - modül olur. Burada 

Sweetler’ in (1) (2)( )
u

u u u   tanımından yararlanılmıştır. Buna ek olarak,  

:M M M B     

K - lineer yapı dönüşümü ile birlikte M  bir B - komodül ise, 

(0) (1) (1) (2)

( )( )

:   ( ) ,

( ) ,  

M B

M B

m x

M B M B B

m x m x m x m x M B





    

       
 

şeklinde tanımlanan K - lineer yapı dönüşümüyle birlikte M B  bir B - komodül olur. 

Bu durumda bir bimodülün tanımı şu şekilde verilebilir: 

2.9. Tanım: Eğer M , hem sağ B - modül ve hem de B - komodül olmak üzere aşağıdaki 

koşul sağlanırsa M ’ ye bir B - bimodül denir: 

 M ’ nin bir sağ B - komodül homomorfizmi olması için gerek ve yeter şart M ’ nin 

bir sağ B - modül homomorfizmi olmasıdır.  



 

M  

id   
M C  

M C  

M C C   M C  
id   

M  



 
id  


 



 

M K  
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3. Z3 – DERECELİ KUANTUM 3d SÜPER UZAY ÜZERİNE DİFERANSİYEL 

HESAP 

Bu bölümde, Z3-dereceli kuantum 3d süper uzay üzerindeki polinomların cebirini göz önüne 

alarak bu cebir üzerinde bir dış diferansiyel operatör tanımlayıp Z3-dereceli diferansiyel bir 

cebir elde edeceğiz. 

3.1 Z3 – Dereceli Kuantum 3d Süper Uzay Üzerindeki Polinomların Cebiri 

Çalışmamıza başlamadan önce Z3-dereceli yapı hakkında bilgi verelim. 

t,  Z3- dereceli bir değişken olsun. t  değişkeninin t
3
=0 bağıntısını sağladığını söyleyebiliriz. 

a0, a1, a2 dereceleri sırasıyla 0,2,1 olan sabitler olmak üzere f(t) polinomunu 

2

0 1 2( )f t a a t a t      

şeklinde yazarız. 

Z3 devirli grubu, 1 sayısının küp köklerinin oluşturduğu kompleks düzlemi ile temsil 

edilebilir. 

2

23 , ( 1)
i

j e i


      olsun. Bu durumda 

3 2 21 ve 1 0 ya da 1)j j j j j            dir. 

Z3-dereceli koordinat fonksiyonları A ve B olmak üzere  

 
3

deg( ).deg( ), A B

Z
A B AB j BA   dır. 

Eğer A ve B   j - komütatif ise  

deg( ).deg( )A BAB j BA   dır. 

Z3-dereceli kuantum süper uzayının elemanları olarak , vex y   koordinat fonksiyonlarını 

alalım. Burada vex y   çift,   tek koordinat fonksiyonudur. Bir elemanın çift olması ile 

kastetmek istediğimiz; diğer bütün elemanlar ile komütatif olmasıdır. Tek eleman ise diğer tek 

olan bir eleman ile j - komütatif olmaktadır. 

İlerleyen bölümlerde tanımlayacağımız d dış diferansiyel operatörünü x  ve  ’ ya etki 

ettirdiğimizde sırasıyla Z3-dereceleri 1 ve 2 olan dx  ve d  1-formları elde edilir. dx  ve d  

ifadelerine de d  lineer operatörü etki ettirildiğinde sırasıyla Z3-dereceleri 2 ve 0 olan 
2d x  ve 
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2d   1-formları elde edilir. 

Kuantum 3d süper uzay, ilk defa Manin (1988) tarafından ortaya atılmıştır ve  

2   ,         ,        ,     0x y q y x x q x y q y                                                                                   

bağıntılarını sağlayan, birbiriyle q - komütatif olan sıfırıncı dereceden ,x y  ve birinci 

dereceden    koordinatlarıyla oluşturulmuş bir birleşmeli cebir olarak tanımlanmıştır. Burada 

q  sıfırdan farklı bir kompleks sayıdır. 

Celik (2002a) da yaptığı çalışmada, Manin’  in vurgusundan yola çıkarak  Z3 -dereceli süper 

düzlemi incelemiş ve bu düzlemin diferansiyel geometrisini inşa etmiştir. Bunu yaparken, 

Z2 -dereceli kuantum süper düzlemi genelleştirmek için onun tek olan jeneratörünün 

nilpotentlik derecesini artırmıştır. Biz de 

3   ,         ,        ,     0x y q y x x q x y q y                                                                          (3.1) 

şartlarını sağlayan birleşmeli, birimli bir cebir tanımlayıp çalışmamızı bu yönde ilerleteceğiz. 

3.2 Dış Diferansiyel Operatörü 

Dış diferansiyel d, A ’ nın jeneratörlerini diferansiyellerine dönüştüren bir operatördür: 

:

,    { , , }.

d A dA

a da a x y 



 
 

Bu d dış diferansiyel operatörü, 

 
3 0 (nilpotentlik)d    ve                                                                                                       (3.2)                                                                                                                                                                                  

     deg .deg
. . .

f g
d f g df g j f dg                                                                                            (3.3)                                                                           

Leibniz kuralına sahiptir. 

3.3 Z3 – Dereceli  Diferansiyel Cebir 

Z3-dereceli kuantum süper uzay üzerindeki bir diferansiyel hesabı oluşturmak için ilk olarak 

koordinat fonksiyonları ve onların diferansiyellerini göz önüne alırız ve aralarındaki 

komutasyon bağıntılarının 

x dx Adx x     

11 12x dy B dy x B dx y      
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21 22  y dx B dx y B dy x      

y dy B dy y     

21 22dx C dx C d x                                                                                                            (3.4) 

21 22dy F dy F d y        

11 12x d C d x C dx        

11 12y d F d y F dy        

d C d                                       

şeklinde olduğunu düşünerek ortaya çıkan , , , , ,ij ij ijA B C B C F  katsayılarını buluruz. Bu 

katsayıları bulurken koordinat fonksiyonlarının diferansiyelleri arasında sağlanan komutasyon 

bağıntılarına da ihtiyacımız olacağından , ,K L M  sabitler olmak üzere birinci mertebe 

diferansiyeller arasında  

0dx dx dx    

0dy dy dy    

dx dy K dy dx                                                                                                                   (3.5) 

dx d L d dx                                                                                                                    

dy d M d dy                   

bağıntılarının sağlandığını kabul ederiz. 

Burada                                  , q  veya j  deformasyon parametrelerine 

bağlı olması muhtemel katsayılardır. Bu katsayıları bulmak için Wess-Zumino tarafından 

ortaya atılan yaklaşımı kullanacağız. 

3.4 Wess-Zumino Yaklaşımı 

Wess-Zumino’ nun ortaya attığı yaklaşıma göre, biz (3.1) ile verilen komutasyon bağıntılarına 

soldan d  dış diferansiyel operatörünü etki ettireceğiz ve  uygun olan bağıntılara sağdan dx , 

dy  ve d  ifadelerini vuracağız. 

Başlangıçta (3.1) ile verilen komutasyon bağıntılarına, (3.4) teki bağıntılardan da yararlanarak 

Wess-Zumino yaklaşımını uygulayalım: 
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   0d x y q y x      dan  

0dx y x dy q dy x q y dx           elde edilir. 

Şimdi (3.4) teki ikinci ve üçüncü bağıntıları yukarıdaki denklemde kullanırsak 

 11 12 21 22   0dx y B dy x B dx y q dy x q B dx y B dy x              

veya 

   12 21 11 221 0B q B dx y B q q B dy x           

elde ederiz. Burada dx y ve dy x sıfır olamayacağından, ortaya çıkan katsayılar sıfır, yani, 

12 211 0B q B       ve    11 22 0B q q B                                                                             (3.6a) 

olmalıdır. 

Benzer şekilde, 

  0d y q y        dan  

0dy y d q d y q j dy                 

elde edilir. Bu denklemde de (3.4) teki altıncı ve sekizinci bağıntıları kullanır ve gerekli 

düzenlemeleri yaparsak 

12 211 0F q j F      ve  11 22 0F q q j F    
                                                                        (3.6b)

 

elde ederiz. 

Aynı şekilde,          

  0d x q x       dan 

0dx x d q d x q j dx                 

olup bu denklemde de (3.4) teki beşinci ve yedinci bağıntıları kullanır ve gerekli 

düzenlemeleri yaparsak 

12 211 0C q j C    
  

ve   11 22 0C q q j C    
                                                                     (3.6c)

 

elde ederiz. 

Son olarak, 
3( ) 0d   dan  
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2 2 2(1 ) 0j C j C d        

elde edilir. Buradan da 

2 21 0j C j C      

olduğu görülür.  

Buraya kadar olan kısımda, (3.1) deki bağıntılara d operatörünü uygulayarak bazı denklemler 

elde ettik. Şimdi de (3.1) deki bağıntıları sağdan, onların diferansiyelleri ile işleme tabii 

tutarak başka bazı denklemler elde edeceğiz.  

İlk olarak     0x y q y x dx        dan  

0x y dx q y x dx          

olup burada (3.4) teki birinci ve üçüncü bağıntıları kullandığımızda 

 21 22 0 x B dx y B dy x q A y dx x           

yazarız. Burada (3.4) teki birinci, ikinci ve üçüncü bağıntıları kullandığımızda 

 21 22 21 22 0B x dx y B x dy x q A B dx y B dy x x               

elde ederiz. Elde edilen bu denklemde (3.4) teki birinci ve ikinci bağıntıları kullandığımızda 

 21 22 11 12 21 22 0A B dx x y B B dy x B dx y x q A B dx y x q A B dy x x                     

veya 

21 22 11 22 12 21 22 0q A B dx y x B B dy x x B B dx y x q A B dx y x q A B dy x x                          

elde ederiz. Netice itibariyle, 

22 11 22 22 120        ve          0B B q A B B B                                                                              (3.6d) 

denklemlerine sahip oluruz. 

İkinci olarak, 

  0x y q y x dy       dan 

0x y dy q y x dy        

elde ederiz. (3.4) teki ikinci ve dördüncü bağıntıları kullanarak 

 11 12 0B x dy y q y B dy x B dx y           
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olup (3.4) teki ikinci bağıntıyı tekrar kullandığımızda 

 11 12 11 12 0B B dy x B dx y y q B y dy x q B y dx y              

veya 

 11 12 11 12 21 22 0B B dy x y B B dx y y q B B dy y x q B B dx y B dy x y                     

 elde ederiz. Buradan  

12 12 21 22 120        ve          0B B q B B B B                                                                              (3.6e) 

denklemlerine sahip oluruz. Benzer şekilde 

  0   y q y dy       ve     0y q y d         dan sırasıyla 

22 11 22 22 120        ve          0F F q B F F F     
                                                                          (3.6f) 

12 12 21 22 120        ve          0C F q F F F F           

denklemlerini 

  0   x q x dx       ve     0x q x d        dan da sırasıyla 

22 11 22 22 120        ve          0C C q AC C C     
                                                                       (3.6g)

 

12 12 21 22 120        ve          0C C q C C C C       

denklemlerini elde ederiz. 

Şimdi (3.4) bağıntılarında (3.3) te verilen Leibniz kuralını kullandığımızda ve gerekli 

düzenlemeleri yaptığımızda  

2 2 ( 1)x d x Ad x x j A dx dx         

 2 2 2

11 12 11 12x d y B d y x B d x y j B j K B K dy dx              

 2 2 2

21 22 22 21 1y d x B d x y B d y x j B j K B dy dx              

 2 2 1y d y B d y y j B dy dy         

 2 2 2 2 2 2

21 22 22 21d x j C d x j C d x j C L C j d dx                                                            (3.7) 

 2 2 2 2 2 2

21 22 22 21d y j F d y j F d y j F M F j d dy                  
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 2 2 2 2

11 12 11 12x d C d x C d x j C j L C L d dx                

 2 2 2 2

11 12 11 12y d F d y F d y j F j M F M d dy                

 2 2 2 2d j C d j C j d d              

bağıntılarına ulaşırız.  

Koordinat fonksiyonları ile ikinci mertebe diferansiyeller arasındaki (3.7) komutasyon 

bağıntıları, birinci mertebe diferansiyelleri de içermektedir ve dolayısıyla homojenlik yoktur. 

Onları homojen hale getirmek için birinci mertebe diferansiyellerin katsayılarını sıfıra 

eşitliyoruz. 

Böylelikle aşağıdaki denklemleri elde ederiz: 

21 0    den    j A A j     

11 12 0j B j K B K     
 

22 21 1 0j B j K B     
 

21 0 veyaj B B j       

2

22 21 0j C L C j                                                                                                                 (3.8) 

2

22 21 0j F M F j      

2

11 12 0j C j L C L      

2

11 12 0j F j M F M      

2 0   veya     .j C j C j     

Şimdi (3.5) teki bağıntılara (3.3) te verilen Leibniz kuralını uygulayarak 

2 2 2 2dendx dy K dy dx d x dy j dx d y K d y dx j K dy d x                  

2 2 2 2 2    den    dx d L d dx d x d j dx d L d dx j L d d x                                    (3.9) 

2 2 2 2 2    den    dy d M d dy d y d j dy d M d dy j M d d y                    

denklemlerini elde ederiz. 

(3.6a) daki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki ikinci ve üçüncü denklemleri kullanarak 
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2

22 22 0j q j B j j B j K K         

denklemini elde ederiz. 

Şimdi (3.6) denklemleri üzerine bazı yorumlar getireceğiz. (3.6d) deki ikinci denklemi, yani 

22 12 0B B   denklemi şöyle düşünülebilir: 

1) 12 0B 
 
olabilir. Hal böyle iken 1

21B q , 2

22 1B j  , 2

11B q j  , K q  dur. 

2) 22 0B   olabilir. Hal böyle iken 1 2

21B q j , 2

12 1B j  , 11B q , K q  dur. 

3) 12 22 0B B   olabilir. Hal böyle iken 1

21B q , 11B q  buluruz ki bu durumda (3.8) deki  

ikinci denklemden K q j   ve  üçüncü denklemden 
2K q j   elde ederiz. Bu da 12B  ve 22B ’ 

nin aynı anda sıfır olamayacağını gösterir. 

(3.6c) deki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki beşinci ve yedinci denklemleri 

kullanarak L q j   buluruz. 

(3.6g)  deki ikinci denklemi yani 22 12 0C C 
 
denklemi şöyle düşünülebilir: 

 1) 12 0C  olabilir. Hal böyle iken 1 2

21C q j , 2

22C j j  , 2

11C q j  , L q j   dir. 

 2) 22 0C  olabilir. Hal böyle iken 1

21C q j , 2

12 1C j  , 11C q , L q j   dir.   

 3) 12 22 0  C C  olabilir. Hal böyle iken 1 2

21C q j , 11C q  buluruz ki bu durumda  (3.8) 

daki beşinci denklemden L q  ve yedinci denklemden 
2L q j   elde ederiz. Bu da 12C  ve 

22C ’ nin aynı anda sıfır olamayacağını gösterir. 

(3.6b) deki birinci ve ikinci denklemleri ve (3.8) deki altıncı ve sekizinci denklemleri 

kullanarak M q j   buluruz. 

(3.6f) teki ikinci denklem  yani 22 12 0F F   denklemi de şöyle düşünülebilir: 

1) 12 0F  olabilir. Hal böyle iken 1 2

21F q j , 2

22F j j  , 2

11F q j  , M q j   dir. 

2) 22 0F  olabilir. Hal böyle iken 1

21F q j , 2

12 1F j  , 11F q , M q j   dir.   

3) 12 22 0F F  olabilir. Hal böyle iken 1 2

21F q j , 11F q  buluruz ki bu durumda (3.8) deki 

altıncı denklemden M q  ve sekizinci denklemden 
2M q j  elde ederiz. Bu da 12F  ve 22F ’ 

nin aynı anda sıfır olamayacağını gösterir. 
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Dolayısıyla 22 12 0B B  , 22 12 0C C   , 22 12 0F F   denklemlerini birlikte düşündüğümüzde 8 

farklı seçeneğimiz ortaya çıkmaktadır. 

Biz bunlardan 12 12 120 ,   0 ,  0B C F     olması halini ele alarak devam edeceğiz. Yani, 

katsayıların 

2A j , 
2B j , C j , 1

21B q , 2

22 1B j  , 2

11B q j  , 1 2

21C q j , 

2

22C j j  , 2

11C q j  , 1 2

21F q j , 2

22F j j  , 2

11F q j                                              (3.10) 

şeklinde olduğu durumu devam ettireceğiz. 

Koordinat Fonksiyonları ve Onların Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasındaki Bağıntılar 

 

Koordinat fonksiyonları ve onların birinci mertebe diferansiyelleri arasındaki bağıntılar, (3.4) 

te yukarıda elde edilen katsayıların yerine yazılmasıyla  

2x dx j dx x    

2x dy q j dy x      

1 2( 1)y dx q dx y j dy x                                                                                                          

2y dy j dy y    

1 2 2( )dx q j dx j j d x                                                                                                  (3.11) 

1 2 2( )dy q j dy j j d y             

2x d q j d x             

2y d q j d y          

d j d        

şekline gelir.                                                                         

Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar    

Birinci mertebe diferansiyeller arasında ise 

0dx dx dx    

0dy dy dy    
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dx dy q dy dx     

dx d q j d dx                                                                                                               (3.12)                                                                                                           

dy d q j d dy          

şeklindeki bağıntılar sağlanır. 

Koordinat Fonksiyonları ve İkinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar 

(3.7) bağıntılarının homojen olmasından yola çıkarak koordinat fonksiyonları ve ikinci 

mertebe diferansiyelleri arasındaki bağıntıları 

2 2 2x d x j d x x    

2 2 2x d y q j d y x     

2 1 2 2 2( 1)y d x q d x y j d y x       

2 2 2y d y j d y y    

2 1 2 2(1 )d x q j d x j d x                                                                                                 (3.13) 

2 1 2 2(1 )d y q j d y j d y            

2 2 2x d q j d x      

2 2 2y d q j d y      

2 2d d       

şeklinde elde etmiş oluruz. 

Birinci ve İkinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar 

(3.13) bağıntılarında (3.3) te verilen Leibniz kuralını kullandığımızda birinci ve ikinci 

mertebe diferansiyeller arasındaki bağıntıları 

2 2dx d x j d x dx     

2 2dx d y q j d y dx      

2 1 2 2 2 2( )dy d x q j d x dy j j d y dx       

2 2dy d y j d y dy     
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2 1 2 2(1 )d d x q d x d j d dx                                                                                  (3.14) 

2 1 2 2(1 )d d y q d y d j d dy         

2 2 2dx d q j d dx       

2 2 2dy d q j d dy       

2 2d d d d       

şeklinde elde ederiz. 

İkinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar 

(3.14) bağıntılarında (3.3) te verilen Leibniz kuralını kullandığımızda ikinci mertebe 

diferansiyeller arasındaki bağıntıları 

2 2 2 2d x d y q d y d x                                                                       

2 2 2 2 2d x d q j d d x                                                                                                      (3.15) 

2 2 2 2 2d y d q j d d y      

şeklinde elde ederiz. 
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4. KISMİ TÜREVLERİN CEBİRİ 

Eğer  f ,  ,   ve x y  ’ nın türevlenebilen bir fonksiyonu ise f ’ in birinci mertebe diferansiyeli  

 x ydf dx dy d f                                                                                                    (4.1) 

şeklinde tanımlanır.  f ’ in ikinci mertebe diferansiyeli 

       2 ( )x yd f d dx dy d f       

2 2 2

2 2 2

2

( x x x y x x y x y

y y y x y

d f d x j dx dx j dx dy j dx d d y j dy dx

j dy dy j dy d d j d dx j d dy

j d d



   

 



   

 

                        

                   

 

   



    

 



) f  

olup üçüncü mertebe diferansiyeli sıfır olacağından 

        3 2 2

12 21y x y x y x x yd f d x dy j j j B j B                    

                   2 2

11 22x y x y y x x yd y dx j j j B j B                   … 

              0  

denkleminde (3.10)  daki katsayıları kullandığımızda kısmi türevler arasındaki bağıntıları 

2

x y y xq j       

2

x xq j                                                                                                                          (4.2)

2

y yq j         

şeklinde elde ederiz. 

4.1 Koordinat Fonksiyonları ile Kısmi Türevler Arasındaki Bağıntılar 

Eğer, (4.1) in sol tarafında f  yerine ( )x f  yazar ve (3.11) deki birinci, ikinci ve yedinci 

bağıntılarını kullanırsak 

 d x f dx f x df      

             ( )x ydx f x dx dy d f                                                                                   (4.3) 

             ( )x ydx f x dx x dy x d f            

1 2 2             ( )x ydx f j dx x q j dy x q j d x f                
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elde ederiz. 

Şimdi (4.1) in sağ tarafında x  yerine ( )x f  yazarsak 

    x yd x f dx dy d x f         

            x ydx x dy x d x f                                                                                       (4.4) 

elde ederiz. Sonuçta, (4.3) ve (4.4) teki , vedx dy d   ’ nın karşılaştırılması 

11x xx j x      

2

y yx q j x                                                                                                                          (4.5) 

2x q j x       

bağıntılarını verir. 

Benzer şekilde (4.1) in sol ve sağ taraflarında f  yerine ( )y f  ve ( )f  yazılarak diğer tüm 

bağıntıları elde ederiz. 

Böylece; koordinat fonksiyonları ve kısmi türevler arasındaki bağıntıları  

11x xx j x      

2

y yx q j x      

2x q j x        

2 11 ( 1)y x yy j x j y        

1

x xy q y                                                                                                                          (4.6) 

2y q j y       

   1 2 21 1 1x yj j x j y             

1

x xq     

1

y yq     

şeklinde bulmuş oluruz. 
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4.2 Kısmi Türevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar 

Bu kısımda amacımız, (koordinat fonksiyonlarının) kısmi türev operatörleriyle diferansiyelleri 

arasındaki komutasyon bağıntılarını bulmaktır. O nedenle, Z3-dereceli 3d uzayında,  

elemanların kısmi türev operatörleri ve birinci mertebe diferansiyelleri arasındaki bağıntıların  

1 2 3x x ydx A dx A dy A d            

4 5x x ydy A dy A dx       

1 2y y xdx B dx B dy       

3 4 5y x ydy B dx B dy B d            

1 2 xdx C dx C d                                                                                                           (4.7) 

3 4 ydy C dy C d         

6 7x xd A d A dx         

6 7y yd B d B dy         

5 6 7x yd C dx C dy C d             

şeklinde olduğunu kabul edelim. 

Ayrıca kısmi türev operatörünün tanımından 

 j k i k k

i j lx dx dx                                                                                                               (4.8) 

bağıntısına sahibiz. 

(3.11) deki birinci bağıntıyı kullanarak (4.8) deki formülü kullandığımızda  

 2 0x x dx j dx x      

2 0xdx j dx x     

bağıntısını elde ederiz. 

(4.7) deki birinci bağıntıyı yukarıdaki denklemde kullanarak  

 2

1 2 3 0x ydx j A dx A dy A d x        

 2 2

1 1 10      olup      1 0       veya      dx j A dx j A A j      
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katsayısını buluruz. 

Benzer şekilde (4.8) ile (3.11) deki ikinci bağıntıya x operatörünü uyguladığımızda 

 2 0x x dy q j dy x         den    2 0xdy q j dy x      

elde ederiz. Bu denklemde de (4.7) deki ikinci bağıntıyı kullanırsak  

 2

4 5 0x ydy q j A dy A dx x      

 2 2 1

4 4 40        olup        1 0        veya           dy q j A dy q j A A q j        

katsayısını buluruz. 

Şimdi (3.11) deki üçüncü bağıntıya benzer işlemleri yaparsak 

 1 2 1 0x y dx q dx y j dy x       
 

    den    1 20 1 0x xq dx y j dy x         

elde ederiz. Bu denklemde de (4.7) deki birinci ve ikinci bağıntıları kullanırsak 

    1 2

1 2 3 4 51 0x y x yq A dx A dy A d y j A dy A dx x                

 1 2

2 41 0q A j A     

buluruz. Bu denklemden, 1

4A q j  olduğundan 2 1A j     

katsayısını buluruz. 

(3.11) deki yedinci bağıntıya benzer işlemleri yaparsak 

2( ) 0 x x d q j d x         den   2 0xd q j d x       

elde ederiz. Bu denklemde (4.7) deki yedinci bağıntıyı kullanırsak 

 2

6 7 0xd q j A d A dx x       

 2 2 1

6 6 60       olup        1 0         veya            d q j A d q j A A q j          

katsayısını buluruz. 

Son olarak, (3.11) deki beşinci bağıntıya benzer işlemleri uyguladığımızda 

  1 2 2 0x dx q j dx j j d x         
                  

 1 1 2 0x xq j dx j j d x            
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elde ederiz. Bu denklemde (4.7) deki birinci ve yedinci bağıntıları kullanırsak 

   1 1 2 1 1 2

3 6 3 60      den      0q j A d j j A d q j A j j A           

elde ederiz. Bu bağıntıdan, 1

6  A q j
 
olduğundan 3 1A j 

 
bulunur. 

Benzer şekilde (3.11) deki tüm bağıntılara x , 
y ,   kısmi türevlerini soldan vurursak (4.7) 

bağıntılarındaki tüm katsayılar bulunmuş olur. Katsayıların bulunmuş haliyle (4.7) bağıntıları 

 1 ( 1)x x ydx j dx j dy j d            

1

x xdy q j dy     

y ydx q dx     

( 1)y ydy j dy j d          

dx q j dx                                                                                                                          (4.9) 

dy q j dy       

1

x xd q j d      

1

y yd q j d      

2d j d      

şeklinde yazılır. 

4.3 Kısmi Türevler ile d Dış Diferansiyel Operatörü Arasındaki Bağıntılar 

Bu kısımda, d  dış diferansiyel operatörü ile kısmi türev operatörleri arasındaki bağıntıları 

elde edeceğiz. İlk olarak, y  
kısmi türevi ile d  arasındaki bağıntıyı bulalım. Bunun için d  dış 

diferansiyel operatörünün (4.1) tanımını kullanarak 

( )y y x ydf dx dy d f           

            y x y y ydx dy d f           

elde ederiz. Bu bağıntıda (4.9) daki üçüncü, dördüncü ve sekizinci bağıntıları kullanırsak 

 1  ( 1)y y x y y y ydf q dx j dy j d fq j d                       
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elde ederiz. (4.2) deki birinci ve üçüncü bağıntılardan yararlanarak 

     ( 1)y x y y y y ydf j dx j dy j d d f                    
 

den 
 

y yd j d     

elde ederiz. 

Benzer şekilde x  ve   kısmi türevlerinin d  ile olan bağıntıları bulunur ve bunlar 

x xd j d     

y yd j d                                                                                                                           (4.10) 

2d j d     

şeklindedir. 
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5. CARTAN – MAURER FORMLARI 

Bu bölümde Cartan - Maurer formlarını tanımlayıp gerekli komutasyon bağıntılarını elde 

edeceğiz. 

İlk önce A cebiri üzerine süper Hopf cebir yapısından bahsedelim. Bu kısım, İnekci (2007) 

den alınmıştır. 

x ’ in tersinin mevcut olduğunu kabul edelim. Yani, 

1 1. 1 .x x x x     

şartı sağlansın. Bu durumda, A  cebiri üzerindeki :A A A A    cebir homomorfizminin 

koordinat fonksiyonları üzerine etkisi aşağıdaki gibi verilebilir: 

Δ ( )A x x x   

 A y x y y x                                                                                                               (5.1) 

  1 1A        

Ko-çarpma denen bu tasvir,  

(id ) ( id) A A A A       

şeklindeki ko-assosyatiflik özelliğine sahiptir ve (3.1) bağıntılarını korur. 

:A A   cebir homomorfizminin koordinat fonksiyonlarına etkisi  

( id)  = id = (id )  

( id)  =  = (id )  

A A A A

A A A A AS S

   

  

   

   
 

özellikleri kullanılarak bulunur ki böylece, 

( ) 1,  ( ) 0,  ( ) 0A A Ax y       

elde edilir. Bu tasvire ko-birim denir. 

:AS A A  cebir anti-homomorfizminin koordinat fonksiyonlarına etkisi de 

   A A A A AS id id S        

özelliği kullanılarak bulunur. Böylece,  

     1 1 1  ,       ,  A A AS x x S y x y x S          
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elde edilir. 

Kolayca gösterilebileceği gibi yukarıda verilen A A AS  
 
tasvirleriyle A bir Hopf cebiridir. 

Cartan - Maurer formları A  ko-çarpmasının A cebirinin jeneratörlerine etkisi kullanılarak 

Woronowicz (1989) tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

        ,    1, 2, 3   ,     , , .
k kx x kw d S x k x x y                                                             (5.2) 

Böylece, Cartan - Maurer formlarını 

           1 1     xw d S x d S x x dx S x dx x dx x                  

           yw d S y d S x y y x dx S y dy S x                         

                                                                                 1 1 1dx x yx dy x        

                                                                                
1 1 1dx x y x dy x                             

           1 1 1 1w d S d S d S d S                           

                                                                               ( 1)d d                                                                                       

şeklinde elde ederiz. Sonuç olarak 

1

xw dx x  

1 1 1

yw dx x y x dy x                                                                                                            (5.3) 

w d   

dır. 

5.1 Cartan - Maurer Formları ile Koordinat Fonksiyonları Arasındaki Bağıntılar 

Şimdi Cartan - Maurer formlarının A cebirinin jeneratörleriyle olan bağıntılarını bulalım. 

Bunun için (5.3) bağıntılarından ve cebirin birleşmeli olmasından yararlanacağız: 

 1 1 1

yx w x dx x y x dy x          

          
1 1 1x dx x y x x dy x           

Yukarıdaki denklemde (3.11) deki birinci ve ikinci bağıntıları ve (3.1) deki uygun 
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komutasyon bağıntılarını kullanarak 

 2 1 1 2 1

yx w j dx x x y x q j dy x x            

         
2 1 2 1j dx y x q j dy x x         

          2 1 2 1 1

yj dx y x q j w dx x y x x            

         2 1 2 2 1 1

yq j dx x y q j w x q j dx x y x x            
 

den
 

  2

y yx w q j w x     

elde ederiz. 

Diğer bağıntıları da benzer şekilde bularak aşağıdaki bağıntıları elde ederiz: 

2

x xx w j w x   
 

 2 2 1x x yy w j w y j w x    
 

 2 2

x xw j w j j w       

2

y yx w q j w x     

y yy w q w y     

y yw w                                                                                                                               (5.4) 

2x w q j w x     

2y w q j w y     

w j w      . 

5.2 Cartan - Maurer Formları ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki 

Bağıntılar 

Cartan - Maurer formları ile birinci mertebe diferansiyeller arasındaki bağıntıları bulmak için 

(3.11) ve (5.3) bağıntılarından ve yine cebirin birleşmeli olmasından faydalanacağız. 

Böylece aşağıdaki bağıntıları elde ederiz: 
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2

x xdx w j w dx    

2

x xdy w j w dy    

x xd w j w d     

y ydx w q j w dx     

2

y ydy w q j w dy                                                                                                              (5.5) 

y yd w j w d     

dx w q j w dx      

dy w q j w dy      

d w w d     . 

5.3 Cartan - Maurer Formları ile İkinci Mertebe Diferansiyeller Arasındaki Bağıntılar 

Cartan - Maurer formları ile ikinci mertebe diferansiyeller arasındaki bağıntıları bulmak için 

(3.11), (3.13), (3.14) ve (5.3) bağıntılarından ve yine cebirin birleşmeli olmasından 

faydalanacağız. 

Böylece aşağıdaki bağıntıları elde ederiz: 

2 2

x xd x w j w d x    

2 2

x xd y w j w d y    

2 2

x xd w w d     

2 2

y yd x w q w d x    

2 2

y yd y w q j w d y                                                                                                            (5.6) 

2 2

y yd w w d     

 2 2 2 2d x w q w d x j j dx w         

 2 2 2 2d y w q w d y j j dy w         

2 2d w w d     . 



 

 

29 

5.4 Cartan - Maurer Formları Arasındaki Bağıntılar 

Cartan - Maurer formlarının kendi aralarındaki bağıntıları bulmak için (3.11), (3.12), (5.3) 

bağıntılarından yararlanacağız. Cebirin birleşme özelliğini kullanarak aşağıdaki bağıntıları 

elde ederiz: 

2

x y y xw w j w w    

2

x xw w j w w                                                                                                                 

2

y yw w j w w  
                                                                                                             

(5.7) 

0.x x xw w w  
  

5.5 Cartan - Maurer Formları ile d Dış Diferansiyel Operatörü Arasındaki Bağıntılar 

d  dış diferansiyel operatörünün (3.3) te verilen Leibniz kuralını kullanarak ve (3.11), (3.13), 

(3.14) bağıntılarından yararlanarak d’ nin Cartan - Maurer formları ile olan bağıntılarını 

buluruz: 

2 1

xx xdw d x x j w w      

2 1 2 1 1

y x ydw d y x d x x y x w w                                                                                          (5.8) 

2dw d  . 

(5.8) bağıntılarında (3.3) te verilen Leibniz kuralını bir kez daha kullandığımızda aşağıdaki 

bağıntıları elde ederiz: 

2 0xd w 
 

2 0yd w                                                                                                                                  (5.9) 

2 0d w  . 
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6. Z3 – DERECELİ KUANTUM SÜPER LİE CEBİRİ 

Kuantum süper Lie cebirini elde etmek için d dış diferansiyel operatörünü aşağıdaki formda 

yazalım: 

 x ydf w X w Y w f                                                                                                        (6.1) 

Burada X, Y   Lie cebiri jeneratörleridir. 

Kuantum süper Lie cebirini elde ederken A cebirinin jeneratörlerinin kısmi türevlerinden 

faydalanacağız. 

6.1 Süper Lie Cebir Jeneratörleri ile Koordinat Fonksiyonları Arasındaki Bağıntılar 

Bu kısımda, süper Lie cebir jeneratörleriyle A cebirinin jeneratörleri arasında sağlanan 

komutasyon bağıntılarını bulacağız. 

Önce, süper Lie cebiri jeneratörlerinin kısmi türevlerle aralarındaki bağıntıları bulmamız 

gerekir. Bunun için ilk olarak d’ nin (6.1) tanımını kullanacağız. 

Orada (5.3) formüllerini yazdığımızda 

1 1 1 1( ) ( )df dx x X dx x y x dy x Y d f                                         

  
1 1 1 1)dx x X x y x Y dy x Y d f                         

elde ederiz.
 

Şimdi d’ nin (4.1) tanımını yazalım: 

x y fdf dx dy d         

Bu iki ifadeyi eşitlediğimizde süper Lie cebiri jeneratörlerinin kısmi türevlerle olan 

bağıntılarını  

1 2 1 2, , ( )x yX x X y X X X        
 

yY x                                                                                                                                   (6.2) 

    

şeklinde buluruz. 

Bulduğumuz bu (6.2) bağıntılarıyla (4.6) bağıntılarını birlikte kullanarak süper Lie cebiri 



 

 

31 

jeneratörleriyle koordinat fonksiyonları arasındaki bağıntıları 

2

1 1X x x j x X     

1 1X y y X    

1 1X X   
 

2

2 2X x j x X    

2

2 1X y y j y X y X       

2 2X X     

2Y x q j xY     

2

1Y y x j x X x X                                                                                                                (6.3) 

Y Y       

2x q j x     

2y q j y     

2 21 ( 1)j j X       

şeklinde buluruz. 

6.2 Süper Lie Cebir Yapısı 

Bu bölümde, süper Lie cebiri jeneratörlerinin kendi aralarındaki bağıntıları bularak A 

cebirinin bir Lie cebiri olduğunu göreceğiz. Bunun için ilk olarak, Lie cebir jeneratörleri 

arasındaki bağıntıları bulmamız gerekir. Örnek olarak Y  ile   arasındaki bağıntıyı bulalım:  

 , y yY Y Y x x           

ifadesinde (4.2) ve (4.6) daki üçüncü bağıntıları kullandığımızda 

 , 0Y    

buluruz. 

Benzer şekilde diğer ifadeleri de (4.2) ve (4.6) daki bağıntılardan yararlanarak yazdığımızda 

 1 2, 0X X   



 

 

32 

  2

1 1, ( 1)X Y j Y X Y     

 1, 0X    

 2, 0X    

  2

2 1, ( 1)X Y j Y X Y      

bağıntılarını buluruz.
  

Bu bağıntılardan yararlanarak 

     , , , , , , 0X Y Y X X Y                 
 

olduğu kolayca gösterilir. 

Sonuç olarak elde edilen cebir bir Lie cebiridir. 
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7. SONUÇLAR 

Bu tezde, üç boyutlu Rq (2/1) kuantum süper uzayının Z3-dereceli diferansiyel geometrisi 

üzerine bir çalışma Wess-Zumino tarafından ortaya atılan yaklaşım kullanılarak yapıldı. 

Diferansiyel yapı oluşturulurken koordinat fonksiyonları, onların diferansiyelleri vb. 

arasındaki komutasyon bağıntılarının yanı sıra kısmi türev operatörleri arasında sağlanan 

komutasyon bağıntıları da elde edildi. Sonra, Cartan - Maurer formları bulunup bu formların 

oluşturduğu Z3-dereceli cebir ortaya kondu. Son olarak,  Z3-dereceli süper vektör alanlarının 

Lie cebir yapısı oluşturulmuştur. 
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