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ONSOZ

Tezimin konusunu se¢gmemde bana yardimci olan, gerek ders konusunda, gerekse sosyal
hayatta yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Coskun GULER’e sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim.



OZET

Bu tez ¢alismasinda, Korteweg-de Vries denklemi (KdV) incelenmis ve denklem Lax ve
AKNS metotlar1 kullanilarak elde edilmistir. Ikinci boliimde, KdV denklemi ve denklemin
ozellikleri tanmitilmigtir. KdV denklemi lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel
denklemdir. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢cin Fourier
doniisiimiiniin nonlineer benzeri olan bir metot incelenmistir. Ters sac¢ilma doniigiimii,
nonlineer denklemin ¢6ziimii ile 6zdegerleri orijinal denklemin hareket sabitleri olan bir lineer
0zdeger denklemini iliskilendirmektedir. Orijinal denklemin ¢6ziimii 6zdeger probleminin
potansiyeli yerine ge¢mektedir. Bu sebeple, 6zdeger probleminin sacgilma verisine karsilik
gelen ¢Oziim ve zaman degisimleri hesaplanmistir. Ardindan ters sagilma doniisiimii ile
orijinal denklemin ¢6ziimii elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, the Korteweg-de Vries equation (KdV) is considered, and it is derived by using
the Lax and the AKNS methods. In the second chapter, the KdV equation and some of its
properties are introduced. The KdV equation is a nonlinear partial differential equation. A
method for integrating nonlinear partial diferential equations is discussed which can be
viewed as a nonlinear analogue of the Fourier transform. It involves associating the solution
of the nonlinear equation to a linear eigenvalue equation whose eigenvalues are constants of
the motion for the original equation. The solution of the original equation plays the role of a
potential in the eigenvalue problem. Thus the solution is mapped to scattering data of the
eigenvalue equation and the time evolution of these data is trivially computed. Inverse
scattering techniques are then applied to obtain the solution to the original equation.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler ile ilgili ¢aligmalar basladigindan beri kaydedilen ilerlemenin
tamamina yakimi lineer denklemler iizerine saglanmistir. Bunun en 6nemli nedeni lineer
denklemlerin siiperpozisyon ilkesine uymalaridir. Bu ilkeye gore bir lineer sistemde, sistemin
lineer ¢6ziim kombinasyonlar1 da ayni lineer sistemin ¢oziimiidiir. Bu sebeple, Fourier serileri
ve Fourier doniisiimleri diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerinin agiklanmasi igin

gelistirilmistir.

Lineer diferansiyel denklemler iizerinde yapilan c¢aligmalara ve gelistirmelere karsin,
dogadaki bircok olayin anlagilmasi i¢in yapilan modeller, lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemler icermektedir. Fizigin bir¢ok dallarinda 6rnegin, lineer olmayan optik,
hidrodinamik, kati hal fizigi, plazma fizigi, yiiksek enerji fizigi gibi genis bir alandaki fiziksel
olaylarin incelenmesinde lineer olmayan sistemler karsimiza ¢ikmaktadir. Bu nedenle son
yillarda lineer olmayan sistemlerin tamamen ¢oziilebilirligi fizik¢iler ve matematikeilerin bir

calisma alanimi olusturmaktadir.

Son yillarda lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve bunlarin kesin ¢éziimleri
iizerine yapilan ¢alismalarda 6nemli bir ilerleme saglanmistir. Bu tezde, literatiirde ¢ok iyi
bilinen ve (1+1) boyutta tamamen ¢oziilebilen, lineer olmayan Korteweg-de Vries (KdV)
diferansiyel denklemi ve Fourier doniisiimiiniin nonlineer benzeri olan ters sagilma doniisiimii

ele alinacaktir.

KdV denkleminin ¢ikis noktasi, isko¢ miithendis J.Scott Russell’mn 1834 yilinda gozlemledigi
su dalgalandir. Russell, 1834 yilinda Edinburgh ile Glasgow arasindaki bir kanal boyunca iki
at tarafindan hizla cekilen bir kayigin harekete gecirdigi su dalgalarmi incelemis ve
gdzlemlerini 1844 yilinda ‘Dalgalar Uzerine Rapor’ isimli makalesinde anlatmistir (Russell,
1844). Salimim yapan diger dalga tiirlerinden farkli hareket bicimi nedeniyle yine Russell
tarafindan bunlara "soliter dalga" adi verilmistir. Russell bunlarim nesne pargacig
ozeliklerinden dolay1 kendilerine ait dinamizme sahip olduklarmi diisiiniiyordu. Bilim
adamlar1 O’ndan onlarca yil sonra dalgalarin farkli 6zeliklerini kesfedebilmis, yayilis ve
birbirinden gegis Ozelliklerini fark edebilmislerdir. Salinim yapan diger dalga tiirlerinden
farkli hareket bigimi nedeniyle bu dalgalar bir¢ok bilim adaminin ilgisini ¢ekmistir. Nitekim
Russell’dan sonra 1847 yilinda Stokes (1847) ve 1872 yilinda Boussinesq (1872) gibi birgok
matematik¢i bu dalgalardan bahsetmistir. Bu dalgalarin en onemli o6zelliklerinden biri

carpismalari ve carpismanin ardindan sekillerini korumalaridir. Bu 6zellikleri nedeniyle



Kruskal ve Zabusky (1965) bu dalgalara soliton adini1 vermistir. Soliton kavrami dalgalarin

parcacik gibi hareket ettiklerini ima etmektedir.

Russell’in gozlemlerinden yaklasik 60 yil sonra Hollandali matematik¢i Diederik Johannes
Korteweg ve 6grencisi Gustav de Vries (1895) gozlemlenen olaya bir aciklama getirmek icin
bir model 6ne siirmiislerdir. Literatiirde KdV denklemi olarak bilinen bu model, giiniimiizde
matematiksel fizigin temel denklemlerinden biri olarak bilinmektedir. KdV denklemi c¢ok
farkl1 fiziksek sistemlerde ortaya c¢iktigindan olduk¢a Onemli bir nonlineer kismi tiirevli

diferansiyel denklemdir.

Ters sagilma doniisiimii, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in
kullanilan bir yontemdir. Bu yontem, birgok lineer diferansiyel denklemin ¢oziilmesini
saglayan Fourier doniisiimiiniin nonlineer bir benzeridir. Ters sagilma dontisiimii 1967 yilinda
Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’dan olugan bir ekip tarafindan KdV denkleminin
baslangig-deger problemini ¢ézmek igin gelistirilmistir (Gardner vd., 1967). Ters sacgilma
doniisiimii  gelistirilmeden 6nce KdV denkleminin bilinen tek ¢oziimleri soliter dalga

¢Ozlimleri idi.

Ters sacilma doniisiimii bu tezde anlatilandan cok daha kapsamli bir konudur. Bir boyutlu
periyodik problemlerin bu metot ile ¢oziilebilmesi ters sagilma doniisiimiiniin cebirsel
geometri ve Riemann yiizeyleri ile iliskisini gdstermektedir. Ayrica ters sagilma doniisimii
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesinde kullanilan Biacklund doniisiimleri ile de

baglantilidir.

Sadelik i¢in, bu tez kapsaminda kismi tiirevli diferansiyel denklemleri (1+1) boyutta
sinirlandiracagiz. Buna gore, zamam gosteren bir degisken (t>0) ve xR olan bir degisken

olacaktir.

Asagidaki iki tanim, tezin ilerleyen bdoliimlerinde sikga karsimiza cikacagi i¢in oldukca

Onemlidir.

Tanim 1.1
Bilinmeyen bir u(x,t) denklemi i¢in,
U = K(u) (1.1)

bigimindeki kismi diferansiyel denklem evoliisyon denklemi olarak adlandirilir.



Bu denklemde K(u) yalnizca u ve u’nun x’e bagh degiskenlerini iceren bir ifadedir. Eger bu

ifade lineer degil ise (1.1) denklemi nonlineer evoliisyon denklemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.2.

|X| — o iken ‘R ’de tanimli, siirekli bir u(x,t) fonksiyonu ve x’e bagl tiirevleri sifira gidiyorsa

u fonksiyonuna yeterince hizl bir bigimde azalan fonksiyon denir.



2. KORTEWEG-DE VRIES (KdV) DENKLEMI

2.1 Tarihsel Gelisimi

J. Scott-Russel’in, 1844°de bir kanalda ilerleyen bir dalga ile at sirtinda yaptig1 yaris1 anlatan
‘Dalgalar Uzerine Rapor’u Korteweg-de Vries (KdV) denklemi iizerine yapilan arastirmalarin
ve yayinlanan makalelerin girisinde yer almaktadir. J. Scott-Russel, 1834 yilinda karsilagtigi

olay1 asagidaki gibi ifade etmistir (Russell, 1844):

“Dar bir kanal boyunca iki at tarafindan hizla ¢ekilen bir kayigin hareketini gozlemliyordum.
Kayik aniden durunca kanalda kayigin harekete gecirdigi su ayni sekilde durmadi. Aracin
arkasinda siddetle tahrik edilmis sekilde toplandi sonra aniden araci arkada birakarak biiyiik
bir hizla ileri dogru yuvarlandi. Hareket eden sey yuvarlak diizgiin ve iyi tanimh bir su
timsegi bilyiikk bir soliter yiikselti halini almisti, kanal boyunca yolunu ve bigimini
degistirmeden ve hizin1 azaltmadan ilerliyordu, onu at sirtinda oldugum halde izledim ve
saatte 8-9 millik hizda ilerlemekte iken ona yetistim. Boyu 30 ayak kadar ve yiiksekligi bir
bucuk ayak kadar olan ilk seklini koruyordu. Yiiksekligi yavas yavas azaldi ve bir ya da iki
millik yarigtan sonra onu kanalin kivrimlari arasinda kaybettim, iste bu tekil ve sahane giizel

olayla ilk tanismam 1834’{in Agustos ayinda bdyle oldu.

Hollandali matematikgiler Diederik Johannes Korteweg ve 6grencisi Gustav de Vries 1895
yilinda yayinlanan makalelerinde Scott Russel tarafindan gézlemlenen olaya matematiksel bir
aciklama getirmek i¢in bir model 6ne siirdiiller. Bu model, bugiin KdV denklemi olarak

bilinmektedir (Korteweg ve Vries, 1895).

Uzun yillar boyunca KdV denklemi sakin bir hayat siirdii, ara sira literatiirde ad1 gecti, ara sira
unutuldu. Patlama 1960 yillarinda Gardner ve Morikawa’nin (1960) denklemi c¢arpigmasiz
hidromanyetik dalgalarin incelenmesinde yeniden bir model olarak kesfettikleri zaman oldu,
bu tarihten itibaren KdV denklemi ¢ok ¢esitli fiziksel olaylar tasvir eden bir model denklem
olarak ¢esitli kaliplarda tekrar tekrar ¢ikariliyor.

KdV denkleminin 6nemi, 1965 yilinda Zabusky ve Kruskal’in soliter dalgalarin birbiriyle
olan etkilesimlerini ve baslangi¢ durumlarin1 korumalarini aragtirmasiyla ortaya ¢ikti.
Zabusky ve Kruskal KdV denklemi {izerindeki niimerik arastirmalar sirasinda; carpistiktan
sonra hizlarini ve sekillerini koruyan partikiil benzeri bir davranig gosteren dalgalar buldular.

Bu dalgalara soliton adin1 verdiler (Zabusky ve Kruskal, 1965).



KdV denklemindeki gelismelere karsin, o yillarda lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢éziimii i¢in herhangi bir yontem bulunmamaktaydi. Coziim sadece niimerik
yollarla yapilabilmekte idi. 1967 yilinda Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’dan olugan bir
ekip KdV denklemini ¢6zmek i¢in bugiin literatiirde ters sa¢ilma doniigiimii olarak bilinen bir
metot sundular. Ters sa¢ilma doniisiimii, KdV denklemi ve diger lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin gelistirilmistir (Gardner vd., 1967).

Bugiin KdV denklemine matematiksel fizigin temel denklemlerinden biri olarak bakilabilir
ancak sOhreti sadece buna dayanmamaktadir. Ayni Olciide onemli bir sebep de KdV
denkleminin incelenmesinden ¢ikan matematik yontem ve sonuglardir. Bu ydntem ve
sonuglar, dalga yayilimmin pratik sorunlarindan cebirsel geometrideki daha saf konulara

kadar uygulama alanlar1 bulmugtur (Dubrovin vd., 1978).

Bugiin meshur olan bu denkleme adlarini veren sahislarin kimler oldugu ve nasil bir igbirligi
yapmis olduklar1 da dogal olarak akla gelecek sorulardandir. Diederik Johannes Korteweg
(31.3.1848 — 5.10.1941) Amsterdam Universitesi’nde taninmis bir profesér ve bircok
makalenin yazaridir (Blij, 1978).

Gustav de Vries, Korteweg’in gozetiminde bir doktora tezi yazdi ve bunu 1 Aralik 1884
tarihinde Amsterdam Universitesi’nde sundu. Bu tez Felemenkge idi ve dokuzuncu sayfasinda
bugiin KdV denklemi olarak bilinen denklemi icermekteydi. Oyle goriiliiyor ki Gustav de

Vries bundan sonra kalan hayatinin ¢ogunu bir 6gretmen olarak gegirmis (Demirel, 1984).

Sohret ve popiilerligine ragmen KdV denkleminin bir kanaldaki (uzun) su dalgalarinin
davranisini temsil eden bir model denklem olarak rakipsiz kalmadigini da belirtelim. Bona ve

Mahony (1972) bu konu ile ilgili bagka bir model énermistir (Kruskal, 1975).

KdV denklemi dar ve uzun su kanallarindaki sig su dalgalarinin modellenmesinde
kullanilmaktadir. KdV denklemi ile temsil edilen olaylari sdyle siralamak miimkiindiir: S1g su
dalgalari, plazmalarda Ion-Acoustic dalgalari, elastik ortamlardaki boyuna dalgalar vs.

(Gardner vd., 1967; Wadati vd., 1972; Dubrovin vd., 1976).



2.2 KdV Denkleminin Ozellikleri

KdV denklemi, John Scott Russell’in gozlemlerine karsilik bir model olusturmak amaciyla,
Diederik Johannes Korteweg ve Gustav de Vries tarafindan 1895 yilinda ortaya ¢ikarilmistir.

Bu orijinal hali ile denklem;

2
L A P 1)
or 2\Vh a& 2 3 3 8

bi¢imindeydi. Burada, 7 (x,t) su ylizeyinin denge seviyesinden yiiksekligi, g yercekimi

ivmesi, a sivinin diizgiin hareketi ile ilgili bir katsay1, h suyun derinligi, o ;

O-:lh3_m

2.2
3" g (22)

ile tanimli ikinci bir sabit, T yiizey gerilimi, p ise yogunluktur. Bu denklem iizerinde yapilan

degisken doniisiimleri ile KdV denkleminin standart bigimleri elde edilir. Bu doniisiimlerden

en ¢ok kullanilan bi¢im,

X_—a
Jo
2773

doniistimleri ile elde edilir.
Yapilan diizenlemelerin ardindan (2.1) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir.
u, +6uu, +u,, =0 (2.3)

Literatiirde, (2.3) denklemi KdV denklemi olarak bilinmektedir. KdV denklemi belki de en

basit kismi diferansiyel denklemdir. UU, teriminin varlig1 nedeniyle KdV denklemi lineer
olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Denklemdeki en yiiksek dereceli terim olan U,

ise KdV denkleminin ii¢iincii dereceden bir diferansiyel denklem oldugunu gostermektedir.



Bu denklemde u=u(x,t) iki degiskene bagli bir fonksiyondur. KdV denklemi bir¢ok fiziksel
olayda ortaya c¢ikmasi nedeniyle olduk¢a Onemli bir denklemdir. Denklemdeki terimlerin

ontindeki katsayilarin  Oonemi olmayip gosterim kolayligi i¢in rastgele segilebilir.

u=au',Xx=Dbx',t =ct' déniisiimleri ile denklem asagidaki hali alir:
acu',+6a’bu'u’,+a’b’u’,,..=0 (2.4)
Uygun a,b ve ¢ se¢imleri ile gergek katsayilar bulunabilir.

KdV denklemi ile ilgili olarak bilinmesi gereken bir diger 6nemli konu ise KdV denkleminin

Galile tipi invaryant olmasidir. Bu su anlama gelmektedir; eger u(x,t) bir ¢éziim ise, herhangi
bir c e R igin U(X—6Ct,t)+C de bir ¢éziimdiir. Boylece ¢dziim igin bir parametre ailesi elde

edilmis olur.
Yardmmei Teorem 2.1

KdV denkleminin belli bir baslangi¢ degerinden elde edilecek yeterince hizli bir sekilde

azalan tek bir ¢6ziimii vardir.
Ispat:

u ve v (2.3)’iin iki ¢oziimii ve w = u — v olsun. Degisiklikleri yerine koyarsak denklem

asagidaki hale gelir.
W, +6UW, +6wWv, +W,,, =0

Denklemi w ile carpar ve x’e gore integral alinirsa, integrasyonun ardindan w ve tiim

tiirevlerinin sifira gidecegi géz oniine alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

1 d +00 5 +00 1 5
—— | wdx+6]| (v, ——u, )wdx=0
2dt_'|;) _J;)( X 2 X)

E(t) :% J. wdx ve M= sup|6VX —3UX| <o alrsak  E(t)<E(0)eMolur. E(0)=0

oldugundan E(t)=0 ve bdylece w=0 olur. Boylece her zaman i¢in u=v esitligi elde edilmis

olur.



2.3 Soliton Coziimleri

1965 yilinda Kruskal ve Zabusky tarafindan yapilan niimerik deneyler i¢ ice giren iki soliter
dalganin etkilesimin ardindan sekil bakimindan degismemis iki soliter dalga olarak ¢iktigini
gostermistir. Carpigsmalarda sekillerini koruduklar1 ve etkilesimleri pargacik gibi oldugundan
Kruskal ve Zabusky onlara ‘Soliton’ adint verdiler. Bu isim onlarin pargacik gibi hareket

ettiklerini ima etmektedir (Zabusky ve Kruskal, 1965).

Nonlineer denklemlerin siiperpozisyon ilkesine uymamalarindan dolay1 solitonlar gibi 6zel
cozlimlerin boyle onemli bir hale gelmesi beklenmemistir. Solitonlarin ne oldugunun
matematiksel bir tanimi1 yoktur, tanim genellikle 6zel bir problem kalibinda bir formiil vasitasi

ile yapilir (Miura, 1976).

Burada KdV denkleminin kalic1 tip denen u(x,t) = f(x-ct) formunda siirekli dalga ¢oztimleri
olup olmadigini arastirryoruz. Bunlara gezen veya ilerleyen dalgalar da deniyor. Bu dalgalar,
hareket eden 6zel bir koordinat sisteminden bakildiginda seklini degistirmeyen dalgalardir.

(2.3) denkleminde u(x,t) yerine f(x-ct) konulursa;

f"+off'—cf'=0

lineer olmayan diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde bir kez integral alinir ise
fr+3f*—cf=m

denklemi elde edilir. Burada m keyfi bir sabittir. Bu denklemi de énce f' ile garpar ve

ardindan bir kere daha integral alinir ise
1 2 3 Y 2

—(f)Y +f’ —=f"=2mf =n

2 2

denklemi elde edilir.

Bu denklemde, n integrasyondan elde edilen diger bir keyfi sabittir. Bu esitlik, eliptik
integrallerin kesin ¢6ziimii i¢in kullanilabilir fakat biz yalnizca f(x)’in yeterince hizli bir
bigimde azalarak m ve n sabitlerini sifira gotiiren ¢oziimleri ele alacagiz. Bu g¢oziimlere
‘soliter dalgalar’ adi verilecektir. Boylece diferansiyel denklem f icin dogrudan

integrallenebilir ve sonug asagidaki gibi olur:



u(x,t)=%sec hz[g(x—ct—xo)J (2.5)

Bu asamada asagidaki iki gézlem oldukg¢a 6nemlidir:

1) Soliter dalga ¢6ziimii sadece c>0 dalga hiz1 i¢in mevcuttur, boylece KdV denkleminin her
soliter dalga ¢oziimii saga dogru hareket eder.
i1) Soliter dalganin yayilma hizi dalganin genligi ile orantilidir, bu yiizden biiyiik soliter dalga

kiigtik olandan daha hizli yayilir (Demirel, 1984).
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2.4 Miura Doéniisiimii ve Modifiye Edilmis KdV Denklemi (mKdV)

Miura’nin 1968 yilinda buldugu doniisim KdV denklemi ve ters sagilma doniisiimiiniin
gelisimi agisindan oldukg¢a 6nemlidir. Miura bu doniisiimii, bir sonraki bolimde anlatilacak

olan korunum kanunlari {izerinde ¢aligirken bulmustur (Miura, 1968).

Bugiin Miura doniisiimii olarak bilinen ve kisaca mKdV olarak gosterilen modifiye edilmis

KdV denklemi asagidaki sekildedir:
V, -6V, +V,, =0 (2.6)

Miura’nin KdV ve mKdV denklemlerinin ¢6ziimii ile ilgili yaratic1 doniigiimii ters sacilma
doniisiimiine ilham vermistir. Literatiirde Miura doniisiimii olan bu doniisiime gore, eger v

(2.6)’da gosterilen mKdV denkleminin bir ¢dziimii ise U=—(v>+V,) (2.3)’de gosterilen

KdV denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Eger U=—(V? +V,) olarak alirsak asagidaki denklemi elde ederiz:

Ug +06UU, + Uy, = —(2V+0,)(V, —6VV, +V,,)

Bu denklemde 0, :ai ’dir. Miura dontigiimii ile mKdV denkleminin v(x,t) ¢6ziimi, KdV
X

denklemi i¢in u(x,t) ¢Oziimiinii meydana getirmektedir. Boylece, lineer olmayan KdV
denkleminin ¢dzliimleri nonlineer bir denklemin ¢oziimleri tarafindan dogrulanmaktadir.
Miura doniisiimiiniin tek yonlii isledigini de belirtmekte fayda var. mKdV denkleminin her bir
¢Oziimii Miura doniisiimii ile KAV denkleminin bir ¢6ziimii ile eslenir fakat KdV denkleminin

her ¢6ziimii mKdV denklemi tarafindan elde edilemez (Ablowitz ve Clarkson, 1991).



11

2.5 Korunum Kanunlari

KdV denkleminin en dnemli 6zelliklerinden birisi, sonsuz sayida korunum kanununa sahip
olmasidir. Sonsuz sayidaki korunum kanununun varligi, KdV denkleminin 6zel bir denklem

oldugunun farkl bir gdstergesidir.

Tanim 2.1.

A(X,Lu(x,1))=0 (2.7)
seklindeki 1 + 1 boyutlu bir kismi diferansiyel denklem ile ilgili bir korunum kanunu,

DT, +D,X; =0 (2.8)
formunda olan ve (2.7) denkleminin her ¢6ziimii i¢in saglanan bir denklemdir.

(2.8) denkleminde T;(x,t) ve X;(Xt) tx,u ve unun kismi tiirevlerinden olusan
fonksiyonlardir. Bu denklemde T’ye korunmus yogunluk ve X’e de akis ad1 verilir. D, t’ye
gore, D, ise x’e gore toplam tiirevi gostermektedir. Siirlt bir korunum kanunu yalnizca u ve

onun tiirevlerine bagl olup x ve t’ye bagh degildir. Bu tipteki korunum kanunlar i¢in (2.8)

denkleminde integral alinirsa;
d ~+00

m j T.(x,t)dx =0

olur. Boylece,

+00

[T tdx=c,

oldugu goriilebilir. Burada C; sabittir.

Not: Korunum kanunlarindan olugmayan hareket sabitlerinin olmast miimkiindiir.

Tarihsel agidan bakildiginda, Korteweg ve de Vries (2.1) denklemini korunum bi¢iminde
gostermek i¢in se¢miglerdir. Yakin gegmiste, korunum kanunlari 6n kestirimler ¢ikarmak ve

hareketin integralini elde etmek i¢in kullanilmistir.

KdV denklemi i¢in ilk {i¢ korunum kanunu (2.3) denklemi incelenerek kolaylikla goriilebilir:
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(u) + (3U2 +Ug, )y =0

(U?) +(4u’ +2uu, —u2), =0

1 9 1
U’ —=ul), +(=u*+3u’u, —6uu’ -uu, +—uz), =0
( 2 x)t (2 XX X X7 XXX 2 xx)x
Birinci korunum kanunu, KdV denklemini korunum denklemi seklinde yeniden ifade etmek
icin olusturulmustur. ikinci korunum kanunu, KdV denklemini énce 2u ile carpip, korunum

denklemi seklinde yeniden yazilmas: seklinde elde edilmistir. Ugiincii korunum kanunu ise,
KdV denkleminin énce 3u’-u,, ile carpilip ardindan da tiirevle gerekli diizenlemeler

yapilarak elde edilmistir.

[1k iki korunum kanunu momentum ve enerjinin korunumu ile ilgilidir. Daha az éneme sahip
olan ti¢lincii korunum kanunu ise Whitham (1965) tarafindan bulunmustur. KdV denkleminin
dordiincii ve besinci korunum kanunlarn Kruskal ve Zabusky (1963) tarafindan bulunmustur.

Ardindan KdV denklemi ile ilgili dort korunum kanunu daha bulunmustur.

KdV denklemi ile ilgili korunum kanunlarindaki korunmus yogunluklar, bazi fiziksel
sistemler icin kiitle, momentum ve enerji olarak yorumlanabilir. Buradaki ilk ii¢iliniin
Otesindeki korunmus yogunluklar icin herhangi bir fiziki yoruma sahip olmadig1

goriilmektedir.

KdV denklemi i¢in bulunan korunum kanunlarinin ardindan 1966 yazinda, sadece dokuz adet
polinom korunum kanunu olduguna dair sdylentiler vardi. Miura KdV denklemi ve diger
kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile ilgili korunum kanunlan tizerinde ¢alisirken Boliim
2.4’de aciklanan Miura doniisiimiini bulmustur. Miura doniisiimiiniin bircok 6énemli sonucu
olmakla birlikte en 6nemli olani, KAV ve mKdV denklemlerinin sonsuz sayida korunum
kanununa sahip oldugunu gostermis olmasidir. Miura’nin bulusu KdV denkleminin baslangig

deger probleminin ¢6ziimii i¢in ters sagilma doniisiimiiniin gelistirilmesini saglamistir.

Simdi, KdV denkleminin korunum kanunlari i¢in sonsuz dizi olusumunu saglayan ve 1968
yilinda Miura, Gardner ve Kruskal tarafindan bulunmus olan bir yontemden bahsedecegiz

(Miura vd., 1968).
U=Ww-ew, —&’w’ (2.9)

olarak belirlensin. Bu, Miura doniigiimiiniin genellestirilmesinden baska bir sey degildir.
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Bu doniisiim denklemde yerine konulursa agagidaki esitlik elde edilir.

Uy +6Uu,+U, = (1—&0,—2& W)W, +6(W—&*W* )W, +W,,, )

Bu denklemde 0, :ai’dir. Boylece, KdV denkleminin ¢oziimleri ile yukarida bulunan
X

diferansiyel denklemin sag tarafindaki w ¢ozlimlerini esleyebiliriz. w, yukaridaki denklemin
sag tarafinda verilen kismi diferansiyel denklemin bir ¢dziimi olsun. Bu halde korunum

kanununu asagidaki bicimde ifade edebiliriz:
W, +6(W— &’ W)W, + W, =0 (2.10)

KdV denkleminde & bulunmadigindan KdV denkleminin ¢6ziimii olan u sadece x ve t’ye

baglidir, buna karsin (2.10) denkleminin w ¢6ziimil x,t ve & ’a baghdir. Bu sebeple;
W(X,t8) = W, (x,t)e" (2.11)
n=0

bigiminde bir formal kuvvet serisi bulmaliyiz. (2.10) denklemi korunum kanunu formunda
oldugu i¢in asagidaki esitlikleri yazabiliriz:
+00

j W(X,t; £)dX =sabit,

j W, (X, t)dx =sabit

Her n=0,1,2,... degeri i¢in (2.11) denklemini (2.9) denkleminde yerine koyar ve &

katsayilarimi esitlersek asagidaki denklemleri elde ederiz:

Wo =U, (2.12.a)
Wi =Wy x =Ux, (2.12.b)
Wy =W, + Wy = Uy, +U°, (2.12.c)
Wy =W, +2WyW, = Uy, +4uly, (2.12.d)

W, =Wy )+ 2Wg W, + W, = Uy, +6UUL, +5U; +2U°, (2.12.¢)
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Bu sekilde KdV denklemi i¢in sonsuz korunum kanunu elde edilmis olunur. & un her bir
kuvvetinin katsayilari KAV denklemi i¢in birer korunum kanunudur. Bu denklemlere karsilik
gelen korunum kanunu (2.12) denklemlerini (2.10) denkleminde yerine koyarak elde

edilebilir.
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3. TERS SACILMA DONUSUMU

3.1 Tarihsel Gelisimi

Ters sacilma doniisiimii, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in
kullanilan bir yontemdir. Bu yontem, bircok lineer diferansiyel denklemin c¢oziilmesini

saglayan Fourier doniistimiiniin nonlineer bir benzeridir.

Bu boliimde ters sagilma doniiglimiiniin tarihsel gelisimi, nasil ve kimler tarafindan
gelistirildigi ve hangi tipteki denklemlere uygulanabilecegi anlatilacaktir. Ayrica bu boliimde,

KdV denkleminin ¢6ziimiiniin taslagi agiklanacaktir.

Ters sa¢ilma doniisiimiiniin ortaya ¢ikis siirecinde ilk olarak Bolim 2.4°de agikladigimiz
Miura doniisiimil etkili olmustur. Miura buldugu yaraticti doniisiim ile ters sacilma
doniisiimiine ilham vermistir. Ardindan Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’dan olusan ekip
Miura doniistimiinden esinlenerek, KdV denklemi ile zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemini iligskilendirecek bir metot gelistirmislerdir. Bu metot ters sagilma metodu olarak

bilinmektedir (Gardner vd., 1967,1974).

Peter Lax, ters sacilma metodunu daha genel bir caligma haline getirmis ve ters sacilma
metodu yardimi ile ¢oziilebilen denklemler olusturulmasini saglayan genel bir ilke sunmustur

(Lax, 1968).

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur ters sagilma metodunu bugiin bilinen son sekline
getirmiglerdir. Lineer evoliisyon denklemlerinin baglangi¢c deger problemlerinin ¢oziimiinde
kullanilan Fourier doniisiimii ile nonlineer evoliisyon denklemlerinin ¢dziimiinde kullanilan
ters sacilma metodu arasindaki benzerlik nedeniyle ters sagilma teknigini Ters Sacilma

Dontistimii olarak adlandirmiglardir (Ablowitz vd., 1973).
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3.2 Ters Sagcilma Metodu

1967 yilinda Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’dan olusan ekip, KdV denklemi baslangi¢
deger probleminin kesin ¢oziimii i¢in bir yontem gelistirdi (Gardner vd., 1967,1974). Bu
caligma yapilana kadar KdV denkleminin bilinen tek ¢éziimleri soliter dalga ¢oziimleri idi.

Yapilan ¢alismada hedef;
u(x,0)=f(x)

baslangi¢ kosulu altinda, (x,t): x€R, t>0 i¢in (2.3)’de gosterilen KdV denklemini ¢6zmektir.

Yine, yalnizca yeteri kadar hizli bir sekilde azalan baslangi¢ degerlerinin goz 6ntine alindigini

belirtelim. Yani, X|—>oo iken f(x) yeterince hizli bir sekilde azalan fonksiyondur. KdV

denkleminin ¢éziimi i¢in temel fikir, denklemi zamandan bagimsiz Schrodinger sacilma

problemi ile iligkilendirmektir. Bu denklem;
Lv =V, +u(x,t)v=Av (3.2)

formundadir. Bu denklemleri iliskilendirmek icin Bolim 2.4’de aciklanan Miura
doniisiimiinden yola ¢ikilmistir. Miura doniisiimii KdV denklemi ile mKdV denkleminin

¢Ozlimlerini iliskilendiren bir doniisiim idi.

Eger U(x,t)

U,-6U%U, +U,, =0 (3.3)
mKdV denkleminin bir ¢6ziimii ise,

u=-U?+U,) (3.4)
(2.3)’de gosterilen KdV denkleminin bir ¢oziimiidiir.

(3.4) denklemi Ricatti tipi diferansiyel denklem olup bunu lineerlestirmek i¢in ¢ok iyi bir

yontem vardir. Bu yonteme gore, U =—%* doniislimil yapilirsa,
Vv

V,, +uv=0 (3.5

esitligi elde edilir. KdV denklemi Galile tipi invaryant oldugu i¢in
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(X, tu(x,t)) > (x—ct,t,u(x,t)+%c)

doniisimii altinda da invaryanttir. Bu doniisiimde c¢ sabit olup doniisiimiin ardindan (3.2)
denklemi yerine (3.5) denklemi g6z Oniine alinabilir. (3.5) denkleminde t parametre olup
u(x,t) ise potansiyeldir. (3.2) denkleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari, u(x,t) potansiyeline

gore S(A,t) sacilma verisini olusturmaktadir. Burada sagilma problemi, u(x,t) potansiyelini

sacilma verisi ile iligkilendirmektir. Ters sacilma problemi ise, u(x,t) potansiyelini sacilma

verisinden yeniden olusturmaktir.

(3.2) denkleminin zaman degisimi,

Vi = (y +Uy V—(44+2U)Vy (3.6)
ile gosterilebilir Burada Akeyfi bir sabittir. 4 =0 varsaymm ile (3.2) ve (3.6)
denklemlerinden asagidaki esitlikler elde edilir:

Vi =[(7 +Ux ) (A —U) + Uy, +6uu, v — (44 +2U)(A —U)Vy (3.7a)
Vyut =[(A=U)( +Uy) = U V= (4 —U)(44 +2U)Vy (3.7b)

Bu denklemlerden goriilebilecegi gibi, (3.2) ve (3.6) denklemleri ancak ve ancak u(x,t) KdV

denkleminin bir ¢dziimii ise uyumludur (6rnegin Vi, =V, ). Benzer sekilde, eger KdV
denklemi saglaniyorsa, 6zdegerler zamandan bagimsiz (%ZO) olmak zorundadir (Ablowitz

ve Clarkson, 1991).

KdV denkleminin ¢6zliim asamalar1 asagidaki gibidir:

1. Sacgilma problemi: t=0 aninda, verilen u(x,0) degeri i¢in sagilma problemini ¢dzeriz. (3.2)

Schrédinger denkleminin spektrumu sonlu sayida ayrik 6zdegerden olusmaktadir, A >0
icin A=«’, n=1,2,...N, ve A<0 igin A=-k’Bu ozdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlar hesaplanabilir ve bunlarin asimptotik davraniglar1 asagidaki gibidir:

0< A=k igin,

+o0

j vidx =1, (3.82)

ile
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X — oo iken, Vv, (X,t) ~ ¢, (t)exp(—x,X) (3.8b)
ve 0> 1 =-k? i¢in,

X — oo iken, V(X,t) ~e ™™ +r(k,t)e™, (3.9a)
X — —oo iken, v(x,t) ~ a(k,t)e ™ (3.9b)
Bu denklemlerde r(k,t) ve a(k,t) yansima ve iletim katsayilar1 olarak bilinirler.

Boylece, t=0 aninda sagilma verisi asagidaki gibi elde edilir;

N

S(1,0)= {(Kn,Cn(O))n:I r(k,0), a(k,O)}

2. Zaman degisimi: (3.6) denkleminden sac¢ilma verisinin zaman degisimini belirleyebiliriz.

Bu, asagidaki gibi gosterilebilir;

K, =sabit, n=1,2,...N (3.10a)
¢, (t) =C,(0)exp(4xt), n=12,....N (3.10b)
ack,t)y=a(k,0), (3.10¢)
r(k,t) = r(k,0)exp(8ik’t), (3.10d)

Boylece, t aninda sagilma verisi agagidaki gibi elde edilir;

N

S(At) = {(K‘n,Cn o), r(k,t),a(k,t)}

3. Ters sagilma problemi: t=0 anindaki sagilma verisi bilinirse bunun zaman degisimini
belirlemek miimkiindiir. u(x,0) baslangic kosulu S(0)’1 verir ve t>0 i¢in biitiin S(t)
degerlerini bulabiliriz. Boylece, KdV denkleminin baglangi¢ deger problemini ¢6zmemiz
icin yapilmas1 gereken, (3.2) denklemindeki u(x,t) potansiyelini elde etmek icin S(t)
sagilma verisini ters ¢evirmektir. Burada bilinmesi gereken, Schrodinger denkleminde t
degiskenin sadece bir parametre olup, sagilma verisinin KdV denkleminde t’ye gore
degistigidir. S(t) sacilma verisinden u(x,t) potansiyelinin bulunmasi, Schrédinger
denklemi igin ters sacilma problemi olarak adlandirilir. Bu, Gel’fand-Levitan-Marchenko

olarak bilinen bir lineer diferansiyel denklem icerir (Ablowitz ve Clarkson, 1991).

Ters sacilma doniisiimii i¢cin kullanacagimiz metot: KdV denkleminin u ¢oziimii ile,
baslangic sacilma verisi ve zaman degisimini belirleyebilecegimiz Schrodinger
denkleminin potansiyelini esleriz. Ardindan, Schrédinger denkleminin sagilma verilerini

veren u(x,t) potansiyelini bulmak i¢in ayni1 islemi tersine yapariz.
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Metodun ise yaramasinin temel sebebi, sacilma verisinin zaman degisiminin kolaylikla
belirlenebilmesidir. Bunun gerg¢eklesme sebebi, u sifira yaklagirken sagilma verisinin |X| —
olarak tamimlanmasidir. Boylelikle problem, sagilma verisinin zaman degisimi i¢in lineer adi
diferansiyel denklemin ve t’nin yalnizca parametre oldugu lineer integral denkleminin
¢oziilmesi problemine indirgenmis olur. Sonuclar asagidaki gibi 6zetlenebilir. Oncelikle,

(3.10) denklemlerinde gosterilen sagilma verisi kullanilarak,

N ~+00 )
F(x,t)= Zcﬁ(t)exp(—rcnx)+2L j r(k,t)e™dk (3.11)
n=1 T =%
denklemi elde edilir. Ardindan,
+00
KX, y;t)+F (X, y;t) + j KX, z;t)F(z+y;t)dz=0 (3.12)
X

denklemi ¢oziiliir. Bu denklem Gel’fand-Levitan-Marchenko tipi diferansiyel denklem olarak

bilinir. Son olarak ise
0
u(x,t)=2&[K(x,x;t)] (3.13)

esitligi yardimi ile u(x,t) potansiyeli belirlenir.

Bu metot bircok agidan lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan Fourier
doniisiimiine benzemektedir. Ters sacilma donilisimii sematik olarak asagidaki gibi

gosterilebilir;

u(x,0) sacilma »S(1,0) = {(Kn,cn )", r(k,0),a(k, 0)}
l w(k): dagilim iliskisi

U(X,t)ters sagilma ¢ S(A,t) = {(Kn ,Cy (t))ril ,r(k,t), a(k,t)}
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3.3 Lax Genellestirmesi

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’nin KdV denklemi i¢in baslangi¢c deger probleminin ters
sacilma doniisiimii ile coziilebilecegini gostermelerinin ardindan Peter Lax, ters sagilma
metodu yardimi ile ¢oziilebilen integrallenebilir nonlineer evoliisyon denklemleri olusmasin
saglayan bir yontem gelistirdi. Lax, KdV denklemi ve Schrodinger operatdriinde oldugu gibi,
nonlineer evoliisyon denklemlerinin lineer operatorler ile iliskilendirilmesini ve bdylece lineer
operatorlerin 6zdegerlerinin nonlineer denklemin hareket sabitleri olmasini saglayan genel bir

ilke sundu (Lax, 1968).

L ve M ile gosterilen iki operatorii géz oniine alalim. L spektral problemin operatorii ve M

ise,
Lv=Av (3.13a)
v, =Mv (3.13b)

denklemlerindeki 6zfonksiyonlarin zaman degigsimini belirleyen operatdr olsun. (3.13a)

denkleminde kismi tiirev (%) uygulanirsa,

Lv+Ly, =AV+ Ay,
esitligi elde edilir. (3.13b) denklemi de kullanilarak,

Lv+LMv=Av+AMv
=AV+MAv
=AV+MLv

esitligi elde edilir. Bu esitlikler diizenlenirse,
L +[L,M]=0 (3.14)
elde edilir. Bu denklemde, [L,M]=LM-ML olarak belirlenmistir.

v(x,t) 6zfonksiyonlarinin ¢oziimii ancak ve ancak 4, =0 olmasi durumunda mevcuttur. (3.14)

denklemi Lax denklemi olarak bilinir ve uygun L ve M secimleri i¢in nonlineer evoliisyon

denklemi igerir. Ornegin,
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82
= 3.15
ox*+u’ (3.152)
0
M :=(y+ux)—(4l+2u)& (3.15b)

olarak belirlenirse L ve M (3.14) denklemini, u ise U, +6uu, +U,, =0 KdV denklemini

saglar.

Bu sebeple, KdV denklemi (3.15) denklemlerindeki gibi belirlenen iki lineer operatdr igin
uygunluk kosulu olarak diisiiniilebilir. Eger nonlineer kismi bir diferansiyel denklem, L ve M
gibi iki operator i¢in uygunluk kosulu olarak olusuyorsa, (3.14) denklemine kismi diferansiyel
denklemin Lax gosterimi, L ve M operatorlerine ise Lax ¢ifti ad1 verilir. Bu yaklagimin en
o6nemli sorunu, verilen bir kismi diferansiyel denklemin Lax goOsterimine sahip olup
olmadigin anlamak i¢in sistematik bir yontem olmamasi ve eger var ise denklem ile iligkili L

ve M operatdrlerinin nasil belirlenecegidir (Lax, 1968).
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3.4 Nonlineer Schriodinger Denklemi

Gardner, Greene, Kruskal ve Miura’nin ters sa¢ilma metodu ile KdV denklemi i¢in baslangi¢
deger probleminin ¢oziilebilecegini gostermelerinin ardindan akla gelen ilk diisiince, ters
sacilma metodunun fiziksel anlamda oOnemli diger nonlineer evoliisyon denklemlerine

uygulanabilip uygulanamayacagi idi (Gardner vd., 1967, 1974).

1972 yilinda, Zakharov ve Shabat asagidaki nonlineer Schrodinger denklemi {izerinde

caligtilar (Zakharov ve Shabat, 1972):
iUg +Uyy +xUU" =0 (3.16)

Denklemde * karmagik eslenigi gostermekte olup, k¥ ise lineer sagilma problemine ait bir
sabittir. Bu denklem, diizlemsel monokromatik bir dalganin enine kararsizligini tanimlar.
Lineer Schrodinger denkleminden farkli olarak, soliton ¢oziimii vardir ve bu sebeple de bir
dalga grubu kavramina sahiptir. Denklem, dalga grubunu parcalama egilimli lineer
dispersiyon ile dalganin kendi kendine etkilesiminden olusan odaklama etkisi arasindaki bir

dengeyi gosterir.

Zakharov ve Shabat (1972) bu denklem igin bir Lax ¢ifti buldu ve bunun ters sagilma
doniisiimii ile kolaylikla ¢oziilebilecegini gosterdi. Bu bulus, ters sagilma metodu ile

¢oziilebilen ikinci nonlineer evoliisyon denklemi olmasi nedeniyle olduk¢a 6nemlidir.

Not: Goriilebilecegi gibi, lineer ve nonlineer Schrodinger denklemleri arasinda bir baglanti
yoktur. Ilki, nonlineer KdV evoliisyon denklemi ile iliskili lineer dzdeger problemi olup
ikincisi ise farkli bir lineer 6zdeger problemi ile iliskili, ters sacilma ile ¢oziilebilen bir

nonlineer evoliisyon denklemidir.

Zakharov ve Shabat aslinda NLS denkleminin daha genel bir versiyonunu géz 6niine aldilar.
Bulduklar1 Lax ¢ifti asagidaki 2x2°lik matrislerden olusan diferansiyel operatorlerden

meydana gelmektedir:

{1+k 0 Yo 0 u
_ o 3.17
L '( 0 l—k]axJ{u o] (G.172)
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—iuu® u*
(1 0)6° X
M =ik O | 1Hk (3.17b)
0 1)ox iuu®
_u)( —_
1-k
Bu tercihlerin yani1 sira x = % olarak belirlenirse,
L +[L,M]=0 (3.18)

esitligi elde edilir. Lax denkleminin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul u(x,t) fonksiyonunun
(3.16) nonlineer Scrodinger denklemini saglamasidir. Zakharov ve Shabat (3.17)’daki L ve M
secimleri ile, u(x,0)=f(x) baslangi¢c kosulu altinda (3.16) Schrodinger denklemini ¢6zmeyi
basardilar.
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3.5 Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) Metodu

Bu boliimde, Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur tarafindan bulunan bir metot anlatilacaktir. Bu
metot, ters sagilma doniigiimii ile ¢oziilebilen kismi diferansiyel denklemler olusturmak igin
kullanilan metotlardan biridir. Genel olarak, ters sagilma verisi 6zel bir 6zdeger problemine
doniistiiriilebilirse ilgili evoliisyon denkleminin ¢oziilebildigi sdylenebilir (Ablowitz vd.,

1973, 1974).

Zakharov ve Shabat’in (1972) nonlineer Schrodinger denklemi iizerine yaptiklari caligmalarin
hemen ardindan, Wadati 1972 yilinda Modifiye KdV denklemi iizerine ¢caligmalar yapti ve bu
denklemin ¢6ziim metodunu sundu. 1973 yilinda ise, Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur’dan
(1973) olusan ekip Zakharov ve Shabat’in ters sa¢ilma metodundan yola ¢ikarak bu

doniigtimii
Uy =sin(U) (3.19)
Sine-Gordon denkleminde uygulayarak bu denklemi ¢ézmiislerdir.

1973-1974 yillar1 arasinda, Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur ters sacilma metodu ile hangi
onemli fiziksel denklemlerin baslangic deger problemlerinin ¢oziilebilecegini gosteren bir
yontem sunmuslardir. Lineer evoliisyon denklemlerinin baglangic deger problemlerinin
¢Oziimiinde kullanilan Fourier doniisiimii ile nonlineer evoliisyon denklemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilan ters sacilma metodu arasindaki benzerlik nedeniyle ters sagilma teknigini Ters

Sagilma Doniisiimii olarak adlandirmislardir (Ablowitz vd., 1973, 1974).

Asagidaki iki lineer denklemi g6z 6niine alalim:
v, = XV (3.20a)
v, =Tv (3.20b)

Bu denklemlerde, v n-boyutlu bir vektér, X ve T ise nxn boyutlu matrislerdir. Bu

denklemlerin uyumlu olmalar1 i¢in V,; =V,, olmalidir. Eger bu esitlik saglaniyor ise X ve T

matrisleri i¢in;
X -T+[X,T]=0 (3.21)

esitligi saglanmalidir. (3.21) denklemi ile (3.14) Lax denklemi benzer olmakla birlikte, (3.20)
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denklemleri Lv= AV esitliginin daha genel bir halidir.
Ornek olarak,

Vi ==KV, +g(x,t)v, (3.22a)
V, =1k, +r(x, )y, (3.22b)

denklemleri ile verilen sagilma problemi [(1.9.2a) denkleminin daha genel bir hali] ile

Vi = AV, + BV, (3.23a)
V,, =CV, + DV, (3.23b)

denklemleri ile verilen en genel zaman bagimliligini goz 6niine alalim. Bu denklemlerdeki A,
B, C ve D q(x,b), r(x,t) ve k degiskenlerine bagl skaler fonksiyonlar olup (V,V,)’den

bagimsizdirlar. Oncelikle, (3.20) denklemlerinde

—ik
(7
r ik
A B
T-=
C D
olarak belirlenir. Eger, (3.23) denklemlerinin sag tarafinda x degiskenine bagh tiirev var ise

(3.22) denklemleri kullanilarak bunlar sadelestirilebilir.

Ayrica, r=-1 ise, (3.22) denklemleri,

Vy o + (K2 +Q)V, (3.24)

sekline doniisiir. (3.24) denkleminde k* =-A4 olarak secilirse bu denklem (3.2)’de gosterilen

Schrodinger sacilma problemine es hale gelir. Ablowitz-Kaup-Newell-Segur metodunda r=-1
veya r=—q" se¢imleri ile, fiziksel olarak ¢ok 6nemli nonlineer evoliisyon denklemlerinin

elde edilmesi oldukga ilgingtir.

AKNS metodu, (3.21) denklem formati ile agiklanabilen nonlineer evoliisyon denklemleri

bulunmasini saglamaktadir. (3.21) ve (3.22) denklemlerinin uygunluk kosulu, j=1,2 icin

Vj,xt =Vj,tx
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esitliginin saglanmasidir. Bu esitligi ve k 6zdegerinin zamandan bagimsiz (Z—I: =0) oldugu
g0z Oniine alinirsa A, B, C ve D’nin saglamas1 gereken kosullar ortaya ¢ikar. Boylece,

Vi = —ikvl,t + 0V, + 0V,
=—ik(Av, + BV,) + Vv, +q(Cv, + Dv,)

Vi = AV, + AV, +B,v, +BY,
= AV, + A=k, +qv,) + BV, + B(ikv, +rv,)

esitlikleri elde edilir. V, ve V, katsayilari esitlenirse,
A =qC-rB (3.25a)
B, +2ikB=(; —(A-D)q (3.25b)

elde edilir. Benzer sekilde,

Vst = ikvz,t RV 1V
=ik(Cv, + Dv,) + RV, +r(Av, + BV,)

Vz,tx =C,\V, + CVl,x +D,V, + DVz,x
=C,V, +C(-ikv, +qV,)+ DV, + D(ikv, +rV,)

denklemleri elde edilir. Yine katsayilar esitlenirse,
C,—2ikC =1 +(A-D)r (3.26a)
(=D)y=qC-rB (3.26b)

kosullar1 elde edilir. (3.25a) ve (3.26b) kosullarindan D=-A olarak kabul edebiliriz. Boylece,

A, B ve C’nin saglamasi gereken uygunluk kosullarini asagidaki gibi belirleyebiliriz:
A =qC-rB (3.27a)
B, +2ikB =0, —2Aq (3.27b)

C, —2ikC =T +2Ar (3.27¢)
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Bu kosullarin bulunmasindan sonra, (3.22) ve (3.23) denklem sistemlerini uyumlu hale
getiren A, B ve C’yi bulabiliriz. Genel olarak, bunlar1 bulmak i¢in r veya q iizerinde baska bir
kosul belirlenmesi gereklidir. k 6zdegeri bagimsiz bir parametre oldugundan dolay1, A, B ve

C’yi sonlu kuvvet serilerine acarak ¢oziilebilir evoliisyon denklemleri elde edebiliriz.

=0

A=Zn:Ajkj,B=Zn:Bjkj,C=Zn:Cjkj (3.28)
=0 j=0

(3.28) esitliklerini (3.27) denklemlerinde yerine koyar ve k katsayilar1 esitlenirse, 3n+5

denklem elde edilir. 3n+3 bilinmeyen (Aj,BJ-,C i»1=0,1,..n) oldugu i¢in bilinmeyenlere

ilave olarak, r ve q i¢in iki tane evoliisyon denklemi elde edilir (Ablowitz ve Clarkson, 1991).
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3.6 Ters Sacilma Déniisiimii ile Tlgili Uygulamalar

ORNEK 3.1 n=2

A, B ve C asagidaki gibi ikinci dereceden polinomlar olsun.

A=Ak>+Ak'A (3.29a)
B=B,k*+Bk'B, (3.29b)
C=C,k*+Ck'C, (3.29¢)

(3.29) denklemlerini (3.27)’da yerine koyar ve ardindan k degiskeninin katsayilarin esitleriz.
k® katsayilari esitlenirse, B, =C, elde edilir.

k* katsayilar esitlenirse, A, =a, sabit, B, =iaqg, C, =iar, elde edilir.

k' katsayilari esitlenirse, A =D, sabit, sadelik i¢in b=0 (b sifirdan farkli ise daha genel

evoliisyon denklemi elde edilir) segilirse, B, = —%aqX ve C, = %arX elde edilir.
k® katsayilari esitlenirse, A, :%arq +cC elde edilir. burada c sabit olmakla birlikte sadelik
icin ¢=0 segilirse;

—%aqxX =, —aq’r, (3.30a)

%arXX =1, +aqr’ (3.30b)

evoliisyon denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde, r=+q" ve a=2i olarak belirlenirse,

i0; =0Oxx +2979"

nonlineer Schrédinger denklemi elde edilir. Ozetlenirse, (3.22) sacilma problemi ve bununla

iligkili (3.23) zaman denklemleri ile, (3.27) uygunluk kosullar1 saglanmaktadir. Bu 6rnekte,

r =—q" olarak belirlenirse,
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A=2ik* +iqq" (3.32a)
B =2qk +iq, (3.32b)
C=+2q'k tiq, (3.32¢)

esitlikleri elde edilir ve bu esitlikler (3.27) uygunluk kosullarmi saglarken q(x,t) ise (3.31)

Nonlineer Scrodinger esitligini saglamaktadir.

ORNEK 3.2 (n=3)

A, B ve C ii¢lincii derece polinomlar olsun. Bunlar (3.27)’da yerine koyarsak;

A=a3k3+a2k2+%(a3qr+a1)k+%a2qr—%ia3(qrx—rqx)+a0 (3.33a)
NP 1 . 1 1. 5

B =ia,qk +(|a2q—5a3qx)k +[|a1q—5a2qX +Z|a3(2q r—0y)] (3.33b)
. 1 . 1 1. )

C =ia,rk” +(ia,r +§a3rx)k +[|a1r+5a2rx+zla3(2r q—ry)] (3.33¢)

Bu denklemlerde a,,a,,8, ve &, sabitler olmak iizere, q(x,t) ve r(x,t) asagidaki evoliisyon

denklemlerini saglar;

1. 1 .
qt +Z|a3 (qxxx _6qrqx) +5a2 (qxx - 2q2|’) - Iaqu - 2an =0 (3343)

r, Jriia3(rxXX —6qrrx)—%a2(rXX —2qr2)—ia1rx +2a,r=0 (3.34b)

a,,a,,3, ve 4, sabitlerinin 6zel secimleri ile, fiziksel olarak ilging evoliisyon denklemleri

elde edilir.
a,=a =a, =0,a, =—4i ve r=-1 segilirse KdV denklemi
0 +600, + 0y =0

elde edilir.
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a, =8, =4, =0,a8; =—4i ve r=q secilirse mKdV denklemi

G _6q2qx + Oox = 0

elde edilir.

a,=a,=a,=0,a, =-2i ve r=—q" secildiginde ise nonlineer Scrodinger denklemi
i = Oxx £20°0"

elde edilir.

ORNEK 3.3 (n=-1)

A a(x,t)’ B b(x,t)’ Co c(x,t) (3.35)
k k k
olarak verilsin. (3.27) uygunluk kosullari,
1
ay ZE(qr)t, (3.36a)
q,, =—4iaq, (3.36b)
I, =—4iar (3.36¢)
olmasi durumunda saglanir. Bu 6rnekteki 6zel durumlar;
(@)
1.
azzlcosu (3.37a)
1. .
szzzlsmu (3.37b)
1
q=-r=——u, (3.37¢)

2

olarak segilmesi durumunda, u Sine-Gordon denklemini (U, =sinu ) saglar.
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(i)
1.
a :ZI coshu (3.37a)
1. .
szzzlsmhu (3.37b)
1
q:rZEUX (3.37¢)

olarak segilmesi durumunda, u Sinh-Gordon denklemini (U, =sinhu ) saglar.

Inceledigimiz ii¢ Ornek, ters sagilma doniisiimii ile elde edilebilecek bircok nonlineer
evoliisyon denkleminden yalnizca birkagin1 gostermektedir. Bu 6rneklerde goriildiigii gibi, =
-1 olmas1 durumunda, (3.22) sagilma problemi (3.24) Schrodinger denklemine doniisiiyor. Bu

durumda,

Vv, = Av+ By, (3.38)
zaman denklemini g6z oniine aliyoruz. Bu denklem ile,

Vi + (k> +qv=0

denklemi uyumlu olup dk/dt=0 varsayimi ile bu denklemler (3.27) uygunluk kosullarina

benzer.

Ters sagilma doniisiimiiniin birgok uygulamasi ve genellestirmesi bulunmaktadir. Ornegin,

(3.22) yerine agagidaki sa¢ilma problemini ele alalim:

Vi == v, +9(kK)ax,t)v, (3.39a)
Vo = TV, +g(k)r(x,ty, (3.39b)

Bu denklemlerde, f(k) ve g(k) k 6zdegerine baglh fonksiyonlardir. Bu sagilma probleminin

zaman denklemleri de asagidaki gibi olsun:

Vi = AV, +Bv, (3.40a)

v, =Cv, - Av, (3.40b)
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(3.39) ve (3.40) denklemlerinin uygunlugu i¢in A,B ve C’nin saglamasi gereken kosullar

asagidaki gibi olusur:

A =9(qC~rB) (3.41a)
B, +2 B = g, —2Agq (3.41b)
C,—2fC=gK +2Agr (3.41¢)

Onceki sacilma problemi 6rneginde oldugu gibi, A, B, C, f ve g’nin k icin sonlu kuvvet
serisine acgilabilecegi kabuliiyle fiziksel olarak ilging bircok evoliisyon denklemi elde

edilebilir.

ORNEK 3.4
f (k) =iak? —~/2bk
g(k)=ak+ivbh/2

A=-2ia’k* +4a/2bk’ + (4ib—ia’rq)k> +/2bargk +irgvb /2 (3.42¢)
B =2a’qk’ +3iv/2bagk? + (—2bq +iaq, +a’rq*)k +(—q, +iarq*)vb/2 (3.42d)
C =2a’rk’ +3iv/2bark? + (—2br —iar_+a’r’q)k + (r, +iar?q)v/b /2 (3.42¢)

olarak secilsin. Bu denklemlerde a ve b sabit sayilardir. r ve q asagidaki (3.43) evoliisyon

denklemlerinin ¢6ziimii ise, (3.41) denklemlerinde verilen uygunluk kosullar1 saglanir.
I, +ir, —a(r’q), +ibr’q=0 (3.43a)
0, —id,, —a(rg*), —ibrg* =0 (3.43b)

(3.43) denklemlerinde, r=q* olarak secilirse q asagidaki genellestirilmis nonlineer

Schrodinger esitligini saglar.
0 =0, +a(q’q"), +ibg’q’ (3.44)
Eger a=0 ise, (3.45) denkleminde gosterilen nonlineer Schrodinger denklemi elde edilecektir.

0 =10, +a(q°q"), (3.45)
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ORNEK 3.5
f(k)=g(k)=k (3.46a)

i3 . 2
4ik +(rqx ar, )k

—— 4
(l_rq)l/z (l_rq)3/2 (3 6b)
4gk> 2igk> [ g, ]

_ = 3.46

(=)™ " (=rqy” | (-ro)7 |, 040
4rk> 2irk? o]
- L S 4
(I—rg” (- | (- |, (409

olarak secilsin. r ve q asagidaki (3.47) evoliisyon denklemlerinin ¢oziimi ise, (3.41)

denklemlerinde verilen uygunluk kosullar1 saglanir.

B _
o) {(1— o L 0 (3.47a)

rX —
[ {(1 s L —0 (3.47b)

Ozel olarak, r=-q olarak segilirse,

0 ‘{(1 +?:Ix2)3/2 } =0 (3.48)

denklemi elde edilir. eger r=-1 ve q=u-1 olarak segilirse de,
Uy = 2(_u71/2)xxx (3.49)

denklemi elde edilir. Bu denklem Harry-Dym denklemi olarak bilinir.
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3.7 Ters Sagilma Doniisiimiiniin Bir Boyutta Genellestirilmesi
Nonlineer evoliisyon denklemlerinin en genel smifinin ne oldugu akla gelebilecek

sorulardandir. Burada, asagidaki 2 x 2’lik sagilma problemini géz dniine aliyoruz:

vy, =—ikv, +q(X,t)v, (3.50a)
v, =ikv, +r(X,t)v, (3.50b)

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (1974) A, B ve C fonksiyonlan ile iliskili (3.25)
denklemlerini goz Oniine alarak bu soruyu yanitladi. Kesin kisitlamalar altinda, ¢oziilebilen
nonlineer evoliisyon denklem sinifi veren genel bir bagmti bulundu. Bu iliski, nonlineer

denklemin lineerlestirilmis formunun dagilma iligskisine ve bir integro-diferansiyel operatore

gore belirlenmektedir. |X| — o iken q ve r’nin yeterince hizli bir sekilde azalan fonksiyon

oldugu kabulii ile genel evoliisyon denklemi,

[_rql+ﬁb(L)[;j:0 (3.512)

seklinde gosterilebilir. Bu denklemde, Ao(k)zlllim A(x,t,k) ve L integro-diferansiyel
X[—>00

operatori
1(0,=2r(1 _q) 2r(l )
== 3.51b
2i{ “2q(1_q) —8X+2q(l_r)) (3.51b)
olarak tamimlanmustir. (I _ f)(X) ise
X
(I_HHeo= [ f(yydy (3.51¢)
olarak verilmistir.
(3.51) denklemi matris formunda
ou + A (Lu=0 (3.52a)

seklinde gosterilebilir. Bu gosterimde;
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in.(l O),u:irj (3.52b)
2110 -1 q

olarak tanimlanmuistir.

|X| — o iken f(x) ve g(x) yeterince hizli bir sekilde azalan fonksiyonlar ise X — —oco0 igin

limit,
fO0(_ )0 = (0 [ g(y)dy -0

olur ve sonsuz kiiciik q ve r i¢in L diferansiyel operatorii asagidaki gibi gosterilebilir:

Lol
210,10 -1

Boylece (3.51) denklemlerini asagidaki sekilde yazabiliriz:

rt+2A)(—%i6X)r:0 (3.53a)

g, +2A0(%i(3x)q ~0 (3.53b)

(3.53) denklemleri Fourier doniistimii ile ¢oziilebilen lineer kismi diferansiyel denklemlerdir.

Ayrica,

r(x,t) =exp{i(ikx—w, (k)t}

q(x,t) = exp{i(ikx—w, (k)t}

dalga ¢oziimleri (3.53) denklemlerinde yerine konulursa,
K) =i, (2K) = L iw, (~2k 3.54
A )_Elwr( )__Elwq(_ ) (3.54)

esitligi elde edilir. Boylece, genel evoliisyon denklemi,

[_rql — w2 L)@ (3.55)
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seklinde veya matris formunda,
o;U, +iw(2L)u =0 (3.56)
bigiminde gosterilebilir.

Boylelikle, nonlineer evoliisyon denklemi, denklemin lineerlestirilmis halinin dagilim iligkisi

ve bir integro-diferansiyel operator ile karakterize edilmis oldu.
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UYGULAMA 1: Nonlineer Schrodinger denklemi
Nonlineer Schrédinger denklemi,
i0 =Oxx £29°9°
seklinde idi. Bu denklemin lineerlestirilmis hali,
iqt = Oy

bi¢imindedir. Béylece, dagilim iliskisi, W, (K) = —k? olur. (3.54) esitliginden A, (k) asagidaki

gibi elde edilir:
A (k) =2ik? (3.59)

Evoliisyon denklemi, (3.51) veya (3.55) denklemlerinden,

r (T ) [ e —2r7

[ j:_w[ j=—2L(XJ=| o207 (3.60)
_q t q qX qxx _2q r

olarak bulunur. Bdylece, r+(" oldugu siirece bu iki denklemin de nonlineer Schrddinger

denklemine esit oldugu goriilebilir.

(3.55) denklemi,

X|—)oo iken q ve r’nin sifira yaklastigi kabuli ile elde edilmistir. Bu

nedenle,
Vi + (K + Qv =0 (3.61)

Schrédinger sagilma probleminde r=-1 olarak belirlenemez. Bu durumda, genel evoliisyon

denklemi asagidaki sekilde gosterilebilir:
g +7(L)a, =0 (3.62a)
Bu denklemde, asagidaki gosterimler gecerlidir.

1

L=—
4

02 —qu%qxl+ (3.62b)

(1, H)00:= [ F(y)dy (3.620)
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2y _ W(2K)
y(k*)= K (3.62d)

w(k) yukarida oldugu gibi ¢ =exp{i(ikx—w(k)t} ile lineerlestirilmis denklemin dagilim

iligkisini gostermektedir.
UYGULAMA 2: Korteweg-de Vries denklemi

Korteweg-de Vries denklemi,

0 +6q0, + 0y, =0 (3.63)
seklinde idi. Bu denklemin lineerlestirilmis hali,

0+ 0y =0 (3.64)

bigimindedir. Bu denkleme gére, dagilim iligkisi, W(K) =—k> ve y(k*)=-4k* ve boylece
y(L) =—4L olarak bulunur. (3.62) denklemlerinden

g, —4Lg, =0
esitligi elde edilir. Bu denklemde L yerine konulursa,
0, ~4(- 02 ~a+30,1,)q, =0
4 2
elde edilir. Bu esitlik de diizenlenirse,

G + G + 400, + 200, =0

denklemi elde edilir ki bu denklem KdV denkleminin kendisidir.
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