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OZET

Bu calsmada surekli fonksiyonlarin latisleri, onlarin honmafizmalari ve izomorfizmalari
Uzerindeki etkileri ile ilgilenildi. Kompakt kiimezérinde, sirekli fonksiyonlarin latisleri
arasindaki homomorfizmalar tGzerindeki bazi genetglam elde edildi. Her soolmayan sifir
kiimesinin, X’de bag olmayan bir ice sahip olgu kabul edildgi durumda,C(X)'in her

otomorfizmasinin surekli olgw gosterildi.C*(S)’in tim otomorfizmalarinin bicimi elde
edildi.

Duzgln surekli fonksiyonlarin latisleriyle ilgileneMaribel Garrido ve Jesus Jaramillo‘nun
son sonugclarinin lineer olmayan éklarn gosterildi. Sinirli ve 6lgulebilir fonksgnlarin
latisleri arasindaki izomorfizmalar Gzerinde gddii ve elde edilen sonuclargdir fonksiyon
latislerine geniletildi. Latisler arasindaki birebir ve 6rten fomng@nlarin bir izomorfizma
olmasi icin gerek ve yeter kal her iki yénde sirayl korumasidir sonucuna varildi

Anahtar Kelimeler: Sdrekli fonksiyonlarin latisi, latis homomorfizmasvekttr latisi,
Olcilebilir fonksiyonlar.
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ABSTRACT

In this work; it was dealt with lattices of contirugofunctions and their homomorphisms, with
emphasis on isomorphisms. It was obtained somerglemsults on homomorphisms between
the lattices of continuous functions on compact ketas shown that every otomorphism of
C(X) is continuous when every (nonempty) zero set hagmpty interior inX. The form of
automorphisms of *(S) was obtained.

A nonlinear counterpart of a recent result of MariGarrido and Jesus Jaramillo concerning
lattices of uniformly continuous functions were sgrted. It was studied on isomorphisms
between lattices of bounded measurable functionstladesults obtained were extended to
other function lattices. It was concluded that jadtion between lattices is an isomorphism if
and only if it preserves the order in both direction

Keywords: Lattice of continuous functions, lattice homomosphj vector lattice, measurable
functions.
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1. GIRIS

Bu calsma, strekli fonksiyonlarin latisleri, onlarin homorfizmalari ve izomorfizmalari

tzerindeki etkileri ile ilgilidir.

Genel olarak,vx € X icin f < g iken f(x) < g(x) olan Reel sayilarla ojturulmus X
topolojik uzay! Uzerindeki tim gercekgli strekli fonksiyonlarin latisleri icid' (X) yazilir.

Sinirh fonksiyonlarin alt latisleri is€*(X) ile g0Osterilir.
Aksi sdylenmedikce veY uzaylarini kompakt Hausdorff uzayi olarak afaza

T:C(X) - C(Y) bir izomorfizma olarak verilsin, birebirlik ve @&mlik deT(fVg) = TfVTg
veT(f Ag) =Tf ATg seklinde ifade edilsin (Bu birebir ve ortenlik ichir denkliktir). T
hakkinda ne soylenebilir? Ozellikle nasil temsiilig2 T’nin lineer olmadg varsayimi

vurgulanir.

Bu calsmadaki problemler ilk olarakKaplansky, (1947,1948 onun dénemindeki
matematikciler tarafindan diintiimistir. Gecmgte, Kaplansky,C(Y) ve C(X) latisleri

izomorfik ise bu durumd& ve Y'nin de homeomorfik oldgunu gosterdiispat Stonian
seklindedir ve dualite ile turetilir.X'in noktalari C(X)‘in asal ideallerinin denklik siniflari
olarak 6zdglenir, asal ideal{0,1} latisi lzerine bir homomorfizmanin cekigdeolur ve

benzerekilde devam eder ve ayri(@emadeni, 1971) ve (Birkffp 1979)‘a bakiniz.)

(Shirota., 1952; Henriksen vd., 19%ki makaleler kompakt olmayan uzaylara

gensletilmeyi icerir.

(Kaplansky, 1948hin devamindaki c¢agma izomorfizmalarin sdreklilik o6zelliklerine
ayriimistir. Ornesin, o, sup normlu topolojiye kaurarak ispatlanngtir. T'nin siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kil

Tf() =t (x,f(z(x))) (f € C(V),x € X) (1.1)

gibi bir gosterimin, t: X — Y’'nin bir homeomorfizma vet: X X R - R'nin sdrekli bir
fonksiyon oldgu durumda sdanmasidir {(x, c) = Tc(x) ile veriimesartiyla). Ayrica ger
X metriklenebilir ise (ve bu yilzdei de) bu durumdaC(Y) ve C(X) arasindaki her
izomorfizma sureklidir(Kaplansky, 1948) Daha sonraAmemiya’nin elestirisine rggmen

Cater dizisel kompakt veya yereldhantili X uzayi icin aynisini ispatladgCater, 1965)

Her durumda,(Kaplansky, 1948)'deg0sterildgi gibi otomatik sdreklilik olmasi igin bir

kisitlama gereklidir. Geri donecek olursakgeeS tam regiler uzay ise o zamasS’i



(onun Stone€ech kompaktlstirmasi) ygun bir alt uzay olarak iceren bir kompakt uzay

vardir, dyle kiC*(S) Banach cebiri izometrik olarak(3S)’e izomorf old@gunu hatirlayalim.

£*°(T), f:T —» R tum sinirli fonksiyonlarin uzayi olsuii:nin ayrik kiime olarak davrangl
durumdaf®(I') = C(BI) 'dir. t:T X R - R su sekilde tanimli bir fonksiyon olsun:

e Hery €T icin, t(y,.) fonksiyonuR’nin bir otomorfizmasidir. (Varsayilan durumda

latis kurmak, bir artan homeomorfizma Uretmektir.)
e f:T —= R fonksiyonunun sinirli olmasi igin gerek ve yetegit t(.,f(.)) olmasidir.
( Bu fonksiyon daha sonra kabul edilebilir olarakaadirilacaktir.)

Sonraf® (I")'nin bir otomorfizmasinsu sekilde tanimlayabiliriz.

TFWN =t(r,f@) (eI, yen (1.2)

Bununla beraber bdyle biF'nin sirekli olmasi icin gerek ve yeter ko {t(y,.):y €T}

ailesininR’nin kompakt alt kimeleri Gzerindeg sirekli olmasidir.

Daha somut bigekilde (Ercan ve Onal, 2008)'i takip ederek;

X
2(x,c) = {Cc 0=c=l  jle £:(0,0) X R » R (1.3)

aksi taktirde
fonksiyonu tanimlansin.

Eger f, (0,)’in bir altkimesi Uzerinde tanimlanirsg, ile ayni tanim kiimesine sahip
Lf(x) = #(x, f(x)) esitligi olusturulur. Eger x € N alirsak; bu durumdd, ¢* = C(BN)

esitli ginin bir otomorfizmasi olurx € (0, ) ve f € C*(0, ) alarak;

€*(0,) = C(B(0,)) (1.4)

esitli ginin bir otomorfizmasini elde ederiZ., Olcllebilir ve esasen sinirli alinaraknin
(0, 0) aralginin Borel kiimeleri tizerinde Lebesgue 6lcimu ol&atbul edildgi durumdal,
L®(A)’'nin bir otomorfizmasina gegletilir. Buna kasin L, f = 1’ de sureksizdir; ¢linkl her
0<c<1ligin|Lc — L1||, = 1'dir.

Bu 6rnekler icindeki Ston&ech ‘in bulungu rastlantisal dgldir: Aslinda ité (1964), ezer
C(X) bir surekli olmayan otomorfizma kabul ederse, bwdcwaX, SN ile homeomorfik bir
alt kimeye sahip olur, ifadesini ispatlgim Diger dikkate dger bir sonug¢ da(lto,
1964)’'dekidir. Bu sonucta daC(X)'in tersinin sireksiz oldgu sirekli bir otomorfizmayi
kabul etmesi icin gerek ve yeterskib X‘in bir F; acik 6zalt kimesf c X icin X = S

olmasidir. Cabmamizin plani gagidaki gibidir. Bolium 3 homomorfizmalar Uzerindeki



genellemeleri icerirT: C(Y) —» C(X) homomorfizmasinin neden olglu t: X, —» Y surekli
donsUmUnin basit bir ispati verilir dyle ki buradg, T'ye bash X’in acik alt kiimesidir,

yanit(x,c) = Tc(x) ile

t(x,f(r(x))_) <Tf(x) <t (x,f(r(x))+) (fecl),xeXr) (1.5)
dir.
Butin aciklamalarda bu notasyonlari kullaniriz.

4. bolum izomorfizma Uzerine odaklargtm. Bu taktirde t, bir homeomorfizma ver
donimU vet, tam olarakT’yi belirtir. Bu T'nin bir tam temsili aracifii ile gosterilir.
Bununla birlikte herf € C(Y) igin Tf(x) = t(x,f(r(x))) &sitli ginin sglandgl yerdeX'in
Gs yogun altkiimesi vardir. Ayrica otomatik olarak sirek{iX)'in otomorfizmasi olan icirX
kompakt uzayinin yeni ornekleri verilir v8, metrik uzay oldgunda C*(S) = C*(BS)
esitli ginin otomorfizmasi agiklanir, boylece Ercan ve Qnabodz oniinde bulundurgu
0zgun olan yukaridaki oérnek verilebilir. Bir uygma olarak, bélim 5‘teki dizgun surekli

fonksiyonlar tzerinde Garrido ve Jaramillo tarafmdan son yayinlanan sonuclarin lineer

olmayan versiyonu verilir.

Bolim 6, Von NeumannL®(u) cebiri Uzerinedir. Bu arada, bu burada raporlanmi
arastirmanin balangi¢c noktasidir. En gz, bir standart 6lgciim oldiw zaman otomorfizmalarin
cok kesin bir aciklamasi elde edilir. Bolim 7 anddi gortlen birgcok fonksiyon latislerinin
otomorfizmalarini aciklar. Bu bolumin son@irkhoff, 1979jun 15.alt kismini lineer

olmayan kucuk bir timleyen olarak ele alir.

Notasyon 1.1Verilen A ve B kiimeleri icinB,, B4’daki sabit dongiim kimesini gosterirken
A'dan B’ye tim dongumler icin de B4 yazariz. OzellikleR,, A Uzerindeki sabit
fonksiyonlardir. Hera € A, §,: B4 - B donisim hesaplamasina sebep oldi, () = f(a)
seklinde tanimlanir.) Ayrica: A — B donumi ve birC kiimesi verildginde t ile sadan
bileske icin 7*:C8 - €4 yazariz. Bu dar*(f) = fot seklindedir. Benzer sekilde
7,: A > B¢ donsimi det,(f) = 7o f ile soldan bilgkeyi gosterir. Sonug olarakinin

karakteristik fonksiyond 4 oldugundaA tzerindeki birim del4 olur.



2. ONBILGILER

Tanim 2.1 Bir E siralh vektdor uzayindax,y € E eleman cifti icin {x,y} kimesinin

supremumu ve infimumA’nin elemani ise€:’ye Riesz Uzay (vektor latis) denir.

xVy = sup{x, y}
xN\y = inf{x, y} seklinde gosterilir.

Tanim 2.2 iki Riesz uzayl arasinda taninill: E » F operatoriine, herw,y € E igin;

T(xVy) = TxVTy veT(xA\y) = TxA\Ty oluyorsaT bir latis homomorfizmasidir denir.

Tanim 2.3 E bir Archimedean Riesz Uzay! olsui, E'nin bir alt uzay! olmak tzereger tim

x,y € UicinxVy € U vexAy € U iseU, E’'nin bir altlatisidir denir.

Tanim 2.4 Riesz uzayi Uzerinde tanimjji|| norma;|x| < |y| ifadesi||x|| < [|y|| olmasini
gerektiriyorsa; latis norm denir. Latis normu igeiRiesz uzaya da Normlu Riesz uzayi denir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tanim 2.5Normlu Riesz uzayk’ye tam ise Banach latis denir.

Tanim 2.6 f: X — Y fonksiyonu birebir, drten, surekli ve agikfge homeomorfizma denir.

X veY uzaylarina da homeomorf uzaylar denir (Munkres5)97

Tanim 2.7 P, R’nin bir 0z ideali veR'nin iki A ve B ideali igin AB c P olsun.A c P veya

B c P oluyorsaP idealine asal ideal denir.

Tanim 2.8 X’in bir x elemaninin her by komsulugu icinx € V < U olacaksekilde x ‘in bir
baglantili komsulugu varsaX uzayinax’'de yerel bglantilidir denir.vx € X icin gecerli iseX
uzayina yerel hdantilidir denir (Munkres, 1975).

Tanim 2.9 X bir topolojik uzayinin birxx noktasina{x} tek nokta kiimesi acik ise izole nokta
(ayrik nokta) denir (Munkres, 1975).

Tanim 2.10 (X, ) topolojik uzay olsun. Hep € X ve p'yi ihtiva etmeyen birF kapal alt
kimesi verilsinp € U,F cV ve U NV = @ olacaksekilde U ve V aciklari varsa bu uzaya
reguler uzay denir (Lipschut, 1965).

Teorem 2.11X tamamen dizenli bir uzay olsun. Her sinirli siirdbinGsim f: X - R, R
icine Y’'nin surekli bir dongimuine tek birsekilde gengler 6zelligine sahip olanX’in bir Y
kompaktlgtirmasi vardir.

Tanim 2.12Her bir X tamamen dizenli uzayi icin Teorem 2ddki gensleme durumlarini

saglayanX’in bir kompaktlagtirmasi secilsinX’in bu kompaktlatirmasig (X) ile gosterilir ve



StoneCech kompaktlgtirmasi olarak adlandirilir v&'in her bir siirekli dongiimii f: X — C,
C kompakt Hausdorff uzayi icing: B(X) — C surekli dongimuine tek birsekilde gengler

seklinde karakterize edilir.

Teorem 2.13 (Tietze Genleme Teoremi)X bir normal uzay vel, X’in kapall bir altuzay

olsun.

(@) R'nin [a, b] kapali aralgl icine A’'nin her hangi bir stirekli dégiimd, [a, b] icine X'in
tamaminin surekli bir dogiimine genietilebilir.
(b) RicineA’'nin her hangi bir strekli dogimu, R i¢ine X’in tamaminin surekli bir

donlsimine genietilebilir.
Tanim 2.14Normlu bir E uzayi cebir aksiyomlarini giasin. Herx,y € E igin

llxyll < llxllllyll (2.1)

ise E’ye normlu cebir denir. Tam normlu cebire bir Banaebiri denir.

Ornek 2.15C(X), noktasal carpim il€ lizerinde bir cebir ve supremum nor@(X)'deki f
ve g icin
Ifglleo < Ifleollglloo (2.2)

salanir. Bu nedenl€ (X), bir Banach cebiridir.

Tanim 2.16 X bir kime veA yonlendiriims kiime olmak Uzere\ Uzerinde tanimli her
f: A - X fonksiyonunaX'de bir g veya net denird € A icin f(1) = x; € X seklinde veya
(x;) seklinde gosterilir (Willard, 1970).

Tanim 2.17 X bir kiime veX kimesinin alt kiimelerinin bir cebifi olsun.S icindeki 4,
A,, A;,...sayllabilir kiimelerinin bir dizisi olsun. gér U;-; 4, kimesi S cebirinin bir

elamani iseS cebirine bire —cebiri denir.

Tanim 2.18 X topolojik uzayinin acik kimeleri ile Uretilem —cebire Borelo —cebiri,

elemanlarina da Borel kiimeleri denir.

Tanim 2.19u kiime fonksiyonunu', ¢ — cebirine kisitladiindau fonksiyonuna Lebesgue

Olcima denir.

Tanim 2.20 X bir kime olsun. Aagidaki 6zellikleri sglayan bir F c P(X) alt ailesine

X Uzerinde bir filtre denir.
1-)p¢F

2)T,,T, EFiGinT,NT, €F



3-)T, € FveT, c T iseT € F'dir (Willard, 1970).

Tanim 2.21F, X Uzerinde bir filtre olsun. ger X Gzerinde kesin olarakK’'den daha kuvvetli
baska bir filtre yoksaF’ye ultra filtre denir (Willard, 1970).

Tanim 2.221 bos olmayan bir kimel/, I'nin alt kiimlerinin bir ultrafiltresi olsun v&da her
i icin bas olmayanE; evreni ile tum yapilar ayni benzerlik tiplya sahip olan biss; yapisi
verilmis olsun. Benzerlik tipie’nin S yapisi ,U ultrafiltresi ile S;’nin ultracarpimiolarak
adlandirilir veS =[] S; /U seklinde ifade edilir.

Teorem 2.23 ( Hahn —Tong Eger g ve h, normal uzaylar Gzerinde reelgli fonksiyonlar
ise Oyle kih alt yar surekli ikeng ust yari sureklidir vgg < h olacaksekildeg < f <h

salayan birf surekli fonksiyonu vardifCheney ve Light, 2000).

Tanim 2.24X bir normlu lineer uzay olsun. Bu durumadn dual normuX " ile ve onun
ikinci dual normuX " ile gosterilir.X', ||x'|| = sup{|x'(x)|: llx|l = 1} normu altinda bir

Banach uzayidiX, X’ ve X" ‘in kapali birim yuvarlari sirasiyld, U’ ve U" olsun.
U={xeX:|x|| <1}

U'={x"eX"|x'|| <1} (2.3)
U'={x"eX":||x"|| <1}

X, X'y=x"(x) ve (X", X") =x"(x") (2.4)
dual sistemler bilineer formdadir.

U ve U’ kapali birim yuvarlarX,X') dual sistemine gére dualite icindedlf; = U’ ve
(U")° = U salanir. Benzersekilde, U" ve U" de (X',X") dual sistemine gore dualite
icindedir.U’ ,0(X',X) — kompakt veU", a(X",X") — kompakt ‘tir.

X bir normlu lineer uzay olsurX Uzerindeki zayif topolojo(X,X"), w (w = o(X,X")) ile
gosterilir. Benzersekilde X' Uzerindeki o(X’,X)'In topolojisi, zayif* topoloji olarak

adlandirilir vew = (w = a(X', X)) ile gosterilir.

Tanim 2.25Eger (X, 1) topolojik uzay ayrilabilir ver topolojisi icinX Gizerinde bir metrik

varsa tam olaiiX, ) topolojik uzayi Polonya uzayi olarak tanimlanir.

Tanim 2.26 Rademacher fonksiyonlarsagidaki gibi tanimlanai = [0,1)'den {—1,1}'e
adim fonksiyonlardirn, 0,1,2,3, ... gostersin. O zaman. rademacher fonksiyon@,, (x),

n>1vei=0,12,..,2" —1 olmak Gzer&,(x) = 1, x € [0,1) ve



21 2i+1
ou =] Eﬁi 3’;1 (2.5)
-1 x€]

2n zn)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.27 (X, t) bir topolojik uzay olmak lzer&’in verilen bir A alt kimesi icinA’yi

iceren tum kapali kimelerin arakesitleri@in kapangi denir.clA ile gosterilir.

Tanim 2.28 X bir topolojik uzay veX’in topolojisine neden olaX kimesi tUzerinde bid
metrigi varsaX metriklestirilebilirdir denir. X’in topolojisini veren 6zel bird metrigi ile

birlikte X bir metriklestirilebilir uzaydir.

Tanim 2.29% bir normlu uzay olsun. O zamanuzerindex,y € X igin

d(x,y) = llx —yll (2.6)
'dir. Bu metrikle olgturulan topoloji,X’in norm topolojisi olarak adlandirilir.

Tanim 2.30X # @ bir kime olmak tzereX’in alt kimelerinden meydana gel@éntoplulugu

asagidaki ozellikleri sgliyorsaX tzerindeki bir topoloji icin bir tabandir denir.

a) Herx € X igin x’i icerenB’nin en az birB elemani vardir.
b) Egerx, B; veB, gibi iki taban elemaninin arakesitinde ise; oitdktB; < B; N B,

olacaksekildex'’i iceren birB; taban elemani vardir.

Teorem 2.31 ( Banach — Stone ¥ ve Y birer kompakt Hausdorff uzaylari
A:C(Y) » C(X) orten izometri olsun. Bu durumd&a X — Y bir homeomorfizma ve (X)
‘de bir = fonksiyonu vardir, 6yle ki hex € X icin |[z(x)| = 1 ve herf € C(Y) vex € X i¢gin
(Af)(x) = w(x)f(T(x))'tir (Sinhg ve Manhas, 1993).



3. LATiS HOMOMORFIiZMALARI

Bu bolimde, kompakt bir kime Uzerinde surekli fopdwslarin latisleri arasindaki
homomorfizmalar Uzerindeki bazi genel sonuclar eddillir. Sonucglarimiz,(Kaplansky,
1947,1948),(Shirota, 1952)ve (Cater, 1965)ile ilgilidir. Bununla beraber bu ¢amanin
sadece izomorfizmalarla ilgili olguna fakat C(X)'in daha genel alt latisleri arasinda

olmadgina dikkat edelim.

T:C(Y) - C(X) bir latis izomorfizmasi olsunt(x,c) = Tc(x) seklindet: X xR - R

tanimlanirt’nin iki agik 6zelligi desunlardir;

» Herreelc igin t(., ¢) fonksiyonu streklidir.

» Sabitlatirilmis x € X icin t(x,.) fonksiyonu azalmayandir.
Herx € X icin 0(x) = {Tf(x): f € C(Y)} seklinde bir kiime olsun ve

Xr = {x € X: 0(x) tek bir nokta degildir} acik kimesinin de busekilde oldgu

dUstndlsan.
X/Xr={x€eX:t(x,c) =t(x,d) her c,d € Ricin} (3.1)
seklinde oldgu goralur.

Yardimci Teorem 3.1Asagidaki notasyon ilec € X verildiginde tek biry € Y vardir, dyle

ki herc € Rigin

f)>c Tf(x) = tlx,c) (3.2)
ifadesini gerektirir ve

f(y) <cdeTf(x) < t(x,c) (3.3)
ifadesini gerektirir.

Ispat: x € X ve c € R'yi sabit tutalim. Biry € Y vardir (miimkiin oldgu kadarc'ye bagli)
oyle ki f(y) > ¢, Tf(x) = t(x, c) ifadesini gerektirir. Aksi taktirde here Y icin f € C(Y)
vardir ki f(y) > c fakatTf(x) < t(x, c)’ tir. Kompakthkla

Tfi(x) < t(x,c) oldugu zamanf;V ...Vf, = c ile fi, ...., fi sonlu bir sistem vardir. Bu bir

celigkidir.

Sonra y’nin genellikle c’den ba&imsiz oldgu gdsterilir. Boylecec’ ve y' # y’nin var

oldugunu kabul edelim 6yle kif(y") >c', Tf(x) = t(x,c') ifadesini gerektirir.c’ > c



varsayimi altinda genellilik bozulmaz. O zamag R verildiginde; f, f' € C(Y) secilebilir
oyle ki f(y) > cvef'(y") > c"dur; fakatfAf' < d’dir, x € X; oldugundan imkansiz olan

t(x,d) =Td(x) =2 T(fAf)(x) =TfF)ATf' (x) = t(x,c) (3.4)

ifadesi ile devam eder. Yukaridaki tanha ¢’ = ¢ aldigimizday’nin tek oldyunu gosterir:
Bu birinci gerektirmeyi dgrular. Simetri ile,y’ € Y vardir dyle ki tumc’ler icin f(y') <c

esitsizligi Tf(x) < t(x,c) ifadesini gerektirir. y' =y oldugunu go6sterelim.c < c’

aldigimizdat(x, c) < t(x,c') elde edilir.Simdi, egery’ = y isef(y) <c vef(y') > c' ile

f € C(Y) vardir ve bu nedenl@f (x) < t(x,c) veTf(x) = t(x, c')'dir ve imkansizdir.

Yardimci Teorem 3.2 Yardimci teorem 3.1'in notasyonlari ile(x) =y ile verilen

T: Xp = Y dOonUmU sdreklidir.

Ispat: Aksi varsayilirsax € X'e yakinsayan, neti vardir yle kir(x,), t(x)’e yakinsamaz.
Y kompakt oldgunda gerekirse alt nete gecmek igifx)’'in U komsulugunun var oldgu

varsayilir éyle ki her icin t(x,) € U’dur.

¢, d € R sabitler olsun ver = 7(x), y, = 7(x,) yazalim. O zamali tam olarak regiiler iken
f € C(Y) vardir dyle kif (y) < c ve hera icin f(y,) > d'dir. Hera icin Tf (x) < t(x,c) ve
Tf(x,) = t(x,,d) olur. Sireklilik ile Tf(x) = t(x,d) oldugu goérilir ve bu ylzden
t(x,d) < t(x,c) ‘dir. Simetrilik ile det(x,d) = t(x, c) 'dir.

Batin bunlar gagidaki gibi tekrar ifade edilebilir:

Onerme 3.3 T:C(Y) » C(X) bir homomorfizma olsun. O zamam X; — Y surekli

donistimu vardir dyle ki (x,c) = Tc(x) ve

Xr={x € X:t(x,.):R - Rsabit degildir. } (3.5)
olmak Uzere

e f(r(0) ) S TF@) <t (x, £ (1)) "), (f € C(¥), x € Xp) (3.6)
‘dir.

Egerx ¢ X, ise bu durumda(x,.) ile erisilmis tek deger Tf (x)'tir. Yukaridaki t’dan, T'ye

Asagidaki sonugclar, bir homomorfizmanin davranin sadece sabit fonksiyonlar Gzerindeki

etkisine dayangini gosterir.

Sonug 3.4T: C(Y) — C(X) bir homomorfizma olsun.
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e Eger T, C(X)'in noktasal yakinsakfinin topolojisi icinRR, Uzerinde sirekli ise bu
durumda hef € C(Y) ve herx € Xy icin Tf(x) =t (x,f(r(x)))‘tir.
» EgerT, Ry Uzerinde lineer ise bu durumda o vektor latisipinhomomorfizmasidir

ve bu ylzdem = T1 oldusundaTf = w.t"(f)tir.

* [Eger T, sabitleri koruyorsa (Bu her reel icin Tc = ¢), bu durumdal bir cebir

homomorfizmasidir ve bu yuzdé&nh= t*'dir.

Onceki sonucun Gcuncu kismi uzun bir zaman Okiema ve Roth, (1978}arafindan
ispatlanmgtir.

Genel durum icir{Ercan ve Wickstead, 2008 bakiniz.

Simdi T: C(Y) — R skaler dgerli durumunu dgiinelim. Bu miktarlar, bir tek nokta Gzerinde

surekli fonksiyonlarin latisi olaraR’nin incelenmesi icin uygundur.

Ik olarak; eger T surekli dgilse, bir teky € Y noktasina bz oldugunu dikkate alalim, ger

t(c) = Tc seklinde tanimlanirsa;
t(F) <TF < t(fM?), (fec)) (3.7)
olur.

Bu &, f bir genisleme ileTf’yi kontrol etmeyi gerektirir. Eer ki f’de T'nin tam degeri y'de
f'nin degerinden sonug ¢ikariimamolsa bile,T yerel bir davrarga sahip olur.
Onerme 3.5T:C(Y) - R, y € Y noktasina bgi bir homomorfizma olsun. gr f ve g,

y'nin komsulugu Gzerinde gtse; bu durumdd& f = Tg'dir.

Ispat: Eger gerekirsef/Ag ve fVg ile f ve g desistirilerek f < g oldusu kabul edilebilir.
Th < Tf ‘nin h(y) < f(y) ifadesini sgladigini yardimci teorem 3.1'de agik¢a gérmekteyiz.
f ve g’nin esit oldugu durumday’nin acik konsulugu A olsun veh' > 0, A’nin disinda sifir
olan surekli bir fonksiyon olsun ve dyle ki(y) = 1 olsun.h = g — h’ alahim. Bu durumda
Th < Tf elde edilir. Fakatg = hVf ve bu ylzden

Tg=ThVTf =Tf (3.8)
'tir.

Bu, evrensel kompakt uzayR ayrilmis varsayilarak(Kaplansky, 1947yi gelistirmek icin

kullanilabilir.

Sonug 3.6T: C(Y) - C(X) bir homomorfizma olsun.
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(a) Eger T orten ise bu durumd&; = X ve: X —» Y, Y'nin kapall alt uzay! olarak’i

gomer.

(b) Eger T birebir ise bu durumda(X;), Y'de yogundur. Bunun yani sird; = X ise bu

durumdar 6rtendir.

Ispat: (a)'nin ispati 6nerme 3.3'ten gorilur. (b)'ye gebng € Y’nin t(X;)'nin kapansi
icinde olmadgini varsayalim. Bu durumda bfr€ C(Y), f(y) =1 ile ©(X7)'yi iceren bir
aclk kiime Uzerinde sifir olan vardlif = T0 oldusunu goésterelimSuphesiz ger kix & X,
ise bu durumdaTf(x) = TO(x)'tir. Eger x€ Xy ise bu durumdalf(x), f'de
T*6,: C(Y) - R homomorfizmasinin bir geridir. Agik olarak;T*é,, T(x)’'e bashdir ve f ve
0, t(x)’in komsulugunda aittir. Bu nedenlel' f (x) = T0(x) veT birebir degildir.

Eger T birebir veA c Y herhangi bg olmayan acik kiimesi Uzeringleg € C(Y) esit ise bu
durumdaX’in bos olmayan acik altkiimesi 1 (A) tzerindeT f ve Ty esittir.

Bu bolumu aagidaki 6rnek ile kapatalim.

Ornek 3.7 T:C[0,1] = R, 0 noktasi ile bgantili érten bir homomorfizmadir ve dyle ki her
¢ € [-1,1] icin f vardir ve bu durumdA(0) = 0 ve Tf = c'dir.

Ispat: Tim n’ler icin t, = 0 ile [0,1] icindeki (t,) 0'a yakinsayan bir dizi olsurl/, N

Uzerinde bir serbest ultrafiltre olsun ¥eC[0,1] - [—oo, o] fonksiyonu
y(f) = limy ) nf(t,) olarak tanimlansin.
s:[—o0, ] — [—1,1] artan bir homeomorfizma olsun ve

f(0)—1 f(0)<0
s(v()) f)=0 (3.9)
f(0O)+1 f(0)>0

Tf =

T istenilen Ozellikleri sglar.

Baska bir 6rnek d€Kaplansky, 1947¢e gorulmektedir.
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4. iZOMORFIiZMALAR UZER iINE EK BIiLGILER

Bu bolimde T:C(Y) - C(X) aksi belirtimedikce bir latis izomorfizmasi olara
belirtilecektir. 7: X - Y ve t:X XR - R doénumleri bélim 3’te oldgu gibi ayni
anlamdadir. Aagidaki iki sonug, genel otomorfizmalar icin ispatdylecgimiz temel
yapisal ozellikler icerir. Onerme 4.1 Kaplanskyittia Bu acik olarak sonug 3.6'dan elde
edilir. Bununla beraber bu, yardimci teorem 3.Bx&den d@rudan gikarilr.

Teorem 4.2'nin ilk kismi, bir izomorfizmanin, sadgdromomorfizmalar i¢in dgu olmayant
ve t donumlerine bgh oldugunu gosterir. Ayrica bu, soyut glincelerden takip edilir

olmasina ramen onu kesinkdirmek gerekir.

(b). kisim, t(x,.) fonksiyonlariR’nin otomorfizmalari olmak Uzere € X’lerin kiimesinin

cok blyuk oldgu durumda homomorfizmalarin olamaygea ispatlar.

Onerme 4.1 (Kaplansky)Eger T: C(Y) — C(X) bir izomorfizma ise bu durumda X — Y

bir homeomorfizmadir.

Ispat: 7 icin ters olanT~Ve basli Y — X sirekli donguimiinii gosterelims:Y x R - R
donisimu des(y,c) = T~ 1c(y) seklinde tanimlansin. Sahite X ve y = 7(x) olsun.T~!

ve y’'ye yardimcli teorem 3.1'i uygularsak € X elde edilir, dyle ki het, d ve f icin;
e Tf(x)>t(x,c), f(y) = cyi gerektirir.

o Tf(x") <d, f(y) <s(y,d)yigerektirir.

Birinci gerektirmenin burada, yardimci teorem 3.kidikinci gerektirmenin bgka sekilde
ifadesi oldguna dikkat edelim. Geriye sadegé= x oldugunu gostermek kalir. Aksi
icinsec =1 alinsin ve s(y,d) <0 olsun. Bunlarl gdayan bir f alalim; bu durumda
Tf(x) > t(x,0) ve Tf(x") <d olmahdir. Bu durumdg (y), 1'den daha buyik ve 0'dan
daha kucuk olmalidir. Bu bir ¢cekidir.

Eger :X » Y , T ile olusturulan bir homeomorfizma ise bu durum@a=T o (z71)*,
C(X)'in otomorfizmasidir veC(X)'in baglantih homeomorfizmasi X Uzerindeki birim
donisumddr. Bununla birlikteT’ ve T, cebirlerin bir lineer izomorfizmasi ile bike ile

korunulmu bir 6zelligi paylssirlar. Basitlgtirmek icin bazi ispatlari kullanagez.

Teorem 4.2T: C(Y) — C(X) bir izomorfizma olsun. Bu durumda:
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(@) Herf € C(Y) ve timx € X icin
TfG) = t (%, f(2(0)) ") Alimy inft (z,f(2(2) ")

= t(x,f(r(x))_)VlimZ_,x supt(z,f(r(z))_) (4.1)
elde edilir.

(b) D c X’in yogun bir altkimesiGs vardir dyle ki herx € D icin t(x,.), R'nin bir
otomorfizmasidir ve Ozellikle
Tf(x)=t (x,f(r(x))) (fec(),xeD) 4.2)
elde edilir.

Ispat: Y = X ve t = 1, oldugunu kabul edelimilk kismi ispatlamak icin bu gozlem ile
baslayalim, X Uzerinde verilen keyfi sinirli fonksiyonlarve c i¢cin a < b < ¢ olacaksekilde

bir b € C(X) olmasi icin gerek ve yeter kdl iist a < alt c olmasidir, buradést a,

tist a(x) = a(x) V sup a(z) (4.3)
ile a’y1 kisitlayan en buyuk tst yari surekli fonksiyamgalt ¢ de

alt c(x) = c(x) A Jinf c(z) (4.4)
ile c'yi kisitlayan en kuguk alt yari surekli fonksiyorrdu

Bu Hahn-Tong teoreminden elde edilir véSemadeni, 1971e go6rular. Bir dakikalk

yansimab interpolasyon fonksiyonunun tek olmasi icin gerekyeter kgulun
lista =altc (4.5)
oldugunu aciklamak icin yeterlidir.

Eger, Ty f (x) = t(x, f(x)*) olmak UzereTf'in T_f ve T, f arasindaki tek surekli fonksiyon

oldugunu gosterirsek ispat tamamlagrolur. g € C(X) ile

T_f<g<T.f (4.6)
oldugunu varsayalim. Onerme 3.3'ten

T(f=6)<T f<g<T,f<T(f+6 (6>0) 4.7)

elde edilir. Fakat herhangi latis izomorfizmasi fkesupremum ve infimumlari korur ve bu

nedenle

Tf=VssoT(f =8) < g < Ns>oT(f +68) =Tf (4.8)
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‘tir.
(b)'yi ispatlamak icinp < q ile verilenp,q € Q ve
N q) ={x € X:t(x,p) = t(x,q)} (4.9)

kiimesini ele alalim. Sonug¢ 3.6’dan sonraki uyariglaici ba olan kapali bir kimedir ve bu
yuzden N = Up<q N(p,q) (p,q € Q), birinci kategoridendir.D;, X'te N’'nin timleyeni
olsun. t(x,.)'in R Uzerinde tam artan olmasi icin gerek ve yeteyjuka € D; olmasidir.
Simdi s(x,c) =T 1c(x) ile s: X x R » R tanimlansin v& (zerinde tam artan olas(x,.)
icin tim x’lerin kiimesiD, olsun.D = D; N D,'nin X’in G yogun alt kimesi oldgu aciktir.
Simdi 6nerme 3.3'ten dolay! tinx € D’ler icin t(x,.)’in strekli oldysunu gdéstermek

yeterlidir (R'nin otomorfizmasi oldgundan dolayi).

x € D sabiti ve verilenc € R icin t(x,c)'nin s(x,.)’in sdrekliliginin bir noktas! oldgunu

sglayan
s(x, t(x, c)) =c (4.10)

elde edilir. t(x,.) tam artan ves(x,.) sayilabilir bir kiimenin ginda surekli oldgundan
(4.10)'un s@landgl yerdekic’lerin kimesininR’de yogun oldwgu goraltr. Cunki timleyen

kiime en ¢ok sayilabilirdir.
Boylece aagidaki sonuclar ispati tamamlar.

Yardimci Teorem 4.3t,s: R = R tam artan fonksiyonlar olsunlar dyle &p t, dagrunun bir

yogun alt kiimesi Gzerinde birimdir. Bu durumgdatreklidir.
fspat: S = {c € R:5(t(c)) = c} kiimesini olgturalim. Her reet igin

s(t(c™)7) =s(t(cMHM) (4.11)

oldugunu gosterelimS’de ¢ sabit ve(p,,) ve (g,,) dizi olsun &yle kip,, » ¢~ veq,, - c*'dr.

Bu durumdat(p,,) — t(c™)~ vet(q,) — t(c*)* ve bu ylzden

s(t(c™) ) =st(cHt) =c (4.12)
dir.

SadeceT surekli old@gu zaman tinmx € X’ler icin teorem 4.2'nin (b) kismindaki temsilin

mimkin oldgunu hatirlayalim. Aagidaki yardimci teoremde Kaplansky, Cater ve Ité‘dan

elde edilen sonuglari toplariz.
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Yardimci Teorem 4.4T: C(Y) — C(X) bir izomorfizma olsun. gagidakiler denktir:
(@) T, C(X)'de noktasal yakinsakdin topolojisi icinRy tzerinde sireklidir.

(b) T, noktasal yakinsalgdin topolojisinde sureklidir.

(c) TUmf vex icin Tf(x) =t (x,f(r(x)))
(d) T~ artandur.
(e) T, norm topolojisinde sureklidir.

Ispat: (a) = (b) = (c) ve (e)= (a) gerektirmelerinin ispatlari acik ofglindan (c)= (d)
gerektirmesini gosterelim. (d), ger her x icin f(x) > g(x) ise bu durumda
T 1f(y) > T 'g(y) oldusu anlamina gelirh = f, g icin i’ = T~1h yazarak buu sekilde
ifade edilebilir: Ber biry € Y icin f'(y) < g'(y) ise bu durumda (c) ile acik olarak belirtilen
birx e XicinTf'(x) < Tg'(x) ‘dir.

ftheCX):f<h<g} (f,g € C(X)) kimeleri C(X)'in norm topolojisi icin bir taban
olusturdusundan (d)= (e)‘dir.

Sonu¢ 4.5Her ba olmayan sifir kimesiniX icinde bg olmayan bir ice sahip ol@gunu

kabul edelim. Bu durumd@&(X)’in her otomorfizmasi stireklidir.
Ispat: Sonug 3.6 (b)¢ (X)‘in otomorfizmasinin artan olmasini gerekiirir.

Sonu¢ 4.5'e uygun olan en tipik 6rnek, onun Ston€eeh kompaktlstirmasi icindeki
tamsayilarin gegiemesi olanN* = N\N‘dir. C(N*) = ¢,/c, Banach Cebirleri olarak iyi
bilinir. f € C(N*)'in bir x € N* noktasinda sifirlangini varsayalim vef’ € C(BN) bir
gensleme olsun. Acik olarak; sonlu b < N vardir 6yle kiM’'de n —» o« iken f'(n) - 0
‘dir. Bundan dolayy’ — 1, f', f'in M’de sifirlanan bgka bir genglemesidir ve bu ylzdef,

N*In acik alt kimesi olaalzyM N N* Gzerinde sifirdir.

Otomorfizmalar otomatik olarak surekli olangdr bir latis sinifi daC(X)'in bir sayilabilir
ailesinin ultracarpimlart (Banach wuzaylan)'dir. Bda daha fazla detaya girmekten
kacinilacaktir. Sonu¢ 4.5'ten cikarilan ultracaranalaki latis otomorfizmalarinin

surekliligini almanin yeterli oldgu (Cabello Sanchez, 2006¢n bilinir.

Asagidaki sonuc icinX’in belirli noktalarindal’nin davranginin kesin bir aciklamasini elde
etmek icin (Cater, 1965)calismasindan yararlanilir, hatta 6yle bir aciklakian tim
noktalarinda imkansizdir. Bununla birlikte ispégplansky (1948}arafindan hazirlanan bir

calisma ile gelstirilir.
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Yardimci Teorem 4.6T: C(Y) — C(X) bir izomorfizma vex € X asagidaki durumlarin birini

salayan bir nokta olsun:
(@) Tumn'ler igin x,, # x ile x’e yakinsayan bifx,,) dizisi vardir.
(b) X, x'te yerel bglantihdir.

Bu durumda t(x,.), R’nin bir otomorfizmasidir ve tim fecC(Y) icin;
Tf(x) = t(x,f(r(x))). Teorem 4.2'deki notasyonl& izomorfizmasi oldgunu dikkate

almaksizin bazi noktaldr'de olmalidir anlamina gelir (Bu 6rnek 6.4 ile &éastirilmalidir.).

Ispat icin aagidaki yardimci teoremi verelim.

Yardimci Teorem 4.7 x € X, yardimcl teorem 4.6’dalgartlardan birini sglasin. Bir x
noktasinda f,g € C(X) oldusunu varsayalim, fakat{z € X:f(z) = g(z)}, x'in bir
komsulugu olmasin. Bu durumdah € C(X) vardir 6yle ki {z:h(z) > f(2)} ve
{z: h(2) < g(2)}, x'in her konsulugunda kesiir.

Yardimci Teorem 4.7’nin ispati: ilk durumda ciftn igin

h(x) = f(x) = g(x)

h(x,) = f(x,) +1/n (4.13)
ve tekn icin
h(xn) = g(xn) —1/n (4.14)

alarakh: {x,} U {x} - R tanimlayalim ve Tietze Geshéme Teoremi ile gegletelim. ikinci
kisim icin def > g = 0 alinabilir. Bser f(z) = 0 iseh(z) =0 ile

h(z) = 2f(z)cos(1/f(2)) (4.15)
olusturalim.
Yardimci Teorem 4.6'nin ispati:t = 14 kabul edelimf(x) = g(x) varsayalim.

Tf(x) = Tg(x) oldugunu gostermeliyiz. ger f ve g, x'in bir komgulugunda ayni ise bu
onerme 3.3'ten elde edilir. Aksi halde yardimci &vor 4.7’de oldgu gibi h alinir.
{z:Th(z) 2 Tf(2)}, ve{z:Th(z) < Tg(z)}, x'in her komsulugunda kesitigi 6nerme 3.3’ten
elde edilir.

Bundan dolayi
Tf(x) <Th(x) <Tg(x) (4.16)

ve simetriderT'f (x) = Tg(x)'tir.
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Bu yuzdenTf(x) = t(x, f(x)) ve (6rtenlikten dolayix(x,.):R - R ortendir ve bdylece
sUreklidir. Bunun otomorfizma olgunu gostermek icins(x,c) = T c(x) ile verilen

s(x,.):R - R, t(x,.) icin surekli terstir.

Simdi, yukandaki sonuclarinsiginda bazi 6rnekler verelim. Hangicta bahsegtimiz gibi
surekli olmayan otomorfizmalar Stone Gech kompaktlstirmasi ile bglantilh gorilir.

Asagidaki sonug, metriklgirilebilir S icin C(BS)'nin otomorfizmalarini aciklar.

Sonu¢ 4.8S bir metriklestirilebilir uzay, 7, S’nin bir homeomorfizmasi ve:S X R - R

kabul edilebilir stirekli bir fonksiyon olsun. Bu dumda

Tf(x) =t (x, f(T(x))) (x€S,fec () (4.17)

ile tanimlanan dondiim C*(S)’in bir otomorfizmasidir.C*(S)‘in tim otomorfizmalari bu
sekildedir.

Ispat: T 'nin 6rten oldgunu gostermek yeterlidilC*(S) = C(BS) ve ikinci kisimdaki her
sey, S ‘deki Ggs noktalarinin kesin olarak'de olduzu yardimci teorem 4.6’dan elde edilir

fakatt’'nin surekliligi elde edilemez. gagidaki uyari ispati tamamlar.

Yardimci Teorem 4.9S5 metrik uzay olmak tzere S X R — R kabul edilebilir olsun (ya da
hatta normal uzay}(x,d) = ¢ alaraks:S x R - R tanimlamak icin gerek ve yeter ko

t(x,c) = d olmasidir.
Asagidaki ifadeler denktir:
(a) Eger f ise fonksiyomx — t(x, f(x)), C*(S)'dedir.
(b) t sureklidir.
(c) t kapali grafge sahiptir.
(d) s kapali grafge sahiptir.
(e) s sureklidir.
(f) Sadece isex — t(x, f(x)) fonksiyonuC*(S)'dedir.

Ispat: (d) © (e) © (f) denkliklerinin  elde edilmesi icin gerek vgeter kaul
(a) & (b) & (c¢) denkliklerinin elde edilmesi gerekti aciktir. (¢) < (d) asikardir, bu
nedenle ilk t¢ durumun denk olglunu ispatlamak yeterli olur. Agik¢cé aplansky, 1948je
oldugu gibi (a) = (b) oldugunda (b), (a) ve (c) ‘nin her ikisini de gerektirir ve sonu¢

olarak (¢) = (b)'yi ispatlamamiz yeterlidir. Bir metrik uzayda tami kapali grafikli, her
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yerel sinirl, reel dgerli fonksiyonlarin surekli oldgunu goésterelimu: M — R bir fonksiyon

olsun.u’nun grafigi,
G(u) ={(x,c) EM X R:c =u(x)} (4.18)
kimesidir.

M’de x’e yakinsayar(x,) olsun.n - o ikenu(x,) — u(x) oldugunu gosterelim. Gercekten
eger u*, (u(x,)) dizisinin bir limit noktasi ise bu durumda, u*), G(w)'a baghdir ve bu

yluzdenu* = u(x)tir.

Baska bir ilgin¢c sonuc d& (X)'in sadece slrekli otomorfizmalara sahip olan dgdais C(Y)
icinde bir alt cebir olarak gémulmesid§imdi deY = X x [0,1] oldugunu diinelim, dgal
izdisim m:Y - X ve ((x) = (x,0) ile verileni: X - Y gdbmme olsunz™: C(X) — C(Y) ve
*:C(Y) - C(X) donisumleri, cebirlerin homomorfizmalaridir ve birincisirebir ve bununla
birlikte " o m* = 1¢(x)'dir. Goruld(gu gibi Y'nin her noktasi yardimci teorem 4.6‘daki ilk

hipotezi sglar.
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5. DUZGUN SUREKLI FONKSIYONLAR

Bu bolimde duzgin surekli fonksiyonlarin latislégiylgilenen Maribel Garrido ve Jesus
Jaramillo'nun son sonuglarinin lineer olmayan skedarini gosterecsiz. (Garrido ve
Jaramillo, 2000ye oldusu gibi sadece metrik uzaylari ginelim. X ve Y kompakt uzaylari
gostersin ve verilen bik metrik uzay icin daha 6nceki kurallari bir yanaakalim veX

Uzerindeki tim sinirli diizgiin surekli fonksiyontalatisleri icinU*(X) yazilsin.

(Garrido ve Jaramillo, 200@)e uyarildgl gibi; her (X,d) metrik uzayi, bir kX
kompaktlgtirmasina sahiptir, 6yle ki/*(X) Banach cebirleri veC(xX) acik bicimde
izometrik olarak izomorfiktir. Daha 6nemligiGarrido ve Jaramillo, 200@en goruldu
Uzeresoyledir: X tam metrik uzay ise bu durumda tabanlarinin sbymaemel kongsuluguna

sahip olancX’in noktalariX 'in tamamiyla noktalaridir.

X veY tam metrik uzay olmak lUzefe U*(Y) —» U*(X) bir latis izomorfizmasi verildini
kabul edelim. Bu durumdd, bir 7: kX - kY homeomorfizmasina sebep olur ve 6nceki
uyariylat, Y GzerineX'in donlsimudur. Dger yandarr ile birlesimi diizgin stirekliki korur
ve bu yluzden Efremovich‘in eski sonuclarindardiizgiin sirekli ve aslinda dizgin bir

homeomorfizmadir.

U*(Y) ve U*(X)in izomorfik latisler olmasi icin gerek ve yeteoskl X ve Y’nin diizgln
homeomorfik olmasi gerekii elde edilir. Bizim burada amacimi2yi gostermektir. Bu

dogrultuda(Garrido ve Jaramillo, 200@eki asagidaki lineerlik elde edilir.

Teorem 5.1: X veY tam metrik uzaylarr: X - Y dizgin homeomorfizma veX X R - R

kabul edilebilir fonksiyon olsun, bunlarin gostesidiurumlar:

*  Eger (x,) ve (y,), X'te 0 < d(x,,y,) — 0 ile diziler ve(c,), (d,), R'de sinirli ise

cp—d, — 0= t(x,,c,) —tly,,d,) — 0 vardir.

Bu durumda

Tf(x) =t (x, f(T(x))) (x € X) (5.1)

ile tanimlananT: U*(Y) -» U*(X) donGumU bir izomorfizmadir ve sonug¢ olarak tum

izomorfizmalar busekilde elde edilir.

Ispat: ilk kisim, f’in duzgiin sirekli olmasi icin gerek ve yetersiln d(x,,y,) = 0
ifadesinin f(x,) — f(y,) — 0 ifadesini gerektirmesi oldw dikkate alinarak acikca
gorulmektedir. Boylecer = 15 varsayar veT'’yi (5.1)'deki gibi alirsak; U*(X)'in bir
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endomorfizmasini elde ederiz. Gergekte burada sadecgerektirmesine ihtiya¢ vardifl] :

ters gerektirme,@&er s, t’nin kabul edilebilir tersi ise bu durumda

Sf(x) = s(x, f(x)) (5.2)
alinarakT’nin tersi elde edilir.

Tersini ispatlamak icin;T: U*(Y) — U*(X)'in bir izomorfizma oldgunu kabul edelim.
Onceki uyarilarlal’, bir dizgiin homeomorfizma olarakérten, X'i donustirent: kX — kY
homeomorfizmasina neden olur VWin noktalarl kX’de sayilabilir komuluk tabanlari
aldgindant(x,c) = Tc(x) olmak Uzere (5.1)'i elde etmek icin yardimci teordrb (a)'ya

basvurulabilir.

Acik olarakt kabul edilebilirdir. Her kabul edilebilir fonksiyot: X X R —» R, dyle ki tim
f e U (X)icin t(., £(.))in, U*(X)'e ait oldysunu gosterirsek ispat tamamlagnolacaktir.
= lile dezistirilerek < yukaridaki durumu gdar. [0 gerektirmesi des’ye bavurularak

ayni tartsmadan elde edilir.

Gercgekten(x,) ve (y,), X'te 0 # d(x,,y,) — 0 ile diziler olsun ve(s,) ve (t,)'nin de

¢, — d, — 0ile sinirh diziler oldgunu kabul edelim.
t(xn' Cn) - t()’n: dn) -0 (53)
oldugunu gostermeliyiz.

Fakat bir dizininf’ye yakinsamasi icin gerek ve yetersidbher alt dizinin£’ye yakinsayan
baska bir alt dizi almasidir. Burada(x,,c,) — t(y,, d,)'nin bir alt dizisinin sifira

yakinsadgini gostermek yeterlidir.

Bdylece genellii bozmaksizir(c,) ve (d,,) dizilerinin c’ye yakinsadii kabul edilir.
Diger yandan

(@) (x,,) yakinsak bir alt diziye sahiptir veya

(b) (x,,) kesikli bir alt diziye sahiptir.

(@) durumunda(x,)’i x'e yakinsak alabiliriz.t(x,, c,) = t(x,c) oldugu ispatlanir ve
sonuglar simetri ile elde edilir. Tekra€x, c)’'ye yakinsayan bir alt dizi bulmamiz yeterlidir.

Simdi eger gerekirse bir alt diziye kaurularak dgerleri varsayilabilir:
Ya

(a.1) timn igin x, = x yada
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(a.2) hem #= migin x,, # x,,, # x.

Ilk durumda ikinci dgiskendeki sureklilik ilet(x,, c,) = t(x,c)’dir ve ispat biter. (a.2)'yi
varsayarsaky,'i c,'e ve x'i c'ye gbnderen fonksiyofix,} U {x} kompakt kiimesi Gizerinde
dizgin sureklidir ve bu ylzdehe U*(X) = C(kX) vardir 6yle kic, = f(x,) ve

¢ = f(x)’tir. (@)’nin varsayimi Uzerindeki ispatl tamamlaya

t(xn, €n) = t(otn, £ (x0)) = t(x, f(x)) = t(x, ) (5.4)
elde edilir.

(b) icin den = m ve d(x,, y,) <1r/2 icin d(x,, x,,) = r > 0 varsaylilabilir.y,,’i d,'e ve
x,'I c,’e gobnderenS = {x,, y,:n € N} kiimesi Uzerinde bir fonksiyon tanimlansin. Acik
olarak bu fonksiyors Uzerinde dizgun surekli ve bu yluzdexide S’nin kapangina surekli
bir fonksiyon olarak gegler ve normallik ile kX'in de tamamina gegietilir. BOylece
f €U (X) vardir 8yle ki timn'ler igin ¢, = f(x,) ve d, = f(y)dir. x - t(x, f(x))

fonksiyonu duzguin surekli wé(x,, y,) = 0 oldugundan ispati tamamlayan

t (X, €)=ty di) = t(%, f (1)) = t (Y, f(F)) = 0 (5.5)
elde edilir.

Onceki teoremdend(x,,y,) > 0 ‘ sarti kaldinlamaz. Gercektetd*(N) = £ ve eer T,
£°°’In bir otomorfizmasi ise bu durumdayukaridakid (x,,, y,) > 0 kaldiriimasartini sglar

ve = ile = degisimi ancak ve ancak’nin surekli olmasina Qgudir.

Gercekten teorem 5.1'dekd(x,,y,) > 0 sartina geri donulebilinmesi icin gerek ve yeter
kosul N'nin diizgun kategoridekk’in direkt toplami olarak gérinmemesidN.nin bir direkt
toplam olmasi icin gerek ve yeterskbe > 0 ve S € X sonsuz bir alt kimenin var olmasidir

Oyle kis € S vex € X (x # s) oldugundad (s, x) > &'dur.

O halde t tUzerindeki bglantili durumdaX X [a, b] formunun her kiimesi Uzerindeve s’nin

dizgun surekliie denk oldgu kolayca goéruldr.
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6. L”A DAHA YAKIN B iR BAKI S

Bu bolimde sinirli ve o6lgulebilir fonksiyonlarin tigleri arasindaki izomorfizmalar ile
ilgilenilecektir. Verilen bir (X, X, u) 6lcim uzayi icin noktasaklemler ile donatilmy X
tzerindeki tim o6lculebilir fonksiyonlarin kiimesirigl? (1) yazilr ve fonksiyon 6zd¢éemesi

hakkindaki geleneksel uygunluk hemen hemen heryaydidir.

Gerekli supremum normu il&°(u)‘daki gerekli sinirli fonksiyonlarin altkimes () ile

gosterilen bir Banach cebiridir.

Genel temsil teoremleri il&*(u), M kompakt bir uzay olmak tGzer€(9)‘'ye izometrik
olarak izomorftur. Genel olaralt” (u)* kiimesi goreceli zayif* topolojisi® (u) Uzerindeki
tum sifir olmayan carpimsal lineer fonksiyonellekiimesidir. Burada bizim saded®
hakkinda birka¢g elementer gegeeihtiyacimiz vardir. Esasen her bir olgulebilirc X,
PM'nin hem acik hem kapall alt kimesine ¢k gelir. 1,'nin L*(u) = C(MM)’de bir
idempotent oldgu aciktir.

Diger taraftarfJt'nin topolojisi ¢cok kapsamlidird)t’nin topolojisi her zamansar bazlantisiz
uzaydir. Ayricallt atomik dgilse bu durumdalt'nin ayrik noktasi yoktur ve gercekte hicbir
noktaGs degildir.

Bununla beraber, Boolmayan sifir kiimeleri Boice sahip olabilir (Bu pozitif élciimlerin

olmayan kiimesi Uzerinde, kaybolEfi(u)‘de tersinemez fonksiyonlara kark gelir).

Bir Banach latisi olaraki™(u) bazi guzel 6zellikler gostermesinesmeen en dikkat ¢ekici
Ozellik sirali tamliktir. Ber S < L*(u) (sirall) sinirli ise bu durumd®S vardir. Eger

S c L= (u) sayilabilir ise bu durumddsS noktasal olarak hesaplanir.

Yardimci Teorem 6.1L*(v) — L*(u) izomorfizmalari hemen hemen her yerde yakingakli

korur.

Ispat: f, - f hemen hemen her yerdgsmmasi icin gerek ve yeter

f =M Vien e = Vn Aiezn fr (6.1)
olmasidir ve izomorfizmalar keyfi supremum ve infimlari korur.

Daha fazla ilerlemeden oncegagidakiler gibi latis izomorfizmalarinin davratarini
basitletirelim. L:L*(v) - L*(u) bir latis izomorfizmasi veU da cebirlerin bgantih
izomorfizmasi olsun. Bu durumdB = L o U™, baslantil cebir otomorfizmasi birim olan

L (u)'nin bir latis otomorfizmasidir. Bgekilde bir kisitlama getirilebilir.
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Sonucg 3.5 (b)'denger f, g € L”(w), bir 6lcllebilir A c X lGzerinde hemen hemen her yerde

ayni ise bu durumdd'f ve Tg’nin de ayni oldgu elde edilir.

t(x,c) = Tc(x) alarakt: X X R - R tanimlansinTc‘nin her hangi cgdi yeterlidir. Simdi,

eger f basit ise ( bu, sadece sinirli olarak bazeder alir )
f =2 cly (6.2)
elde edilir ve bu nedenlBf (x) = t(x,f(x)) hemen hemen her yerdesksair.

Her f € L™ (w) icin aynisinin sglandgl disunulur, fakat basit drneklet(., c¢), Tc’nin keyfi
temsili ise bu durumun olmagni goésterir. L (u)‘'nin temsil otomorfizmalarindaki ana

netice olan gagidaki sonug ¢gtli calismalarin mantikli bir secimi olgunu gosterir.

Yardimci Teorem 6.2 T, balantili cebir otomorfizmasi birim olar.®(u)'nin bir
otomorfizmasi olsun. Bu durumda 6lculebilir bir khledilebilirt: X x R —» R vardir, dyle ki
herf € L*(w) igin

Tf(x) = t(x,f(x)) (6.3)
hemen hemen her yerdeskair.

Ispat: Her rasyonelr icin Tr’nin sinirli bir caidini sabitleyelim, dyle ki hex € X igin
Tr(x) tanimlayalim.r < s ise bu durumda hemen hemen her yeFdéx) < Ts(x) olur.

Acik olarak
N ={x€eX:Tr(x) = Ts(x) bazir < s icin} (6.4)

kimesi sifir 6lgcime sahiptir.

LR AT anttoy 63
alinarakt™: X x Q - R tanimlansin.

Simdi, ¢ € Ricin

t(x,c) = sup{t*(x,r):r € Q,r <c} (6.6)

alinir.
Yardimcli teorem 6.1'den, here R i¢in T'c'nin sinirl bir temsili olarak (., ¢) elde edilir.

Tum t(x,.) fonksiyonlan artandirc,d € R secelim 6yle kic < d olsun ve herhangi bir

x € X alalim.p ve q rasyonel sayllarsa< p < q < d'‘dir ve istenildgi gibi

t(x,c) <t*(x,p) <t*(x,q) < t(x,d) (6.7)
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elde edilir.

Sonrat(x,.)'nin soldan surekli oldgunu ispatlayalim: her € R vex € X icin ¢, < c ile bir
(cy) dizisi vardir vet(x,, ¢,) — t(x,c)‘nin var oldygunu gostermemiz yeterlidir;,, c'ye
yakinsayan rasyonel sayilarin artan dizisi olsure okit*(x,1,) — t(x,c)'dir. Sonra

lim, t*(x,1,) = lim, t(x,1,41) = t(x,c) (6.8)
elde edilir.

Simdiye kadar ki bildiklerimizden formdl (6.3) eldedilir, séyle ki t(.,c) Tc’'nin bir
versiyonu ve het(x,.)'nin soldan sureklifiidir. feL*(u) alinsin.(s,,), f'e noktasal olarak

yakinsayan basit fonksiyonlarin artan bir dizisul.

Onceki yardimei teoremden uyari ile hemen hemenybeteTs, (x) = t(x,s,(x)) vardir.

Fakat, soldan sureklilik ile ayrica

t(x, sn(x)) - t(x,f(x)) (xeX) (6.9)
elde edilir.

Bunun yani sird’s,, hemen hemen her yerdg’e yakinsar ve bu ylizden hemen hemen her
yerdeTf (x) = t(x, f(x))'tir.

t'nin kabul edilebilir oldgu ispat tamamlaniT~1 bir otomorfizma oldgundan her tam
olarak artans(x,.), T~ 'c‘in bir ¢esidi, hers(x,.) ile s: X x R —» R vardir ve dyle ki her
feL®(w) icin hemen hemen her yerflef(x) = s(x, f(x)) elde edilir. Ozellikle her € Q
icin

s(x, t(x, r)) =r (6.10)
hemen hemen her yerdeskmir ve boylece

M = {x € X:s(x, t(x, r)) #rbirreqQ igin} (6.11)

kiimesi bgtur. M'nin disinda x icin t(x,.)’'in, R ‘nin bir otomorfizmasi oldgu yardimci
teorem 4.3‘ten elde edilirSimdi x e M ve c € R icin t(x,c) =c alinarak t tekrar

tanimlanirsa (6.3)'U0 hala @ayan kabul edilebilir bit elde edilir.

t’nin olculebilir oldusu gosterilerek ispat sonuglandirilir. Herigin, k‘nin bir tek tamsayi

oldugu durumda,, (x, ¢) = t(x, k/2™) alinarakt,: X X R — R tanimlansin dyle ki
k/2" <c<(k+1)/2" (6.12)

‘dir.
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t, < tpy1 oOlduguna dikkat edelim. Hert, Olculebilir ve t,, t'ye noktasal olarak

yakinsadiindant de 6lculebilirdir.

Sonug olarak, esas olcimlerin standart glddurumdal.™ latisleri arasinda izomorfizmalarin
anlgilir tanimlari alinir. BirX (bir ayrilabilir tam metriklgtirilebilir uzay) Polonya uzayinin

Borel kiimelerinin cebir¥ ise (X, X, u) standart olarak adlandirilir.

Ayrica, verilen(X, X, u) ve (Y,9,v) 6lcim uzaylari i¢in bir dlctlebilir izomorfizmageh iki
yonde olgulebilirt: X — Y birebir ve Ortendir 6yle ki € X sifir 6lgime sahip olmasi igin
gerek ve yeter kail v(7(4)) = 0 olmasidir.

Teorem 6.3 (X,X,u) ve (Y,9,v) standart oOlcim uzaylariz: X — Y bir o6lculebilir
izomorfizma vet: X X R = R, Borel yapilarina gore ol¢ilebilir, kabul edilebbir fonksiyon
olsun. Bu durumdal'f(x) = t(x,f(r(x))) ile verilen T:L®(v) = L®(u) dén&Umu bir
izomorfizmadir. TUm izomorfizmalar kuekilde oluyur.

Ispat: Olguimler (izerindeki hipotezler garanti eder; kher cebir izomorfizmasi

L® () - L*(u), bir : X - Y olcllebilir izomorfizmali bilgke ile verilir. Boylece ikinci

kisim Yardimci teorem 6.2’den elde edilir.

Ilk kismi ispatlamak iciny = v ve t = 1, kabul edilir veT'nin o6rtenligi disinda hersey
aciktir. s(x,d) = c ile verilent’'nin kabul edilebilir tersinin olabilmesi icin gdteve yeter

kosulunt(x, ¢) = d oldugu distnulsin. Onun grafi
G(s)={(x,d,c) EXXRXxRic=s(x,d)}={(xdc)eXXRxR:d=t(x,c)} (6.13)

Boreldir ve Polonya uzayindaki bir fonksiyonun Bob&lebilir olmasi icin gerek ve yeter
kosul grafiginin bir Borel kiimesi olmasidir bu nedenle bu Bgudebilir fonksiyondur(Cohn,
1980). Simdi, Sf(x) = s(x, f(x))ile L*(x) UzerindekiS doniumundenT’nin tersinin
oldugu gorular,

Ornek 6.4 Bir kompakt uzaydt, dyle ki herm € M igin C(M)’nin bir T otomorfizmasi

vardir oyle kiT*6,, sureksizdir.

Ispat: p, birim aralgin Borel kiimeleri (izerinde Lebesgue 6l¢iimii oldifhBanach cebirinin

maksimal ideal uzayt bir kompakt uzaydir.

Sabitm € I olsun.m, m: L* — R cebirlerinin bir birimsel homomorfizmasi olarak gtir.
Tek biry € [0,1] vardir, dyle ki herf € C[0,1] i¢in

fm) =m(f)=f() (6.14)
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m, 6,'nin bir genslemesidir.(4,), A; = [0,1] ile [0,1]'deki y'nin komsuluklarinin bir azalan

tabani olsun va(y) = 1 ile n(x) = max{n: x € A, } alalim.

Simdi; ¢, giris kisminda tanimlanan fonksiyon olmak tzere

t(x,c) =2(n(x),c) (6.15)
ile t:[0,1] x R - R tanimlansin v&f (x) = t(x, f(x)) (f € L®) olsun.

Acik olarak T, bir otomorfizmadir vef = 1'de T*m sureksizdir.u, tamamen atomik
olmadginda hemen hemen her yerde yakingakheden olan™ (u) Gzerinde topoloji yoktur.
Bununla birlikte hemen hemen her yerdeki yakingakilcim icinde yakinsaldi gerektirir
ve Olcim icinde her bir yakinsak dizi ayni limiteakynsayan alt dizilere sahipti(Cohn,
1980) Yardimci teorem 6.1'defi: L”(v) - L®(u) izomorfizmasinin élcimde yakinsgkin

topolojisi icin homeomorfizma oldw sonucuna variliu sonlu ise bu topoloji

Ifllo = f,, 1E22du (f € 1°Go) (6.16)

F - normu ileL’ (1) tizerinde verilir.

Belki L®(u)‘de en 6nemli topoloji zayif* topolojidir. Burada®(u), L (1) Banach uzayinin
duali olarak dgundlir. Teorem 6.3L°(u)'niin otomorfizmasinin zayif* sirekli olmasi
gerektgini 6nerir. Bununla birlikte sonuglari takip eder@kabello Sanchez, Ercan vd., Onal
vd., 2007)deki fikir bir temele dayandirilir.

Sonug 6.5v ve u atomsuz sonlu standart ol¢cimler olsunlar. Bil.*(v) — L*(u) latis
izomorfizmasinin zayif* sirekli olmasi ancak ve @nmnun norm topolojisi icinde afin

homeomorfizma olmasi ile ganir.

Ispat: Birim aralik tizerindev = u Lebesgue 6l¢iimii ve ayri@® = 0 ispat boyunca kabul
edilir, boyleceT’nin afin olmasi ancak ve ancak onun lineer olmask@&lidir. Birinci

gerektirme aciktiT lineer ise bu durumda = T'1,, olmak Gzere

Tf(x) = w(@)f(r(x)) (6.17)

‘tir. Hem bileske hem de carpma operatérlerinin her ikisi icindperatorler her zaman zayif*

sureklidir.

Aksini ispatlamak icint~! ile bileske aldiktan sonrd’nin f — t(.,f(.)) formuna sahip
oldugu varsayilir. Bu, verilen birim ar@in Borel alt kiimesi Uzerinde iki fonksiyonun ayni
olmasi icin gerek ve yeter kalun T altindaki gorunttlerinin de ayni olmasidir ifadgesi
denktir.
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(r,), Rademacher fonksiyonlarinin dizisi olsun, fi{x), 0 < x <1 icin cos(2"mx)’in

isaretidir. L*’un zayif* topolojisinde(r;,), sifira yakinsar.
U ={xe[0,1]:r,(x) = +1} (6.18)

= (1 ’"")/2 olduundan dolay! zayifgat ,+ — - elde edilir ve

kimesini alalimSimdi, 1+
n n 2

L™ Uzerindeki carpim ayri ayri zayif* surekli oglundan dolay! herf,g € L igin bu

goraldr,
limyoo( Ly f + 1uz 9) = 22 (zayif¥) (6.19)

elde edilir.1,+f + 1479 , U Gzerindekif ve U,; Uzerindekig ile ayni oldgu distnlirse,

bu nedenle

T(lu;{f +1y;9) = 1y+Tf +1y;Tyg (6.20)
ve burada

T (52) = limyoseo 14 Tf + 1;Tg = 222 (6.21)

ile alinan limit zayif* anlamina gelir. Bu nederife orta noktalari ve sifiri korur ( her iki
yonde ). Onun toplamsal olgu elde edilir ( her iki yonde) v& siraliligi koruyan lineer bir

donlsUmdir ve norm sureklii kolayca elde edilir.
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7. OLCULEBILIR FONKSIYONLARIN LAT ISLERI

Simdi 6nceki bolimin sonuglari g@r fonksiyon latislerine gegietilebilir. Daha 6nceden
oldugu gibi (X, X, 1) bir standart olcimu gostersingér L°(u) c L c L°(u) ise latisler gibi
u UzerindeL'nin bir fonksiyon latisi goralur. Eer u sonlu ise latislerin guyla, 0 < p <
icin LP (u) uzaylarini iceren analizde kdasilir. Eger u sonlu dgil ise bu durumdad.?(u),
L*(u)'yu icermez, fakat ger u, o-sonlu ise bu durumda ayni p&tmeler ile sonlu biv
olcuimu vardir (boylece®(v) = L°(u) ve L*(v) = L®(u) ) ve Oyle kiL? (u) timp’ler icin v

Uzerinde bir fonksiyon latisine izomorfiktir.

Teorem 7.1 M ve L sirasiylav ve u standart dlcumleri tzerinde fonksiyon latislenmak
uzereT: M - L bir izomorfizma olsun. O zaman hirX — Y Olgulebilir izomorfizma ve bir

t: X x R = R olculebilir fonksiyon vardir dyle ki hef € M icin hemen hemen her yerde

Tf(x)=t (x,f(r(x))) (7.1)

salanir. Bununla birliktet, her sabitx icin secilebildginden t(x,.) dongumi R’nin bir

otomorfizmasidir.

Ispat: T0 = 0 oldusu kabul edilsin.p(t) = ﬁtl (teR) ile px(f) =pof ve etiketsiz

oklar tam kapsama olmak Uzere

SIL°(W) » M 5L - 1905 1 () (7.2)
oldugunu dginelim.

S birebir oldgundan dolayi ger f, g € L (v), pozitif dlcimli birA kiimesinde ayni ise bu
durumdaSf ve Sg (ve bu yuzdeT'f veTg de ) sadecd’ya bazli olan bir pozitif 6lcimliB
kiimesi Uzerinde ayni olgu sonuc 3.6'dan bilinirSimdi f, g € M, A Gzerinde ayni oldtunu
kabul edelim. Bu durumdd’da st f,, ve g, ile L*(v)'de (f,,) ve (g,,) dizileri vardir ve
hemen hemen her yerde - f ve g,, — g’dir. FakatT hemen hemen her yerde yakinsakli
korur ( Yardimci teorem 6.1'deki ispat ile aynidine boylecel'f veTg, B lzerinde hemen
hemen her yerde aynidif-'’e aynisekilde bavurarak; f, g € M’nin, pozitif 6lctimli bir
kiime Gzerinde ayni olmasi icin gerek ve yetesukm Tf ve Tg’'nin de ayni olmasiyla

salandgl elde edilir.

Sonug olarak hemen hemen her yefdg > 0 ve bu nedenle)(x) = 1/T1,,(x) , L°(u)'niin

bir fonksiyonu anlamina gelir§imdi, .n, L°(u)'nin bir lineer otomorfizmasi olan ile

carpimi gostermek Uzere



29

T L) » M5 L > 103 1) 5 12w (7.3)

bileskesini ditnelim. L*(u) = C(M) ve L*®(v) =C) olmak UzereT', C(Jt)'den
C(M)’'ye bir homomorfizma olarak kabul edilebilir. Agiddarak;T'0 =0 ve T'1 =1/2.
Bundan dolayl T', @: I — 9t sirekli déngimiine ve ayrica *: C(N) —» C(M) birimsel
cebirlerin  bir homomorfizmasina neden olu® * idempotentleri idempotentlere

gotirdigiindenlga) = @ * (1,) kurali ile®: 9 — X donimi tanimlanabilir.
Bizim 6ncelikli amacimizb‘nin bir izomorfizma oldgunu gostermektir.

Iddia 7.2 f,g € M, A Gizerinde hemen hemen her yerde ayni olsun. Bu dladifi ve Tg,

®(A) Uzerinde hemen hemen her yerde aynidir.

T~1, benzer 6zelliklere sahip olgundan bir?: X —» 9 donumu elde edilir ve ger Tf ve

Tg, B Uzerinde ayni ise bu durumdave g, ¥(B) Uzerinde hemen hemen her yerde aynidir.

Ynin, @ icin bir ters oldgu gosterilir. A € 9 alinsin vel ve 1, fonksiyonlari dginulsun.
T1veT1,, ®(A) Gzerinde hemen hemen her yerde ayni@ldee bu nedenlé = T71T1 ve
1, =T 1T1,, $Y®(A) Uzerinde ayni oldiu elde edilir. Bundan dolayi her 6Olglilebildricin
YP(A) c Ave ayrica

(YD(A))" = Wb (A°) c A° (7.4)
‘dir bu da¥W®(4) = A'dr.

Bundan dolayid bir izomorfizmadir ve 6lciimler Gzerindeki hipotezX — Y ikili dl¢clim
varligini garanti eder odyle kb(4) = t~1(4)'dr.

Ispatin geri kalan kismi 6. bélimdekine benzer. @aewmen hemen her yerde< g olmasi
icin gerek ve yeter kwlun hemen hemen her yerdy < Tg olmasi gerekgi bilinir.
Ozellikle r € Q icin Tr'nin cesitleri secilebilir oyle ki timr <s ve timx € X igin
Tr(x) < Ts(x)'tir. Simdi, t(x,0) = 0 ve

inf{Tr(x):r >c,r€Q}c <0 i(;in} (7.5)

t(x,c) = {sup{Tr(x):r <c,r€Q}c>0igin

ilet: X X R - R tanimlayalim.

Her reelc icin t(.,c) fonksiyonuTc’nin bir ¢esidi ve ayrica her sabit icin reel t(x,.),

fonksiyonunun(0, o) Uizerinde soldan ve-, 0) lizerinde sgdan stirekli oldgu aciktir.
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Eger s basitse bu durumdd's(x) =t(x,s(‘r(x))) &sitli ginin hemen hemen her yerde

sgzlandigl yukaridaki iddiadan elde edilir. Keyfi € M icin, f* ve f~, ayrik desteklerle,
negatif olmayan fonksiyonlar olmak tizefe= f* — f~ yazilsin. Acik olarak hemen hemen
her yerde sganan s¥ — f* ile basit fonksiyonlarin artarfst) dizileri vardir oyle ki

supp s¥ < supp f*. s, > f hemen hemen her yerde olmak Uzgre= s; — s, yazilsin.

Bununla birlikte her igin;

t (x, sn(r(x))) >t (x,f(r(x)))

Tf(x)=t (x,f(r(x))) (7.6)
oldugundan hemen hemen her yerdglaair.

Ispatin geriye kalani Yardimci teorem 6.2'nin ispddéki gibi devam eder yant
degistirilebilirdir 6yle ki her t(x,.), R’nin artan homeomorfizmasidir ve sonuctasalut,
baglantili dlculebilirdir. Stiphesiz kit ve t'daki kesinsartlar altinda (7.1)M ve L’ye basli
olan bir izomorfizma tanlmlart(.,f(.))‘in L’'ye bali olmasi icin gerek ve yeter kolun

f € M olmasi aikar bir durumdurL® (1) maksimal latisi icin gagidaki sonug verilir,

Sonu¢ 7.3u, sonlu bir standart o6lcim olsun. X’in Olculebilir otomorfizmasi ve

t:X xR - R bir olculebilir fonksiyon olsun 6yle ki her sahit icin t(x,.), R'nin bir
otomorfizmasidir. Bu durumdan(x)=t(x,f(r(x))) (x € X) L°(u)'niin bir

otomorfizmasini tanimlar’ (u)'ntin tim otomorfizmalari bu yolla our ve L°(u), 6lcim

icinde yakinsaklik topolojisi ile donatigindaL® (u)'nlin tim otomorfizmalari strekli olur.

0<p,q<o icin LP ve L7 latislerinin izomorfik olmasi igcin gerek ve yet&osulun

0 < p,q < oo oldugu teorem 7.1'in dier bir gikar ¢cozimuaddr. Bununla birlikte bu kontrol
ile elde edilir: gercektenger 0 < p,q < oo ise bu durumdg € LP'i o(f)|f|P'ye gonderen
donisim, Lt ve LP arasinda bir izomorfizma verir, buraddisareti’ gosterir. Kagit 6nerme:
(f,) dizisi vardir 6yle ki herf icin bir n vardir dyle kif,, = f ifadesininL?’de salanmasi
icin gerek ve yeter kml p = oo’dur. Onermeye kam: eser (f,) ve f, dyle ki hern icin

f < fn ven # m olmak lzeref,, A f,,, = f ise bu durumd&,, f,, varhginin LP’de sa&lanmasi

icin gerek ve yeter kol p = 0 olmasidir.
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8. SONUC

Yakin zamandaMarovt, (2005; 2006a; 2006binakalelerini yayinladi. Onun sonuclari
asagidaki gibi Ozetlenebilir. Latisler arasindaki binebve oOrten fonksiyonlarin bir

izomorfizma olmasi icin gerek ve yeterskbher iki yonde sirayl korumasidir.

X metriklenebilir kompakt uzay vi= [0,1] olmak Uzerel', C(X,T)'da bir birebir ve orten

fonksiyon olsun.
(@) Eger T, her iki yonde sirah@np  koruyorsa bu durumda z, X'in  bir
homeomorfizmasi olmak UzereTf(x) = t(x,f(r(x))) formu elde edilir ve

t:X X1 -1, t(x,c) = Tc(x) ile verilir.

(b) Eger T, carpimsal ise bu durumdabir homeomorfizma vec: X — (0,0) strekli

olmak Uzerd'f(x) = (f(r(x)))K(X)‘dir.

(c) Eger T bir afin ise bu durumda bir homeomorfizma veu: X — +1 sirekli olmak
lizereTf(x) = 1/2 + u(x) (1/2 - f(r(x)))’dir.

Marovt, aynilarinin metrikkgirilemeyen uzaylar icin ayni sonuclar elde edlir diye sorar.
Bu (c)'deki durumdur, fakat (a) ya da (b)'dekigidir. Gercekten dgErcan ve Onal,
2008)deki, (b) icin kagl 6rnesin (a) icin de kay ornek oldgu kolayca goralur. Aslina
bakarsak;C(X,I) Uzerinde her carpimsal birebir ve o6rten fonksiyorarralilgl (her iki
yonde) korumaliysa; bu sonuglarin geregiilbilinmemektedir.C(X, (0,1)) Uzerindeki her
hangi birebir ve 6rten fonksiyonung@adigi ise aciktir.C(X) yari grup Uzerindeki sonuclarla
ili skilendirmek icin Milgram, 1949; Cabello Sanchez vd. , 2000; Henrksel., 1956;

Csaszar vd., 198Xkaynaklarini 6neririz.

Afin durumu gagidakiler gibidir (Biraz farkli targmalar Ercan ve Onal2006)'da goralir.):
I, [-1,1] ile afin oldgundanC(X,[—1,1]) Uzerindeki afin birebir ve 6rten fonksiyonlari
distndlsun.C(X,[—1,1] ), C(X) Banach uzayinin birim yuvaridir. 8 bir ifadeyle; ger B,

bir Banach uzayinin birim yuvari ise bu durumdgirof’de sadecg noktasidir.

Verilen g € B icin h € B vardir dyle kif = (g + h)/2 (Eger f # 0 ise bu durumdd,

g = —f/Ifll ile bir orta nokta daldir). T0 = 0 oldugu elde edilir ve bu ylzden tim
fecX,[-1,1]) ve c €1l icin Tcf = cTf'tir. Bu nedenle bir lineer birebir ve o6rten
fonksiyonuT'ye geniletebiliriz, boyleceyf — [|[fIIT(f/IIfID.
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Fakat bir lineer birebir ve orten fonksiyonun biryavari kendi Gizerine dostilrmesi ayrica
bir izometridir ve bu ylizden Banach - Stone TeoremiX’in bir homeomorfizmasi ve
u:X - +1 sirekli olmak Gzerd’nin, Tf = u.f ot formuna sahip oldtunu verir. Bunu
C(X,I)’e uygularsak keyfi birX kompakt Hausdorff uzayi ile (c) ganir. (ya da
metriklenebilir uzay, kompakt ya da g Bu konu ile ilgili (Garrido ve Jaramillo, 2002;
Marovt vd., 2006a; 200§bkaynak gdsterilir. Bu calmanin sonuclar, ger I ile R yer

degistirilerek gerekli dgisikliklerin yapiimasi kaguluyla ayni kalir. Ana fikre hicbisey

eklenmediinden dolayi burada daha fazla ayrintiya girmekgsganiimstir.

Calismanin sonuclarindan gan bazi sorular ile cgmamizi bitirelim.

Ilk olarak;t: X x R = R donistimlerini karakterize etmekle ilgilenildi dyle ki kgpaktX ile

C(X)'in bir T otomorfizmasi icirt(x, c) = Tc(x)'tir. Bu Teorem 4.2'yi tamamlayacaktir.

7. bolumun tek istisnasi ile; sonuclarimiz sadeoels fonksiyonlari igerir.X metrik uzay
olmak Uzere C(X)'in otomorfizmalarinin bir tanimini elde etmek igi olacaktir.X tam

metrik ile U(X) icin ayni soru gecerlidir.
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