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OZET

“Pre-Riesz Uzaylarindddealler ve Bandlar” adli bu tez gahasinda, vektor latislerinin
onemli @eleri olan ideal ve band kavramlarinin pre-Riesaylar1 acisindan birtakim
ozellikleri incelenmitir. Oncelikle, vektor latislerinde ideal, band s@veks ideal kavramlari
tanimlanmg, bu tanimlamalar neticesinde pre-Riesz uzayimmtayapilarak vektor latisleri
ile iliskisi incelenmgtir. Pre-Riesz uzayi tanimi yapilirken, Haandeftadan verilen; her
Archimedean yonlu kismi sirali vektér uzayinin Riesz uzay oldgu teoremi esas
alinmstir.

Gerekli tanimlamalar yapildiktan sonra vektor latisile pre-Riesz uzaylar arasindakikli
incelenirken, ikili pozitif tasvirlerden, izomorizalardan faydalanilgive kullanilan cgtli
metodlar bir¢cok érnekle agiklanmaya gdinistir. Ayrica, ideallerin ve bandlarin kisitlama ve
gengleme 6zelliklerine de yer verilerek ayriklik taniit@ calsma sonlandirilingtir.

Anahtar Kelimeler. Band, ayriklik, ideal, sirali yon alt uzay, vektor latisi, kismi sirali
vektor uzayi, pre-Riesz uzayi, solvex ideal.
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ABSTRACT

In this thesis, entitled “Ideals and Bands In PresR Spaces”, some particular properties of
ideals and bands, which are important subject®ator lattices, have been examined for pre-
Riesz spaces. Firstly, ideals, bands and solveadsdeere defined in vector lattices and then
by the definition of pre-Riesz spaces, the relalietween vector lattices and pre-Riesz spaces
were investigated. While the pre-Riesz spaces wér@duced, the theorem given by Haandel
as “Every Archimedean directed partially orderedtoespace is pre-Riesz.” was presented.

After these necessary definitions, the relatiorwen vector lattices and pre-Riesz spaces
were investigated by using bipositive maps and mpmsms. Several examples were given
for every different method. Moreover, restrictiardaextension properties of ideals and bands,
and finally disjointness have been defined at tice & the study.

Key words. Band, disjointness, ideal, the order dense swespaartially ordered vector
space, pre-Riesz space, solvex ideal.
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1. GIRIS

Vektor latisleri calilirken, latis olmayan kismi sirali vektdr uzaylale kasilasilabilir.
Ornezin, vektor latisleri arasindaki operatorlerin uzayi latis yapisi gésterirler. Bu problem
genellikle, goérintd kiimesinin Dedekind tamhk kabedilmesiyle engellenir. Alternatif
olarak, latis teorideki gerekli durumlari, kismira vektdér uzayinin daha genel sinifina
genkletilebilir. Ust sinirlarin uygun kimeleri arasikdali skileri diizenlemek gibi, mutlak
deger, negatif ve pozitif kisimlari icerengkileri de yeniden formilize etmek gerekir.ger
bir yaklasim da, kismi sirali vektor uzayini vektor latiskegarak icteki uzayin latis yapisini
kullanmaktir. Son yakkam, Gaans ve Kalauch (2006) tarafindan, kismi isivaktor
uzaylarinda ayriklik konusunda ele aligtm Kural gergi, icine yerlgtirme metodu, icine
yerlestirilen sirali ygun ise baarili sonug verir. Sirall yun vektor latisi icine yerlgirilen
kismi sirali vektdr uzayr Haandel (1993) tarafindame-Riesz uzayl olarak karakterize
edilmistir. Her yonli Archimedean uzayi pre-Riesz uzayangak Archimedean olmayan pre-
Riesz uzaylar da vardir. Genelde, bir vektor liatie latis olma durumu bircok yolla belirtilir
ve kismi sirali vektor uzaylarindaki farkl aciklalar farkh durumlara sebebiyet
vermektedir. Bu tezde, pre-Riesz uzaylarinda velsiis durumlari bu baki acisiyla
incelenmgtir, (Gaans, 2008). En kullagi genellemelerin, dgrudan formile ederek ve
gommeleri kullanarak yakjanlarinin uygugu yerde vyapilabilmesi beklenebilir. Bu
calismada, Gaans (2008) bakacisiyla pre-Riesz uzaylarindaki vektor latis dolarinin
arastirlimasi konusunu ilerletilmesi incelengtir. Vektor latis teorisinin vazgecilmezi ideal ve
bandlar konusunda odaklaniknr. Asil tanimlarla bglayip, vektor latislerindeki gémmelere
gore ozelliklere cagilmistir. Ozel olarak, gegieme ve kisitlama ile ilgilenilmgtir. Eger
kismi sirall birX vektor uzayl,Y vektor latisinin sirali ygun bir alt uzay! iseX’ deki
genelletiriimi s ideal veya band’ deki ideal veya banda getetilebilir mi? VeY’ deki ideal
veya bandX’ deki genellgtirilmis ideal veya banda kisitlanabilir mi? Buna ek olatangi
Ozellikler latis durumu ile benzer hangilerigilebelirlenmistir. Temel sonuglar, 5. Bolimde

verilmistir.



2. ON BILGILER

Tanim 2.1X reel bir vektdr uzayi daX uzayinda bir koni yani,

(x,y €K, )\, p=0iseAx+puy € K) ve Kn (—K) = {0} Ozelliklerini sglayan bir lineer
manifold olsun.X’ de, kismi siralamay > x olmasi icin gerek ve yeter kosul y — x € K

olarak tanimlanir.

Tanim 2.2X bir reel vektor uzayi olsum, y € X, x < y oldugunda,
)HerzeXicinx+z<y+z,

i) Her a = 0 icin ax < ay

salaniyorsaX, kismi sirali vektdr uzayi adini alir.

Bu calsmada,(X, K) kismi siral bir vektor uzayidir. Genellikl&’ yi sabit tutarak(X, K)

yerineX yazacg|z.

Tanim 2.3 X kismi sirali bir vektor uzay olsuy. < z olacaksekilde y, z € K elemanlari

icin sirali aralik;
[v,z] ={x € X:y < x < z}ile gbsterilir.

Tanim 2.4X kismi sirall bir vektoér uzayi olsun. Here M icin, x < z olacaksekildez € X

varsaM c X kiimesine majorize kiime denir.

Tanim 2.5X kismi sirali bir vektor uzay! olsungér, M c [y, z] olacaksekilde y,z € X

varsaM’ ye sirali sinirhdir denir.
M < X icin bitin Gst sinirlari kimesiM® = {x € X:x > m her m € M icin} ile gbsteririz.
Tanim 2.6 X kismi sirali bir vektdr uzayi olsui < X icin X'de pozitif-lineer kabuk,
n
posM ={x € X:An€ N, A; € [0,0),x; EM,i =1,..,n,x = Z/ll-xi}
i=1
olarak tanimlanir.

Tanim 2.7X kismi sirali bir vektér uzay! olsun. Hery € Xicin nx < y olacaksekilde

n € N varsa (X, K) uzayina Archimedean denilir.

Tanim 2.8X kismi sirah bir vektor uzayi olsuilder x,y € M i¢in z > x ve z > y olacak

sekilde birz € M varsaM kimesine yonla kiime denir.



X’ in yonli olmasi icin gerek ve yeter §d K konisinin X’ de dretilmis yani, X = K — K

olmasidir.

Tanim 2.9X kismi sirali bir vektor uzayr olsu kismi sirali kimesinde, herhangi iki

x,y € M elemanlari igin,

xVy=sup{x,y}vex Ay =inf{x, y} mevcutise, M latis olarak adlandirilir.
Tanim 2.10F bostan farkl konveks kiimesger,0 # x € K igcinx = Ay,y € F ve
A € (0,) ile tek tirlt temsil edilebiliyors& alt kiimesine’ nin bir tabani denir.

Tanim 2.11X kismi sirali bir vektor uzayi olsun. Biw,} agl icin a = f iken x, < xp

oluyorsa{x,} € X agina azalandir (sembollg, 1) denir.

x € X i¢in x, | x gosterimi,x, | veinf,x, anlamlarina gelirx, T ve x, T x anlamlari ise

benzerdir.

Tanim 2.12X kismi sirali bir vektor uzayi olsun. Bix,} € X agina eer, y, | 0 ve hera

icin £(x, — x) < y, olacaksekilde bir{y,}, S X agI varsa,x € X’ e sirall yakinsar

(0) .
( sembollex, — x ) denir.

(o) (o) . . . . - .
Xg % x ve Xg — X 2 0 ifadelerinin denkli aciktir. Eger, bir & sirali yakinsaksa limiti tektir.

Tanim 2.13 X kismi sirali bir vektér uzayi olsuM < X kiimesi, ger x’ e yakinsayan her

{xa}aea © M icinx € M elde edilebiliyorsa sirali kapahdir denir.

Tanim 2.14Bir X kismi siral vektor uzayinip alt uzayi, ger, herx € X igin x < y olacak

sekilde biry € D varsa buyukleme olarak adlandirilir.

Tanim 2.15Bir vektor latisinin, ger bagtan farkl her buyiklenngialt kiimesi bir supremuma

sahipse Dedekind tam olarak adlandirilir.

Teorem 2.1(Gaans ve Kalauch, 2008) Yonlu kismi siral vekizayinin majorizing alt uzayi
da yonludar.

Tanim 2.16X kismi sirali bir vektdr uzay olsungér herx € X igin x = Vi, a; — Vic, b;

olacaksekilde

ai, -, Qm, by, ..., by, € D varsaX vektor latisininD alt uzayiX'i bir vektor latisi olarak tretir

denir.

Tanim 2.17X kismi sirali vektdr uzayl ayni zamanda latis égell gosteriyorsa Riesz uzay

adini alir.



Tanim 2.18X bir Riesz uzay olsury < x; + x, esitsizligini saslayan hery, x,,x, € K i¢in
y=y;+y, ve y; < x4, ¥y, < x, olacaksekilde y;,y, € K varsaX’ e Riesz aygtirma

Ozelligine sahiptir denir.



3. IDEALLER, SOLVEKS IDEALLER ve BANDLAR

Vektor latis teorisinin 0Ozellikleri, X kismi sirali vektdr uzayinin genel durumlanyla
verilmistir. (Gaans, 1999; Gaans ve Kalauch, 2006). Burikda)emanin supremumu yerine

elemanlarin batin Ust sinirlarinin kimesgidilmastar.

Tanim 3.1 (Gaans, 1999M, X kismi sirali vektér uzayinin alt kiimesi olsurgeEherx € X
vey € M icgin {x, —x}* 2 {y, —y}* ikenx € M oluyorsaM’ ye solid (kati) alt kiime denix’

in solid alt uzayina bir ideali denir.

Eger, X bir vektor latisi ise, bu durumlar, sllmis durumlarla uygur. Bazi kiimeler, birkag
uzayin alt kiimesi gibi diinulirse, onun katgl dst sinirlarin alingg uzaya balidir.
Karistirma riskine kagilik “ X icinde katidir’seklinde ifade edilecektir. Konveks bir kiimenin

katl kabgunun konveks olmasi gerekmgigiden, solveks kabuklarla ilgilenilecektir.

Tanim 3.2 (Gaans, 1999X kismi sirali bir vektor uzayi olsuml c X kiimesine ger, her
X € X, Xq, ., Xy EMveE Ay, ...., 4, € (0,1] iken, Y 3-; A, = 1 icin,

u
n

{x,—x}* 2 Z E A Xy 1 €, o, En € {1,—1} 3.1
k=1

sailandginda,x € M oluyorsa, solvekstir denir.

Yardimci Teorem 3.3 (Gaans, 1999 kismi sirali bir vektér uzayi olsuX. deki her
solveks kiime solid (kati) ve konvekstigdf, X vektor latisi iseX’ deki bir kimenin solveks

olmasi icin gerek ve yeter kal X'in solid ve konveks olmasidir.

Bos olmayan bir kimenin solveks kabuk temsilini eldenek icin, gagidaki 6n bilgiye

ihtiyag vardir:

Yardimci Teorem 3.4(Gaans, 1999X kismi sirali bir vektor uzayi olsunger, x, x;, € X ve

yk,i EX,i = 1,...,‘mk,

k=1,..,nicin,
mg u
u
{xk,—xk} 2 Z & Vit €1 - Emy, € {1, -1} (3.2)

i=1

ve{x, —x}* 2 {3} Exxy: &, - &n € {1,—1}}* ise 0 zaman,



n Mg

{x,—x}* 2 Z z EiVrit€ki €E1L,-1Lk=1,..,ni=1,..,m (3.3)
k=1i=1

dir.

X kismi sirah vektor uzayr v < X olsun. O zaman,

S = {x EX:IXxq, .0, Xy EM, A4, ..., Ay
n
€ (0,1], Z A = 1 0yle ki, {x, —x}*
k=1

2 {Z Ex A Xy €1, o, €y € {1, —1}} } (3.4)

k=1
kiimesi M’ nin solveks kabgudur. S, M'yi kapsayanX'deki en kuguk solveks kimedir.
Gercekten,M € S ve T, M'yi kapsayan solveks bir kime isg§,c T' dir. Geriye,S’ nin
solveks oldgunu gostermek kalir.x € X,xy,...,x, € S,44, ..., 4, € (0,1], X514 =1
olsun, dyle ki;

n u

{x,—x}* 2 {Z Ex Xy €1, -, En € {1, -1} (3.5)

k=1

dir.

Herk € {1, ...,n} iGNy 1, oo, Viem, € M, A1, s Aoy, € (0,1] , T2 A = 1 Oyle ki,

u

my
O =1} 29 ek v £, Em, € (1,-1) (3.6)
i=1
dir.
O zaman,
my u
X, =i 1t 2 Z Eidi Ak, Yk it €15 - Em,, € {1, —1}
i=1

Yardimci Teorem 3.4’ e gore,

n Mg

{x,—x}* 2 Z z ek itk iVrii€ki €L -1} k=1, ,ni=1,..,my (3.7)
k=1i=1



Yii E Mve A ; € (011 k=1,..,nvei=1,..,my ve

n Mg n my n

Z Z AkAr,i = Z Ak Z Aki = Z A =1 (3.8)

k=1 k=1 =1 k=1

oldugundanx € S dir ve S solvekstir.
Yardimci Teorem 3.5X kismi sirali bir vektor uzayi v, X’ in alt uzay! olsunM’ nin S
solveks kabgu daX’ in bir alt uzayidir ve dolayisiyla bir idealdir.

Ispat. M lineer alt uzay oldgundan,M’ nin solveks kabgu

n

u
x € X:3xq, ..., x, € M 0yle ki, {x, —x}* 2 {Z Ex Xy €1,y En € {1, —1}} } (3.9)
k=1

S =

Icinx,y € S olsun.x + y € S oldugunu gosterelinx, ..., x,, V1, .., ¥m € M vardir, 6yle ki;

n u
{x,—x}* 2 {Z £ Xy €1,.-,&n € {1, —1}} (3.10)
k=1
ve
u
m
{y, =y} 2 z 5,9} 61,6 € {1,—1} (3.11)
j=1
dir.
u’nun
n m
Z £ + Z 8,95 €1y oer €y B3, s S € {1,—1} (3.12)
k=1 j=1

kiimesinin Ust sinirt oldwnu kabul edelim. Orrggn, baziey, ..., &y, 64, .., 6, € {1,—1} icin

n m
u= Z Ex Xy + Z 8;y; (3.13)
k=1 j=1
dir. Boylece,
m n
u-— Z 8jyj = z ExX (3.14)
j=1 k=1

dir.



Bu nedenle,
m

w— Z 8y, > Fx (3.15)
j=1

Dolayistyla,u — x = ¥7%, 6;y; veu + x = Y7L, &;y; olur.

u—xveu+ux, {X7, 8 y;: 61, ..., 6, € {1,—1}} kiimesinin st sinirlari olgundan, {y, -y}
nin de ust sinirlari olurlar. Oyle ise,—x >y veu+x > —y, yaniu € {x +y, —x — y}*

dir.

Sonug olarak,

{x +-y,——x __y}u

u
n

m
> Z £ + Z 8., €1, o Emy Oy oy S € (1, —1) (3.16)

k=1 j=1

vex+ye€S dir. x €S ise,—x €S’ dir. Ayni zamanda0,x € S ve A > 0 olsun.Ax € S

oldugunu gosterelimx,, ..., x, € M vardir ki, dyle ki;

n

{x,—x}* 2 {Z EXi: €1, -, En € {1, —1}} (3.17)

k=1
dir.
Eger u, {3r=q xdxy: &, ..., &4 € {1, —1}} kUmesinin bir Ust sinin ise, o zamai'm da
(O h=1 ExXk: €1, -, Eq € {1,—1}} " In bir Ust sinindir. B(‘jylece%u € {x, —x}* gosterir ki,

u € {Ax, —Ax}*. Dolayisiyla, {Ax,—Ax}* 2 {3F_; e dxy: &4, . &q € {1,—1}}* ve bu

nedenleAx € S’ dir.

Bir vektor latisinde, x ve y elemanlar icitx|Aly| = 0 veya|x + y| = |x — y| ise, x ve y
ayriktir denir, (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985)dfni sirali vektor uzayinda ayriklik tanimi

verelim.

Tanim 3.6 (Gaans ve Kalauch, 2006y kismi sirali bir vektor uzayi olsunx,y € X

elemanlari igin
x+y, —x—y}*={x—y —x+y}*isex ile y ayriktir denir vex L y ile gosterilir.
M < X alt kiimesinin ayrik timleyet® = {y € X:y 1 x her x € M i¢cin} kiimesidir.

x,y € X icin,y L x olmasi i¢gin gerek ve yeter a x L y olmasidir ve agik olarak L 0 dir.



Diger yandanx Ly ise —x Ly ‘ dir. Eger, x L x ise,{x +x,—x —x}* ={x —x}* =K
boylece, x, —x < 0,x = 0. Benzersekilde, x L (—x) ise, x = 0'dir. Eger, x,y € K igin,
x Ly ve z>x,y olacak sekilde bir “z” varsa,z€ {x —y,—x +y}* = {x + y}* * dur,
boylece,z > x +y ‘ dir. M € X icin M4 bostan farkhdir, ¢linki0 € M¢ ‘dir. Diger taraftan
M ve N, M € N olacaksekilde X’ in alt kiimeleri iseM? 2 N dir. Goriilebilir ki, x,y € X

ikenx L y olmasi icin gerek ve yeter &d su sartlarin sglanmasidir:
(Ktx)n(K+ty)cK (3.18)
Gercekteny,y € X ikenx L y olsun, yani;
K+x+y)n(K—x—y)=K+x—y)Nn(K—x+7y) (3.19)

K = 2K oldugunu g0z 6nune alarak,+ y ekleyerek ve 2 ile bélerek sirasiyla

(319) & (K + 2x + 2y) N K = (K + 2x) N (K + 2y) (3.20)
& (2K + 2x +2y) N (2K) = (2K + 2x) 0 (2K + 2y) (3.21)
SE+x+y)NK=K+x)nK+y) (3.22)
elde edilir.

(3.22)' deki benzer hesaplamalar kullanilarak (B.Xk#ki kapsamalar elde edilir. Ber
yandan (3.18)’ i kabul edelinfK + x) n (K —y) € K’ dan,

(K+x+y)nKCS K +7y) (3.23)
K—x)NK+y)SK=>KnK+x+y) S (K +x) (3.24)
dir.

Boylece,

(K+x+y)NnK=K+x)nK+7) (3.25)

K+x)n(K+y)<cK

(K—x)ﬂ(x—y)gx}:’(K+Y)”(K+x)9(K+x+Y> (3.26)
Dolayisiyla,(K + x +y) N K 2 (K + x) n (K + y)' dur.

(3.22) sg@landgindanx L y oldusu sdylenebilir. Bu bolumu, kismi sirali vektér uzaginde

band tanimi yaparak sonlandiralim.

Tanim 3.7 X kismi sirall vektor uzaymnin lineer bir alt uza¥i ye, (M4)¢ = M kosulunu

saliyorsa,X’ de bir band denir.
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4. PRE-RIESZ UZAYLARI

Bu bélimde, pre-Riesz uzayinin durumu gellerek, pre-Riesz uzaylarinin gercekte vektor
latislerinin sirall ygun alt uzaylari oldgu yeniden hatirlayalim. Pre-Riesz uzaylari ve vekto

latisleri Gzerine gobmmeleri ile ilgili birtakim oekler verelim.
Tanim 4.1 (Haandel, 1993)X, K) kismi sirali vektor uzayiger herx,y,z € X icin

{x+y x+2z}* c{yz}* kapsamasl,x € K olmasini gerektiriyorsa, pre-Riesz olarak
adlandirilir. Acik olarak, Tanim 4.1’ deki kapsara+ y) vV (x + z) = y V z ssitsizligine

indirgenerek,
x+ (yVz)=yVzvedolaysiylac > 0 olduzundan her vektor latis bir pre-Riesz’ tir.

Onerme 4.2(Haandel, 1993) Her pre-Riesz uzay! yonliudir veyléali Archimedean kismi

sirali vektor uzayi pre-Riesz’ tir.

Archimedean olmayan pre-Riesz uzayina drnek olarak,

K ={(x1,x,)T: x, > 0} U {(x,0)7: x; = 0} konisi ile birlikte,R? uzayini dgtinelim.
X kismi siral vektor uzayinib lineer alt uzayini, gr herx € X igin

x = inf{y € D:y > x} oluyorsa; yanix; {y € D:y = x} kiimesinin en bulyuk alt siniri ise,
X’ de sirali ygun olarak adlandinlir. (Buskes ve Rooij, 1993)gRmlan,D’ nin, X’ de siral
yogun olmasi icin gerek ve yetergd herx € X icin x = sup{y € D:y < x} olmasidir. Acik

olarak, sirali ygun bir alt uzay buyuklemedir, (majorizing).
X veY kismi sirali vektor uzaylari iciri; X — Y lineer tasviri, ger herx € X icin,

i(x) >0 x =0 ise, ikili pozitif olarak adlandirilir. Pre- Rieszzaylari gercekte, vektor

latislerinin sirali ygun alt uzaylaridir.
Teorem 4.3(Haandel, 1993X kismi sirali bir vektor uzayi olsunsagidaki ifadeler denktir:

(1) X, pre-Riesz’ tir.

(i) Bir Y vektor latisi vei: X — Y ikili pozitif lineer tasviri vardir dyle kij(X), Y’ de
sirall yggundur.

(i) Bir Y vektor latisi vei: X — Y ikili pozitif lineer tasviri vardir 6yle kij(X), Y’ de

sirall ygundur ve bir vektor latisi olarak’ yi uretir.
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(iii)’deki gibi butin Y uzaylar sirali izomorfiktir. (iii)’deki gibi(Y, i) ikilisi, X’ in Riesz
tamlanmasi olarak adlandinlir. Yukariya izomorfanolarak, Riesz tamlanmalarindan

bahsedilecektir ve bu tamlanm¥& ile gosterilecektir.

Eger, (X, K) pre-Riesz uzayl Archimedean is&€’ de Archimedean’ dir. Pre-Riesz uzayina
ornekler dgiinelim. 4. 4, 4. 5. 4. 6 ve 4. 7 Ornekleri ayninkisirali vektoér uzayin farkl
temsillerini tanimlar. 4.7 ve 4. 8 drneklerine ®I®@M’ de zit 6rnekleri olgturmak icin devam
edilmitir.

Ornek 4.4 (Gaans, 2008) Bu érneki iizerinde stirekli fonksiyonlar uza@(R)’ nin

{x € C(R):x(t) = 0,hert € Rigin} dagal konisi ile sirali alt uzaylarini diinecgiz.
X = P,(R), R’ deki en ¢cok 2. Dereceden reel polinom fonksiyomlim sirali vektor uzayi
olsun. X" in yonli oldysu goralur. X’ in, V = {v € C(R):p € X vardir 6yle ki, |v| < p}
vektor latisinde sirall ygun oldyunu gosterelim.

v €V vep € X olsun 6yle ki, het € R igin |v(t)| < p(t) dir. v(ty) + ¢ < p(t,) olacak
sekilde birt, € R ve e > 0 noktalarini sabitleyelimw surekli oldgundan,s > 0 vardir, dyle
ki, hert € (t, — &,ty + ) icin, v(t) < v(t,) + € olur.

pe(to) = v(ty) + &, pe(ty — &) = pe(ty + &) = max{p(ty — 8),p(ty + 6)} denklemlerinden

bir p, € X polinomu elde edilebilirp, polinomu minimumunu,’ da alir ve her
t e R—(ty — d,ty + ) icin p(t) = p(t) salanir. Boylecep, = v * dir. Ayni zamanda,
inf{p(ty):p € X,p = v} < p.(ty) = v(ty) + e vee - 0 iken,

v(ty) = inf{p(ty):p € X,p = v}. Dolayisiyla,v = inf{p € X,p = v}. Sonug olarakX; V’
de sirali ygun oldu elde edilir. Bern € N ve t; <...< t, olacaksekildet,...,.t, € R
varsa ve y, her i=1,...,n-1 igifi—oo, t;], [t,, ©] Ve [t;, t;+1] Uzerinde en ¢ok 2. dereceden

polinom fonksiyonu ise, yR' de parcali polinom fonksiyonu olarak adlandirilir.
Boyle bir y fonksiyonu igin,
L(y) =lim;,_q y(t)/t? ve R(y) = lim,_, y(t)/t? tanimlansin.

Y = {y € C(R):y,en ¢cok 2.dereceden parcali polinom fonksiyonu ve L(y) = R(y)} ile

gosterelim.
Acik olarak,Y, V' nin bir alt uzayidir veX c Y; bdylece,X ayni zamand&’ de sirali

yogundur. Ek olarakY, I’ nin bir alt latisidir. X’ in Y’ yi Urettigini gérmek icint; <...<t,

ve p; € X ile bir y fonksiyonunu dglinelim,i = 0, ..., n 8yle ki; (—oo, t,] aralginday = p,,
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[t;, t;+1] aralginday = p;, i=1,...,n-1, ve, [t,, ) aralginday = p,o0lsuni € {1,...,n — 1}
igin, [¢;, t;41] Uzerindet? katsayisi gok biyuk olmak kaluyla (¢;, y(t;)) ve (ti1, y(tiv1))
noktalarindan gecen € X paraboli secerel; > y ve y; = y olacaksekilde biry; = p; v z
fonksiyonu olgturulur. (—oo,t;]" de y, =p, Ve y, =y ile X'in en fazla ¢ elemaninin
noktasal maksimumu olacakkilde y, olusturulabilir. Gercekteng = L(y) = R(y) < 0 ise,
Yo, Po’ 1N noktasal maksimumu olarak alinabiligeEa > 0 isev(t) = at? + pt + q oldugu
yerde y, = po Vv Vw olarak alinabilir, dyle ki;v(t,) = y(t,) ve v'(t,) cok buyik
yani,(—oo,t;]’ de v < p, ve [t,, )" dav = p, dir. Ayrica,w, (t;,y(t1)) ve (t,, y(tn))
arasindan gecen bir paraboldur, oyle [ki,t,]’ dew >y ve (—o,t;]" dew < p, olur.
Benzersekilde, y,, de olyturulabilir. y = Ay y; = — Vizo(—y;). Dolayisiyla,X, Y yi Gretir

veY, X’ in Riesz tamlanmasidir.

Ornek 4.5 X = R3 uzayi ¢ boyutluK; = {(x1, x5, x3)T: x2 + x% < x%,x3 > 0} konisi ile
donatilms olsun.X’ in Ornek 4.4’ te veriler,(R) (noktasal sirallik ile donatilg) uzayina

sirali izomorf oldgunu iddia ediyoruza, b, c € R olsun veP,(R)’ de bir

p(t) = at? + bt + ¢ elemanini dglinelim.a # 0 olmasi durumundg’ nin sifirlari

t1 = 5= (b 7 /b7 — 4ac)

ile verilir. Dolayisiyla,p’ nin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter §d, ya
(i) 0 < aveb? —4ac <0,yada
(i) a=b =0veO < c olmasidir.

(x1, %5, x3)T — p(t) =at? + bt +c; Oyle ki, a=x +x3, b=2x,c=x3—x; ile
tanimlananj: R® — P,(R) lineer birebir 6rten fonksiyonunu glinelim. j* nin ikili pozitif
oldugunu gosterelimx = (x;, x5, x3)T € K3 olsun yanix? + x? < x2 ve x3 > 0.

a—c b a+c T C
Xy ===, X =5 Vexs = — olmasina bgl olarak, x? + x? < x2 esitsizliginin sglanmasi

icin gerek ve yeter kol b? < 4ac olmasidir. Ozel olarak) < ac elde edilir.0 < x; = aTJrC

kombinasyonundai® < a ve < ¢ elde edilir. Ber, 0 < a ise (i)’ deki durum gecerlidir.
Diger yandan, @era = 0 iseb = 0 oldugu elde edilir ve dolayisiyla (ii)’ deki durum gelter

olur. Bdylece,i(x) polinomu noktasal siralamaya gore pozitiftir.

Tersine,p; P,(R)’ nin pozitif bir elemani olsun. (i) durumundd + x2 < x% elde edilir, 6zel
olarak |x;| <|x3], ve 0<a=x;+x3; den 0<x; ve dolayisiylax € K; olur. (i)

durumundax, = 0 vex; = —x; oldugu gorilur ve boylece? = x3’ dir.
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Simdi, 0 < ¢ = 2x5 ifadesindenx € K; elde edilir. Sonug olarak|R3, K;) uzayinin Riesz
tamlanmasi Ornek 4.4’ teki uzayidir.
Ornek 4.6 X uzayi, icindeki butiin yaritanimli pozitif matriskonisi ile sirali 2x2 mertebeli

matrislerin uzayi olsurkX’ in Ornek 4.4’ te verilerP,(R) uzayina sirali izomorf olgwnu
gosterelim.

j:R® = P,(R) (4.1)
1
a Eb
p(t) = at?+bt+c— 1 (4.2)
Eb c
birebir drten dongiimind dgdnelim.
a 3b\ .
A=| | . matrisininkK’ da olmasi icin gerek ve yeter §«d
- c
Al/z=%(a+c$\/(a+c)2+b2—4ac) (4.3)

ile verilen 6z dgerlerin ikisinin de negatif olmamasidir. Sonta< 1,, 1, elde edilmesi igin

gerek ve yeter kal (ii) 0 < a+ c ve b? — 4ac < 0 olmasidir. Gergekter) < A,,1, ise

0 <A + 1, = a+c dir. ilave olarak, a + ¢ = +/(a + ¢)? + b% — 4ac ssitsizligi 0 > b? —

4ac olmasini gerektirir. C§er yandan, (iii)'nin kabul edilmesindén< 1,, 4, oldugu aciktir.

Ornek 4.5 deki (i) durumundaf < ac elde edilir ve dolayisiyla < c’dir, boylece (jii)
salanmg olur. Acik olarak, (ii)’ nin olmasi (iii)’ yi geretirir. Diger yandan, (iii)’ nin olmasi
(i) ya da (ii)’ nin olmasini gerektirir. Boylece, € P,(IR)’ nin pozitif olmasi icin gerek ve
yeter kaul A = j(p) € K, yani,j bir ikili pozitif bijektif fonksiyon olmasidir, vesonuc olarak
iki uzay sirali izomorftur. DolayisiylaX’ in Riesz tamlanmasi yine Ornek 4.4’ teKi

uzaydir.

Ornek 4.7 S = {(¢,1): €2 + 2 = 1}, R? de birim cember v&’ de;R?'denR’ ye bitiin afin

fonksiyonlarin S’ ye kisitlandi uzay olsun, yani;

X ={x:S > R: 3y, hp, 4z € Royle ki x(§,m) = wi & + ppm + p3 V(E, M) € S}

K, S Uzerinde noktasal negatif olmayan fonksiyonlaramiki olsun. Bu kismi sirali vektor
uzayl (X, K), Gaans (1999) tarafindan tanimlagimni X yonl, Archimedean ve dolayisiyla
pre-Riesz’ tir.X, C(S)’ nin kismi sirali bir alt uzayi olarak diintlebilir. Gaans (1999) a

goreX, C(S)’ de sirali ygundur. Dolayisiyla, C(S)’ nin X tarafindan uretilitis alt uzayx’
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in X? Riesz tamlanmasidi(X, K) uzayr Ornek 4.5 tekiK3, K3;) uzayina (ve dolayisiyla

Ornek 4.4’ tekiP, (R) uzayina) izomorftur. Gergektejn,R3 - X,
(1, bz )" = x(€,m) = p1€ + pon + s (4.4)
ile tanimli lineer birebir-6rten dogimund dgdnelim.

Dogrudan hesaplamayla,

min{x(&,n): (&,1) € S} = ps — /1% + ;2 (4.5)
dir.

Dolayisiyla,x’ in S’ de noktasal negatif olmayan olmasi icin gerel&ter kaul

Us = 0 ve pz? = pug? + uy? (4.6)

dir. Dolayisiyla,j ikili pozitiftir. Ornek 4.4’ tekiY uzayi veX?, X uzayinin iki farkli Riesz

tamlanma temsilleridir.

Siradaki Ornekte, sonlu olarak Uretitnbir koniyle donatilmyg R™ uzayinin bir vektor latisi

icine gdbmmesi targiimistir.

Ornek 4.8 (.,.) skaler carpimi ileX = R™ Oklid uzayini dgiinelim. R" ile X (zerinde
tanimli batin lineer  fonksiyonellerin uzayini genalarak X' ile gosterilecektir.
X icerisindeki birK konisi, ger K = pos{xy, ..., x,} yani, K; x4, ..., x, elemanlarinin pozitif
lineer germesine sé¢ olacak sekilde x4, ...,x,, € X sonlu elemanlari varssonlu uretilmg

olarak adlandirilirK, X’ de sonlu retilmy bir koni ve Ureten, yani > n olsun.K kapali ve
dolayisiyla Archimedeandir, béyled&,K) pre- Riesz’ tir. Sonraint(K) # @ gosterir ki,
K'={f € X": f(K) € [0,)} bir konidir. Sabit birx € i¢(K) icin

F={x €K":(u,x) =1}, K' i¢in bir tabandirk > n oldugu yerdeF sonlu bir¢cok ekstrem
fi, -, fi. noktaya sahiptir ve buraddfi = pos{f, ..., fi.} elde edilebilir K igin,

K={x€eR" fi(x) =0heri=1,..,k} 4.7)
temsili elde edilebilir.
x> (fi(x), o, fi ()T (4-8)

ile verilen i: R® —» R¥ tasviri ikili pozitif ve dolayisiyla bire birdiryani i, (R®, K) kismi
sirali vektor uzayin{R¥, Rk) vektor latisine gémer, ( Bu gdmme bazen Koénigstgimmesi

olarak adlandirilir, ).

Dort eleman tarafindan Uretilgnk konisi ile donatiimg R3 uzayini digiinelim.
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O )

konisi

-1 1
1 1
1 -1

i=(1)a=(1)
1 1

fonksiyonellerine gore (4.7) deki temsile sahiptir

(4.8)' deki gomme

-1 -1 1
W= 1)pa(-1]pe=|(1
b 1 |p L |b h (4.11)
-1 1 1
oldugu yerde(xy, x5, x3)7 — x;bD + x,b® + x,b3) olmasini gerektirir.
Uygun olmasi adingR3)’ G germek igin
Lep® — p@) 1 (p® £ p®) vel (p@ + p®
~(b® = b@),~ (b® +b®) ve- (b® + b®) (4.12)
vektdrlerini kullanacgiz yani,
1 0 0
M3y — 1 1 0
i(R*) = span olt1 1l (4.13)
0 0 1
R* ‘ Un lineer alt uzayi(R3), R* te sirali ygundur, (Standart siralama ile).
Gergekteny = (x4, x5, x3,x,)T € R* icin
1 0 0
_ 1 _ 1 . 0
U=Xi\o + (x2 — x1) 1 + (Ixz = x4 | + |x3]| + [x4]) 1 (4.14)
0 0 1
X1
X2
(4.15)

(2 = x1) + |xz — 21| + |x3| + |x4]
|25 — 21| + [x3] + [x4]

O zamanu,v € i(R3),u > x ve x = u A v’ dir. Dolayisiyla,i(R?) R*' de sirali ygundur.

Ek olarak, kismi siral{R3, K) vektdr uzayinin Riesz tamlanmd®*, i) uzayidir.
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5. KISITLAMA ve GEN ISLEME OZELL IKLERT

Vektor latislerinde ideallerin ve bandlarin genglidmesi olarak kismi sirall vektor
uzaylarinda ideal, solveks ideal, sirali kapalaldee band tanimlari yapildi. Bu durumlar bir
pre-Riesz uzayi icerisinde atauldi ve Riesz tamlanma icindeki ilgili durumlarl
ili skilendirildi. Bir pre-Riesz uzayinin Riesz tamlamnsnan sirali ygun alt uzayi olarak biy
vektor latisi ve onu sirall yun alt uzayX’ i dustinelim. (R) kisitlama, (E) gesteme, (P) ise

X veyaY alt kimesi icin “ideal olma”, “band olma” 6zellécini géstermek lzere,

(R) Eger J €Y , Y icerisinde (P) 6zelline sahipse/ N X de X icerisinde (P) 6zelline
sahiptir.

(E) Eger I € X X icerisinde (P) 6zelfine sahipseY icerisinde (P) 6zelgine sahip olacak
sekilde birj € Y vardirvel =] n X.

Buradaki sonuclarsagidaki gibi olacaktir:

Cizelge 5.1 Kisitlama ve Gateme Ozellikleri

@ ®__ B

Ideal olma Evet, Onerme 5.3 Hayir, Ornek 5.7
Sirall kapali ideal olma Evet, Onerme 5.1 (iii 5. | Hayir, Ornek 5.6
Solveks ideal olma Evet, Onerme 5.5 (i) Evet, Oreefn6
Band olma Hayir, Ornek 5.13 Evet, Onerme 5.12

Sirall yakinsakfii ilgilendiren bir ifadeyle bgdayalim ve sirali kapali kiimeler i¢in kisitlama

Ozelligini ¢ikaralim.
Onerme 5.1X, kismi sirali vektor uzay’ nin sirall yggun bir alt uzayi olsun.
(1) D, X icinde infyD infimumu var olacalksekilde X’ in bir alt kimesi isejnf, D
infimumu daY’ dedir veinfyD * ye sesittir.
i)  {x,}, X' de bir & x€X icin x, 3x X icerisinde isex, Sx¥' nin de
icerisindedir.
(i)  Eger,J €Y Y’ de sirali kapali isg,n X deX’ de sirali kapalidir.
Ispat. (i) w = infyD, boylecew € X €Y ve herd € D icinw < d. Her d € D icinv < d

olacaksekilde v € Y olsun.X, Y’ de sirali ygun oldigundanv = sup{x € X:x < v} elde

edilebilir. x < v ve herd € D igin x < D olacaksekildex € X olsun, dolayisiyla
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x < infyD = w. BOylece, her x € X icin w bir dst sinirdir yanix < v ve v < w. Sonug¢

olarak,w = infyD.

(i) x, (izx oldugunu kabul edelim, yany, I 0 ve hera icin +(x, — x) < y, olcaksekilde
bir {y,} € X ag1 vardir. O zamany’ de y, | ve hera icin y, > 0’ dir. (i) ye bash olarak
inf{y,} = 0 oldugu elde edilebilir, bdylecg, | 0’ dir. Dolayisiyla,Y’ de x, (12 x' dir.

(i), (i)’ nin do grudan bir sonucudur.

Onerme 5.1 (ii), 6zel olarak,X — XP gébmmesinin sirali sirekli oldunu gosterir.

Genel olarak, (i)’ nin ters ifadesi dou dezildir. Y’ deki sirali yakinsaklik, dizinin limitX’

de olsa bileX’ de sirali yakinsak oldiunu gostermez. Buna bir 6érnek verelim.
Ornek 5.2Y = {y = (¥)) ez € 1®(Z): lim;_,, y; mevcuttur}

vektor latisini ve

C Xk :
X =Jx=(x)iez €Y: 227 = lim x;
k=1

alt uzayini ditinelim.

i €7 icin, e® = (ej(i)) ile gosterelim.i = j ise, e®® = 1; diger durumda isezj(i) =0

jez J

olsun.

(@) X, Y’ de sirali ygundur.

Yy = (Viiez V€
: Y-k
a = limy; —Zz—k (5.1
k=1
olsun.
a =0 ise,
x® =y +2aeCVvex® =y + 4qe?) (5.2)

deserlerini yerlerine koyalim.

O zamanx®,x@ € X,vey = xM Ax@ dir.a < 0 ise, 0 zaman hen € N icin,

[o e}

xM =y —q Z e® (5.3)

i=m
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koyalim. Herm € N icin x(™ € X oldugu elde edilebilir ve dolayisiyla
y = inf{x(m): meN }

(b) (e(m))mEN C X dizisi Y icerisinde sifira sirali yakinsar, fakatcerisinde sirali
yakinsamazm € N icin y™ = ¥ e® olsun. Acik olarak, hen € N icin y(™ €Y ve
y™ | m 0 dir. Herm € N igin +e™ < y(™ oldugundan, Y’ dee™ ©0 elde edilebilir.
Celiski yt)ntemiyle,(e(m))mEN dizisinin X’ de sirali yakinsak olmatlig6sterilebilir. X
icerisindee ™ (2 v olacaksekilde birv € X oldugunu kabul edelim. O zaman, Y’ de de

(o) .. . .
e™ = v, dolayisiylav=0 olur. Boylece, hern € N igin, v™ | m 0 vee™ < v(™ olacak
sekilde (v(™) < X dizisi mevcutturi > m ise, 0 zamaw™ = v® > e® olur.

Dolayistyla, het = m igin v™ > 1’ dir. Bu da,lim;_,,, v™ > 1 ve sonug olarak,
m)
Zle% > 1, Vm € N icin, olmasini gerektirir. Het € N\{0} icin, monoton yakinsaklik,

(m)
% (

yani; Z?zlvg—,’j Il mO0 elde edileme@indenv_',?) ! m 0 oldugu bulunamaz.

Boylece, herm € N icin vf’,?) > § olacaksekilde k € N\{0} ve § > 0 vardir. Herm € N
icin,

w = §e("0) — 25e(=*=1) yerine konulursa, o zamam; € X ve w < §eCF < (™ olur.
Ayrica,w £ 0 olmasiinf{v™:m € N} = 0 ile celiir.

Simdi kati (solid) kiimeler icin kisitlama 6zgiini yapilandiracaiz, (Gaans ve Kalauch,

2006).

Onerme 5.3 Y yonlu ve kismi sirali bir vektor uzay, Y’ nin sirali ygun bir alt uzayi vé,

Y’ nin solid alt kimesi olsun. O zamgm) X kiimesi deX’ de solid(kati) dir.

Ispat {x,—x}*NnX 2 {y,—y}* N X olacak sekilde x € X ve y € JnX olsun. Y yonlii
oldugundan,{y, —y}* kiimesi betan farklidir. Ber,v > y,v > —y olacaksekildev € Y ise,

0 zaman,
fueXiuzvic{y,—yHnXc{x,—x}*nX (5.4)

olmasi v = inf{u € X:u > v} > x olmasini gerektirir ve benzesekilde v > —x’ tir.
Boylece, {x, —x}* 2 {y,—y}*. J, Y’ de kati oldgundanx € J ve bdylecex € ] n X elde
edilebilir. Dolayisiylaj n X, X’ de katidir.

Sonuc 5.4X bir pre-Riesz uzayi v&?P’ de ilgili gomme tasvirii ile birlikte bu uzayin Riesz

tamlanmasi olsun.ger; J, XP' de bir idealse o zamafx € X:i(x) € J} deX’ de bir idealdir.

Solveks kiimeler icin hem kisitlama hem de gleme 6zellikleri gecerlidir.
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Onerme 5.5Y kismi sirali yonli bir vektor uzayX, deY’ nin sirali ygun bir alt uzayi olsun.

(1) J, Y’ nin solveks bir alt kimesi is¢,N X deX’ de solvekstir.
(i) I, X’ in solveks bir alt kimesi v¢ de onunY’ deki solveks bir kabgu ise o

zamanj N X = [ dir.

Ispat. () x € X, x1,..,x, €EJNXveYr_ A, =1iledy,.., 4, € (0,1] olsun dyle ki,

u
n

{x,—x}*nX2 Z E Xy €1, Eq €E{1, -1} NX. (5.5)
k=1

Eger,v € Y, {30_, exdiX : €1, .., £n € {1,—1}}" kiimesinin bir tist siniri ise, 0 zaman,
fueX:u=v}c {Zﬁzl Ex A Xy €1, o, En € {1, —1}}u NXCc{x,—x*nX

olmasiv = inf{u € X:u = v} = x ve benzesekildev > —x olmasini gerektirir. Bdylece,

u
n

{x,—x}* 2 Z E Ak Xy 1 &1, o, €n € {1, =1} . (5.6)
k=1

J, Y’ de solveks oldgundan,x € J ve dolayisiylax € ] n X olmasiyla devam eder. Yani,
J n X, X’ de solvekstir.

(i) I' nin X icerisinde solveks oldinu kabul edelim.

J = {y eEY:Axq,...,xp, €EL A, A,

n

n u
€ (0,1],2 A = 1 oyle ki, {y,—y}* 2 [Z Exlk Xy €1, -, Eq € {1, —1}} }
k=1

k=1
kiimesi verilsin.

Acik olarak, I € J, boylecel € JnX dir. GeriyeJ nX < [ oldugunu gostermek Kkalir.
x € JNn X olsun. O zamarxy, ..., x, € [ veY}i_; A, = 1 ile 44, ..., 1,, € (0,1] vardir, dyle ki;

u
n

{x,—x}* 2 Z Ex A Xy 1 &, o, En € {1,—1}
k=1

Bu nedenle,
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u
n

{x,—x}*NnX2 Z E Ak Xy €1, o, En €E{1,—1}; NX.
k=1

vel, X icerisinde solveks oldiundanx € I olur.
X icerisinde geleme 6zellgi tasiyan idealler tam olarak solveks ideallerdir.

Onerme 5.6Y bir vektor latisi veX deY’ nin sirall ygun bir alt uzayi olsuny icindeki birI

ideali icin aagidaki iki ifade birbirine denktir:
() I =] n X olacaksekildeY’ de birJ ideali vardir.
(ii) 1, X icerisinde solvekstir.

Ispat. (i)= (ii): Vektor latisi icerisindeki her ideal gilji de solid ve konvekstir. Dolayisiyla,
Yardimci Teorem 3.3’ telh solvekstir ve boylece Onerme 5.5 (i)’ yegheolarak] n X de

solvekstir.

(ii) =(): J, Y icerisindel’ nin bir solveks kabgu olsun. Yardimci Teorem 3.5’ e g6yebir

idealdir. Ayrica, Onerme 5.5 (i)’ ye gofe= ] n X dir.

Y vektor latisi icindeki her ideal solveks ofglindan, Onerme 5.6 solveks idealler icin

gensleme 6zellgini belirtmis olur.

Simdi, bir X pre-Riesz uzayi icindeki ideali icin, I; X’ de solveks olmayacakekilde bir
ornek verecgiz. Onerme 5.6’ ya gore ] N X olacaksekilde X’ in Riesz tamlanmasf?’ de

] ideali yoktur. Ornektekl ideali siral kapalidir.

Ornek 5.7 Ornek 4.7 ye devam edelim, yasii= {(¢,1): £2 + n? = 1}, R?'de birim cember
ve X de;R?'denR’ ye butin afin fonksiyonlan§’ ye kisitlandgl uzay olsunX pre-Riesz

uzayi veC(S)’ de sirall ygundur.X icerisinde,

I'={x:S > R:3py,u, € Royle kix(§,m) = ui§ +un V(¢ n) € S}
alt kimesini ditinelim.

(@)1, X’ de bir idealdir.

Acik olarak, I, X’ in lineer bir alt uzayidir, béylece, geriye sadd¢t nin solid oldgunu

gostermek kalir.

y=wé+umn€ely+0

olsun.
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y’ nin sifirlan

129) —H —HU> H1
Sl:( 21,2 1,2 2> ve52=< Z 1.2 1,2 2)' .7)
Vui+ s Jud+ 3 VuE + s ui+ g
{x,—x}* 2 {y, —y}* olacaksekildex € X olsun. Siradaki hesaplamada|,;(s,; bir z € C(S)

fonksiyonunun noktasal mutlak gkxini gosterecektir. Gaans (1999)" a gore

lx(s)| = inf{u(sy):u € X,u = |x|¢c(s)} (5.8)
= inf{u(sy):u € X,u > +x} (5.9)
< inf{u(sy):u € X,u > +y} (5.10)
= inf{u(s):u € X,u = |yles)} (5.11)
= ly(s)l=0 (5.12)

elde edilir. Boylecex(s;) = 0, ve benzegekilde, |x(s,)| = 0. Dolayisiylax = 1y olacak

sekildeA € R vardir, yanix € I dir.
(b) I solveks dgildir.

J, XP' de I' yi iceren en kiicuk ideal olsun. Ozel olarak,(§,n) =& ve x,(&,1n) =71
fonksiyonlari icin |x;| V |x,| € ] elde edilir. Hers € S icin (|x;] V |x,])(s) = & olacak
sekilde bird > 0 vardir, bdylece bitin sabit fonksiyonjarye ait olur.X?’ nin her elemani
sinirh fonksiyon oldgundan, /] = X? elde edilir. Simdi, 6rnek olarak;s +— 1(s € S)
fonksiyonuj N X = X kiimesinin bir elemanidir, fakatya ait desildir. Onerme 5.6’ ya gore,
I solveks dgildir.

(c) I sirali kapahdir.

{x.}. I icerisinde bir g ve x, (izx olacaksekilde x € X olsun, yaniy, | 0 ve hera icin

+(x, —x) <y, olcak sekilde bir {y,} c X agI vardir. x(¢,n7) = u,é + u,n + p; olacak
sekilde pq, 1y, us € R vardir. x € I, yani u; = 0 oldusunu goéstermeliyizyy, aginin sifira
noktasal oldgunu gostereggz ve x, aginin x’ e noktasal yakinsagini gostererek
sonuglandiragaz. O zaman,u; =0 olur. Her s € S i¢in {y,(s)}, , [0,o) aralginda

azalandir ve boylece yakinsakis) = lim,, y, (s) ile gosterilir.

y' nin R? Gzerindeki bir afin fonksiyonunus’ deki kisitlansi oldusu iddia edilmektedir.
Afin fonksiyonlarS ¢emberi Uzerinde U¢ ayrik noktadakigdderiyle belirtilirler. Noktalart,

(1,0), (0,1) ve (-1,0) olarak secelisi.deki her nokta, bu noktalarin; toplamlari 1’ gtelan
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katsayilarla lineer kombinasyoreklinde ifade edilir. Yani(¢é,n) € SicinA; + A, + 13 =1
ve (¢,n) = 4,(1,0)+1,(0,1)+15(-1,0) olacaksekilde 1,,1,,A1; € R vardir.

1
v =5 [y(1,0) = y(=1,0)] (5.13)
1
v, =y(0,1) — 2 [y(1,0) + y(=1,0)] (5.14)
1
v; = 5 [y(1,0) + y(=1,0)] (5.15)

ile gosterelim. O zaman,

y(§,m) = limy, (5, m) (5.16)
= lim y, (2:(1,0) + 2,(0,1) + 25(—1,0)) (5.17)
= 1i£n(,11ya(1,0) + 2,9.(0,1) + A3y,(—1,0)) (5.18)
= 4, y(1,0) + ,y(0,1) + A3y(~1,0) (5.19)
= 4 (vy + v3) + A, (vy + v3) + A3 (v — vy) (5.20)
= v, (A — A3) + V3d; + v3(A + A5 + A3) (5.21)
= v,& + Vo1 + vs (5.22)

Bdylece,y bir afin fonksiyondur, yany € X’ dir. Hera icin 0 < y vey < y, elde edilebilir.
inf,y, = 0 olduzundany = 0 olur. Bu nedenle, het,n) € S icin lim, y,(¢,n7) = 0 olur.

Boylece,

+(x(€,m) — x,(&,1)) < y,(& ) oldugundanx (&, 1) = lim, x, (£, 1) elde edilir.
x(1,0) = puy + u3 vex(—1,0) = —uy + ug ‘' dan

213 = x(1,0) + x(—1,0) = 1igq(xa(1,0) + x,(—1,0)). (5.23)

olur.
Xq € I oldugundan,x,(1,0) = —x,(—1,0) elde edilir, bdylece, son limit sifirgitir. Sonuc
olarakx € I’ dir.

Bir vektor latisi icindeki band sirali kapal velgeks oldgundan, Onerme 5.1 (iii) ve

Onerme 5.5 (i)’ nin siradaki sonucunu elde ederiz.
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Onerme 5.8Y bir vektor latisi,X; Y’ nin sirali ygun bir alt uzayi veg, Y icerisinde bir band

olsun. O zaman,n X, X icerisinde siral kapall solveks bir idealdir.
Ayrik elemanlar ilgilendiren bir 6n bilgiyi hatayalim.
Onerme 5.9(Gaans ve Kalauch, 2008)veY kismi sirali vektor uzaylari vg y € X olsun.

() Eger X, Y’ nin alt uzay! ise,Y icerisindex L y olmasl, X icerisindex L y olmasini

gerektirir.

(i) Eger X, Y’ nin sirali ygun bir alt uzayi is€ icerisindex L y olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul X icerisindex L y olmasidir.

Y kismi sirali bir vektdr uzayl; Y’ nin sirali yggun bir alt uzayr veM < X olsun.! ve ]

sirasiylaM’ nin X veY icgerisindeki iki ayrik timleyeni olsun. Onerme iy, I = J n X
olmasini gerektirir.

AyricaY, bir vektor latisi ise, o zamap, Y icerisinde bir banddir ve 6zellikjé nin lineer alt
uzay olmasi’ nin da lineer alt uzay olmasini gerektirir, (Gaare Kalauch, 2006). Ayrica,
Yardimci Teorem 3.3’ e gorg solvekstir. Onerme 5.5 (i)’ yi uygulayardak nin solveks
oldugu elde edilebilir. Son olaral, sirali kapali oldgundan,/ da Onerme 5.1 (iii)’ e gore

sirali kapali olur.

Teorem 5.10X bir pre- Riesz uzayk? dei gbmme tasvirine gbére uzayin Riesz tamlanmasi

veM C X olsun.

(i) X? dei(M%) = i(M)* ni(X) dir.

(ii) X icindeki M® ayrik timleyeniX’ in lineer bir alt uzayidir.

(i) M4 solveks ve dolayisiyla soliddir.

(iv) M® sirali kapaldir.

(v) M% banddir.

Teoremin (v)’ deki iddias! igin, bakiniz; GaansKaauch (2008), Onerme 5.5.

(i)’ deki durumdaX’ in pre-Riesz olmasi,sagidaki ornekte gorilege gibi 6nemlidir, fakat
gerekli degildir.

Ornek 5.11 X = R? ve K = {(x1,x,)7:0 < x1,x,} U {(0,0)T} olsun. Herx € X \ {(0,0)7}
icin {x}*¢ = {(0,0)7} elde edilebilir. Boylece, he¥ € X icin M¢ ayrik timleyeniX’ in lineer
bir alt uzayidir. Dier yandany = (1,0)” vex = z = (0,1)T icin,
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V+x,z+ 2} ={(x,x)T:1 <x1,2 <2} S {(x, )11 < x1, %} = {y, z}*
elde edilebilir, fakatkc ¢ K. Boylece,(X, K) pre-Riesz dgildir.
Pre- Riesz uzayindaki bandlar icin ggéeime 6zellgini cikaralim.

Onerme 5.12Y bir pre-Riesz uzayl; Y’ nin sirali ygun bir alt uzayi vd daX icerisinde

bir band olsun. O zamakH,icinde bir] bandi vardir, dyle kil = J n X dir.

Ispat. X icinde D = I¢ olsun, boylece], X’ de bir band oldgundan D¢ = (I1%)¢ = I’ dr.
Dolayisiyla,l, X icinde D’ nin ayrik timleyeni olurj de,Y icerisindeD’ nin ayrik timleyeni
olsun. Teorem 5.10 (v)’ ye goyeY’ de bir banddir vel = J n X dir. (Haandel, 1993)

Y bir vektor latisi,X, Y’ nin sirali ygun bir alt uzayr veB, Y’ de bir band iseB n X, X
icerisinde bir band olmak zorundagddir; yani, genelde bandlar icin kisitlama 6z&lli
gecerli dgildir. Ayrica, bandlar yonli olmak zorundagilelir.

Ornek 5.130rnek 4.8’ e devam edelim. Gaans ve Kalauch (2@08&findan(R3, K) icindeki

yonli bandlar sadece

= G

alt uzaylaridir.

Ayrica, iki tane yonli olmayan

o B ()

bandlari da vardir.

(5)' te verilen i ggmme tasvirinsieme sokarakR*’ teki lineer alt uzaylari,

({8 ()

ve

{10

i(R3)’ te aikar olmayan bandlardii(R3), R*' te sirali ygun olsa bileR*’ teki bir band ile

= _mOo O
S O K

(=N )

i(R3)’in kesisiminin band olmasi gerekmez. GercektR, te
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1 0 0

_ 0 1 0
B—span{o Aol 1}

0 0 0

bandini dglinelim, o zaman,

1 0

3y 1 1
BnL(R)—span{O, 1}

0 0

dir.

i(R3)’ te bir band dgildir. Onerme 5.8’ e bzl olarak,B n i(R?), i(R3)’ te sirali kapali bir

solveks idealdir.

Teorem 5.10’ un bir sonucu olarak, pre-Riesz uzdgknbir band igin gagidaki 0zellik elde
edilebilir.

Teorem 5.14X bir pre-Riesz uzayi ise, 0 zamanh deki her band bir sirali kapali solveks

idealdir.

Genelde, pre-Riesz uzayindaki sirali kapali sohidkslin band olmasi gerekmez, (Ornek
5.13).

X keyfi bir pre- Riesz uzayi ise, kisitlama ve glme 6zelliklerinin ikisi de solveks idealler
icin gecerlidir. Dolayisiyla, bir pre-Riesz uzaynalt uzayinin Riesz tamlanmasi icindeki
idealinin kisitlangi olmasi igin gerek ve yeter & solveks ideal olmasidir. Bandlar igin,
gensleme 6zellgi gecerlidir, fakat genelde kisitlama 6zgligecerli deildir.
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6. AYRIKLIK UZER INE

(X,K) kismi sirali vektor uzay igerisindeki pozitif elanlar igin Katsikis ve Polyrakis
(2006) tarafindan tanimlanan birska ayriklik tanimi targtiimistir. x,y € K elemanlari icin
[0,x] n[0,y] = {0} kosulu sa&laniyorsa, bu elemanla — ayrik (sembolle,xDy) olarak
adlandirilir.X pre-Riesz ver L y ile x,y € K ise o zamanX?’ de dex L y’ dir, boylece X?’
de [0,x] N [0,y] = {0} dir, yani xDy olur. Ek olarak,X Riesz aygtirma 6zellgine sahipse

siradaki 6nerme elde etgrolunur.

Onerme 6.1(X, K) Riesz ayrtirma 6zellgine sahip bir pre-Riesz uzayi wgy € Kolsun. O

zamanyx L y olmasi icin gerek ve yeter ga (xDy) olmasidir.

Ispat. X Riesz aygtirma o6zellgine sahip vex,y € K daxDy olacaksekilde elemanlar olsun.

x ve y pozitif olduzundan{x + y, —x — y}* = {x + y}* € {x — y, —x + y}* elde edilir.

Ters kapsamayi gosterelim.€ {x —y,—x + y}* olsun, o zama® < x < z + y, bdylece,
X=x;+%x,0<x; <zvel < x, <y olacaksekilde x;, x, € K vardir.Simdi 0 < x, < x
ve x ile y’ nin D- ayrik olmasix, = 0 olmasini gerektirir, yant > x’ dir. Benzersekilde
z>y elde edilir 0<x<z=(z—-y)+y olsun, 0<x3;<z—y ve 0<x,<y lile
X =x3+ x4, 0<x, <xdenx, =0 ve bdylecex < z — y olmasi gosterir kiz € {x + y}*’

dir. Dolayisiylax L y’ dir.

Genelde, iki pozitif eleman icin ayriklik ve D- alglrk farkhdir. Ornek 4.5’ tex = (1,0,1)7
elemani ile ayrik olan tek pozitif elemahdir, halbukiy = A(yy,v,, DT, y2 + y2 =1,

y1 #1,1>0 seklindeki pozitif elemanlarx ile D-ayriktir. Boyle y elemanlarinin
olusturdusu kiime konveks @ddir, boylece Teorem 5.10" daki gibi temel 6zelék genelde
D- ayriklik icin elde edilmez. Her halikarda, Riesgrstirma 6zellgine sahip pre-Riesz

uzaylarinda pozitif elemanlar icin ayriklik ve Daelik uyum gostermektedir.
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7. SONUC

Bu calsmada cok iyi bilinen Riesz uzaylari veyaska bir deysle vektor latis konusu
gensgletilmistir. Pre-Riesz uzayi olarak adlandirilan bu getiimis uzayda vektor latisleri

icin 6nemli @eler olan idealler, solveks idealler ve bandlarigen tanimlannstir.

Burada, Ozellikle ideallerin ve bandlarin kisitlawegengleme oOzellikleri ile ilgilenilmg, ve

vektor latisleri ile pre-Riesz uzaylari arasindiikki gosterilmitir.

Son olarak, ayriklik konusu bakimindan vektor latis ile pre-Riesz uzaylar

karsilastiriimistir.
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