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ONSOZ

Bu tez, Banach latisler iizerindeki indirgenemez operatorleri ve spektral yaricapin tam
pozitifliliginin farkli durumlarini sunmaktadir.

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarii esirgemeyen degerli Hocam Sayin Prof. Dr. Omer
GOK’e saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.



OZET

Bu ¢alismada, Banach latis tizerindeki pozitif operatorlerin ¢esitli 6zelliklerine gore siniflarini
inceledik. Bunlar degismez alt uzaylarina gore idealler ve bandlardir.

Kompakt pozitif operatorler icin spektral yarigapin pozitifligini garanti eden durumlari
sunduk. Ozellikle Banach latis iizerinde T :E — E kompakt yarmilpotent pozitif operatdr
T?#0’1 saglyorsa; T(J)={0} olacak sekilde T igin asikar olmayan kapali latis
hiperdegismez ideal J’nin varoldugu gosterilmistir. Bunun benzeri bir sonug latis
hiperdegismez bandlar i¢in de verildi.

Ayrica, band indirgenemez pozitif operatorlerin spektral yarigapr tartisildi. Band
indirgenemez pozitif operatdrler o-siral siirekli 6zelligi altinda incelendi.

Anahtar kelimeler: Degismez alt uzaylar, band, ideal, band indirgenemezlik, yar1 i¢ nokta,
genisleyen operator, spektral yarigap, yarinilpotent.
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ABSTRACT

In this work; we give the classes of positive operators on a Banach lattice according to their
special properties. These are the ideals and bands in terms of certain invariant subspaces.

We presented conditions that guarantee the positivity of the spectral radius for compact
positive operators. In particularly it is shown that if a compact quasi-nilpotent positive
operator T :E — E on a Banach lattice satisfies T> # 0, then there exists a non-trivial
closed lattice- hyperinvarient ideal J for T such that T (J)# {0} . The analogue of this result
for lattice hyperinvarient bands was also given.

Also, it was discussed the spectral radius of band irreducible positive operators. It was
investigated band irreducible positive operators under the assumption c-order continuous

property.

Keywords: Invariant subspaces, band, ideal, band irreducible, quasi-interior point, expanding
operator, spectral radius, quasi-nilpotent.
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1. GIRIS
Bu tezde indirgenemez matrisleri sonsuz boyutlu uzaylara genisletiyoruz. Oncelikle tezin ilk

kisminda tezle ilgili onceden bilinmesi gereken teorem, Onerme, tanim gibi bilgiler

verilmistir.

Pozitif operatdriin yaricapinin sifirdan farkli olmasini garanti eden sartlar verildi. ideal ve
band indirgenemezligi bilinen sartlardir. Banach latiste tanimli T operatdriine; T-degismez
asikar olmayan kapali ideali yok ise, ideal indirgenemez denir. Benzer tanimla, Banach latiste
taniml1 T operatdriine; T-degismez asikar olmayan kapali band1 yok ise, band indirgenemez

denir.

Diger bdliimlerde; genisleyen operatorlerin tanimlar1 ve ¢esitli siniflari, Banach latis lizerinde
taniml1 pozitif operatorlerin gerektirme semasi ile aralarindaki iliski verilmistir. Kompakt
pozitif operatdrler ve band indirgenemez pozitif operatorlerin spektral yarigapinin pozitifliligi

incelenerek elde edilen sonuglar karsilastirildi.
Bu tezle birlikte elde edecegimiz sonuglarin iki 6rnegini verelim:
e Her ideal indirgenemez kompakt pozitif operatdriin pozitif spektral yaricapi vardir.

e Birbiri ile degigmeli olan iki pozitif operatorden biri ideal indirgenemez, digeri kompakt

ise, ikisinin de pozitif spektral yarigap1 vardir.



2. ON BILGILER

Tamm 2.1: Bir E sirali vektor uzayinda her X,y € E eleman cifti igin {X, y} kiimesinin

supremumu ve infimumu E’nin elemani ise E’ye Riesz Uzay1 (vektor latis) denir.
Xv y:=sup{x,y}

xAy:=inf{x,y} seklinde gosterilir.

Tamm 2.2: Riesz uzay: iizerinde tanimh || . || norma;

X| < |y| ifadesi ||X|| < || y|| olmasin
gerektiriyorsa; latis norm denir. Latis normu i¢eren Riesz uzaya da Normlu Riesz uzay1 denir.
Tamim 2.3: Normlu Riesz uzay1 E’ye tam ise Banach latis denir.

Tanim 2.4: Bir Riesz uzayina, uzayin istten smirli her bostan farkli alt kiimesi bir
supremuma (ya da alttan sinirli her bostan farkli alt kiimesi bir infimuma) sahipse Dedekind

tam Riesz uzayi denir.

Tamm 2.5: Bir Riesz uzayina, uzayin iistten sinirli her sayilabilir alt kiimesi bir supremuma

sahipse -Dedekind tam Riesz uzayi denir.

Tammm 2.6: Bir Y sirali vektor uzaymna eger her n i¢in nx < y ifadesi X<0 olmasini

gerektiriyorsa Archimedean sirali vektor uzay: denir.
Tamm 2.7: T: X —Y operatorii iki vektor uzay: arasinda tanimlansin. Her X,y € X ve her

a, B skaleri igin; T (ax+ BY)=aT (x)+ £T (y) oluyorsa; T’ye lineer operatdr denir.

Eger, X ve Y normlu uzaylar ise; T : X —Y operatdrii bir normlu lineer operatordiir ve

normu;

||T || = sup ||TX|| =sup ||TX|| ile tanimlanir.

st =t

Eger;

T || < oo ise T’ye sinirli operatdr denir.

Tamm 2.8: iki sirali vektdr uzay arasinda tammlanmis T : E — F operatdriine; VX >0 igin

T(x)>0 oluyorsa pozitif operatdr denir.

Eger; x > 0 i¢in T(x) > 0 oluyorsa, T operatoriine tam pozitif operatdr denir.



Tamm 2.9: T: X —Y iki Banach uzayinda tanimli bir operator olsun. X’in her {Xn} siirlt

dizisi i¢in {Txn} dizisinin Y’de yakinsak bir alt dizisi varsa T ye kompakt operator denir.

Tamm 2.10: T:V ->W iki vektor uzayr arasinda tanimlansin. Eger T operatdriiniin

goriintiisii bir boyutlu ise T ye ranki bir olan operator denir.

Tamm 2.11: T : X - Y iki sirali vektor uzay: arasinda tanimli bir operator olmak iizere; T,
X’in siralt sinirh alt kiimelerini, Y’ nin sirali sinirh alt kiimelerine tasiyorsa, T ye sirali sinirlt

operator denir.
Tamm 2.12: T € L(X) operatoriine;

1) Bir pozitif k tamsays1 i¢in T* = 0 oluyorsa nilpotent operatdr,

1/

2)r (T) =lim[T"[ " =0 oluyorsa yarinilpotent operatdr denir.

n—oo

. 0o
Tanim 2.13: ki Riesz uzay1 arasinda tanimhi T : E — F operatériine; E’de X, -0 oldugu

0
stirece F’de Tx, =0 oluyorsa, siral1 siirekli operator denir.

. (o]
Tanmm 2.14: Iki Riesz uzay: arasinda tanimhi T : E — F operatoriine; E’de X, -0 oldugu
(0]
stirece F’de, Tx, >0 oluyorsa, o-siral siirekli operatoér denir.

Tamm 2.15: Bir Riesz uzayinda tamimli bir latis norma, x, 40 iken ||Xa|| 4 0°1 sagliyorsa

siralt siirekli norm denir.

Tamm 2.16: E bir Riesz uzay1 olsun. E’nin bir A alt kiimesine, y € A olmak iizere |X| < |y|

ifadesi X € A olmasini gerektiriyorsa, solid (kati) denir. E’nin bir solid vektor alt uzayina

ideal denir.

Tanmm 2.17: E bir Riesz uzay1 olsun. E’nin bir B idealine eger; E’de supremuma sahip her
Ac B altkiimesi i¢in sup(A) e B ise band denir.

Tamm 2.18: E, normlu Riesz uzay1 olsun. Eger; E_, E icinde yogun ise e E* elemanina
E™ nin bir yar1 i¢ noktasi denir.

Tanim 2.19: E bir sirali vektor uzay1 ise; E* = {X eE:x2 O} kiimesine, E’nin pozitif konisi

denir.



Tanim 2.20: E bir Riesz uzayi1 olsun. Bir e > 0 vektoriine eger; E, =E ise yani; her xe E

icin |X| < A e olacak sekilde bir 4 >0 varsa kuvvetli (siral1) birim denir.
Tanim 2.21: e > 0 vektoriine eger, e tarafindan iiretilen band B, i¢in B, = E ise yani; her
xe E i¢in xAne T x saglanyorsa, zayif birim denir.
Tamm 2.22: Banach latis E’ye;
1) Eger; xAYy=0"1 saglayan her X,y € E" igin ||X+ y|| = ||x||+||y|| oluyorsa AL-uzay1
(soyut Lebesgue uzay1) denir.

2) Eger; xAYy=0"1saglayan her X,y € E* i¢in ||Xv y|| = max{”x

y||} oluyorsa AM-

uzay1 (soyut maksimum uzay1) denir.
Tamm 2.23: E Riesz uzay:1 olsun. Dedekind tam Riesz uzay1 Lr(E,R) ’ye E’nin siralt duali
denir ve E™ ile gosterilir.
Tamm 2.24: Eger T: X — X bir Banach uzayinda tanimli operatdr ise; T’nin komutanti

{T } , T ile degismeli X teki tlim sinirh operatorleri igerir. Yani;

(T}'=1{S e L(X): ST =TS}’dir.

Tamm 2.25: iki Riesz uzay: arasinda tamml T :E — F operatériine, her x, y € E igin;

T(xvy)=Tx v Ty oluyorsa, latis homomorfizma denir.

Tanim 2.26: Riesz uzay1 E’ye, eger E’nin her D altkiimesi supremuma sahip iken supD=supC
olacak sekilde, D’nin en ¢ok sayilabilir C altkiimesi varsa sayilabilir sup 6zelligine sahiptir

denir.

Tamm 2.27: ki AM uzay1 arasinda tanimli T:E — F operatdrii ve birimleri de sirasiyla u

ve v olsun. T’ye Tu=v ‘yi sagliyorsa Markov Operatorii denir.
Teorem 2.28: J, Riesz uzay E de bir ideal olsun. J’nin band olmasi igin gerek ve yeter kosul

E’den E/Jye boliim doniisiimii X —[x] ’in sirali siirekli olmasidur.

Teorem 2.29: E, Banach latis, ¥ E’nin en ¢ok sayilabilir alt kiimesi olsun. C de, E’deki

diizenli operatorlerin en ¢ok sayilabilir koleksiyonu olsun. O zaman asagidaki ozellikleri

saglayan bir u > 0 vardir:

1) Fkiimesi, E,’da bulunur, yani ¥'c E,.



2) C’deki her operator E, esas idealini degistirmez birakir. Yani; her T € C igin

T (E,) < E, saglanr.

Yardimc1r Teorem 2.30: Ger¢ek Banach latis lizerindeki T :E — E pozitif operatorii igin

asagidakiler saglanir.
1) Eger AeC, |A|>r(T) saglaniyorsa, o zaman VzeE igin

IR(4.T)z|<R(j4 “dir.

Tz

2) Eger 4,4, gergek sayilar ve 4,4, >r(T) ise o zaman; 0<R(4,T)<R(4,,T)dir.

3) Eger A, ger¢gek say1 ve A>r (T) saglaniyorsa, o  zaman,
0<TR(A,T)<AR(A,T) dir.
Teorem 2.31 (Aranszojn — Smith — Lomonosov, 1954, 1973): Sonsuz boyutlu reel ya da

kompleks Banach uzayinda her sifirdan farkli kompakt operatoriin, asikar olmayan kapali

hiperdegismez altuzay1 vardir.

Yardimci Teorem 2.32 (de. Pagter, 1986): Bir yariignoktaya sahip (reel ya da kompleks)

Banach latisi E ve |x|<|y| olsun. O zaman, E’deki operatorlerin 8yle bir {M,} dizisi vardir

ki;

M,y- X|| — 0 ve her M, operatorii birim operator tarafindan baskinlastirilir.

Sonu¢ 2.33 (Aliprantis — Burkinshaw, 1980): Banach latis iizerinde tanimli bir S : E > E
operatdrii bir kompakt pozitif operatdr tarafindan baskinlastirilirsa S*’nin de kompakt

olmasina gerek olmadan S° kompakt operatdrdiir.

Yardima teorem 2.34: Normlu Riesz uzayr E’de; {x,} cE neti, x, T ve |x,—x|—>0"1
sagliyorsa; X, T x tir.

Teorem 2.35: Herhangi bir Banach uzayinda keyfi kompakt operatoriin goriintii kiimesi
ayrilabilirdir.

Teorem 2.36: Eger Banach uzaymda S, T : X — X iki degismeli sinirli operator ise

r(ST)<r(S)r(T) dir.

Sonug¢ 2.37 (M.G. Krein, 1948): Bir C(Q2) uzay1 lizerindeki keyfi pozitif operatoriin eslenigi

sifirdan farkli 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektore sahiptir.



Sonug¢ 2.38: Her diizenli integral operatér T :E — F sirali siireklidir. Diizenlilik varsayimi

olmadan, T integral operatorii, E’den L (V) ’ye bir operator olarak siralt siireklidir.

Teorem 2.39 (Krein-Rutman Teoremi, 1948): T :E — E Banach latis iizerinde r(T) > 0
olan kompakt pozitif operatér olsun. O zaman spektral yaricap r(T), pozitif 6zvektore sahip

0zdegerdir. Bu, Tx = r(T)x’1 saglayan x>0’1n varolmasidir.

Teorem 2.40 (Klasik Ascoli Arzela Kompakthk Teoremi, 2004): U, C(K) nin herhangi bir
alt kiimesi olsun. U kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U’'nun kapali sinirlt

es surekli olmasidir.

Teorem 2.41 (Stone-Weierstrass Teoremi, 2004): Sabit 1 fonksiyonunu kapsayan ve K’nin

noktalarini ayristiran C(K) nin her U alt latisi supremum norma gore C(K)’da yogundur.
Teorem 2.42 (Dini’s Teoremi, 2004): Kapali ve sinirli bir [a,b] araliginda monoton olarak
bir f fonksiyonuna noktasal yakinsak bir fonksiyon dizisi f, olsun. Eger ne N i¢in f_,
[a,b]’de siirekli ve f de [a,b]’de siirekliyse f, fonksiyon dizisi f fonksiyonuna [a,b]
tizerinde diizgilin yakinsaktir.

Teorem 2.43 (Riesz Ayristirma Teoremi, 2004): {x,:1<i<n} ve {yj 1< < m} bir Riesz

uzayinda tanimli  pozitif  elemanlarn  iki  smirli  altklimeleri  olsun.  Eger;
n m
ZXi = Z y; saglaniyorsa; o zaman bu pozitif elemanlarin {Zij 1<i<ml << m} olacak

i=1 j=1

sekilde = sinirh alt kiimeleri vardir.
Tamm 2.44 : Olgiilebilir fonksiyon K :[0,1]x[0,1]—> R

0, 0<t<s<l1 _
K (S,t) = ile tanimlansin ve
1, 0<t<s<l

V: Lp [0,1] - [0,1] (1< p<ow)Kernel K ile integral operator olsun. Her X e Lp [0,1] i¢in;

1 t
Vx(t) = I K (S,t) X(s)ds = I X(s)ds vardir. Bu integral operatore Volterra Operator denir.
0 0



3. INDIRGENEMEZ VE GENIiSLEYEN OPERATORLER

Pozitif operatorlerin spektral yaricaplarina dikkat edilerek bazi genel sonucglart sunmadan
once, pozitif operatorlerin cesitli simiflarina ve birbirleriyle iliskilerine deg§inecegiz. Bu

operatorler degismez alt uzaylara gore idealler ve bandlar olarak ikiye ayrilir.

T:X — X lineer operatorii Banach uzayinda sinirli operatoér olsun. X’in vektor altuzayi
Vye, T (V ) cV oluyorsa T altinda degismezdir (ya da sadece T-degismez) denir. V, X’in bir
vektor alt uzayr olsun. V, T ile degismeli olan X iizerindeki her sinirli operatdr altinda
degismez oldugu zaman, V’ye T i¢in hiperdegismez denir. Yani; S € L(X) ve ST = TS ise
S (V ) cV oldugunda V’ye T hiperdegismez denir. X, Banach latis ve T pozitif operator ise,
X tizerindeki pozitif ve T ile degismeli olan operatorler altinda V degismez ise X’in vektor alt
uzayl V’ye, T i¢in latishiperdegismez (ya da sadece l-hiperdegismez) denir. Genelde, X
vektor uzayinin vektor alt uzayr V’ye, eger V # {O} ve V = X ise asikar olmayan denir.

Iki Riesz uzayinda tanomh T:E — F operatoriiniin N, = {X eE:T |X| = 0} olarak tanimh

E’deki idealine N, sifir ideali denir. Tanimdan goriildiigii gibi; T = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul N; =E olmasidir. Ayn1 zamanda E ve F Banach latisleri iken N; sifir idealinin
E’de kapali oldugu agiktir. Ayrica T : E — F, pozitif, operatoriiniin tam pozitif olmast igin

gerek ve yeter kosul N; = {O} olmasidir. Eger, Riesz uzaylar1 arasinda T : E — F bir pozitif

operator ise; T :% — F pozitif operatorii T [X] =Tx olarak tanimlanir ve tam pozitiftir.
T

Yardimer Teorem 3.1: Eger T :E — E Banach latiste keyfi bir pozitif operator ise, T nin

goriintiisii tarafindan olusturulan sifir ideali ve kapali ideali I-hiperdegismezdir.

Ispat: Banach latis iizerinde T : E — E bir pozitif operatdr ve T ile degismeli pozitif operator

de S:E — E olsun. Eger; x e N; alirsak

0£T|SX|£T(S|X|):S(T|X|):O olur. Burdan; T|SX|:O cikar ve SxeN; olur. Bu

S(N;)< N; demektir. Buda T igin, N, ’nin kapali I-hiperdegismez ideal oldugunu gosterir.

T’nin goriintiisti tarafindan olusturulan J; kapali ideali

J. = {X eE:3y>0 yleki |x| STy}_ ile tanimlanir.



Se L(E) T ile degismeli pozitif operator olarak kabul edelim. Eger bir y >0 iken |X| <Ty

ise; |Sx|<S|x|<S(Ty)=T(Sy) olur. Bu, SxeJ; oldugunu gdsterir. Bu nedenle; J; S-
degismez ve T icin kapal1 bir I-hiperdegismezdir.
Tanim 3.2: Bir Banach latiste T : E — E sinirli operatorii;

1) Eger T, degismez asikar olmayan kapali idealler icermiyorsa; yani kapali J ideali
T (J ) cJ oldugunda J ={0} ya da J = E oluyorsa, T’ye ideal indirgenemezdir
denir.

2) Eger T, degismez asikar olmayan bandlar igermiyorsa; yani, B bandi T(B)c B

oldugunda B ={0} ya da B =E oluyorsa T’ye band indirgenemezdir denir.

Sonraki netice; ideal indirgenemezligin goreceli kuvvetli bir 6zellik oldugunu belirler.
Ozellikle sadece, yar1 i¢ noktali Banach latisler ideal indirgenemez pozitif operatdrleri kabul

eder.
Teorem 3.3: Banach latis iizerinde ideal indirgenemez pozitif operatér T : E — E ise;
1) T, band indirgenemezdir.
2) T, tam pozitiftir; yani x > 0, Tx > 0 olmasin1 gerektirir.
3) E’nin yar i¢ noktalar1 vardir.
4) T, yari i¢ noktalari, yari i¢ noktalara tagir.
Ispat: 1) Her bandin kapali ideal olmasindan sonuca ulasilir.

2) Banach latis {lizerinde bir ideal indirgenemez pozitif operatér T : E — E olsun. T nin

sifir ideali N; kapalidir ve T-degismezdir. T’'nin ideal indirgenemez olmast N; :{O}

olmasini gerektirir. Bu da T’nin tam pozitif oldugu anlamina gelir.

3) Teorem 2.29°dan T(E,)c E, olacak sekilde bir u > 0 vardir. Bu, T(E_u)gE_u
oldugunu gosterir. Yani; E, T-degismezdir. T’nin ideal indirgenemez ve E, # {0}
olmasindan E_u = E ’dir. Bu nedenle u yari-i¢ noktadir.

4) u> 0 E’nin yan i¢ noktasi olsun; ve J;, T’nin goriintiisii ile tiretilen kapali ideali

gostersin. Yani,

J; ={xeE:3y>0 dyleki [x|<Ty} seklindedir.



Yardimci1 teorem 3.1’den J;, T i¢in kapali l-hiperdegismez idealdir ve bu nedenle
J; = E ’dir. u> 0’1n yar1 i¢ nokta olmasindan, u tarafindan iiretilen esas ideal E,, E’de norm

topolojiye gore yogundur.

T(E,) < E;, < J; oldugu agiktir ve bu nedenle

T(E)=T(E,)<T(E,)<Ey, <J; bulunur. Buradan;

u

E., = J; =E elde edilir; yani Tu, E’nin yar1 i¢ noktasidir.

Benzer sonug, band indirgenemez pozitif operatorler i¢cin de gegerlidir. Bunu bir 6rnekle
gorelim:

Ornek: Eger bir 6-sirali siirekli band indirgenemez pozitif operatér T :E — E ise;

a) T, tam pozitiftir.

b) T, zayif birimleri zayif birimlere tasir.

c¢) E, zayif birimler igerir.
Coziim: a) x > 0 olsun ve B,, E’de x ile iiretilen band1 gostersin. Simdi ¢eliski yoluyla Tx=0
oldugunu varsayalm. Her ye B*’in  y Anx T y ’i saglamasindan ve Vn igin; T ( YA nx) =0
saglanmasindan Vy € B, i¢in T’nin o-sirali siirekliliginden Ty = 0 olmas elde edilir. Sonug
olarak Vye B, i¢in Ty = 0’dir. Bu T(B,)={0} = B, olmasim gerektirir. Yani; B, T-
degismezdir ve bdylece T’nin band indirgenemezliginden B, = E’dir. Fakat Tx = 0 olmas1
miimkiin degildir. Bu ylizden x > 0, Tx > 0 olmasini1 gerektirir ve boylece T tam pozitiftir.

b) u > 0, E’de zayif birim olsun. Yani B, = E’dir. (a)’dan dolay1 T tam pozitif

oldugundan, v = Tu > 0 elde ederiz. Ve bdylece B, # {0} *dir. Simdi bir x > 0’1 sabit alahm ve
xanuTx’in T(xAnu)TTx’i gerektirdigine dikkat edelim. T(XxAnu)<nv olmasindan
Tx e B, dir. Boylece, B, T-degismezdir ve T’nin band indirgenemezligi B, = E oldugunu
gosterir. Bu v =Tu E’de zayif birimdir demektir.

- 1T

sl

c¢) Bir y > 0’1 sabit alalim ve u vektoriiniin U = z >0 oldugunu diisiinelim.

Esas ideal E,’nun T degismez oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten; eger |X| < AU ise,
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n+1 n+1
TX|<T|X| < ATu = zzzﬂ o 24T ”ZZ”I“JII"” <247 |u dir ve béylece Tx<E,
n=0

olur. Bu nedenle T(E,)c E, < B, dur. T’nin o-sirali siirekli olmasindan T (B, )< B, elde

edilir. T band indirgenemezdir ve B, ;«t{O} oldugunu hesaba katarsak B, = E oldugunu

goriiriiz. Bu, u'nun E’de bir zayif birim oldugunu gdsterir; ve sonug olarak E’de zayif birimler

vardir.

Simdi de genisleyen operatorlerin siiflarini sunacagiz:

Tamm 3.4: Banach latiste tanimhi T : E — E pozitif operatort;
1) Eger her x > 0 i¢in Tx vektorii yari i¢ nokta ise, giiclii genisleyendir.
2) Eger her x > 0 i¢in Tx zayif birim ise; genisleyendir.

3) Eger her x > 0 igin T"Xx vektori zayif birim olacak sekilde bir n dogal sayis1 varsa

(n, x’e bagl); zayif genisleyendir.

Yukaridaki ¢alismamizda degindigimiz operator siniflartyla yakindan iliskili baska operator
simiflar1 da vardir. Bunlar, Krein ve giicli Krein operatorleridir(Abramovich, Aliprantis,

Burkishaw, 1992). Tanimlari; takip eden tanimda yer almaktadir.
Tanim 3.5: Birimli keyfi AM uzay1 lizerinde taniml1 T : E — E pozitif operatdriine;

1) Her sifirdan farkli pozitif vektdri (kuvvetli) birime gotiirliyorsa; giiclii Krein

operatorii denir.

2) Her x > 0 i¢in T"x gli¢lii birim olacak sekilde n varsa (x’e bagl); Krein operatori

denir.

Tanim 3.1, 3.4 ve 3.5’lerde sunulan 6zellikler keyfi bir Banach latis iizerinde bu 6zellikleri
tasimayan oldukga kuvvetli pozitif operatorlerdir. Genisleyen operatorler sadece zayif birimli
uzaylarda mevcut ve ideal indirgenemez pozitif operatorler de sadece sayilabilir sup 6zellikli
Banach latislerde mevcut iken Krein ve giiclii genisleyen operatorler sirasiyla yari ig

noktalarin ve kuvvetli birimlerin olmasina ihtiya¢ duyar.

Bir sonraki sema pozitif operatorlerin farkli siniflar1 arasindaki iligkileri sistematik olarak

gostermektedir.

Teorem 3.6: Banach latis lizerindeki pozitif operatorler i¢in asagidaki gerektirme diyagrami

vardir;
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Giiglii Krein
/ \
Krein Gliclii Genigleyen
Genisleyen
Ideal Indirgenemez Zay1f Genisleyen

N

Band indirgenemez
Sema 3.1.
Genel olarak diger gerektirmeler dogru degildir.
Ispat: Gerektirme semasindan
Giiglii Krein = Krein Operatdr => Ideal Indirgenemez => Band indirgenemez

Gerektirmelerinden sadece Krein operator ise ideal indirgenemez oldugunu gostermek

yeterlidir. Bunun i¢in T : E — E birimli AM uzayi iizerinde bir Krein operator olsun. Ayrica

J # {0} E’de kapali T-degismez ideal olsun. Bir 0 < x e J sabiti alalim ve T"x gii¢lii birim

olacak sekilde ne N alalim. J’nin T-degismezliginden T"x € J *dir. Burdan J = E olur. Bu
nedenle T ideal indirgenemezdir. ideal indirgenemez operatériin Krein operatdr olmadigin

gdstermek icin T(x,y) = (y,x) ile tanimlanan T : R* — R* operatdriinii diisiinebiliriz.
Gerektirmelerden
Giiclii genisleyen = genisleyen operator
= zayif genisleyen
= band indirgenemez.

Sadece zayif genisleyen = band indirgenemez gerektirmesinin dogrulugunu goérmek

yeterlidir. Bu, bir 6nceki durumdaki ispata benzer sekilde yapilabilir.
Giglii Krein = Giiclii genisleyen gerektirmesi agiktir.

Krein Operatdor = Zayif genisleyen gerektirmesi, gii¢lii birimin her zaman zayif birim de

olmasindan c¢ikar. Sonu¢ olarak, Giiclii genisleyen = ideal indirgenemez gerektirmesini
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dogrulamaliyiz. Bunu gormek i¢in; Banach latis {izerinde gii¢lii genisleyen operator

T:E > E oldugunu kabul edelim ve kapali ideal J # {0} T-degismez olsun. 0<XxeJ’i

sabit alalim ve u=Tx € J vektoriiniin yar1 i¢ nokta olduguna dikkat edelim.
Boylece; E, = J olmasindan E = E_u c J yadaJ = E’dir. Bu da; T’nin ideal indirgenemez
oldugunu gosterir.

Ornek 3.7: Sirali siirekli band indirgenemez pozitif operatdr ne ideal indirgenemezdir ne de
zay1f genigleyendir. Bunun i¢in;
T:/¢, — (_ pozitif operatorii

T (X, %,,..) = (Z;—:, X, XZ...j seklinde tanimlansin.

n=1

T(Co)g C, oldugu aciktir ve T ideal indirgenemez degildir. Ayrica, T’nin sirali siirekli

oldugu agiktir. Simdi x = (1, 0, 0, ... 0) > 0 ise; o zaman her k icin T*x, zayif birim degildir
ve bu nedenle T zayif genisleyen degildir.

T’nin band indirgenemez oldugunu gérmek i¢in; B # ¢ bir B band1 igin; T (B) c B oldugunu

varsayalim. Eger 0<xeB ise T¥x e B elemam sifirdan farkli ilk k bilesenlerine sahiptir.
Bunun anlami; her k i¢in B bandi k bileseni sifirdan farkli olan pozitif bir vektor icerir, yani,

bir ve /_ elemani v L B saglarsa v = 0’dir; ve bu da B=/_ oldugunu gosterir. Yani; T bir

band indirgenemez operatordiir.
Ornek 3.8: Krein operatdrii; ne giiclii Krein ne de genisleyen operatordiir.

T:¢_ — (¢ operatdrii su sekilde tanimlansin:
T (X, X, Xy o) = (X 4 %00 X+ X5, X, + Xy ,.0)

Bu; ne genisleyen ne de gii¢lii Krein operatordiir.
Ornek 3.9: Genisleyen operatdr, giiglii genisleyen degildir.
T =C[0,1] > C[0,1] operatérii
1
Tx(t)= I sin(st)x(s)ds seklinde tammlansin.

0

T, genisleyen kompakt bir operatordiir.
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Her xeC [O,l] icin Tx(0) = 0 oldugunda, bu operatoér giiclii genisleyen olmaz. Ayni zamanda
eger;

J ={Xe C[0,1] : x(0) :0} ise; J asikar olmayan kapali ideal ve T(J)c J saglanir.
Bu gosterir ki; T ideal indirgenemez degildir.
Ve ayrica T operatorii bu 6zelliklerle birlikte asagidakileri de saglar:

a) T; 1-1 ve tam pozitiftir.

b) T; kompakt operatordiir.

c) Eger J = {X eC[O,l] : X(O) = 0} ise, o zaman J asikar olmayan kapali idealdir ve

T (J ) < J ’yi saglar. Boylece T, ideal indirgenemez degildir.

d) Vx>0 icin Tx fonksiyonu J’nin yar1 i¢ noktasidir. Ozellikle; T :J — J operatdrii

(T’nin J’ye kisitlamasi) gii¢lii genisleyendir, ve bu nedenle ideal indirgenemezdir.

e) T:C [0,1] —-C [0,1] operatoriiniin spektral yarigap pozitiftir. (r(T) >0)ve T :J — J
(T’nin J’ye kisitlamasi) operatdriiniin spektral yarigapr ile cakismaktadir.
Simdi bunlarin dogrulugunu sirasiyla gosterelim:

a) Tx = 0 oldugunu varsayahm. Yani Vt €[0,1] igin
1

jsin(st) X(S)ds =0dr.

0

Bu Vte[0,1] ve ¥n=0, 1, ... igin

82n 1 1 aZn
e sin(st)x(s)ds :IOtZ” [sin(st)x(s)] ds
0 0

1
(-1)" I s*"sin(st)x(s)ds=0 olmasim gerektirir. Sonug olarak; V p polinomu igin
0

1
Ip(sz)sin(st)r(s)ds:O’dlr. Simdi {l,sz} ile iiretilen cebirin C[0,1] deki norma gore
0

yogun olduguna dikkat edelim. (Stone-Weierstrass teoreminden) ve bdylece, Vf eC[O,l]

1
siirekli fonksiyonlar1 ve Vte[0,1] igin I sin(st)[x(s):'2 ds=0"1 elde ederiz. V 0<s,t<l1

0
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i¢in; sin(st)>0 oldugundan her 0 <s <1 i¢in x(s) = 0 oldugunu goriiriiz. Ve bdylece x = 0’dur.
Bu T’nin 1-1 oldugunu kanitlar. 0 <xeC [O,l] olmasi Tx > 0 olmasi gerektirdiginden Tx

tam pozitif operatordiir.

b) Eger f €C [0,1] || f ”w <1 saglarsa; o zaman V t,t, € [0, 1] i¢in;

‘Tf (t,)-Tf(t, )‘ = j[sin(st])—sin(stz)] f(s)ds

0

< j.‘sin(stl)—sin(stz )‘ ds
0

1 1
1
< [|st, —st,|ds =[t,~t,['s ds = l-t
0 0

saglanir. Bu; T ([—1,1]) ’nin C [0,1] ‘nin essiirekli alt kiimesi oldugunu gosterir. Klasik Ascoli
Arzeld Kompaktlik teoreminden, T ([—1,1]), C[0,1] ’nin norm topolojiye gore toplamsal
sinirl altkiimesidir ve boylece T kompakt operatordiir.

¢) J’nin C [0,1] ’in agikar olmayan kapali ideali oldugu aciktir. Vf € C [0,1] fonksiyonu
igcin Tf (0) = 0 olmasindan, J T-degismezdir. Bu T’nin ideal indirgenemez olmadigin1 gosterir.

d) Eger; V 0<t<I igin bir ueJ, u(t) > 0’1 saghyorsa; u, J'nin yar1 i¢ noktasidir.
Gergekten, eger 0<yel ise Vte[0,1] i¢in (yAnu)(t)Ty(t) dir ve bdylece (Dini’s
teoreminden) |y Anu—y|_ — 0’dir. Bu nedenle u, I’nin yar1 i¢ noktasidir,

Simdi; 0<xeC[0,1] olsun. V 0<s, t<1 igin sin(st) > 0 oldugundan; V 0 <t<1 igin

1

Tx(t)= jsin (st)x(s)ds>0’dir. Bu nedenle Tx, J’nin bir yar i¢ noktasidir. Bu;

0

T :J — J ’nin giiclii genisleyen ve sonug olarak ayrica ideal indirgenemez oldugunu gosterir.

e) T:J — J operatorii, kompakt ideal indirgenemez pozitif operatdrdiir. Sonug 4.3’ten;

T,’nin spektral yaricapr r, pozitiftir yani r = r(T/j)>0. Bu yiizden; Krein-Rutman

Teoreminden , Tx = rx olacak sekilde bir 0 < x € J vardir. Bu r(T)>r >0 oldugunu gsterir.
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T :C[0,1] > C[0,1] kompakt pozitif operatr olmasindan; yine Krein-Rutman Teoreminden;
1

r(T), T’nin ozdegeridir. Bdylece; V te[0,1] igin; Ty(t)= J-sin(st) y(s)ds=r(T)y(t)’yi
0

saglayan yeC [0,1] bir pozitif fonksiyon vardir. Bu y(0) = 0 olmasini gerektirir ve boylece
y € J *dir. Sonug olarak r(T)<r dogrudurve r=r(T/j) =r(T) dir.

Ornek 3.10: ideal indirgenemez bir operator zayif genisleyen degildir.

Ornek 3.7°deki c,’a kisitlanmig T operatériinii gdzoniine alalm. O 6rnekte de dikkat edildigi
gibi T (CO) c ¢, dir. c,, sirali siirekli norma sahip oldugundan; ideal ve band indirgenemez
kavramlari ¢akigir ve T : ¢, — C, operatorii ideal indirgenemezdir. Ornek 3.7 deki tartiymadan
T :c, = ¢, zayif genisleyen degildir.

Ornek 3.11: Zayif genisleyen operatdr ne genisleyen ne de ideal indirgenemezdir.

S :c, = ¢, pozitif operatdriiniin

X X
S(xl,xz,...):(x2 + X, X +31, X, +?1]

seklinde tanimlandigini diistinelim.

S zayif genisleyendir ama genisleyen degildir. Orn.3.7°de ispat edildig gibi S ideal
indirgenemezdir. C, sirali siirekli norma sahip olmasindan dolay: S siral: siireklidir.

Banach latis c,’deki biitin yakinsak dizileri T (X,X,,...)=S(X =X, X, —X,,...)+2X.€ ile
S’ye genisletelim. Burada x, = }]Lr{ln X, ve e = (1, 1, 1..)°dir. Ayrica, T (CO) c ¢, olmasindan
dolay1 T : ¢, — ¢, operatdrii tam pozitif, zayif genisleyendir. Ideal indirgenemez degildir. Ek
olarak; T o-sirali siirekli degildir.

Ornek 3.12: Ranki bir olan genisleyen sirali siirekli pozitif operatdr ideal indirgenemez
degildir.

u= [1,%,%,...} dizisini ele alalim, u’nun /_’un zayif birimi olduguna dikkat edelim.

Ayrica, ¢: /¢, — R tam pozitif sirali siirekli lineer fonksiyonel olsun. Ornegin; ¢(X) = Z;—n
n=1
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seklinde tanimlayabiliriz. T :¢®u: /¢ — ¢ rangi-bir olan sirali siirekli pozitif operatdriinii

diisiinelim. T (c, ) < ¢, oldugundan, T ideal indirgenemez degildir.

Bununla beraber 0<xe/, ise T(x)=¢(x)u zayif birimdir ve boylece kompakt pozitif
operator T, genigleyendir.

Sonug olarak; eger u’yu giiclii birim olarak alirsak; 6rnegin, u = (1, 1, 1,...) olsun p®u; 7
uzayinda ideal indirgenemez olmayan bir giicli Krein operatdr olur. Ayni zamanda, her
genisleyen operatoriin tam pozitif oldugunu gorebiliriz. Ayrica asagidaki yardimci teoremle
bu durumun tersleri i¢in iyi faydali yeter sart1 verelim.

Yardimcei Teorem 3.13: S:E — E bir tam pozitif operator olsun. Eger bir T : E — E ideal
indirgenemez pozitif operatdrii 4 >0 i¢in TS < AS ’yi saglarsa; her k = 0, 1, 2, ... i¢in, T*S
ve ST* giiclii genisleyendir.

Ispat: Sadece, T’nin pozitif ve ideal indirgenemez oldugu durumlar1 goz oniine alacagiz.

Diger durumlar bunlarla benzerdir. Ispat i¢in; k iizerinden tiimevarim uygulayacagiz. Ik énce
k = 0 oldugunu varsayalim. T (Sx)< ASX (yani Tu < Au) oldugundan T (E_) c E, oldugunu
goriirliz. T'nin ideal indirgenemezliginden E_u = E ’yi elde ederiz. Bu; u = Sx’in bir yari i¢
nokta olmasi demektir; ve burdan S, giiclii genisleyendir. Simdi T*'S *nin giiglii genisleyen
oldugunu farzedelim. T*S =T (T 'HS) =T*! (TS) < AT*'S ve (tiimevarim hipoteziyle) T*'S
tam pozitif oldugundan, T*S giiclii genisleyendir.

Burada Yardimci teorem 3.13’teki operatorlerin sirasinin dnemli olup olmadigini yani
TS<AS ve ST <AS’nin yer degistirebilirligini sormak dogaldir. Bunun gerekliligini

asagidaki ornekle gosterelim:

Atomik ve atomik olmayan Banach latisler iizerinde tanimli, T ideal indirgenemez, ST < S ve
S genislemeyen tam pozitif operator 6zelliklerini saglayan iki operatdr 6rnegini verelim: (Bu,

Yardimci teorem 3.13°teki TS < AS esitsizliginin ST < AS ile degistirilemeyecegini gosterir.)

0 1
Atomik durum igin; E =R? olsun. S,T:E—>E pozitif operator ¢iftinin T :[1 0} ve

S= [0 0} matrisleri ile verildigini diisiinelim.
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T, ideal indirgenemez ve S, tam pozitiftir. Se, =€ olmasindan; S operatérii genisleyen

degildir. Sonug olarak; Her («, ) € E igin;

ST {Z}SV }:(ﬁm,o):s[ﬁ olduguna dikkat edelim. Bu; ST = S oldugunu
(94

gosterir ve buradan da ST <S olmasi dogrudur.

Atomik olmayan durum i¢in; 1< p<oo oldugunda E=1L [0,1] alalim. @(1) =1 saglanacak
1

sekilde bir @ e E" tam pozitif fonksiyoneli alalim. Ornegin; @(X)zjx(t)dt alalm ve
0

pozitif rang1 bir olan T = ®1 operatoriinii diisiinelim. T, E lizerinde ideal indirgenemez

0
2

pozitif operatordiir. Simdi; A= N[ } olsun ve E iizerinde S operatériiniin S =X ,T oldugunu

disiinelim. S, tam pozitiftir fakat genisleyen degildir. Gerg¢ekten; S’nin goriintiisii R(S), bir
boyutlu vektor uzayidir: R (S) = {/I.N Al AE R} . O zaman, eger x € E” ise;
SX=N,Tx=N,J(x)1=F(x)N, olduguna dikkat edelim ve buradan &(1)=1
oldugundan;
STx=S(D(x)1)=D(x)S(1)=B(X)D(1)¥, = DN, *dur.
Boylece; ST = S’dir ve ayn1 zamanda ST <S de saglanir.
Sonu¢ 3.14: T : E —» E ideal indirgenemez pozitif operator ise, her 4 > r(T) ve herk=0, 1,
2...1¢in R (/I,T )T “ operatorii genisleyendir (ve boylece ideal indirgenemezdir).
Benzer sekilde; eger T :E — E o-sirali siirekli band indirgenemez pozitif operator ise her
A>r(T) veherk=0, 1,2, ...i¢in R(A,T).T* operatdrii genisleyendir.
Ispat: Her A>r(T) i¢in R(A,T) operatorii tam pozitiftir ve TR(A,r)<AR(A,T)
saglanir(Yardimei teorem 2.30).

Banach latis E {lizerindeki bir ideal indirgenemez operatoriin varligi E {izerinde bir kag

kisitlamay1 gerektirir.

Yardimeci teorem 3.15: Eger Banach latis E, bir kompakt tam pozitif operator kabul ediyorsa,
E aym zamanda tam pozitif lineer fonksiyonel de kabul eder. Ozel olarak bu konumda E

sayilabilir sup 6zelligine sahiptir.
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Ispat: T:E — E kompakt bir tam pozitif operatdr olsun. T*’in gériintiisii R(T*) da siirekli

sifirdan farkh lineer fonksiyonellerin sayilabilir kiimesini; {&,,&,,...} alahm. Bu; R(T*)’da

o0

%)
| ”| >0 diyelim. (T* : E*—> E* kompakt

norm topolojiye gore yogundur ve = zn:lzn ”® ” >

operator oldugundan miimkiindiir.) &’nin E’de tam pozitif oldugunu iddia ediyoruz.

Bunu gérmek igin; x > 0 olsun. Eger &(x) = 0 ise her n igin & (x)=0 olur ve bdylece
Vy e E* igin y (TX)=T *p(x)=0 olur. Bu yiizden Tx = 0°dir ve T’nin tam pozitifligiyle
gelisir. Boylece; &(x)>0 ve & tam pozitiftir. Bu, E’nin sayilabilir sup 6zelligi oldugu
anlamina gelir.

Sonug¢ 3.16: Eger bir Banach latis E, bir kompakt tam pozitif operator kabul ediyorsa, E’deki

pozitif operatorler i¢in o-siral siireklilik ve sirali stireklilik kavramlar1 ¢akisiktir.

Sonug¢ 3.17: Eger bir Banach latis E, ideal indirgenemez bir pozitif operator kabul ediyorsa

E’nin sayilabilir sup 6zelligi vardir.

Ispat: T:E — E bir ideal indirgenemez pozitif operator olsun. Bir A > r(T) skaleri alalim
ve pozitif operator Q = R(/l,T)’nin giiclii genisleyen olduguna dikkat edelim.(Sonug 3.14)
Simdi; 0<deF* ve O<ueE’yialalim ve K=J®u olsun. Her yar1 i¢ vektdr x > 0 igin;
Kx = @(X)u >0’dir. Boylece; KQ:E — E kompakt tam pozitif operatdrdiir ve Yardimci

teorem 3.15’ten E sayilabilir sup 6zellige sahiptir.
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4. IDEAL INDIRGENEMEZLIiGi ve SPEKTRAL YARICAP

Krein-Rutman Teoremi kompakt pozitif operatdriin spektral yaricap1 pozitif oldugunda pozitif
bir 6zvektore uygun bir 6zdegeri oldugunu sdyler. Bununla beraber Krein-Rutman Teoremi
kompakt pozitif operatoriin spektral yaricapinin pozitif oldugunu sdylemez. Volterra
operatorlere goz attigimizda ise spektral yaricapin sifir olabildigini goriiriiz. Bu bdliimiin
amaci, kompakt pozitif operatorler i¢in, spektral yarigapin pozitifligini garanti edecek
durumlar1 sunmaktir. Karisikliktan kagcinmak icin asagidaki ifadelerdeki operatdrlerin sifirdan

farkli oldugunu ve Banach latislerin birden biiyiik boyutlu oldugunu kabul edecegiz.

Yerel yar1 nilpotent kavramiyla baglayalim:

1/n

=0

T"X,

Tamm 4.1: Banach uzayinda tanimli, sinirhi T : X — X operatoriine, eger lim‘

n—o0

ise X, vektoriinde yarinilpotenttir (yerel) denir.

Banach uzayindaki bir T:X — X operatorii ancak ve ancak X’in her noktasinda yerel

yarinilpotent ise yarinilpotenttir.

Bunu sdyle gorebiliriz:

1/

T € £ (X) olsun. lim|T" "=0 olmasi icin gerek ve yeter kosulun her xeX igin

n—oo

lim ([T "x

n—oo

1
" =0 oldugunu gosterelim.

1
n=0 ise; o zaman lim

nN—o0

1/n

e <[ T K >0

Eger; xe X ve limHTn % < (‘ ||x||)r11 =‘

n—oo

1
olmasindan ‘T”X n 0 olur.

1
T"X|" — 0 oldugunu kabul edelim. « #0 kompleks sayisini sabit

Tersi i¢in; VX e X i¢in ‘

1 1
1 L e
T"X||" = 0 oldugundan; ¥n>n, i¢in ‘T”X n S% olacak sekilde

tutalim ve Xe X olsun. ‘

<LL olmasm gerektirir. Ozellikle,

bir n,eN vardir. Bu Vn>n, igin Haf("“)T”X <
o] 27

Vxe X Zaf(n“)T”X serisi X te yakinsaktir.

n=0
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n+l1

T: X — X swnirh bir operatdr ve bir sifirdan farkli a sayisi i¢in Zof( T X serisi VX e X

n=0

icin yakinsarsa o € p(T) oldugu biliniyor. Va#0 icin a € p(T)’dir. Bu ve O'(T ) %)

olmasi p(T)=C\ {0} veya  o(T)={0} olmasin1  gerektirir. ~ Bdylece

1
lim|T"[" =& (T)=0"d.

n—o

Diger bir yandan, yarinilpotent olmayan bazi noktalarda bire bir operatér bir yerel

yarinilpotent olabilir. Ornegin;

X, X . .- v
T(XI,XZ,X3...)=(XI,XI,?2,?3,..J ile tammh T:/,—> /¢, pozitif operatorini

diisiinelim. T’nin birebir e,’de yerel yarnilpotent oldugunu ve yarmilpotent olmadigini

gosterelim:

.., olduguna dikkat edelim. Simdi tiimevarim yontemini

- 1
vn=2 i¢in Te =—¢
n

kullanarak T"e, =

e,., oldugunu goriiriiz. Boylece, Vn igin ‘T“e2H= "dir. Bu,

1 !
(n+1)! (n+1)!

1 n
lim (T e, [ zlim{ ( 11)'} =0 olmasmm gerektirir. Bu, T, e,’de yerel yarilpotent
n—o0 n—ow n+ !

demektir.

1
Diger yandan, V n i¢in ‘T" T"| " >1 olmasin gerektirir. Boylece, T, €, > 0’de

2|

e > 1.

yerel yariilpotenttir fakat yarinilpotent operator degildir.

Sonsuz boyutlu bir Banach uzayinda sifirdan farkli kompakt operatorler daima asikar olmayan
kapali hiperdegismez alt uzaylar icerir. (Teorem 2.31) Sonraki temel netice, B. de Pagter’e
gore, local (yerel) yarinilpotent kompakt pozitif operatorler i¢in asikar olmayan kapali I-

hiperdegismez ideallerin varoldugudur.

Pagter’in ispat1 A.J. Michaels (1997) ile sunuldugu gibi Lomonosov’un degismez alt uzay

teoreminin, Hilden’in ispatinin Banach latislerine usta bir uyarlamasidir.

Yarnilpotentin, yerel yarmilpotentle yerdegistirebilmesi durumu (Abramovich, Aliprantis,

Burkishaw, 1992) de incelenmistir.
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Eger; T : X —> X Banach uzayinda sinirli bir operatdr ise komutanti {T} , T ile degismeli X

tizerindeki biitiin sinirh operatdrlerden olusan L(X)’in altcebiridir. Yani;
(T} ={SeL(X):ST =TS} dir.

Teorem 4.2 (de Pagter, 1986): Sifirdan farkli pozitif vektorde yerel yarmilpotent olan, her
stfirdan farkli kompakt pozitif operatoriin, asikdr olmayan kapali l-hiperdegismez ideali

vardir.

Ispat: T:E — E bir E Banach latis iizerinde (sifirdan farkli) bir kompakt pozitif operator
olsun. T’nin tam pozitif oldugunu kabul edelim. Aksi durumda Yardimci teorem 3.1°den
T’nin sifir ideali Nt asikdr olmayan kapali I-hiperdegismezdir. Yardimci teorem 3.1°den

T’nin goriintiisii tarafindan iiretilen sifirdan farkl kapali ideali

J; = {X eE:3y>0 oyle ki |X| STy}_, T icin latis hiperdegismezdir. Eger J; #E ise,
o zaman J; T i¢in istenen l-hiperdegismez idealdir. Bu nedenle; J; = E olarak kabul edelim.

T’nin goriintiisiiniin ayrilabilir olmasint gerektirir(Teorem 2.35). Bundan dolay1, T(E)’de
sifirdan farkli norm topolojiye gore yogun olan vektorlerden olusan T(E) goriintiistiniin
(W,,W,,...) sayilabilir bir altkiimesi vardir.

[,

w=>Yy 2w > 0 olsun. (W, W,,...)c E, asikir kapsama T (E)c E, yi gerektirir.

1

0
n=

Bunedenle, E=J; cE, ve E_W = E *dir. Ayn1 zamanda, bu durumda E’nin yarii¢gnoktalarinin

varoldugunu da kabul edebiliriz.

Simdi, operatorlerin asagidaki toplulugunu géz oniine alalim:
A={A e £(E):30<Be|T) dyleki |AX|<B|x| vxeE igin}
A, E’nin merkezini kapsayan £(E)’nin altcebiridir. Yani Z ( E) c A. Simdi VX € E i¢in;

Ax ={Ax: A € A4} olsun.

Ax’in E’nin I-hiperdegismez vektor alt uzayr oldugunu iddia ediyoruz. Bunu goérmek igin;

ST = TS’yi saglayan 0<S € £(E) secelim. Herhangi bir A € 4 alalim ve y=Axe_4x

vektoriine dikkat edelim. Her z € E igin |AZ|S B|Z| esitsizligini saglayacak sekilde

0<Be {T} alahm ve her zeE igin [SAz|< S|Az|<(SB)|z| ve SBe {T} olduguna dikkat
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edelim. Bu SA €4 olmasimi saglar ve boylece Sy = SAx €.4x olur. Diger bir ifadeyle; her

X € E i¢in 4x l-hiperdegismezdir. Sonug olarak norm topolojiye gore kapanisi AX de her x

icin benzer sekilde E’nin 1-hiperdegismez altuzayidir.

| € A oldugundan x = Ix € 4x’dir. Boylece sifirdan farkli x € E vektorii i¢in, 4x sifirdan

farklidir. Simdi, AX’in her x icin E’de kapali ideal oludgunu iddia ediyoruz. Bunu gérmek

Kk
icin; her A e A4 olmak iizere |y|SZ|AX| ’1 saglayan y € E alalim. (Riesz Ayristirma
i=1

Teoreminden, 1978) Her 1 i¢in; |£|AX| ile z; y, yazabildigimizden, bir A € 4 i¢in

|y| <|AX| oldugunu kabul edebiliriz. Simdi Yardimei teorem 2.32°den T,AX — Y olacak
sekilde {T,}=Z, (E)c A dizisinin varoldugunu sdyleyebiliriz. Her n i¢in T,AeA
oldugundan y e AX’i elde ederiz ve boylece AX bir idealdir.

Ispati tamamlamak icin; bir X # Oigin Ax#E oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in;

X#0 oldugu durumlarda Ax=E oldugunu celiski yoluyla kabul edelim. u > 0 T’nin yerel

1/n

=0.

n—oo

T’nin tam pozitifliligi Tu > 0 olmasin1 gerektirir. Bu nedenle T nin siirekliliginden, O ¢ U ve

O ¢T(U) olacak sekilde u merkezli agik yuvar U vardir. (*)
vxeT (U ) icin, Ax=E oldugu kabuliinden ¥xeT (U) igin ue AX oldugunu goriiriiz.

Simdi Vx eT( ) i¢in A (x)eU olacak sekilde Axe A operatdrii alahm ve merkezi x’te

olan A (B ) cU olacak sekilde B, segelim. T’nin kompaktliligi, T (U ) nin norm topolojide

kompakt kiime oldugunu gosterir. Acik yuvarlar; {B :xeT U } kiimesini

k

orttiigiinden, T U olacak sekilde x,X,,..x €T (U) vardir. Kolaylik agisindan B,

yerineB,, A yerine A yazalim. §imdi, her i = 1, ...k ve her zeE i¢in |AZ|_

saglayan 0<R e {T } operatoriiniin varolduguna dikkat edelim.

TueT(U) oldugundan, Tue B, olacak sekilde j, e {1,..k} indeksleri vardir. Bu, A, TueU

oldugunu gosterir ve bdylece TA;Tu eT(U) olur. Bu tartismay1 tiimevarimsal olarak
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tekrarlarsak; Vn i¢in z = (AjnT )( AT )...A(JIT JueU olacak sekilde {1,..k} dan alinan
indekslerin bir {J,} dizisini elde ederiz.

|Az|<R|z| ve RT = TR’den Vn igin |z,|< R"T"u alalim. Onceki ciimle, T"u

2| <R[

yi

1/n 1/

gerektirir. Bu nedenle |z, || £||R||.‘T”u " 50 ve boylelikle de z, —0 olur. Vn igin

z, €U oldugundan bunu O € U takip eder. Bu da (*) durumuyla ¢elismektedir. Bu celiskiyle

teorem ispatlanmis olur.

Sonug 4.3 (de Pagter, 1986): Banach latis iizerindeki bir ideal indirgenemez kompakt pozitif

operator, pozitif spektral yarigapa sahiptir.

Yukaridaki sonugta kompaktlilik hipotezinin gerekli olduguna isaret etmek gerekir. Iki
degismeli pozitif operatdriin spektral yarigaplarimin pozitifligini ispat etmek i¢in Onceki

neticeyi almak durumundayiz.

Sonuc¢ 4.4 (Abramovich — Aliprontis — Burkinshaw, 1992): Eger, bir ideal indirgenemez
pozitif operator T : E — E, kompakt pozitif operatér S:E — E ile degismeli ise r(T) > 0,
r(S) > 0 olur.

Ispat: S, T : E > E Banach latis iizerinde sifirdan farkli iki pozitif operator olsun. S
kompakt, T ideal indirgenemez ve ST = TS oldugunu kabul edelim. Teorem 3.3’e gore ST =

TS > 0 olur.

r(ST) = 0 oldugunu varsayalim. Teorem 4.2’den kompakt pozitif operatdr ST agikar olmayan

bir kapali l-hiperdegismez J idealine sahiptir. T operatorii, ST ile degismeli oldugundan
T (J ) < J ’yi elde ederiz. Bu da T’nin ideal indirgenemezligi ile ¢elisir. Bu yiizden r(ST) >
0’dir. Bu ayn1 zamanda 0 < r(ST) < r(S) r(T) oldugunu gosterir(Teorem 2.36) (S ve T’nin

degismeli olmasindan) Bu da; r(T) > 0 ve r(S) > 0 olmasini gerektirir.

Bir sonraki sonucglar Sonu¢ 4.3’teki kompaktlik varsayiminin makul olarak yumusatilabilir

(hafifletilebilir) oldugunu gosterir.

Sonu¢ 4.5 (Abramovich — Aliprantis — Burkinshaw, 1992): Eger; Banach latis {izerindeki
T, kompakt olarak baskinlastirilmis ideal indirgenemez pozitif operatdr ise T'nin komutanti

icindeki her pozitif S operatdrii, pozitif bir spektral yarigapa sahiptir. Yani r(S) > 0.

Ispat: Bir kompakt K operatorii icin 0 < T < K olsun ve S, ideal indirgenemez T operatorii ile

degismeli bir pozitif operatdr olsun. Teorem 3.3 ile T operatorii tam pozitiftir. Bu yiizden,
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Sonug 2.33’ten tam pozitif T° operatdrii kompakttir. Teorem 3.3’ten E’nin yar1 i¢ noktalar
icerdigi ve T’nin yar1 i¢ noktalar1 yari i¢c noktalara tasidigi biliniyor. Bu, ST’ pozitif
operatoriiniin sifirdan farkli oldugunu gerektirir. Ayni zamanda, ST’ kompakt ve T ile

degismelidir. Son olarak, Sonu¢ 4.4 r(ST3)>001mas1n1 gerektirir ve buradan

r(ST?)<r(s)r(T*) vex(S)> 0 elde edilir.

Tamm: X bir Banach uzayr olsun. X'te X, —>0 ve X*’de x;—0 olmasi, X,(X,)—>0
olmasini gerektiriyorsa X’e Dunford — Pettis Ozelligine sahiptir denir. AL ve AM uzaylari
Dunford-Pettis Ozelligine sahiptirler.

S T
Yardimcl teorem 4.6: Eger X »Y —Z, Banach uzaylar1 arasinda zayif kompakt pozitif

operatorler ve Y Dunford — Pettis 6zelligini sagliyorsa, TS kompakt operatordiir.

Sonug¢ 4.7: Bir Banach latis {izerinde T :E — E ideal indirgenemez zayif kompakt pozitif
operatdr olsun. Eger E Dunford — Pettis 6zelligine sahipse, (6zellikle E, AL ya da AM Uzay1
ise) T pozitif spektral yarigapa sahiptir.

Ispat: Bu durumda, T?; ideal indirgenemez T operatérii ile degismeli, tam pozitif kompakt

bir operatordiir.

B. De Pagter, Teorem 4.2, Banach latis iizerindeki T : E — E kompakt yarinilpotent pozitif

operatoriin asikar olmayan I-hiperdegismez ideal J’ye sahip oldugunu belirtir. Bu sonug,

T(J)#{0} oldugunu garanti etmez. Basit bir 6rnek verelim:

Ornek 4.8: T(x,y) = (y,0) ile tanimli T:R> — R* pozitif operatoriinii diisiinelim. T> =0
oldugu aciktir. ideal (gerg¢ekte band) J={(x,0):xe R}, T icin asikdr olmayan kapal

hiperdegismez idealdir. Bununla birlikte T (J ) = {0} .

Eger T =0 durumunu kabul etmezsek, Teorem 4.2°den yararlanilarak latis hiperdegismez
ideal J, T (J)# {0} "1 saglayacak sekilde segilebilir.

Teorem 4.9: Banach latis ilizerindeki kompakt yarmilpotent pozitif operatér T:E — E,
T?#0’1saglarsa T igin T (J ) # {O} olacak sekilde asikar olmayan kapali 1-hiperdegismez J

ideali vardir.
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Ispat: Banach latis iizerindeki T:E —E, T?#0 olacak sekilde kompakt yarmilpotent
pozitif bir operatdr olsun. T’nin sifir ideali N ={Xe E : T|X|=0} olsun; ve
T:E/N—>E/N operatori T [X] = [TX] ile tanimlansm. T yarinilpotent kompakt pozitif bir

operatordiir. Ayni zamanda T ’nin sifirdan farkli oldugunu iddia ediyoruz. Gerg¢ekten;

T?x >0 1 saglayan x > 0 alirsak, Tx& N olur ve boylece E/N’de T[x]=[Tx]>0 olur. Bu da
T>0 oldugunu gosterir.

Teorem 4.2°den; T icin, asikar olmayan kapali I-hiperdegismez ideal J  vardir.
J= {X ek :[X] el } olsun. Kanonik doniisim x — [X] latis homomorfizma oldugundan, bu
J’nin T altinda degismez ve E’de asikar olmayan kapali ideal oldugunu gosterir. T (J) = {0}
oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gérmek icin; 0 < [X] ed ’y1 saglayan bir 0 <X e J alalim ve
T [X] >0 olduguna dikkat edelim. Aksi taktirde, Tx = 0 olmas1 X e N oldugunu belirtir. Bu
[X] =0 demektir. Bu da bir ¢eliskidir.

Son olarak, J’nin T i¢in I-hiperdegismez olduguna dikkat edelim. Bunu kanitlamak igin, T ile
degismeli, S:E—>E operatori alalm. Eger [x]=[y] vyani x-yeN ise
0<T|Sx—Sy|<TS|x—y|=ST|x—y|=0"dan  Sx—-SyeN  oldugu  goriilir.  Yani;
[Sx]=[Sy] dir. O halde S; S[x]=[Sx] formiilii araciligryla E/N iizerinde $>0 operatdriinii
tammlar. S, T ile degismeli oldugundan, §(j ) —J kapsamasi vardir. buradan S(J)c

oldugunu ¢ikaririz.

Giiglii genisleyen operatorleri ilgilendiren genel bir sonug ile devam edelim.

Teorem 4.10: Banach latis iizerinde Q, S : E — E asagidaki 6zellikleri saglayan iki pozitif

operator olsun.
1) Q bir gii¢lii genisleyen operatordiir.

2) S, kompakt olarak baskin pozitif operatorii baskinlastirir, 6zellikle S’nin kendisi

kompakt operatorle baskinlastirilirsa bu sekildir.
Bu sartlar altinda; r (QS) > 0, yani QS operatdriiniin spektral yarigap: pozitiftir.

Ispat: Q ve S teoremde belirtilen 6zellikleri saglasm. 0 <L <S ve L <K ’y1 saglayan pozitif

bir L operatorii ve kompakt bir K operatorii alalim.
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C = QL pozitif operatoriinii géz oniine alalim; ve Q giiclii genisleyen oldugundan C’nin
sifirdan farkli olduguna ayni1 zamanda, bir x > 0 i¢in ve bir k i¢in C*x >0 ise bir R > 0 i¢in

C*, C¥=QR seklinde yazilabildiginden C*x bir yar1 i¢ noktadir. Bu her k igin, C* >0

oldugunu gosterir. 0 < C = QL < QK oldugundan Sonug 2.33 C*’iin kompakt bir operatdr

olmasini gerektirir.

r(C) = 0 oldugunu farzedelim. O zaman; r(C3)= I’[(C)]3 =0 dir. Bunu hesaba katarak
(C3)2 =C°®>0 elde edilir. Teorem 4.9 dan C’ (J ) # {0} ile her C* igin bir asikar olmayan
kapal1 I-hiperdegismez J ideali vardir.

Boylece, bir x > 0 i¢in C’X yar1 ignoktasi, J kapali idealine aittir. Bu J = E olmasini gerektirir.

Bu durum r(C) = 0 kabuliiyle ¢elismektedir. Boylece; r (QS) >r (C) >0 dir.

Sonug 4.11: Eger pozitif operatdr T nin komutant1 ideal indirgenemez pozitif operatdr S’yi ve

kompakt pozitif operatdr K’y1 igeriyorsa; o zaman r(T) > 0 olur.

Ispat: S > 0 ideal indirgenemez ve K > 0 kompakt olmak iizere TS = ST ve TK = KT olsun.

A>r(S)’yi sabit tutahm ve Sonu¢ 3.14’ten R(A,S) operatoriiniin giiglii genisleyen
olduguna dikkat edelim. Bu TR(A,S)K > 0’1 gerektirir. Hem R(4,S), hem de K, T ile
degismeli oldugundan T [R (/1, S) K] = [R (/1, S) K]T >0’1 elde ederiz. Sonuc¢ olarak,

TK=KT>0 olur ve R (ﬂ,, S) ve TK operatorlerinin Teorem 4.10’u sagladiklarindan dolayz;
0<r(R(4S8)TK)=r(T[R(4S)]K)<r(T)r(R(4,8)K)dir. O halde; r(T) > 0 olur.

Sonug¢ 4.12: Banach latis iizerinde S,T :E — E degismeli pozitif operatorler olsun. Eger T

ideal indirgenemez ve S’nin bir kuvveti kompakt baskin bir operatorii baskinlastirirsa; o

zaman r(S) > 0 ve r(T) > 0 olur.

Ispat: S™ in bir kompakt baskin pozitif operatorii baskinlastirdigini kabul edelim.
A>r(T)’yi sabit tutam ve Q=R(A,T)T olsun. Sonug 3.14 Q’nun giiclii genisleyen

oldugunu gosterir. Teorem 4.10

0< r(QSm) = r(R(/l,T)TS”‘) < r(R(/'t,T )) r(T)[r(S)]m olmasini gerektirir ve boylece hem

r(S) > 0 hem de r(T) > 0 saglanr.
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5. BAND iNDIRGENEMEZLIiGi ve SPEKTRAL YARICAP

Bu bdliimde, band indirgenemez pozitif operatdrlerin spektral yaricaplarini inceleyecegiz.
Sonuglarin bir dnceki bdliimle benzer fakat ayni olmadigini gorecegiz. Band indirgenemez
pozitif operatorlerden bahsederken, onlarin ayn1 zamanda c-sirali siirekli olduklarini da kabul
etmeliyiz. Onceki boliimde oldugu gibi biitiin operatdrlerin sifirdan farkli oldugunu ve birden

bliyiik boyutlu Bahach latisler tizerinde etki ettiklerini kabul edecegiz.

Yardimal teorem 5.1: Banach latis lizerinde T:E — E o-sirali stirekli kompakt ve tam
pozitif bir operator olsun. O zaman, E iizerindeki T ile degismeli her pozitif operator sirali

sureklidir.

Ispat: Sonu¢ 3.16’dan E’deki her o-sirali siirekli pozitif operatdriin ayn1 zamanda siral
stirekli oldugu biliniyor. Simdi, S: E — E pozitif operatoriiniin ST = TS’yi sagladigin1 kabul

edelim. x 40 olsun. O zaman Tx, 4 0’dir ve T’nin kompaktliligindan ||TXn ||~LO olmas1
sonucunu ¢ikaririz. ( T’nin kompaktlilig {Txn} dizisinin {Txkn} gibi norm topolojiye gore
yakinsak alt dizisinin var oldugunu gosterir. T, 40 oldugunda Yardimei teorem 2.34’ten

HTan H~LO oldugu elde edilir ve buradan ||Txn||¢0 olur.) Boylece;

|STXn || 1 0°dir. Diger
taraftan Vn igin SX, > x>0 saglanirsa, STX =TSX, 2Tx>0 ve ||STXn || 1 0°dan Tx=0"1 elde
ederiz. T tam pozitif oldugundan, buradan x = 0 ve boylece SX, 4 0 yani S o-sirali siirekli ve
sonug olarak S sirali stireklidir.

T operatoriiniin kompaktlili§i olmasindan, T’yi ideal indirgenemez alsak bile Yardimci

teorem 5.1 saglanmaz. Buna bir 6rnek verirsek:
T’nin kompakthiliginin T’nin ideal indirgenemezligi ile yerdegistiremedigini gosterelim.
Banach latis iizerinde degismeli pozitif operatorler T,S :E — E su 6zellikte olsun:

(a) T, tam pozitif, sirali siirekli ve ideal indirgenemez

(b) S, sirali siirekli degildir.
Coziim: E=C(T') olsun. Burada I" bir birim gemberdir. 1 ile sabit bir fonksiyonunu ifade
edecegiz. Sifirdan farkli rasyonel € agisini sabit tutalim ve T, @ acis1 ile donmesi vasitastyla
tammlanmus operatdr olsun. Bu, ¥xeC(T') ve y eI igin, Tx(y)= X(;/eig) demektir. T,

orten latis izometridir. Bu, T nin tam pozitif ve sirali siirekli olmasini gerektirir.
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Devam edebilmek icin, asagidaki sonuca ihtiyacimiz var:

(e) Eger 0 sfirdan farkli ve rasyonel ise {ei”‘g ‘ne N} kiimesi I" ’de yogundur.

Bunu gormek i¢in bir k dogal sayisi alalim ve & >0 olsun. Kronecker teoreminden T’ nin

altgrubu {e"‘g:neZ} yogundur. Bu {e"‘g:neZ ve |n|>k} kiimesinin de T’de yogun

olmasin1 gerektirir. Boylece; |@™

—1‘ < & olacak sekilde |m| >k ’y1 saglayan bir me Z vardir.

‘eimﬁ _ 1‘ —

eimH (1 . e—imﬁ )‘ _ ‘1 . e—imH

olmasindan meN (ve bdylece m > k) oldugunu

diistinebiliriz. Simdi, eger n=m—k € N alirsak;

e’ —e‘"‘g‘ = ‘e‘"‘g (e™ —1)‘ = ‘e"“g —1‘ <& olur.

Bu Kronocker teoremiyle birlestirilince {e"“g :nelN } kiimesinin I" ’de yogun oldugu goriiliir.
Simdi Q’nin rasyonelliginin T nin ideal indirgenemez operatdr olmasini gerektirdigini iddia
ediyoruz. Bunu gormek i¢in; J # {0} olmak tizere J, C (F) ’de T-degismez kapali ideal olsun.
X(;/O) # 0 olacak sekilde x € J* fonksiyonu ve bir y, € I' alalim. Simdi y € I' keyfi bir nokta
olsun. 0’nin rasyonel a¢1 olmasindan, (e)’dan, { ye" :neN } kiimesi I'’de yogundur. Her
neN igin (ve y, € {7ei"9 ‘Ne N}) T'xed" ve T, (y)= X(;/eing) olmasindan, bir n e N igin
T”X( 7) >0 olmalidir. Bundan dolay1 Vy eI igin Z >0 olacak sekilde Z € J* fonksiyonu
vardir. Ozellikle Vy T i¢in ¥ ’nin V, komsulugunu VeV, igin Z, (77) >0 olacak sekilde
bulabiliriz. T'’nin  sonlu altkiimesi {71, ...7k} ‘min - varligini  soyleyebiliriz.  Simdi
Z= z:(:l Z, €J" olsun ve her y €T igin Z(y)>0 olduguna dikkat edelim. Bu, Z’nin E’nin
siral1 birimi olmasini gerektirir ve sonug olarak J = E’dir.

Simdi Sonug 2.37’den, TP =T ve ||®|| =@(1) =1 olacak sekilde bir 0<@ e E" vardur.

C (F) asikar olmayan sirali siirekli lineer fonksiyoneller kabul etmez. Bu nedenle; & sirali

stirekli degildir ve sonug olarak E iizerindeki pozitif operator S = J®1 de sirali siirekli

degildir. Ayrica asagidaki iki 6zelligi dikkate alalim:

(1) T ve S operatorleri Markov operatorlerdir, Bu nedenle r(T) = r(S) = 1
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(i) R I = {A.1:2eR} oldugunda altuzaylar cifti (Ker@, R1), S operatérii i¢in
indirgeyen cifttir.

Son olarak; T ve S’nin degismeli oldugunu ispatlamaliyiz. Gergekten, VxeE igin

T(SX)=T(D(x)1)=B(x)1 ve S(Tx)=2(Tx)1=]T'D|(x)1=2(x)1"dir.
Teorem 4.9 ve Teorem 4.2 nin benzerini latis hiperdegigsmez bandlar i¢in verelim.

Teorem 5.2: Eger Banach latis iizerinde T : E — E bir sirali siirekli kompakt yarnilpotent

pozitif operator ise; o zaman T icin bir asikar olmayan l-hiperdegismez B bandi vardir.

Ayrica, eger T? # 0 ise B band1 T (B) = {0} "y1 saglayacak sekilde segilebilir.

Ispat: Eger sifir ideal N = {X eE:T |X| = 0} stfirdan farkli ise N(Yardimer teorem 3.1°den)

bir asikar olmayan T-hiperdegismez bandtir. Burdan, N, = {0} oldugunu kabul edebiliriz ve

bu nedenle T tam pozitiftir.

J;, E’de T’nin gOriintiisii tarafindan {iretilen kapali 1ideali belirtsin. Yani;
J; ={Xe E:3Jy >0 oyle ki |X|STy}_’dir. Yardimc1 teorem 3.1°den; J;, T i¢in kapali latis
hiperdegismez idealdir. T :J; — J; operatorii tam pozitif ve yarmilpotent oldugundan
Teorem 4.9’dan T, J; iizerindeki operator olarak, asikdr olmayan kapali 1-hiperdegismez

ideal J < J; vardir. J;’nin kendisinin l-hiperdegismez olmasindan E’nin ideali olarak

diisiindiigiimiiz J de 1-hiperdegismezdir. Simdi de; B, E’de J ile iiretilen band olsun. Yardimci
teorem 5.1°den T ile degismeli her pozitif operator sirali siireklidir. Bu, B’nin T igin bir I-
hiperdegismez olmasmi gerektirir. Ispati tamamlamak icin; B#E oldugunu gdstermek

yeterlidir. Bunu gérmek i¢in, ¢eliski yoluyla B = E oldugunu varsayalim. Boylece Vx>0 i¢in

0<x, T x olacak sekilde J’de {X,} neti vardir. T’nin sirali siirekliliginden Tx, TTxi elde

ederiz, ve T’nin kompaktliligindan artan net {Txa} E’de norm topolojiye gore yakinsaktir.

Burdan; |TXa —TX||—>0 elde edilir. J’nin T-degismez olmasindan {Tx,}<J dir ve bu

nedenle VXeE i¢in TxeJ’dir. Bu J=J; olmasmi gerektirir ki; bu durum J=#J;

kabuliiyle celismektedir.

Ikinci kismu ispatlamak igin; T* #0 oldugunu farz edelim. Bu durumda N yine T’nin sifir

ideali olmak iizere; T:E/N —> E/N operatoriiniin T [X] = [TX] ile tanimlandigini diistinelim.

T’nin sirali siirekli olmasindan, N bir bandtir. T >0 oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten; eger
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T°x>0 olacak sekilde x > 0 alirsak, o zaman Tx ¢ N ’dir. Boylece, f[x]>0 olur. T

yariilpotent ve kompakttir. Ayrica; T *nin siral siirekli oldugunu da iddia ediyoruz.

Bunu gdrmek i¢in; E/N’de [x, ] 40 olsun. {X;} netinin biitiin sonlu infumumlarmnin neti ile
{Xa} ’y1 yerdegistirerek E’de 0 < X_’nin saglandigin1 kabul edebiliriz. E’'nin Archimedean
olmasindan; Va ve VA i¢in 0<yA<Xx, ’yi ve X, A »L(“) 0’1 saglayan E’nin {yl} neti
vardir. [x,]4 0 olmasmndan [yA]4 0 oldugunu griiriiz. Yani; VA igin, Ty, =0 dir. O halde;
{x,} mn {x,—vy,} ile yerdegistirmesiyle geneli bozmaksizin E’de x, 4 0 oldugunu kabul
edelim. T’nin sirals siirekliliginden TX, 4 0 elde edilir. Boylece, bolim doniisimii x — [X] ’in

siirekliliginden T [x, ] =[Tx,]{ 0 oldugunu elde ederiz (Teorem 2.28).

Boylece T siral siireklidir.

Ispatin birinci kismu ile E/N’de asikar olmayan I-hiperdegismez D bandi vardir.

D= {X ek :[X] € [3} olsun. Siral1 siirekli boliim doniisimi X — [X] D’nin asikar olmayan I-
hiperdegismez band olmasim gerektirir. Ispati tamamlamak igin; T(D)={0} oldugunu
gostermek yeterlidir. Bunu gormek igin, 0<[x]e D ’yi saglayan bir 0<xe D alalim. Tx>0
oldugunu iddia ediyoruz. Aksi halde, Tx = 0, xe N olmasim gerektirecektir. Yani [X] =0
olacaktir. Bu bir ¢eliskidir.

Onceki teoremi kullanarak, band indirgenemez pozitif operatdriin komutantinda bulunan her
siralt siirekli kompakt pozitif operatoriin sifirdan farkli bir spektral yarigapinin oldugunu

gosterecegiz.
Sonug¢ 5.3: Band indirgenemez pozitif operator ile degismeli olan her sirali siirekli kompakt
pozitif operator T, pozitif spektral yarigapa sahiptir; yani r(T) > 0.

Ispat: T operatoriiniin, band indirgenemez pozitif operator S ile degismeli oldugunu kabul

edelim. Eger r(T) = 0 ise, Teorem 5.2°den T operatoriiniin agikar olmayan I-hiperdegismez B

band: vardir. Ozellikle, S (B) < B olmalidir ki, bu imkansizdir; yani r(T) > 0’dr.

Sonu¢ 5.4 (Schaefer — Grobler, 1986): Banach latis iizerinde her o-sirali siirekli band

indirgenemez kompakt pozitif operatdr, pozitif spektral yarigapa sahiptir.
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Ispat: T:E — E, o-sirali siirekli band indirgenemez kompakt pozitif operatdr olsun. T tam

pozitiftir ( Ornegi Teorem 3.3 ten sonra verdik).

Boylece (Yardimci teorem 5.1°den) T ayni zamanda sirali siireklidir. Sonu¢ 5.3’ten r(T) >

0’dur.

Sonug 5.4’{in varsayimlari; sadece T’nin degil ayn1 zamanda T nin komutantindaki her pozitif

operatoriin de pozitif spektral yarigapa sahip oldugudur.

Sonug¢ 5.5: T, o-sirali siirekli band indirgenemez kompakt pozitif operatdr olsun. O zaman
T’nin komutantindaki her pozitif S operatoriiniin pozitif spektral yaricapr vardir. Yani; 1(S) >

0’dur.

Ispat: 0<Se {T} olsun. Ilk &nce ST’nin o-sirali siirekli pozitif operatér oldugunu
gozlemleyelim. Bunu gérmek icin; T tam pozitif oldugundan ST = TS > 0’dir. Simdi; X, L0
olsun. Tx 40 ve T'nin kompakliligindan ||Txn||¢0’1 elde ederiz. Yani; 0<STx 4 ve
||STXn|| 1 0°dan ST’nin c-sirali siirekli oldugu anlamina gelen STx, 4 0’1 elde ederiz. ST, T

ile degismeli oldugundan Yardimci teorem 5.1°den ST’nin ayni zamanda sirali stirekli

olmasin1 gerektirir.
Kompakt pozitif ST operatorii, band indirgenemez pozitif T operatorii ile degismeli
oldugundan Sonug 5.3’ten 0<r(ST)<r(S)r(T) olur. Sonug olarak r(S) > 0°dur.
Bandlar i¢in Teorem 4.10’un benzeri asagidadir:
Teorem 5.6: Q, S : E —» E asagidaki 6zellikleri saglayan iki pozitif operator olsun.
1) Q, o-sirali siirekli ve genisleyendir.

2) S, kompakt baskin o-sirali siirekli pozitif operatorii baskinlastirir, 6zellikle S’nin
kendisi o-sirali siirekli ve kompakt operator tarafindan baskinlastirilirsa bu durum
gecerlidir.

O zaman; r(QS) > 0 yani QS operatoriiniin spektral yarigcap1 pozitiftir.

Ispat: Bu ispat Teorem 4.10’un ispatinin biraz degistirilmis halidir. L<S ve L<K ’yi
saglayan o-sirali siirekli L > 0 operatorii ve kompakt K > 0 operatorii alalim.

C = QL operatoriinii tanimlayalim. Eger bir x > 0 i¢in C’x >0 ise C’x bir zayif birimdir.

(LQ)3 =L(QL)(QL)Q kompakt tam pozitif operatordiir. Yardimer teorem 3.15’ten, Banach
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latis E, sayilabilir sup 6zellige sahiptir ve boylece Q ve L operatorleri sirali siireklidirler.

Diger taraftan C’ =Q(LQ)(LQ)L ’den ve L’nin sirali siirekliliginden C* >0 ve C°>0

oldugu goriiliir. Teorem 4.10’un ispatinda kullanilan tartigmalar vasitasiyla Teorem 4.9 yerine

Teorem 5.2 kullanilarak ispat tamamlanir.

Simdi; E Dedekind tam Banach latis olsun. E’deki biitiin diizenli operatorlerin Dedekind tam

Riesz uzay1 Z«(E) ile gosterilir ve biitiin soyut integral operatorlerin Riesz Uzay1 Z.(E)’de
sonlu rank operatorleri E; ® E ile iiretilen (En~ ® E)dd bandtir. Bu tamim, her pozitif soyut

integral operatdr S i¢in rangi sonlu K e(E) ve 0<L<S ve L<K ’yi saglayan LeL(E)

pozitif operatdriiniin varoldugunu gésterir. Ozellikle, K kompakt operatordiir ve boylece S,

kompakt baskin sirali siirekli operatorii baskinlastirir. Diger bir ifadeyle, her pozitif operator
Se (E; ® E)dd Teorem 5.6 daki (2) sartim1 saglar. Simdi; asagidaki sonucu ispatlayip
formiile edebiliriz:

Teorem 5.7: E, Dedekind tam Banach latis olsun. Eger bir o-sirali siirekli band indirgenemez
T:E-E pozitif operatorii bir pozitif soyut integral operator SIE-E jle degismeli ise,
r(T) > 0 ve r(S) > 0’dur.

Ispat: Bir A >r(T) sabit alalim ve Q =R(A,T)T operatériinii diisiinelim. Q, S ile degismeli

o-sirali siireklidir ve Sonug 3.14’°ten genisleyendir. Bundan dolay1 Q ve S operatérleri Teorem

5.6’daki  hipotezleri saglar ve boylece 1r(QS) > 0 olur. Son olarak
r(QS)<r(R(A,T))r(T)r(S) esitsizligini kullanarak r(T) > 0 ve r(S) > 0’1 elde ederiz.

Ando-Krieger teoreminin soyut formiilii dnceki teoremin bir 6zel durumudur.

Sonu¢ 5.8 (Ando-Krieger, 1957,1969): Eger T Dedekind tam Banach latis {izerinde bir band

indirgenemez soyut integral pozitif operator ise; r(T) > 0’dr.



33

6. SONUC

Tezimizi tarihsel bir yorumla bitirecegiz. Ando-Kriger teoreminin bir ¢ok sonucunu Boliim 4
ve Boliim 5’te gormiistiik. Bu, Banach latislerdeki ideal ve band indirgenemez operatdrlerin
calisiimasiyla basladi. {1k gorevimiz -sirali siirekli band indirgenemez operatérler igin Sonug
5.8’in bir benzerini kurmakti. Hatirlandig1 gibi; integral operatdrler otomatik siralt siireklidir.
(Sonug 2.38) M.M. Schaefer (1986) operatoriin kompakt oldugunu ve bir uzayin c-siral
stirekli dualinin ayrilabilir oldugunu ilk kabul edendi. Sonra J.J. Grobler (1986) son hipotezi

degistirdi, son sonuglar Sonug 5.4’te verildi.

Ikinci sorgulama problemi her kompakt ideal indirgenemez pozitif operatdriin tam pozitif
spektral yaricapinin olup olmadigiydi. Bunu dogrulayan cevap B. de Pagter’in dikkate deger

sonucu ile saglandi (Sonug 4.3).

Yukaridaki neticelerde kompaktlik hipotezinin gerekli oldugunu gosteren 6rnek (Schaefer,
M.M, 1970) ve ayrica kompakt nilpotent (gergekte ranki bir olan) band indirgenemez pozitif

operat0r ile ilgili 6rnek (Abramovich, Aliprantis, Burkinshaw, 1992) verilmistir.
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