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KISALTMA LiSTESI

Hom(X,Y): X — Y homomorfizma

Min(I) :1 idealini kapsayan minimal asal idealler kiimesi
r(A4) : A idealinin radikali

Spec(R) : R halkasmnin asal ideallerinin kiimesi

V() : I idealini kapsayan asal idealler kiimesi



SIMGE LiSTESI

A = B: A ve B kiimeleri birbirine esittir

A € B: A, B nin bir alt kiimesidir

A c B: A, B nin kendisinden farkli bir alt kiimesidir
A € B: A kiimesi B kiimesinde igerilmez.

A N B: A ve B kiimelerinin kesigimi

A U B: A ve B kiimelerinin birlesimi

A\B: A kiimesinin B kiimesinden farki

VA: A idealinin radikali

N: Dogal sayilar kiimesi

Z: Tam sayilar kiimesi



ONSOZ

Halkalar konusu matematikte Cebirin bir¢ok daliyla birlikte Sayilar Teorisi, Cebirsel Topoloji

ve Fonksiyonel Analiz gibi alanlarla da alakalidir.

Yiksek Lisans Tezi olarak hazirlanan bu tezin amaci, halkalar konusunun temel
teoremlerinin I-halkalar tizerinde incelenmesidir. Bu ¢alismada degismeli cebirde asal
halkalar ve asalimsi ayrisim gibi Onemli konularin I-halkalar {izerindeki durumu ele

alinmustir.

Bu calismanin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocalarim Dog. Dr. Unsal
TEKIR, Yrd. Dog. Dr. Giirsel YESILOT ve ¢alisma boyunca sorularimi sabirla cevaplayan
Ars.Gor. Hakan Kiirsat ORAL ve Ars. Gor. Aysen OZKIRISCI hocam ile maddi ve manevi
desteklerini esirgemeyen esim Nihat YETIS e tesekkiir ediyorum.

Sultan YETIS



OZET

Bu tezde, temel cebir konular1 ve teoremleril"-halkalari(Gamma halkalar1) {izerinde incelendi.
Halkalar konusunun 6nemli yapilari olan ideal, asal ideal, asalimsi ideal ve homomorfizma
yapilarinin I"-halkalar igin tanimi verildi. Ayrica, I'-halkalar iizerinde asalimsi ayrigim ve

artan zincir kosulu ile ilgili 6nerme ve teoremler ispatlandi.

Vi



ABSTRACT
In this thesis, the basic concepts and theorems for algebra are studied forI"-rings (Gamma

rings). Ideals, primes, primary ideals and homomorphism structures which are the important
for the rings are studied for gamma rings.

A theorem and a lemma related the primary representation and ascending chain condition are
also given.

vii



ON BIiLGILER

Bu boliimde, Wilfred E. Barnes’in On The I' —Rings Of Nobusawa, Neal H. McCoy’un
Prime Ideals In General Rings ve Z. Warsi’nin On Decomposition Of Primary Ideals Of
I' —Rings adli makalelerinin derlenmesiyle olusan I" —Halkalar isimli tezin anlasilmasini

kolaylastirmak i¢in gerekli olan bazi kavramlar verilecektir.

1.1 TEMEL BILGILER

Tanmm 1.1.1: G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel yapisi

asagidaki aksiyomlari sagliyorsa G ye grup denir.

(1) *,G de bir ikili islemdir.

(2) * isleminin G de birlesme ozelligi vardir. Her a,b,c €G igin,
a *x(b) *xc = (a *b) xcdir.

(3) * isleminin, G de birim elemamn  vardr. Her a€G  igin
a *e = e *a = a olacak sekilde bir tane e € G vardir.

(4) = islemine gore ,G deki her elemanin bir tersi vardir. a € G igin,

a *a~ ! =a™! xa = e olacak sekilde bir tane a~! € G vardur.

Tammm 1.1.2: (G,*) bir grup ve her a,b €G i¢in a *b =b *a degisme Ozelligi de
saglaniyorsa gruba degismeli grup denir. Degismeli gruplarda islem + ise gruba

toplamsal grup denir.

Tamm 1.1.3: G bir grup ve H, G de bos olmayan bir alt kiime olsun. Eger H , G deki isleme

gore kendi basina bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir.

Onerme 1.1.4: G bir gup olmak iizere G nin bostan farkli olan H alt kiimesinin alt grup

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a, b € H i¢in ab € H ve a~! € H olmasidir.
Onerme 1.1.5: Bir toplamsal grubun bir takim alt gruplarinin ara kesiti de bir alt gruptur.

Ispat: G bir grup ve {H,},i € I olmak iizere G nin bir takim alt gruplar1 olsunlar.H = NH;
nin bir alt grup oldugunu gosterelim. Her i € [ i¢in, e € NH; = H oldugundan H bostan
farklidir. Her a,b € H ve her i € I i¢in a,b € H; ve H; alt grup oldugundan a + b € H; ve
a~! € H; olur. Dolayisiyla a + b € NH; = H ve a~! € NH; = H bulunur, boylelikle H bir
alt gruptur.

Onerme 1.1.6: G bir toplamsal grup ve G nin iki alt grubu A ve B olmak iizere A + B kiimesi



de bir alt gruptur.

Ispat: e € A ve e € B oldugundan e + e = e € A + B oldugundan A + B bostan farklidir.
a1+b1,a2+b2 EA+Blglna1+b1+a2+b2 :a1+a2+b1+b2 EA+BO|UI‘

a+beA+Bicin-(a+b) =—a—b €A+ B dir. Dolayisiyla A + B bir alt gruptur.

Tamm 1.1.7: G bir grup, A ve B iki alt kiimesi olsunlar. AB = {ab : a € A, b € B} kiimesine

A ile B kiimelerinin ¢arpimi denir.

Ornek 1.1.8: G bir grup, 4, G nin alt grubu ve S, G nin bostan farkli alt kiimesi olmak {izere
SA kiimesi de G nin bir alt grubudur.

Tammm 1.1.9: (G,.) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Her a,b € G igin
f(a.b) = f(a) * f(b) ise f ye G den H ye bir homomorfizma denir.

Ornek 1.1.10: X ve Y degismeli gruplar,
M = Hom(X,Y) ={f : f: X =Y, f homomorfizma},

I'=Hom(Y,X) ={a: a:Y — X, homomorfizma}
ve M kiimesinde toplama islemini (f + g)(x) = f(x) + g(x) seklinde tanimlanmak tizere M

ve I" toplamsal degismeli grupturlar.
M kiimesinde toplama islemini (f + g)(x) = f(x) + g(x) seklinde tanimlayalim.

(1) Her f,g € M igin f + g € M oldugunu yani f + g nin bir homomorfizma oldugunu
gosterelim. Her x,y € X i¢in (f + g)(x +y) = f(x + y) + g(x + y) oldugunu
tanimdan sdyleyebiliriz. Ayrica f ve g homomorfizma olduklarindan dolay1
fa+n+gx+y)=f)+f+9x) +90)
ve toplama islemi degisme 6zelligine sahip oldugundan
fO+f)+9@)+g0) = f(x) +g&) + f(y) + g(y) olur. Buradan da

tamimdan f(x) + g(x) + f(y) + g(y) = (f + 9)(x) + (f + g)(y) bulunur.
Dolayisiyla f + g € M dir.

(2) Her  f,g,h €M icin birlesme oOzelligini goésterelim. Her x €X igin
(F+@) +h)@) = (f+9)(x) +h(x) = f(x) +g() +h(x)

=)+ (g+h@ = (f+(g+m)x

oldugunu tanimdan sdyleyebiliriz.



(3) Her f € M igin birim eleman oldugunu gosterelim. Her x € X i¢in

F+9x) =fx)+gx) =f(x) olacak sekilde g(x) = 0 dur.

Yani g, 0 homomorfizmasidir ve M nin elemanidir.

(4) Her f,g € M € icin f + g = 0 olacak sekilde ters elemanin varligin1 gosterelim. Her
x€X icin F+gox)=fx)+gx)=0 esitligini saglayan
g(x) = —f(x) yani g = —f fonksiyonudur.

Ayni islemlerle I' nin da grup oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi de degismeli olduklarini

gosterelim.

(f+9)(x) =f(x)+g(x) denkleminde toplama isleminin degisme ozelligini
kullanarak f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x) oldugundan f + g = g + f oldugunu
kolaylikla soyleyebiliriz.

Tanimm 1.1.11: Bos kiimeden farkli bir R kiimesi lizerinde taniml1 ikili islem + ve . olsun. Bu
durumda R(+,.) cebirsel yapisi her a,b,c € R igin asagidaki kosullar1 sagliyorsa halka

olarak adlandirilir.

(1) (R, +) bir degismeli gruptur.
(1) a+b=b+a
(i) (@a+b)+c=a+((b+c)
(ili)  Hera € R i¢in a + 0 = a olacak sekilde bir 0 = 0, € R var,
(iv)  Hera €Rigina+ (—a) = 0 olacak sekilde bir (—a) € R var.
(2) . isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.
(3) . isleminin + islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma o6zelligi vardir.

a(b+c)=ab+acve (a+ b)c =ac+ bc.

Tanmm: R halkasinda her a,b € R igin ab = ba olacak sekilde degisme 0zelligi varsa R ye
degismeli halka denir.

Tamm 1.1.12: R bir halka ve @ # I € R olsun. Eger

(1) Hera,b € Il igin,a—b €1 ve

(2) Hera e I veherr € R igin, ra € I(ar € I) ise I ya R nin bir sag(sol) ideali denir.
Onerme 1.1.13: I, R degismeli halkasinin bir ideali olsun.

VI ={r €R:birn € Niginr™ € I} kiimesi R halkasmin I y1 kapsayan bir idealidir. Bu
Y1 Kapsay



ideale I idealinin radikali denir.

1.2 Halkalarda Asal ideal

Tamim 1.2.1: R degigmeli halka ve P , R nin bir ideali olmak iizere a, b € R icin ab € P iken
a€P veya b€ P oluyorsa P ye R nin bir asal ideali denir. R halkasinin tim asal

ideallerinin kiimesi spec(R) ile gosterilir.
Tamim 1.2.2: R degismeli halkasinin, I idealini kapsayan tiim asal ideallerinin kiimesini
V(I) = {P € Spec(R):1 < P} ile gosterelim.

Tammm 1.2.3: Degismeli olmayan bir R halkasi i¢in P, R nin bir ideali ve A,B € R olmak

tizere AB € P iken A € P veya B € P oluyor ise P ye R nin bir asal ideali denir.
a € R olmak tizere , (a) = RaR , R de a ile iiretilen kiimedir.

Onerme 1.2.4: Degismeli olmayan bir R halkasi icin P & R olmak {izere asagidaki ifadeler

denktir.

(1) P asaldur.

(2) a,b € Rigin (a)(b) S P ikena € P veya b € P dir.

(3) a,b € RicinaRb € P ikena € P veya b € P dir.

(4) i. A, B € R sol idealleri i¢in AB < P iken A <€ P veya B < P dir.
ii. A, B € R sag idealleri i¢cin AB € P iken A € P veya B < P dir.

Ispat: P asal iken tanimdan (a)(b) € P iken (a) € P yani a € P veya (b) S P yani b € P
oldugu agiktir. (2) saglaniyorken (3) iin saglandigr asikardir. Simdi (3) iken (4) oldugunu
gosterelim. A, B sol idealler olmak tlizere AB € P iken A € P oldugunu kabul edelim.
a € A\ P secelim. Herhangi b € B igin aRb € AB C P dir ve boylelikle (3) den dolay1
b € P bulunur. Bu da B € P oldugunu gosterir. Benzer sekilde sag ideal oldugu da

gosterilebilir. (4) var iken (1) tanimdan saglanir.

Ornek olarak R de bir M maksimal idealini alalim. Eger A, B idealleri M de icerilmiyor ise
0 halde M+ A=R =M+ B olur ve boylece R = (M + A)(M + B) = M + AB dir yani
AB & M dir.

Degismeli cebirde asal idealler garpimsal kapali kiimeler ile iliskilidir. Asal idealin
tiimleyeni carpimsal kapali bir kiimedir. Bostan farkli S ¢arpimsal kiimesi i¢in, S den ayrik

maksimal ideal her zaman asal idealdir. Bu 6zelligi herhangi bir halka igin ele alalim.



Degismeli olmayan halkalarda ¢arpimsal kapali kiime i¢in bu durumu inceleyelim.

Tamm 1.2.5: Bostan farkli bir S € R alalim. Eger a, b € S iken arb € S olacak sekilde r € R

mevcut ise S kiimesi bir m-sistem olarak adlandirilir.

Ornek olarak bostan farkli ¢arpimsal kapali olan S kiimesini alalim. S € R kapal1 garpimsal
kiimesinin 6zelligi 1 € R ve her s;,s, € S i¢in 5,5, € S olmasi idi. a,b € S iken 1€ S SR
icin alb € S oldugundan S kiimesi bir m-sistemdir. Fakat bunun tersi dogru degildir.
Omegin a € R i¢in S ={a,a?a* a®..} kiimesi bir m-sistemdir fakat aa? =a® ¢ S

oldugundan ¢arpimsal kapali degildir.

Sonu¢ 1.2.6: P € R nin bir asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R \ P nin bir m-sistem

olmasidir.

Ispat: P asal olsun. R \ P nin m-sistem oldugunu gosterelim. a,b & P yani a,b € R \ P
iken P nin asal olmasi tanimindan aRb &€ P dir. Buradan da arb € R\ P olacak seckilde
r € R\ P oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla a,b € R\ P iken arb € R\ P olacak
sekilde r € R \ P mevcut oldugundan R \ P bir m-sistemdir.

Simdi de R\ P nin bir m-sistem oldugunu kabul edelim. O halde a,b € P iken
arb € R\ P olacak sekilde r € R mevcuttur. Buradan aRb € P oldugu asikardir.
Dolayisiyla P asaldir.

Tammm 1.2.7: R bir halka ve A bir ideali olsun. A idealini igeren P asal ideali igin, eger
AC P'C P olacak sekilde bir P'asal ideali mevcut degilse P ye A nin bir

minimal asal ideali denir. A nin minimal asal ideallerinin kiimesi Min(A) ile gosterilir.

Tanmm 1.2.8: R degismeli ve birimli bir halka ve M, R nin kendinden farkli bir ideali olsun. R
nin M yi kapsayan M ve R den baska higbir ideali yok ise, M ye R nin bir

maksimal ideali denir.

Onerme 1.2.9: S € R bir m-sistem ve P,S den ayrik ideallerin icinde maksimal olsun. O
halde P asaldur.

Ispat: a € P,b ¢ P fakat (a)(b) € P oldugunu kabul edelim. P nin maksimal olmas1
ozelliginden s; € P + (a), s, € P + (b) olacak sekilde s;, s, € S vardir. S m-sisteminden
r € R olacak sekilde bir s;7s, alalim. Bu durumda

51755 € (P 4+ (@))R(P + (P + (b)) S P + (a)(b) S P buluruz. Yani s;rs, € P bulmus



olduk ancak bu durum P nin S den ayrik olma kabuliimiizle ¢elistiginden (a)(b) € P dir.
Boylelikle P asaldir.

Tanmm 1.2.10: R halkasinin bir A ideali i¢in
VA = {s € R: s yiiceren her m — sistem A ile kesisecek} kiimesine A nin radikali denir.
VA S {s € R: s™ € A,bazin > 1 igin} dir.

R halkasinin degismeli olmasi durumunda c bagintisi yerine
VA ={s €R: s" € A,bazin > 1icin} esitligi vardir. s™ € A alam. S de s yi iceren bir
m-sistem olsun. Bu durumda m-sistem tanimindan s™r € S olan r € R mevcuttur. Burada
s"r €S ve s™r € A oldugundan SN A # @ bulunur. Dolayisiyla s € VA  bulunur. Bu
esitlikten sunu kolayca soyleyebiliriz ki halkamizin degismeli olmasi durumunda VA bir

idealdir. Ancak genel durumda tanimdan VA nin ideal oldugu agik degildir. Simdi 6zelikle bu

soruya cevap veren teoremi verelim.

Teorem 1.2.11: R bir halka ve A € R de bir ideali olsun. A idealinin radikali, A y1 kapsayan
tiim asal ideallerin kesisimidir. VA, R de bir idealdir.

ispat: VA =nP,A C P oldugunu gosterelim. s € VA ve P, A y1 kapsayan bir asal ideal
olsun. R \ P m-sistemini ele alalm. Bu m-sistem s yi igeremez ve diger taraftan A nin bir

elemani oldugundan P nin bir elemanidir, s € P dir.

Diger taraftan s & v/A olsun. Bu durumda tanimdan A dan ayrik olan ve s yi igeren bir
S m-sistemi vardir. Zorn yardimci teoreminden P 2 A olacak sekilde A dan ayrik bir
maksimal P ideali vardir. Onerme 1.2.8 den bu P ideali asaldir. Bu durumda s ¢ P bulunur.

Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

1.3 Degismeli Halkalarda Asalimsi ideal ve Ayrisimi
Tamm 1.3.1: R bir halka ve Q < R bir ideali olsun. Eger her ab € Q iken a € Q veya b™ € Q

oluyorsa Q ya R nin bir asalimst ideali denir.

Teorem 1.3.2: Q, R halkasmn bir asalims1 ideali ise P = ,/Q asal idealdir. Bu durumda Q ya

P-asalimst ideal denir. P, Q nun tek minimal asal idealidir.

Ispat: 1 ¢ Q oldugundan 1 ¢ \/5 = P dir. Boylece P # R dir. a,b € R olmak iizere ab € Q



fakat a € \/6 olsun. Bu durumda bir n € N i¢in (ab)™ = a™b™ € Q, fakat a nin higbir

kuvveti Q da olmadigindan, a™ nin de higbir kuvveti Q da degildir. Q asalimsi oldugundan
b™ € Q yani b € \/Q bulunur. Dolayisiyla P = ,/Q asal idealdir. Her P* asal ideali ve Q < P*
igin P = \/Q < vP* = P olur. Béylece P, Q nun tek minimal asal idealidir.

Onerme 1.3.3: P, R halkasmin bir asal ideali ve Qy,Q,...,Q, ler P-asalimsi idealler

olsunlar. Bu durumda N, Q; de bir P-asalimsi idealdir.

ispat: \/Q;NQ,N..NQ,=,0Q:Nn/Q;Nn..Nn/Q, =P cR dir. Boylece N~,Q; # R
dir. a, b € R olmak iizere ab € NiL; Q; ve b & N, Q; olsun. Su halde b & Q; olacak sekilde

bir 1 < j <n vardir. Bdylece ab € Q; ve b & Q; oldugundan a € P = \/Ql ne,Nn..nQ,

dir. N2, Q; de bir P-asalimsi ideal olur.

Tamim 1.3.4: I, R halkasinin bir ideali ve her i =1,2,...,n i¢in , Q; ler P;-asalimsi idealler

olmak iizere ,

I:anQZann

seklinde yazilabiliyorsa bu yazilisa I nin bir asalimstayristmu ve [ idealine de
ayrisabilir ideal denir. Ayrica Py, P,, ..., B, ler R nin farkli idealleri ve her j =1,2,...,n i¢in

I # N}2; Q; sart1 var ise ayristma minimal asalimst ayrisim denir.
i#j

Onerme 1.3.5: R bir halka ve I bir ideali olsun. Bu idealin bir asalims1 ayrisimi var ise, bir

minimal asalims1 ayrigim1 da vardir.

Ispat: Her i=12,....,n icin \/E = P; olmak tizere, I idealinin bir asalimsi ayrigimi
I=0Q,NnQ,N..NQ, olsun. Onerme 1.3.3 e gore, ayrisimda radikalleri ayn1 olan asalimsi
ideallerin ara kesitleri de ayni radikalli asalims1 ideal oldugundan, bir ayrisim verildiginde,
ayristmdaki asalimsi ideallerin radikallerini farkli yapabiliriz. Ayrica bir j =1,2,...,n i¢in,

Ni.0Q; €Q jise I = QN Q; N ...N Qyaynsiminda Q; asalimst idealini atabiliriz. Bu sekilde
i#]j

devam ederek, verilen bir asalims1 ayrisimdan, bir minimal asalimsi ayrigim elde edilmis olur.
Tamim 1.3.6: I, R halkasinin ayrisabilir bir ideali ve [ idealinin bir minimal asalims1 ayrigimi,
V@i =P(i =1,2,..,n) olmak iizere, | = Q; N Q, N ...N Q,, olsun. n elemanl {P;, P,, ... P,}

kiimesine, I ya iliskin asal idealler kiimesi denir ve A(I) = {P;, P,, ... B,} ile gosterilir.



Onerme 1.3.7: I, R halkasmin ayrisabilir ideali ve P € spec(R) olsun. P € Min(I) olmasi

igin gerek ve yeter kosul P nin A(I) da minimal eleman olmasidir.

Ispat: [ nin minimal asalims1 ayrisimi

I=0Q,:NnQ,N..NQ, \/E = P; (i =1,2,...,n) olsun. Ayrica I € P olmas1 igin gerek ve
yeter kosul VI € +/P = P olmasidir.

VI = ﬂ?zl\/ai = N{L, P; dir. Boylece ] € P olmasi,, 1 <j<n igin, P, € P olmasina
denktir. Bu da bir ilgili asal ideal P* € A(1) igin, P* < P demektir.

P,I nin bir minimal asal ideali olsun. Yukaridaki agiklamalardan bir P* € A(I) igin,
P* € P ve P minimal asal oldugundan, P = P* € A(I) bulunur. Fakat A(I) € V(I)

oldugundan, P nin A(I) nin da minimal eleman1 oldugu anlaslir.

Diger taraftan P, A(I) nin bir minimal elemani olsun. Su halde I € P ve sonu¢ P’ € P
olacak sekilde I min bir minimal asal P’ ideali bulunabilir. Yukaridaki agiklamalardan
P* € P' olacak sekilde bir P’ € A(1) vardir. Su halde P* € P' € P ve P,A(I) nin bir

minimal elemani oldugundan, P* = P’ = P, yani P = P’ € Min(I) elde edilir.



2. GAMMA HALKALAR

2.1 Gamma Halka Tanimi

Tanmm 2.1.1: M={a,b,c..} ve I' ={a,p,y ..} toplamsal degismeli gruplar olmak tlizere
her a,b,c € M ve hera, €I igin asagidaki 6zellikleri saglayan M ye I' — halka denir.

(1) aab e M
(2) (a + b)ac = aac + bac, aa(b +c) = aab + aac, a(a + B)c = aac + afic
(3) (aab)Bc = aa(bpc).

Ayrica bu kosullar asagidaki sekilde giiclendirilirse Nobusawa nin I'-halkasini elde ederiz.

(1) aab e M,aaB €T
(2) Yukaridaki 2 ile ayni

(3) (aab)Bc = alabB)c = aa(bfc)
(4) Hera,b € M icinaab = 0ise @ = 0.

Bundan sonraki boliimde aksi belirtilmedik¢e M bir I' —halka belirtecektir.

Ornek 2.1.2: X ve Y degismeli gruplar olmak iizere, M =Hom(X,Y) , I' =Hom(Y,X) ve aob
bileske islemi olarak I"-halkaya bir 6rnektir.

M = Hom(X,Y) ={f: X-> Y : f homomorfizma}
I'=Hom(Y,X) ={a:Y - X : a homomorfizma}

M kiimesinde toplama islemi (f + g)(x) = f(x) + g(x) seklinde taniml1 olmak tizere M ve
I' kiimelerinin toplamsal degismeli gruplar oldugu bolim 1 de gosterilmisti. M nin bir

I'-halka oldugunu gosterelim.

(1) Her f,g,h € Mveher a €T i¢in fag € M oldugunu gosterelim.
Her x,y € X igin fag(x +y) = fa(g(x) + g»)) = f (a(g(0) + a(g())

= f(a(9@) + f (a(g)) = fag(x) + fag).
Yani fag bir homomorfizma olup M nin elemanidir.
(2) Her f,g,h € M ,her a,f € I" ve herx € X igin

(2.1) (f + g)ah = fah + gah oldugunu gosterelim.
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((f + 9ah)(x) = ((f + 9)a)(h(®)) = (f + g) (a(h(x)))

= f (a(h(0)) + g («(h(x))) = fah(x) + gah(x).
(2.2) fa(g + h) = fag + fah oldugunu gdsterelim.
(falg + W) = fa((g + W(®) = fa(g() + h(x))
= f (a(g@)) + f (a(h()) = fag(x) + fah(x).
(2.3) f(a + B)h = fah + fBh oldugunu gosterelim.
(fla+ BN = (fla+ ) (h) = f((a + BR()
= f («(h@) + B(h())) = f (a(h())) + £ (B(h(x)))
= fah(x) + fBh(x).
(3) ((fag)BR) () = (Fag)B(h()) = fag (B(h()))

= fa (9 (B(h())) = (Fa(gpm) ()
oldugundan (fag)Bh = fah + fBh buluruz.

2.2 Gamma Halkalarda ideal

Tamim 2.2.1: M I'-halkasinin agagidaki sartlar1 saglayan A alt kiimesine bir sag ideal denir.

i: A, M nin toplamsal alt grubu
ii:AlT'M = {aac:a € A,a €I',c € M} C A.

MTI'A c Aise sol ideal denir. A hem sag hem sol ideal ise ideal adini alir.

Tanmm 2.2.2: a € M olmak {izere, a ile iretilen esas ideal a y1 igeren tiim ideallerin ara

kesitidir ve (a) ile gosterilir.

Bu kime, n€Z,x,y,zu€ Mvea,f,y,6 €' olmak lizere na + xaa + afy + uyafv

formundaki sonlu toplam elemanlarinin olusturdugu kiimedir.
Onerme 2.2.3: Eger A ve B, M nin iki sag(sol) ideali ise
A+B={a+b:a€AbeB}

kiimesi de M nin bir sag(sol) idealidir ve A ile B nin toplami olarak adlandirilir.
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Ispat: A + B kiimesinin M I'-halkasinin bir sag(sol) ideali oldugunu gosterelim.
i: A + B nin toplamsal alt grup oldugu Bo6lim 1 de gosterildi.
ii:(A+ B)IM ={(a+ b)ac:a+b €A+ B,a€rl,ce M}c A+ B oldugunu gosterelim.

x € (A+ B) ' M olsun.
x=(a+b)ac = aac +bac € A+ Bveherx € (A+ B)I'M ikenx € A + B oldugundan
(A+ B)I'M c A + B olur ve bir sag idealdir.

Sol ideal oldugu da benzer yolla gosterilir.

Onerme 2.2.4: M nin herhangi sayidaki sag(sol) ideallerinin ara kesiti de bir sag(sol) idealdir.
Ispat: A; ler M nin sag(sol) idealleri olmak iizere A = NA; olsun.

i: A nin M nin toplamsal alt grubu oldugu Boliim 1 de gosterilmisti.

ii: A'M, A nin alt kiimesidir.
AI'M = {aam:a € NA;,,a € ', m € M}
Heri=1,2,....,ni¢in aam € A, ve aam € A, ve ... ve aam € A, oldugundan

aam € NA; = A, dolayistyla A'M c A elde edilir.

Onerme 2.2.5: A, M nin bir sag ideali ve S de bostan farkli bir alt kiimesi iken SA kiimesi S
ile A nin ¢arpimi olarak adlandirilir ve bu kiime

SA={YTs;a;a;:s; €S,a; €T,a; € A,n € Z*} seklinde olup M nin bir alt grubudur.
Ispat: SA, M nin alt grubudur:

YisiSiaia; , Nty tiBib; € SA olsun.

i sioa; + N tiBiby = Xihy siaia; + XS nayic; = XS pi6id; € SA elde edilir.

Burada 7, =tk , Vnek =Bk V€ Cpyk = b dir. 0 <i<niginp,=s;,6; =a; ,d; = q;
m<i<m igin p;=1r; , §=y; , di=c¢ dir. Ayrica Y;s;a;a; € SA iken

—(XL; s;a;a;) € SA oldugundan alt gruptur.

Onerme 2.2.6: A, M nin bir sag ideali ; B, M nin bir sol ideali ve S de bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. SA = {31s;a;a;:s; €S,a; €' a; € A,n € Z*} kimesi M nin bir sag

ideali, BS bir sol ideali ve BA da bir idealidir.

Ispat:
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i: SA nin bir sag ideal oldugunu gosterelim.

SA, M nin bir alt grubudur. Bu nedenle SAIT'M c SA oldugunu gostermemiz SA nin sag ideal

oldugunu gostermemiz icin yeterli olacaktir.

SAIM = {(X1s; q;a;)pm: Y1s;a;a; € SA,BETr,meMneZ"}. Her x € SAI'M igin
x=Q1s;aa)pm = Y1s;a;(a;fm) ve burada A ideal oldugundan a;fm € Aolur ve
dolayisiyla Y1's; a;(a;fm) € SA bulunur.Yani SAT'M c SA dir.

ii: BS nin sol ideal oldugunu gosterelim.

BS,Mnin bir alt grubudur. Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi BSnin sol ideal oldugunu
gostermek icin MI'BS < BS oldugunu gosterelim.

Her x € MI'BS igin x = mB (X1 b; a;s;) = Xi(mBb;)a;s; ve burada B ideal oldugundan
mpb; € B olur ve YT(mpBb;)a;s; € BS bulunur. Yani MI'BS c BS dir.

iii: BA nin hem sag hem de sol ideal oldugunu gosterelim.

BA,M nin bir alt grubudur. BAnin ideal oldugunu gostermek igin BAI'M < BA ve
MTI'BA c BA oldugunu gosterelim.

BAI'M = {31 b; aja))pm: X1 b;a;a; € BA,B €', m e M,n € Z*},
Her x € BAI'M icin x= Qb aja)pm = Y1 b; a;(a;fm) € BA oldugundan
BAI'M c BA drr.
MI'BA = {(mp(QX1b; a;a;): Y1 b;a;a; € BA,B €T, m € M,n € Z*}
Her x € MI'BA igin x =mBQLb; a;a;) = Y T(mpBb;) a;a; € BA oldugundan
MI'BA c BA olur.

Dolayisiyla BA M nin bir idealidir.

Onerme 2.2.7: A, M nin bir ideali olsun. O halde M/A = {x + A:x € M} koseti de
x+A)+y+A)=Gx+y)+A ve (x+Aa(y+A) =xay+ A islemleri altinda bir
I'-halkadir.
Ispat:

1) (x+Aaly+A) =xay+A € M/A.

(2)
(2.1) ((x +A)+ (y+ A))a(z + A) = ((x +y)+ A)oc(z + A)
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=(x+ylaz+ A= (xaz+ yaz)+ A= (xaz + A) + (yaz + A)
=(x+ADaz+ A+ +Aa(z+A).

(22 x+Da(y+ A+ (z+4) = (x+ADa((y+2) + A)
=xa(y+2z)+A=(xay+xaz) + A = (xay + A) + (xaz + A)
= (x+Aaly +A) + (x + Aa(z + A).

R x+AD@+pHy+A) =x(a+p)y+A=(xay+xpy)+A
= (xay + A) + (xBy + A) = ((x + Aa(y + A)) + ((x + APy + A)).

3) ((x + A)a(y + A)),B(Z +A)=(xay+A)L(z+A) =xayfz+ A
=(x+AalyBz+A) =+ Aa((y + AL (z + A)).

2.3 Gamma Halkalarda Homomorfizma

Tamm 2.3.1: M ve N TI-halkalar ve 6:M — N olmak flizere herx,yve a igin
O(x+y) =0(x)+6() ve O(xay) =6(x)ab(y) sartim saglayan 6 ya I'-homomorfizma

denir.
Onerme 2.3.2: 6: M —» N I'-homomorfizma olmak iizere
Cekf = 0071 = {x € M : 6(x) = 0} kiimesi de bir idealdir. Gosterelim:
Ispat:
i) Cek6, M nin bir alt grubudur:

x,y € Cek6 olsun. O halde 68(x) =0 ve 6(y) =0 dur.
O(x+y)=0(x)+06(y) =0+ 0 = 0oldugundan x + y € Cekd bulunur.

x € gekB olsun. 8(x) =0, 6(—x) = —0(x) = 0 dolayisiyla —x € Cek® dir.
i) 0~1(0)rM < 6-1(0) oldugunu gosterelim.
071(0)rM = {aam|a € 671(0),a €, m € M }
a € Cek® = 071(0) olmak iizere aam € Cekd yani 8(aam) = 0 midir?
6(aam) = 0(a)ad(m) = 0 bulunur.
Onerme 2.3.3 Daha genel olarak,

(1) B, N nin (sag) ideali olmak iizere 8~1(B) = {x € M|6(x) € B} M nin (sag) idealidir.
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2) :M >N orten homomorfizma iken, A, M nin sag ideali olmak {izere

0(A) = {6(a):a € A} N nin bir sag idealidir. GOsterelim:
ispat:
(1) i) 671(B) alt gruptur:
X1,%, € 07Y(B) olsun. x; + x, € 871(B) oldugunu gosterelim.
0(x; + x3) = 0(x1) + 0(xy) € B oldugundan x; + x, € 6~1(B) olur.
x € 671(B) olsun. —x € 671(B) oldugunu gosterelim.
0(—x) = —06(x) € B,—x € 671(B)
i) 9"1(B)rM c 671(B) oldugunu gosterelim.
0~1(B)IM = {aabla € 6"Y(B),a € I',b € M}
a €0 1(B) i¢in 6(aab) € B midir?
0(aab) = 08(a)ad(b) € B ,6(a) € B,0(b) € N oldugundan 8~ 1(B) sag idealdir.
(2) i) 6(A) altgruptur:
a,b € 8(A)olsun. a = 0(x) ve b = 0(y) olacak sekilde bazi x,y € A vardur.
a+b=0(x)+6(y)=0(x+y)€b(A)dr.
a € 8(A) olsun. a = 6(x) olacak sekilde bazi x € A vardir.
—a=-0(x) =0(—x) € 6(4) du.
i) 0(A)'N < 8(A) oldugunu gosterelim.
0(A)I'N = {aabla € 0(A), a €T, b € N}

a € 6(A) iken a = 6(x) olacak sekilde baz1 x € A vardir. 8 orten I'- homomorfizma
oldugundan her b €N i¢in 6(c)=b olacak sekilde bazic €M vardir.
aab = 6(x)ab(c) = 0(xac) € 6(A)
Teorem 2.3.4: A, M I'-halkasinin bir ideali ve 8: M — M /A o6rten dogal tasvir olsun. Bu
takdirde A = CekB olmak iizere 6 bir o6rten I'-homomorfizmadir. Tersine, eger 6, M ve
N TI-halkalar olmak tizere bunlar arasinda bir 6rten I'-homomorfizmaise, A = Cekf olmak

lizere, M/A = N dur.
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Ispat: 1)0: M - M/A  olarak tanimlayalim.
x—>x+A

0 iyl tanimhdir: X; = X, alalm.O halde x; — x, =0 € Cekf = A oldugundan
Xy — X, €A, x; +A=x,+ Adwr. Buradanda 6(x;) = 6(x;) bulunur.

6 homomorfizmadir: 0(x; + x;) = (x; + x2) + A= (x; + A) + (x, + A) = 0(x1) + 0(x3)
O(xj0xy) =x0x, +A = (x1 +A)a(x, +A) = 0(x)a 6(xy)
0 ortendir: Her x + A€ M/A igin 6(x) = x + A olacak sekilde baz1 x € M vardur.
2)0: M = N bir o6rten I' - homomorfizma ve A = Cek6 olsun.
f: M/A - N olarak tanimlayalim.
fx+4) - 0(x)

f iyi tanimhidir: x; + A = x, + A alahm. Burada x; — x, € Aolur, A = Cek 6 oldugundan
0(x; —x;) =0, yani 8(x;) = 6(xy) dir. Dolayisiyla f(x; + A) = f(x, + A) bulunur.

f homomorfizmadir:f ((x; + A) + (x, + A)) = f((x1 + x3) + (4))
=00, + x3) = 0(x1) +0(x) = flxs+ A) + f(x, + A)
(G + Dalx, + A) = flxax, + A)
= 0(x,0x3) = 0(x)ad(xz) = f(xy + Aaf (x;, + A)

f ortendir: n € N alalim. 8 6rten oldugundan 6(x) = n olacak sekilde bazix € M ve her
0(x) € N igin f(x + A) = 6(x) olacak sekilde baz1 x + A € M /A vardur.

f birebirdir: Cek f = {x + A|f(x + A) = 05} ={x + A|0(x) = 0y}
={x+Alx €Cek0 =A} =0+ A =04
Dolayisiyla  f bir I'-izomorfizmadir.

Teorem 235: M ve N I'-halkalar, A = Cekf olmak iizere 6: M — N orten

r'-homomorfizma  olsun. B, M I'-halkasinin ~ Ay1  kapsayan ideali olmak iizere
(M/A)/(B/A) = M/B.
Ispat: h: (M/A) -» (M/B)

x+ A - x + B olarak tanimlayalim.
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h iyi tammmhdir: x; + A = x, + A,x; — x, € A € B oldugundan x; — x, € B bulunur ve B

alt grup oldugundan x; + B = x, + B, h (x; + A) = h(x, + A).
h homomorfizmadir: h((x; + A) + (x; + A)) = h((x; + x3) + A) = (x; + x,) + B
=(x1+B)+ (x, +B) = h(x; + A) + h(x; + A)
h((x; + A)a(x, + A)) = h(x;ax, + A) = x;ax, + B
= (x1 + B)a(x; + B) = (h(xy + A))a(h(x, + A)).

h ortendir. Her x+BeM/B igin h(x+A)= x+B olacak sekilde baz
x + A € M/A vardir.

Simdi de Cek h 1 bulalm. Cekh = {x + A:h(x + A) = 0y /5 = B}
={x+A:x+B=B}={x+ A:x € B} = B/A bulunur.

h orten bir homomorfizma ve Cekh=B/A oldugundan teorem 2.3.4 den
(M/A)/(B/A) =M /B bulunur.

Teorem 2.3.6 : A ve B, M I'-halkasinin idealleri ve 8: M - M /B I'-homomorfizma olsun. O
halde (A + B)/B = A/ANB. AyricaA + B = (40)0~1 dir.

Ispat: g: A > (A+ B/B)
a — a + B olarak tanimlayalim.

g iyi tanimhdir:a; = a,,a, —a, = 0 € B,a; + B = a, + B ve dolayisiyla g(a,) = g(a,)
dir.

g homomorfizmadir:g(a; + a,) = (a; + a;) + B =(a; + B) + (a, + B) = g(a,) + g(ay)
g(a,aay) = a;aa, + B = (a; + B)a(a, + B) = g(a)ag(ay)

g ortendir. Hera+B € (A+B)/B igin g(a) =a+ B olacak sekilde bazia € A

bulunabilir.

Cek g yi bulalim.

Cekg={a€A:gla)=B}={a€A:a+B=B} ={a€A:a€B}=ANB
Teorem 2.3.4den (A+ B)/B = A/A N B bulunur.

A + B=(40)071 oldugunu gosterelim.
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x€EA+B alalim. x=a+b olacak sekilde bazia € A,b € B vardir.
O(x)=0(a+b)=a+b+B=a+ B € H(A)oldugundan A + B c ~1(8(A4)) bulunur.

x € 671(0(A)) alalm. 8(x) € 6(A) ve x+ B € 6(A) dolayis1 ile x + B = a + B olacak
sekilde bazia € A vardir. x + B = a + B, buradan x — a € B dir. O halde x — a = b olacak
sekilde bazi b € B vardir. x = a + b € A+ B oldugundand~1(6(A4)) c A + B bulunur.

2.4 Gamma Halkalarda Asal ideal ve Radikal

Tammm 2.4.1: M I'-halkasinin bir P ideali eger her A ve B idealleri i¢cin AB C P iken

A € Pveya B C P sartin1 saghiyorsa asal ideal olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.2: M nin bir P idealinin asal ideal olmas i¢in gerek ve yeter kosul (a)(b) € P

iken a € P veya b € P olmasidr.
Ispat: P asal olsun. Asal olmasindan dolay1
(a)(b) < P iken (a) < P veya (b) € P, buradan a € P veya b € P bulunur.

Diger taraftan (a)(b) S Piken a € P veya b € P alalm ve P nin asal oldugunu
gosterelim. M nin herhangi iki ideali AB € P iken A € P sartin1 saglayan A ve B olsun.
AZ P ise a & P olacak sekilde bir a € A vardir. Her b € B igin (a)(b) S AB S P,a ¢ P

oldugundan b € P olur. Yani B € P bulunur.

Teorem 2.4.3: M Nobusaway1 saglayan bir I'-halka ve P, M nin bir ideali olsun.

P nin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul al’b € P iken a € P veya b € P olmasidir.
ispat: P asal olsun. al'b € P ve a & P alalim.

P asal iken (a)(b) € Pisea € Pveyab € P idi. x € (a)(b) alalim.

x = (na + caa + afd + eyadf)p(mb + gub + bOh + jébnk) seklindedir.Burada m ve n €
Z;c,d,e, f,g,hjk€eEM;apB,y b p,ud,en€e€l dir. Bu carpimdaki her bir eleman

al’b € P kabuliimiizden dolay: P nin i¢ine diiser. Ornegin
(na)p(mb) € P dir.
(na)p(gub) = (napg)ub € P dir.

(caa)p(gub) = ca(ap(gub)) = ca(a(pgu)b) = ca(ach),bazic €T ve  boylelikle
caP < P bulunur. O halde aldigimiz her x € (a)(b) igin x € P bulduk.
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Dolayistyla buradan Teorem 2.4.2 yi kullanarak (a)(b) € P ve a € P iken b € P bulunur.
Tersine olarak al'b € P ikena € P veya b € P alalim.

Ave B idealler olmak tizere AB € P fakat A € P olsun. O halde a € P olacak sekilde
bazia € A vardir. Boylelikle her b € B igin al'b € AB € P iken b € P bulunur. Buradan
B € P dir yani P asaldur.

Teorem 2.4.4: P ve A, M nin idealleri, A € P ve P asal olmak lizere P/A,M /A da asaldir.
Tersine eger P', M /A nin bir asal ideali ise , 8: M — M /A 6rten homomorfizma olmak tizere

0~1(P") de M nin bir asal idealidir.

Ispat: M nin P asal olacak sekilde A S P olan A ve P ideallerini alalim. P/A nin M/A nin
asal ideali oldugunu gosterelim. Bunun i¢in B/A,C/A € M /A iken

(B/A)(C/A) < P/Aise (B/A) < (P/A) veya (C/A) < (P/A) oldugunu gostermeliyiz.

(B/A)(C/A) < P/A iken (BC + A)/A< P/A ve BC < P dir. Buradan B < P veya
C € P bulunur. (P asal oldugundan) Dolaysiyla (B/A) < (P/A) veya (C/A) < (P/A)

bulunur.
Tersine olarak P’, M /A mn bir asal ideali ve BC € P = 8~1(P") olsun.
0(B)6(C) < 6(P) = P’ ve P’ asal oldugundan 6(B) < P’ veya 6(C) < P’ olur. Buradan

Bc o (0(B)) <o (P)=Pveya C <O 2(6(C)) SO *(P)=P bulundugundan P

asaldir.

Tamm 2.4.5: M I'-halkasindaki A idealinin radikalini tanimlamak i¢in m-sistem tanimini

hatirlayalim.

Tamm 2.4.6: S, M I'-halkasinin bir alt kiimesi olmak iizere eger S kiimesi asagidaki iki

sarttan birini sagliyorsa S ye bir m-sistem denir.
1S =0,
iia,b e Siken (a)(b) NS + Q.

Onerme 2.4.7: m-sistemde bir P idealinin asal olmas1 igin gerek ve yeter kosul P€ nin bir m-

sistem olmasidir.

Ispat: P asal olsun. P°nin m-sistem oldugunu gostermek icin a,b € P° iken

(a)(b) N P¢ # @ olmasi gerekir.a € P° ve b € P ise a € P ve b ¢ Pdir. P asal oldugundan
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ab & P dir yani ab € P¢dir. ab € (a)(b) de oldugundan (a)(b) N P # @ bulunur.

P¢ bir m-sistem olsun. O haldea € P¢ ve b€ P iken (a)(b) NP+ @ dir.
Buradan (a)(b) ¢ P bulunur. Dolayisiyla a € P ve b & P iken ab ¢ P oldugundan P asaldir.

Tamm 2.4.8: P idealinin A idealinin asal boleni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P€ nin A dan

ayrik bir m-sistem olmasidir.

Tamim 2.4.9: M halkasinin bir A ideali i¢in , x € M yi igeren her m-sistemin A ile kesisimi

bostan farkli ise bu sekildeki tiim x lerin kiimesine A nin radikali denir ve r(A) ile gosterilir.
r(A) = { X€ M: x i iceren her m — sistem A nin bir elemanint icerecek}.

Burada x € M elemanlarin1 x € A olarak segersek x i i¢eren her m-sistem tanimdan

dolayi A4 ile kesiseceginden A nin bir elemanini igerecektir. Dolayisiyla A € r(A) bulunur.

Onerme 2.4.10: Eger P,Anin asal boleni ise P€A dan ayrik bir m-sistem olmak iizere
r(A) € P dir.

Ispat: P, A nin asal boleni iken P€ A dan ayrik bir m-system olsun. Bazi x € r(A) fakat x ¢ P

oldugunu kabul edelim.

x & Pise x € P¢ olur. P°, A dan ayrik oldugundan x & A olur. x € r(4) idi, o halde x i
iceren her m-sistem A nin bir elemanini igermelidir. Fakat x i iceren P¢ m-sistemi A dan ayrik
oldugundan dolay1 ¢eligki olusur. Yani x € r(A) olup x € P olacak sekilde bir x yoktur ve
r(A) € P bulunur.

Tanim 2.4.11: M I'-halkasinin radikali (0) ile tanimlanir.

Onerme 2.4.12: r(A), A mn tiim asal ideal bdlenlerinin kesisimidir ve bdylelikle r(A4) bir

idealdir. Yani P;, A nin asal ideal boleni olmak iizere r(A) =N P; dir.

Ispat: P, A nin asal ideal bdleni olmak iizere 7(4) € P idi. O halde P;, Anm asal ideali

olmak tizere r(A) € P; oldugundan r(A4) € NP; bulunur.

Diger taraftan x € r(A) alalim. Bu durumda tanimdan A ile kesisimi bos kiime olan ve
x 1 igeren bir m-sistem bulabiliriz. Zorn yardimci teoreminden A dan ayrik ve P 2 A olacak
sekilde maksimal P ideali vardir ve hatta bu ideal asaldir. Buradan x € P bulunur. Dolaysiyla

P = NP; < r(A) bulunur.

r(A) <€ NP; ve NP; € r(A) buldugumuzdan r(A) = NP; olur.
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Burada P; ler ideal oldugundan ve ideallerin kesisimi de bir ideal olusturdugundan r(A)

da NP; olarak bir ideal olur.

Yardimci Teorem 2.4.13: A, S m-sisteminden ayrik bir ideal olsun. O halde S € T olacak

sekilde A dan ayrik m-sistemler sinifinin bir maksimali vardir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in Zorn yardime1 teoremini hatirlayalim.
QO={TcM:SCT,Tbirm-—sistemveTNA=0}ve
A={T;: T, €T, -, T; birm — sistemveT; N A = @}

kiimelerini ele alalim. Zorn yardimci teoremine gore (£, ©) kismi sirali kiimesinin herhangi
bir tam siral alt kiimesi(zinciri) A = {T;} olmak iizere eger bu zincirin bir {ist sinir varsa () nin

da en az bir maksimal elemani vardir.

T; € A olmak tlizere UT; = T ile gosterelim. UT; = T , A i¢in bir {ist sinirdir. Bu {ist sinirin Q
mn bir eleman: oldugunu gosterelim. Oncelikle S € Q oldugundan Q bostan farkli bir

kimedir.

(i) TNA=WUT;))NA=UT;nA)dir.T; €A oldugundan T;,NA=0Q ve
dolaysiyla U(T; N A) = @ olur.

(i) Her a,b € T = UT; igin T; ler m-sistem oldugundan (a)(b)N(UT;) # @ buluruz

yani T = UT; bir m-sistemdir.
(i) UT;,=TeMdirveScT,ve SCT,ve...oldugundan S <€ UT; = T olur.

UT; = T bu li¢ sart1 sagladigindan Q nin bir elemanidir ve hatta aldigimiz zincir
icin () da bir {ist sinirdir. Zorn yardimci teoremine gore (1 nin en az bir maksimal

elemani vardir.

Yardimeir Teorem 2.4.14: A, S m-sisteminden ayrik ideal olmak iizere A € P olacak sekilde

A y1 kapsayan ve S den ayrik olan bir maksimal P ideali vardir ve hatta bu ideal asaldir.

Ispat: Zorm yardimci teoremini  kullanarak &nceki teoremde oldugu  gibi

Q={PcM:AC P,PSdenayrikideal ve Pasal}
A={P;: PSP, C-, P;Sdenayrik ideal ve P; asal}
seklinde secerek P nin varlifindan bahsedebiliriz. O halde P nin asal oldugunu gosterelim.

P, S m-sisteminden ayrik maksimal ideal olsun. b,c € M alalim &yle ki b,c & P olsun.
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P+ (b)#PveP+(c)+P dir. P,Sden ayrik ideallerin maksimali oldugundan
P + (b) S den ayrik degildir. Dolayisi ile S ile kesisimi bostan farklidir. Yani bazis; € S
vardir dyle ki s; = p; + b; ve benzer sekilde bazi s, € S vardir dyle ki s, = p, + ¢; olur.
S bir m-sistem oldugundan (s)()NS =0 dir.
(s1)(sy) € (P + (bl))(P + (cl)) c (P + (b))(P + (c)) c P+ (b)(c) ve
(s1)(s2) NS # @ oldugundan (P + (b)(c)) NS # @ bulunur.

P,Sden ayrik idi, o halde (b)(c)NS+# @ vyani (b)(c) € P bulunur. Dolayisiyla
b & Pvec & P iken (b)(c) € P oldugundan P asaldir.

Yardimer Teorem 2.4.15: M I'-halkasmin bostan farkli P alt kiimesinin A y1 i¢eren minimal

asal ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul P nin A dan ayrik maksimal m-sistem olmasidir.

Ispat: P A dan ayrik maksimal m-sistem ve P;, P¢ den ayrik A y1 kapsayan maksimal ideal

olsun.(Yardimci teorem 2.4.14 de boyle bir P, in var ve asal oldugunu gostermistik).

P€ < Pf olur. P; asal idealinin tiimleyeni olan P{ A’dan ayrik bir m-sistemdir. A dan ayrik
m-sistemlerin en biiyiigii P¢ idi o halde P{ = P€ olur. Yani P, = P dir ve boylelikle P

asaldir.

Tersine olarak P, A nin minimal asali olsun. P¢ nin A dan ayrik maksimal m-sistem
oldugunu gosterelim. P asal ideal oldugundan P€¢, A dan ayrik bir m-sistemdir. Yardimci
Teorem 2.4.13 den dolay1 P¢ € S olacak sekilde bir S maksimal m-sistemi vardir. Teoremin
ilk kismindan S¢, A y1 kapsayan minimal ideal olmaliydi. Yani $¢ = P olmali oldugundan

S = P¢ bulunur. P¢ maksimaldir.
Sonu¢ 2.4.16: Eger P, A nin bir asal ideal boleni ise bu durumda P, A nin minimal asalini
igerir.

Ispat: Eger P bir asal ideal bolen ise P¢, A dan ayrik bir m-sistemdir. Yardimc1 Teorem
2.4.13 den dolay1r P¢ € S olacak sekilde bir maksimal S m-sistemi vardir. S° € P ve S

maksimal oldugundan S¢, A y1igeren minimal asaldir.

Teorem 2.4.17: A, M I'-halkasinin herhangi bir ideali olmak {izere r(A4),A nin minimal

asallarinin kesigimidir.

Ispat: P asal ideal olmak iizere 7(A) € P idi. P; ler minimal asallar olmak iizere (4) € P;

oldugundan r(4) S NP; dir.
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NP; = P alahm. P € r(A) oldugunu gosterelim. x & r(A4) olsun. Bu durumda xi
iceren fakat A dan ayrik olan bir m-sistem vardir. Yardimci Teorem 2.4.13 den dolay1 S € S,
olacak sekilde maksimal S; m-sistemi vardir. Yardimci Teorem 2.4.15 den dolayr §;
maksimal olmak tizere S{ =P,A nin minimal asalidir ve x €SS S; ise x € P dir.

Boylelikle x € r(A) iken x ¢ P oldugundan P € r(A) bulunur.
Sonug 2.4.18: Bir idealin radikali de idealdir.

Ispat: A ideal olmak iizere r(A) = NP; oldugunu gosterdik. Ideallerin kesisimi de bir ideal
oldugundan r(A) bir idealdir.

Sonug 2.4.19: r(r(A)) =1r(4)

Ispat: A ideal olmak iizere A S r(A) oldugunu gostermistik. 7(4) da bir ideal oldugundan
r(A) € r(r(A4)) dir.

Diger taraftan r(r(A)) = Nrayep P € Nacp P = 1(A) oldugundan r(r(A4)) € r(A4)
Sonu¢ 2.4.20: Eger R = r(0) ise o halde r(M/R) = 0 dur.
ispat: r(0) =n P, r(M/R)=n(P/R)=nNnP/R= R/R = 0.
Sonug 2.4.21 4: A ve B herhangi iki ideal olmak tizere (A N B) = r(A) n r(B) dir.

Ispat: A ya da B nin her asal boleni (AN B) nin de asal boleni olacagindan, yani
r(AnB) cr(A) ver(An B) < r(B) oldugundan r(A N B) € r(A) n r(B) oldugu agiktir.

Tersine olarak P asal olmak tizecce ANB S Pise AB € PveAC PveyaB C P dir.
Buradan r(4) nr(B) < r(A n B) bulunur.

2.5 Gamma Halkalarda Asalimsi idealler

Tammm 2.5.1: M I'-halkasinin bir Q idealine, A ve B idealler olmak iizere, AB < Q iken
AcSr(Q) veya B S Q sartim1 sagliyorsa asalimsi sag ideal denir. Benzer bir tanim sol

asalimsi ideal i¢in de yapilabilir.

Teorem 2.5.6: M I'-halkasinin @ idealinin asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(a)(b) € Q iken a € r(Q) veya b € Q olmasidir.

Ispat: Q asalimsi ideal olsun. (a)(b) € Q ise tammdan (a) €r(Q) veya (b) € Q,
dolayisiyla a € r(Q) veya b € Q bulunur.
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(a)(b) € Q ikena € r(Q) veya b € Q sart1 saglansin ve AB € Q iken B € Q olsun. O
halde baz1 b € BN Q€ vardir ve her a € A i¢in (a)(b) € AB < Q oldugundan b & Q ise

a € r(Q) olur ve buradan A < r(Q) bulunur, dolayisiyla Q asalimsidir.

Teorem 2.5.7: Bir M I'-halkasinin Nobusawa sartlarini saglayan Q idealinin asalimsi ideal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul al'b € Q iken a € r(Q) veya b € Q ya da a € r(Q) ve
b ¢ Q ikenal'b N Q¢ # @ olmasidir.

Ispat: Q asalimsi ideal olsun ve al'b S Q iken a & r(Q) alalim.

(a)(b) kimesinin elemanlart (na + caa + afd + eyadf)p(mb + gub + bdh + jébnk)
seklindeki elemanlar idi, bu ¢arpimdaki tiim elemanlar al’b € Q aldigimizdan Q nun elemani
olur. Yani (a)(b) € Q olur. (a)(b) € Q ise (a) S r(Q) veya (b) € Q idi , a & r(Q) kabul
ettigimizden b € Q olur. Dolayisiyla al'b € Q iken a € r(Q) veya b € Q bulunur.

Tersine olarak al'b € Q iken a € r(Q) veya b € Q sart1 saglansin, AB € Q fakat
B € Q olsun. O halde bazi1 b € B N Q¢ vardir ve her a € A i¢in al'b € AB € Q olur ve
boylelikle al'b € Q iken a € r(Q) veya b € Q kabuliimiizden b € Q igin a € r(Q) olur ve
buradan AB < Qiken A € r(Q) veya b € Q bulunur, dolayisiyla Q asalimsidir.

Teorem 2.5.8: Q; ve Q, asalimsi ve r(Q;) =7(Q,) = C olsun. O halde Q; N Q, de

asalimsidir ve radikali C ye esittir.

Ispat: Teorem 2.4.17 den r(Q; N Q,) =7(Q;) N7r(Q,) = C oldugu aciktir. Q; N Q, nin
asalims1 oldugunu gosterelim. AB € Q; N Q,iken B € Q; N Q,yani B & Q, olsun. Bu
durumda AB < Q, dir ve Q; de asalimsi oldugundan B & Q; iken A € r(Q,) = C olur.
C =r(Q,) Nnr(Q,) oldugundan A € r(Q,) N r(Q,) buluruz. Dolayisiyla Q; N Q, asalimsidir.

Sonu¢ 2.5.9: i=12, ..,n , Q;C radikali ile asalimst olsun. Bu durumda

Q:NQ,N..NQ, de C radikali ile asalimsidir.

2.6 Gamma Halkalarinda Artan Zincir Kosulu

Bundan sonraki kissmda M nin ideallerde artan zincir kosulunu saglayan bir I'-halkasi oldugu

kabul edilecektir.
Teorem 2.6.1: M nin herhangi bir ideali, minimal asallarinin bir sonlu ¢arpimini igerir.

Ispat: Aksini kabul edelim, A teoremdeki kosullar1 saglamayan ideallerin i¢inde maksimal

olsun, bu taktirde A asal degildir ve A y1 iceren dyle B ve C idealleri vardir ki BC € A dir. B
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ve C teoremdeki kosulu saglamali oldugundan A, asal ideal bdlenlerinin P;P, ... B, sonlu
carpimlarinin bazilarimi igerir. Bu yiizden A nin herhangi bir asal ideal boleni A nin bir
minimal asalini igerir, A nin bir minimal asali olmayan herhangi bir P;, A nin bir minimal

asali ile yer degistirebilir. Boylece kabul ettigimizin aksine A sart1 saglar ve teorem ispatlanir.
Sonug 2.6.2: M nin herhangi bir A ideali sadece sonlu tane minimal asala sahiptir.

Ispat: P,P,..P, S A ve P, A’nm bir minimal asali olsun.O halde A S P ise bazi P; S P

vardir ve boylece P nin minimalliginden dolay1 P; = P dir.
Sonug¢ 2.6.3: Bazi n pozitif tamsayisi i¢in (r(A4))"™ € A dir.

Ispat: P,P,..P, € A ve her iicin r(A) S P; olmasi kosullar1 birden (r(4))" S A olmasin
saglar.

Teorem 2.6.4: Q asalimsi ideal olmak tizere (Q) = P bir asal idealdir.

Ispat: Q asalims1 ve BC S r(Q) iken B & r(Q) olsun. Bu durumda bazi n igin
(BOY™ < (r(@Q))™ < Q olur ve bu 6zelligi saglayan en kiigiik pozitif tam saymin n oldugunu
farz edelim. Eger n = 1 ise 0 halde BC < Q iken @ asalimsi oldugundan C < r(Q) bulunur,
Eger n>1 ise o halde B(C(BC)™ ') < Q oldugundan C(BC)"1c @ olur ve
(BC)™ ! ¢ Q oldugundan tekrar C € r(Q) oldugunu elde ederiz. Boylelikle (Q) asaldur.

Sonug 2.6.5: Eger Q bir asalimsi ideal ise bu durumda Q tek bir minimal asal ideale sahiptir.

Ispat: Oncelikle P, A nin asal bdleni iken P A dan ayrik bir m-sistem olmak iizere r(4) € P
idi. O halde P kendisinin asal béleni oldugundan r(P) € P dir ve P € r(P) oldugunu da
zaten bildigimizden P = r(P) olur. Simdi de P,Q nun minimal asal ideali olmak tizere

Q < P” olacak sekilde P den farkli bir P* bulunmadigini yani P nin tek oldugunu gdsterelim.

Qc P ise P=r(Q)<cr(P*) olur ve P* asal olmak tizere r(P*) = P* oldugunu da

gosterdigimizden P € P* bulunur. Dolayisiyla P, Q nun tek minimal asal idealidir.
Sonug¢ 2.6.6: Bir Q idealinin asalims1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1) AB <€ Q ise bazinigin A" € Q veya B € Q olmasidir ya da

(i) (a)(b) € Q ise bazinigin (a)™ € Q veya (b) S Q olmasidir.

Ispat: Q asalimsi ve AB € Q olsun.Bu durumda A € r(Q) veya B € (Q) idi.
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(i) AcCr(Q) iken AAA..=A"cr(@Qr(Q)r(Q)..=@@)" < Q oldugundan
AB < Q ise bazin igin A™ € Q veya B € Q olur.
(i)  (a)(b) € Qise bazinigin (a)™ < Q veya (b) S Q olmasi (i) den dolay1 agiktir.

Diger taraftan (i) ve (ii) nin saglandigini1 kabul edelim. Bu durumda AB < Q ise bazi
n i¢in A" € Q veya B € Q vardir. A" =AA..A<S Q < r(Q)veya B € Q oldugundan Q

asalimsi idealdir.

Eger Q asalimsi ideal ve radikali P asali ise 0 halde Q idealine P-asalimsi ya da P igin

asalimsidir denir.
Teorem 2.6.7: Q # M idealinin P-asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul
(1) Bazinigin P* € Qve AB<S QikenA S PveyaB € Q yada
(2) P < Q ve (a)(b) € Q iken (a) < P veya (b) S Q olmasidir.
Eger bu iki sarttan birisi saglaniyorsa P asaldir.

Ispat: Q P-asalimsi ise tanimdan Q asalimsi ve 7(Q) = P dir. Teorem 2.6.4 den P nin asal
oldugunu ve Teorem 2.6.1 sonu¢ 2.6.3 den bazi n i¢in P™ € Q oldugunu soyleyebiliriz.

Boylece eger Q P-asalimsti ise (1) ve (2) saglanir ve P asaldir.

Diger taraftan oOncelikle (1) saglansm.M & Q iken QM < Q oldugundan
Qcr(Q)=P yani Q<P oldugunu ve P*<Q ise PP..PSQc<r(Q)=P yani
P € r(Q) oldugunu biliyoruz. Eger AB € P ise 0 halde (AB)™ € P € Qdir ve dolayisiyla
Ac1r(Q) =P veya B(AB)""1 € Q olur. Buradan da B € P veya (AB)"* 1 < Q dur. Bu
sekilde devam edersek A S P veya B € P buluruz dolayisiyla P asaldir. Boylelikle

P = r(Q)dur ve (1) Q nun P-asalimsi oldugunu soyler.

Son olarak (2) nin saglandigini kabul edelim. Eger AB € Q fakat B € Q ise o halde
b € Bn Q¢ vardir. Boylece her a € A i¢in , (a)(b) SAB < Q ise (a) S P veya ACP

bulunur. Yani (2) var ise (1) vardir, ispat tamamlanmaistir.

2.7 Gamma Halkalarda Ideallerin Asahms1 Ayrisimi

Tamim 2.7.1: A bir ideal ve Q; ler P;-asalimsi idealler olmak tizere A=Q,;, N Q, N ..N Q,
yazilisginda @Q; lerin higcbiri ihmal edilemiyorsa o halde bu yazilis A nin
indirgenemez asalimst ayrisumu olarak adlandirilir. Buna ek olarak eger asal radikaller

olan Py, P,, ... P, lerin hepsi ayrik ise o halde ayrisim minimal dir.
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Teorem 2.7.2: Asalimsi ideallerin indirgenemez kesisimi olan A = Q; N Q, N ...N @, nin da

asalimsi1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P; = r(Q;) iken P, = P, = ... = P, olmasidir.

Ispat: P, =P, =..=P, ise 0 halde Teorem 2.5.8 in sonucundan P igin A asalimsidir.
Tersine P; lerin hepsinin esit olmadigini kabul edelim. P; € P, alalim. Bu durumda bazi n
icin P;" € Q; ve dolayisiyla P;"(Q,N..NQ,) €A olur. Fakat P, asal oldugundan
P," & P, diryani P;" € r(A) dir. Kesisimin indirgenemez olmasmdan Q, N ...N Q,, & A dur.

Buradan da eger P; lerin hepsi esit degil ise A asalimsi degildir sonucuna ulasiriz.

Sonug¢ 2.7.3: Eger A ideali asalimsi ideallerin sonlu sayida kesisimi seklinde gosterime sahip

ise 0 halde A minimal asalims1 ayrigima sahiptir.

Ispat: Oncelikle her indirgenebilir kesisimi indirgenemez ayrisima indirgeyebiliriz. Onceki
teoremden radikalleri ayni1 olan asalimsi ideallerin ara kesitleri de ayni radikalli asalimsi
idealdir ve boylelikle ayrisim indirgenemez hale geldikten sonra bu ayrisimdan minimal

ayrisim bulabiliriz.

Teorem 2.7.4: A nm bir asalimsi ayristmi A = Q; N Q, N ...N Q,, ve P; = r(Q;) olsun. Bu

durumda A nin minimal asallari, {P;, P,, ... B, } kiimesinin minimal elemanlaridir.

Ispat: Anin herhangi bir P minimal asali i¢in 7(4) = P, NP, N ..n P, € P dir. O halde
PP, ...P, € P ise bazi i i¢in P; € Pdir. Fakat P, A nin minimal asali oldugundan P; = P dir.
Bundan dolayt Anin  minimal asallarn Py, P,,...P,lerin  arasindadir. Eger
P; ,{Py, P, ... B,} lerin i¢inde minimal ise o halde P;, Anm diger P asal ideal bdlenlerini

iceremez, bu yiizden P bazi P; leri igermeli oldugundan P;, A nin minimal asalidir.

Tanim 2.7.5: A, M I'-halkasinin herhangi bir ideali ve P # M bir bir asal ideal olmak {izere
Ap =U{C : BC € A,B £ P} kiimesi A nin P-(izole edilmis)bileseni olarak tanimlanir.

Kolay olmasi agisindan A4,,;, A olarak gosterilecektir.

Ap iyl tanimhidir. Artan zincir kosulundan en az bir maksimal C ideali vardir Oyle ki
BC < A,B £ Pdir.Eger B'C' €A, B' € P ise 0 halde P asal oldugundan BB’ & P dur.
BB'(C + C") € A oldugundan C + C' yine bir idealdir. C nin maksimal olmasindan C’' € C
dir. Boylelikle Ap tek maksimal idealdir 6yle ki bazt B € P i¢in BAp € A dir. A € Ap oldugu
aciktir. Eger A € P ise 0 halde Ap = M dir.

Yardimei Teorem 2.7.6:
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(1) Eger P; 2 P, ise bu durumda Ap, S Ap,dir.
(3) (A1 N Az)p = (A1)p N (A2)p
(4) Q nun P-asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Qp = Q ve bazi m i¢in P™ € Q

olmasidir.

Ispat:

(1) Baz1 B & P; i¢in BAp, € A dir ve boylece B & P, ve Ap, € Ap, dir.

(2) Baz1 B € P igin B(A1)p € A; S A, ve boylece (41)p S (A,)p dir.

(3) Baz1 B £ P igin B(A; N A,)p € A; N A, € A; ve boylece (A N A;)p S (A4;1)p dir.
Benzer sekilde (A; N A,)p S (A,)p dir, bu nedenle (A; NA3)p S (A1)p N (42)p
buluruz. Diger taraftan eger x € (4;)p N (4,)p alirsak bu durumda B;(x) € A; ve
B,(x) € A, kosulunu saglayan B; £ P ve B, € P idealleri vardir. Buradan
B;B,(x) € A; N A, bulunur, yani B;B, € P ise x € (A; N A,)p dir.

(4) Q,P-asalimsi olsun.Qp 2 Q oldugu asikardir. Eger B £ P ise (Q P-asalimsi
oldugundan BC < Q iken C € Q dur, boylelikle Qp = Q olur. Tersine eger Qp = Q
ise o0 halde BC < Q,veC < Q iseB< Pdir. P € Q oldugunu da kabul

ettigimizden Q, P-asalimsi olur.

Teorem 2.7.7: A=Q,NQ,N..NQ, P;i¢in Q; asalimsi olsun.P nin P; yi i¢eren asal ideal
olmas1 icin gerek ve yeter kosul 1<i<m<n olmasidirr Bu durumda

Ap =Q:NQ,N..NQ,, dr. Eger P hi¢ bir P; igermiyorsa o halde Ap = M dir.

Ispat: Eger P hicbir P; igermiyorsa o halde A minimal asallarini igerdiginden, P A y1 icermez
ve Ap = M olur. P 2 P; olmasi igin gerek yeter kosulun 1 <i < m < n oldugunu kabul
edelim. Bu durumda 1<i<m icin Ap S Ap, < (Q)p, = Q; ve

Ap S QN Qy N ...N Q,y dir.
m=nise Ap € AC ApolurvebunedenleAp =A=0Q,NQ,N..NQ,dir.

m<n ise m<is<n igin P, € P iken Qi€ P ve boylelikle

Qm+1Qmsz - Qn € Pdir. (Qms1Qmez Q) (Q1N QN ...N Q) S Aolur, bu nedenle
Q:NQ,N..NQ,, €S Ap € Q;NQ, N ...N Q,, buluruz.

Eger P, = r(Q;) olmak iizere A = Q; N Q, N ...N Q,, Anin minimal asalims1 ayrigimi
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ise P; € S ve P; € P; iken P; € S oluyorsa iliskili asallarm bir S = {P; , ... P; } kiimesi iliskili

o
asallarin bir izole edilmis kiimesidir. Asallarin izole edilmis kiimesi olan S kiimesi igin,

As = NQ;, P; € S, Anin bir izole edilmis bilesen kiimesidir.

Sonug¢ 2.7.8: P, =1r(Q;), A=Q, N Q; N..NQ, Anm minimal asalims1 ayrigim1 ve S, A nin
iliskili asallarinin bir izole edilmis kiimesi olsun. Bu durumda A; izole edilmis bileseni sadece
A ve S ye baghdir, A nin asalimsi1 ayrigimina bagl degildir. Eger P, A nin minimal asali ise o
halde baz1 i i¢in Ap = Q; dir. Boylelikle minimal P asali ile iligkili olan izole edilmis bilesen

P;-asalimsidir ve A nin her minimal asalims1 ayrisiminda vardir.

Teorem 2.7.9: Anin bir minimal asalimsi ayrisimi P; = r(Q;) olmak iizere
A=Q;NnQ,N..NnQ, olsun. Bu durumda A y1 igeren bir P asal idealinin P; lerden biri

olmasi igin gerek ve yeter kosul baz1 B € Ap ideali i¢in PB € Ap olmasidir.

Ispat: P=P, ve P, S P olmast icin gerek ve yeter kosul i <m olsun. O halde
Ap =Q:NQ,N..NQ, minimaldir ve boylece C =Q; N Q, N ..N Q1 € Ap dir(m=1
ise C = M idi). Bu yiizden bazi k i¢in P, € Q™ ,P*C c Ay olur ve P"C € A, olacak sekilde
ryi minimal segebiliriz.(C € Ap iken r = 1) Eger r = 1 ise bu durumda PC < Ap dir ve
B = C olarak alabiliriz. Eger r > 1 ise bu durumda P(P""1C) € A, fakat P""1C & Ap
oldugundan B = P"~1( olarak alabiliriz.

Tersine P2 A ve B Z Ap iken PB S Ap olsun. Ap nin bir minimal ayrigimini
Ap = Q1N Q, N ..NQ,, olarak alalim.(P 2 P; olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul 1 <i <m
olmastyd1) Bu durumda 1 < i < m igin PB € Q; fakat baz1 j <m icin B € Q; dir. Q;, P

i¢in asalims1 oldugundan P € P; ve buradan da P = P; olur.

Sonu¢ 2.7.10: Eger A=0Q;NQ;N..NQ, =Q',NQ',Nn..NnQ" Amnmn iki minimal
asalimst ayrisgimi ise m =ndir ve radikallerin iki kiimesi olan {P;,P,,...,P,} ile
{P'y,P',,...P',,} aymdir.
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SONUC

Bu c¢alismada halkadan daha genel olan I'-halka notasyonu ile alakali yapilar verilmistir.
Halkalar i¢in bilinen dnerme ve teoremler, bu yeni yapida incelenip ispatlar1 yapilmistir. Eger
M T'-halkas1 artan zincir kosulunu sagliyor ise bu durumda bir asalimsi idealin radikalinin asal
oldugu ve Q # M idealinin P-asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun, bazi n i¢in, P™* € Q
oldugu gosterilmistir. Son olarak [I'-halkas1 i¢in eger ideal asalimsi ayrisima sahip ise bu

durumda teklik teoremi Murdoch un verdigi teoreme benzer olarak gosterilmistir.
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