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ÖNSÖZ 

Üzerimde çok büyük emekleri bulunan ve tez yazımı boyunca da her türlü desteklerini 

esirgemeyen değerli hocalarım Ünsal TEKİR ve Kürşat Hakan ORAL’a sonsuz teşekkürler… 

 

 

N. Ayşen ÖZKİRİŞÇİ 
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ÖZ

 ሻ üzerinde tanımlayacağımız farklıܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere ܯ

çoklukların hangi durumlarda bir topoloji oluşturduğunu inceleyip aralarındaki ilişkileri 

araştıracağız. Tanımladığımız çokluklardan ilki olan                  

ሺܰሻכܸ ൌ ሼܲ א ܲ|ሻܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ل ܰሽ kümesi kapalı kümeleri temsil etmek üzere oluşturulan ߬כ 

yapısı, quasi-Zariski topolojisi olarak adlandırılmıştır. ߬כ yapısı topoloji aksiyomlarının 

tamamını gerçeklemediğinden, bu aksiyomları sağladığı koşul olan ܯ nin derecelendirilmiş 

çarpımsal ܴ-modül olması durumunu incelerken oluşturduğumuz                  

ܸሺܰሻ ൌ ሼ ܲ א ሻܯ:ሻ|ሺܲܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ل ሺܰ:ܯሻሽ  kapalı kümeleri ile elde edilen ve Zariski 

topolojisi olarak adlandırılacak olan ߬ topolojisinin yapısı incelenecektir. 

ET 

 

 

Anahtar Kelimeler: Derecelendirilmiş Halka, Derecelendirilmiş Modül, Zariski Topolojisi 
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ABSTRACT 

We search for the relationships of the different varieties that defined on ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ where ܯ 

is a graded ܴ-module, by examining in which conditions they generate a topology. The 

structure of ߬כ is called quasi-Zariski topology, where the set of                   

ሺܰሻכܸ ൌ ሼܲ א ܲ|ሻܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ل ܰሽ  the first one of the varieties that we defined, represents 

the closed sets. Owing to the fact that the structure of ߬כ does not satisfy all of the topology 

axioms. We investigate the structure of ߬ , which is a Zariski topology and obtained with the 

closed sets of  ܸሺܰሻ ൌ ሼܲ א ሻܯ:ሻ|ሺܲܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ل ሺܰ:ܯሻሽ  that were constituted while we 

were examining the condition of ܯ which is a multiplication graded R-module that proves all 

the axioms of topology. 
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1. GİRİŞ 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde, lisans ve yüksek lisans eğitiminde gösterilen cebir ve topoloji derslerinde verilen 

bazı temel kavramlar hatırlatılacaktır. Hatırlatmalar üç ana başlıkda, sırasıyla Halkalar, 

Modüller ve Temel Topoloji Kavramları adı altında verilecektir. Halkalar ve Modüller 

bölümleri oluşturulurken yararlanılan kitaplar Sharp (2000), Çallıalp ve Tekir (2009), 

olmuştur. Topoloji bölümü için de Munkers (2000) ve Kılıç (2002) kitabından 

faydalanılmıştır.     

1.1 Halkalar 

Tanım 1.1.1: İki işlemli ሺܴ, ൅, . ሻ cebirsel yapısı verilsin. Her ܽ, ܾ, ܿ א ܴ için aşağıdaki 

koşull ܴ kümesine bir halka denir. ar sağlanıyorsa 

i. ܽ ൅ ܾ ൌ ܾ ൅ ܽ 

ii. ሺܽ ൅ ൌܾሻ ൅ ܿ ܽ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ 

iii. Her için cak şekilde bir 0ோ dır. ܽ א ܴ ܽ ൅ 0ோ ൌ ܽ ola א ܴ var

iv. ሺെܽሻ ൌ 0 olacak şekilde bir െܽ א ܴ vardır. Her ܽ א ܴ için ܽ ൅

v. ሺܽ. ܾሻ. ܿ ൌ ܽ. ሺܾ. ܿሻ 

vi. ܽ. ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܽ. ܾ ൅ ܽ. ܿ ve ሺܽ ൅ ܾሻ. ܿ ൌ ܽ. ܿ ൅ ܾ. ܿ 

Tan  1.1.2: ım

1.  halkasında ‘.’ işleminin değişme özelliği var  ܴ ye bir değişmeli halka denir. ܴ sa

2. ܴ halkasında ‘.’ işleminin birim elemanı varsa ܴ ye bir birimli halka denir ve bu birim 1ோ 

ile gösterilir. 

3. Birimli ve değişmeli bir ܴ halkasının sıfırdan farklı her elemanının tersi varsa ܴ  ye bir 

sim, eğer ܴ de eli d ilse  ye bölümlü (division) halka denci ğişm eğ ܴ ir.  

4. ܴ halkasında ܽ א ܴ için ܾܽ ൌ 0 olacak şekilde sıfırdan farklı bir ܾ א ܴ bulunabilirse, ܽ 

elemanına halkanın bir sıfır böleni denir.  

Tez boyunca ܴ halkasından b zde birimli ve değişmeli bir halka kastedeceğiz.  ahsettiğimi

Tanım 1 : ܫ ك ܴ olsun.  .1.3  ܴ bir halka ve ׎ ്

1. Her ܫ için א ,ܽ ,ܫ ܾ א ܽ െ ܾ

2. Her ܽ א ݎ ve her ܫ א ܴ için ܽݎ א   ܫ
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oluyorsa ܫ ya ܴ i  bir i ali denir.  n n de

Tanım 1.1.4: ሼܫ௡ሽ௡א௸, ܴ nin bir idealler ailesi olsun. Bu ideallerin birleşimlerinin ürettiği 

ideal sonlu sayıda ܫ௡ lerden alınan elemanlarının toplamlarının oluşur ve bu ideal ∑ ௸א௡௡ܫ  ile 

gösterilir. 

Önerme 1.1.5: ሼܫ௡ሽ௡א௸, ܴ nin bir idealler ailesi olsun.  

෍ܫ௡
௡א௸

ൌ ൝෍ݔ௡೔หݔ௡೔ א ,௡೔ܫ ݊௜ א ,߉ ݇ א Գ
௞

௜ୀଵ

ൡ 

kümesi ܴ nin bi  idea dir l r. 

Önerme 1.1.6: ܫଵ ve ܫଶ, ܴ nin iki ideali olsun. 

ଶܫଵܫ ൌ ൝෍ܽ௜ܾ௜|ܽ௜ א ,ଵܫ ܾ௜ א ,ଶܫ ݅ ൌ 1,2, … , ݇
௞

௜ୀଵ

ൡ 

kümesi ܴ nin bir idealidir. 

Önerme 1.1.7: ܴ bir halka nin li v  olsun.                                                  olmak üzere ܫ, ܴ bir idea e ܺ ك ܴ

ሺܫ: ܺሻ ൌ ሼݎ א r ݔ א ܺ için ݔݎ א ሽ ܴ| heܫ

kümesi ܴ nin bir idealidir. l a  alıÖzel o ar k  ܫ ൌ 0 nırsa,  

ሺ0: ܺሻ ൌ ሼݎ א ܴ|her ݔ ݔݎ  ൌ 0ሽ א ܺ için

idealine ܺ in sı c nir ve b l bazen ܣ olarakfırlayı ısı de u idea ݊݊ሺܺሻ  da gösterilir. 

İspat : Her ݎ, ݏ א ሺܫ: ܺሻ, her ݐ א ܴ ve her ݔ א ܺ için ݔݎ െ ݔݏ ൌ ሺݎ െ ݔሻݏ א               olup ܫ

ݎ െ ݏ א ሺܫ: ܺሻ dir. Benzer şekilde ݐሺݔݎሻ ൌ ሺݎݐሻݔ ൌ ሺݐݎሻݔ א ݐݎ yani ,ܫ א ሺܫ: ܺሻ olduğundan 

ሺܫ: ܺሻ in bir ideal olduğu görülür. 

Tanım 1.1.8: ܲ, ܴ halkasının kendinden farklı bir ideali olsun. ܽ, ܾ א ܴ için ܾܽ א ܲ iken 

ܽ א ܲ veya ܾ א ܲ oluyorsa ܲ ye bir asal ideal denir. ܴ nin bütün asal ideallerinin kümesi 

 .ሺܴሻ ile gösterilirܿ݁݌ܵ

Önerme 1.1.9: ܲ, ܴ halkasının bir asal ideali ve ܫଵ, ,ଶܫ … ,  .௡ de ܴ halkasının idealleri olsunlarܫ

Bu durum k fadeler denktir: da aşağıda i i

i. 1,2, . . , ݊ሽ için ܲ ل ݆ ௝ dir. Birܫ א ሼ

ii.  dir. ܲ ل ځ ௞௡ܫ
௞ୀଵ

iii. ܲ ل ∏ ௞௡ܫ
௞ୀଵ  dir. 

 
 



3 
 

Önerme 1.1.10: ܴ halkasının bir ܫ ideali için, 

ܫ√ ൌ ሼݎ א ݊ ݎܾ݅ |ܴ א Գ ݅ç݅݊ ݎ௡ א  ሽܫ

kümesi de  ܴ ni ܫ ealini kapsayan bir idealidir. Bu ideal, ܫ nın radikali olarak adland lır. n,  id ırı

Tanım 1.1.11: ܯ, ܴ halkasının kendinden farklı bir ideali olsun. ܴ nin ܯ yi kapsayan ܯ den 

başka bir has ideali yoksa ܯ ye bir maksimal ideal denir. 

 

 

1.2 Modüller 

Tanım 1.2.1: ሺܯ,൅ሻ bir değişmeli grup  olsun.  ve ܴ bir halka

ܴ ൈܯ ՜  ܯ

ሺݎ ሻ ՜ , ݉ݎ ݉

fonksiyon ıdaki k u a lıyo enir, u aşağ oş ll rı sağ rsa ܯ ye bir ܴ-modül d

1. Her א ܴ her ݉,  için ᇱ ݎ  ve ݉ᇱ א ܯ ሺ݉ݎ  ൅݉ᇱሻ ൌ ݉ݎ ൅ ݉ݎ

2. Her ve her için ݎᇱ݉ ݎ, ᇱݎ א ܴ ݉ א ݎሺ ܯ ൅ ᇱሻ݉ݎ ൌ ݉ݎ ൅

3. Her  ve e  için ሺݎݎᇱሻ݉ ൌ ,ݎ ᇱ݉ሻݎሺݎ ᇱݎ א ܴ h r ݉ א ܯ

4. Her ݉ א için 1ோ݉ ܯ ൌ ݉. 

Örnek 1.2.2:   

 .modül olarak düşünülebilir-ܨ cismi üzerinde bir vektör uzayı ise ܸ bir ܨ ,ܸ .1

2. Her deği eli grup bir -modüldür. şm  Ժ

Tanım 1.2.3: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül ve ׎ ് ܰ ك  deki ܯ  olsun. ܰ alt kümesi de ܯ

işlemlerle ܴ-modül oluyorsa ܰ ye ܯ ni ir a -alt modülü denir. n b  lt modülü veya ܴ

Örnek 1.2.4: ܯ mod lünün kendisi v ெሽ ൌ 0 alt kümesi ܯ nin birer alt modülüdür ü e ሼ0 . 

Tanım 1.2.5: ܯ bir ܴ-modül olsun. ሼ ௜ܰሽ௜אூ ailesi ܯ nin bir alt modüller ailesi olsun. ڂ ௜ܰ௜אூ  

kümesinin ürett i alt modül ௜ܰሽ ூ alt modüllerinin toplamı d ௜ܰ  ile gösterilir.  iğ e ሼ ௜א enir ve  ∑௜אூ

Önerme 1.2.6: ܴ bir halka, ܯ bir , ׎ ് ܺ ك olsun.  ܴ-modül ܯ  ܰ bir alt modül ve 

ሺܰ: ܺሻ ൌ ሼݎ א ܺݎ|ܴ ك ܰሽ 

ile göstereli esi ir idealidir.  m.ሺܰ: ܺሻ küm  ܴ nin b

İspat : Her ܽ, ܾ א ሺܰ: ܺሻ ve ݔ א ܺ için  
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ݔܽ െ ܾ ሻݔݔ ൌ ሺܽ െ ܾ א ܰ 

olur. Dolayısıyla ܽ െ ܾ א ሺܰ: ܺሻ tir. ܴ için  Her ܽ א ሺܰ: ܺሻ ve ݎ א

ݎ ሺܽݎሻܺ ܰ ሺܽܺሻ ൌ ك

olup ܽݎ א ሺܰ: ሻ elde edilir. Böylece ሺܰ: ܺሻ küm  bir ideali olarak bulunmuş olur. ܺ esi ܴ nin

Tanım 1.2.7: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ  un.  -modül ve ׎ ് ܺ ك ܯ ols

ሼݎ א ܺݎ|ܴ ൌ 0ሽ ሺ0: ܺሻ ൌ

idealine ܺ in sı rlayıcısı denir ve ݊݊ܣሺܺሻ ile göster .fı ilir  

Tanım 1.2.8: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül olsun. ሺ0:ܯሻ ൌ ሼݎ א ܯݎ|ܴ ൌ 0ሽ idealine ܯ nin 

sıfırlayıcısı denir ve ݊݊ܣሺܯሻ ile gösterilir. Eğer ݊݊ሺܯሻ ൌ 0 ise ܯ ye sadık ܴ-modül denir.  ܣ

Öne e 1 ܯ b  ܴ l ve ሼ ௜ܰሽ௜אூ ailesi ܯ nin alt modüller ailesi olsun. rm .2.9:  ir -modü

1. ܰ  ሺځ ௜௜אூ : ܺሻ ൌ ځ ሺ ௜ܰ: ܺሻ௜אூ

2. : ∑ ௜ܰሻ ൌ ځ ሺܰ: ௜ܰሻ௜אூ  ሺܰ ௜אூ

3. ܰ ve ܰᇱ alt modüller olma ere ݊݊ܣሺܰ ൅ ܰᇱሻ ൌ ሺܰሻ݊݊ܣ ת ሺܰᇱሻ dir. k üz݊݊ܣ

Tanım 1.2.10: ܴ bir halka ve ܴ-modüller ailesi olsun.               ሼܯ௜ሽ௜אூ ailesi 

ෑܯ௜ ൌ
௜אூ

ሼሺ݉௜ሻ௜אூ|݉௜ א ,௜ܯ ݅ א  ሽܫ

kümesini alalım. ∏ ூא௜௜ܯ   küm  esi,

ሺ݉௜ሻ௜אூ ൅ ሺ݉௜Ԣሻ௜אூ ൌ ሺ݉௜ ൅ ݉௜
ᇱሻ௜אூ 

ve  

ሺ݉௜ݎ

işlemleri altında  bir ܴ-modüldür ve ሼܯ௜ሽ௜אூ ailesinin direkt çarpımı denir.  

ሻ௜אூ ൌ ሺ݉ݎ௜ሻ௜אூ 

Bu çarpımda, bileşenlerin ancak sonlu tanesi sıfır olmayan elemanların oluşturduğu alt küme   

∏ ூא௜௜ܯ  nin bir alt modülüdür. Bu alt modüle de ሼܯ௜ሽ௜אூ ailesinin dış direkt toplamı denir ve 

ْ௜אூ  .௜ ile gösterilirܯ

Tan 11  bir halk  ܴ-modü v ௜ሽ௜אூ ailesi ܴ-alt modüller ailesi olsun.  ım 1.2. : ܴ a, ܯ bir l e ሼܯ

ܯ .1 ൌ ∑ ூא௜௜ܯ  yani her ݉ א elemanı ݉௜ ܯ א              olmak üzere sonlu toplam olarak ܯ

݉ ൌ ∑ ݉௜௜אூ  şeklinde yazılabiliyor ve  

2. Bu yazılış ancak tek türlü oluyorsa 
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ூ alt mא௜ሽ௜ܯye ሼ ܯ düller ailes n iç direkt toplam ir. 

 
 

o ini ı den

Önerme 1.2.12: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül ve ሼܯ௜ሽ௜אூ ailesi ܴ-alt modüller ailesi olsun. 

ܯ ൌْ௜אூ ܯ ,௜ olması için gerek ve yeter koşulܯ ൌ ∑ ூא௜௜ܯ  ve her ݅ א ௜ܯ için ܫ ת

൫∑ ௝௜ஷ௝ܯ ൯ ൌ 0 olmasıdır. 

İspat : Tanım 1.2.11 in 1. koşulundan ܯ ൌ ∑ ூא௜௜ܯ  olduğu açıktır. ݉௜ א ௜ܯ ת ൫∑ ௝௜ஷ௝ܯ ൯ ise 

݉௜ ൌ ∑ ௝݉௜ஷ௝אூ  olduğundan sıfırın aşikar yazımından başka 0 ൌ ݉௜ െ ∑ ௝݉௜ஷ௝אூ  yazılışı daha 

bulunmuş olur.  

Tanım 1.2.11 in 2. koşulundan ݉௜ ൌ 0 ve her ݅ א ௜ܯ  için ܫ ת ൫∑ ௝௜ஷ௝ܯ ൯ ൌ 0  olduğu 

gösterilmiş olur. Tersine,  ܯ ൌ ∑ ூא௜௜ܯ  olsun. Şu halde her ݉ א ve ݉௜ ܯ א            ௜ içinܯ

݉ ൌ ∑ ݉௜௜אூ  şeklinde yazılabilir.                                                                                            

Bu yazılışın tekliğini göstermek için ݉ ൌ ∑ ݉௜௜אூ ൌ ∑ ݉௜
ᇱ

௜אூ  olsun. ܫ nın ݆. elemanı için,                   

௝݉ െ ௝݉
ᇱ ൌ ∑ ሺ݉௜ െ ݉௜

ᇱሻ א ௝ܯ ௜ஷ௝ת ൫∑ ௜௜ஷ௝ܯ ൯ ൌ 0 yani ௝݉ ൌ ௝݉
ᇱ elde edilir. Bu ise her 

݆ א için sağlan ܫ ığından yaz ışın tekliği gösterd ıl ilmiş olur.  

Tanım 1.2.13: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül ve ܰ, ܯ nin bir has alt modülü olsun. Her ݎ א ܴ 

ve ݉ א ݉ݎ ,için ܯ א ܰ iken ݉ א ܰ veya ݎ א ሺܰ:ܯሻ ise ܰ ye ܯ nin bir asal alt modülü 

denir.  

Yardımcı Teorem 1.2.14: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül ve ܰ, ܯ’nin bir has alt modülü 

olsun. ܰ, ܯ nin ir asal alt m ül ise ሺܰ:ܯሻ ܴ nin as  idealidir. b od , al  

Tanım 1.2.15: ܴ bir halka, ܯ bir ܴ-modül olsun. ܯ’nin her ܰ alt modülü için ܰ ൌ  ܯܫ

olacak şekilde ܴ nin bir ܫ ideali rsa ܯ ye bir ça ımsal modül de r va rp ni . 

Önerme 1.2.16: ܴ bir halka, ܯ bir çarpımsal ܴ-modül olsun. ܰ, ܯ’nin bir çarpımsal alt 

modülü olmak üzere ܰ ൌ ሺܰ:ܯሻܯ dir. 

İspat : ܯ bir çarpımsal ܴ-modül olduğundan ܰ ൌ  .ideali vardır ܫ olacak şekilde ܴ nin bir ܯܫ

Dolayısıyla ܫ ك ሺܰ:ܯሻ dir. Böylece ܰ ൌ ܯܫ ك ሺܰ:ܯሻܯ ك ܰ olup ܰ ൌ ሺܰ:ܯሻܯ elde 

edilir. 

 

 

1.3 Temel Topoloji Kavramları 

Tanım 1.3.1: Boştan farklı olan bir ܺ kümesi ile bunun alt kümelerinden oluşan bir ߬ ailesi 

verilsin. Eğer bu ߬ ailesi için; 
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א • e ׎ ܺא ߬ v ߬ 

• ଵ א ߬ ve ଶܶ א ߬ iken ଵܶ ת ଶܶ א ߬ ܶ

• ߬ kümesinin keyfi sayıda elemanlarından oluşan herhangi bir alt aile Aൌ ሼ ௜ܶ|݅ א  ሽ olmak߉

üzere tüm ௜ A elemא ı için ڂ ௜ܶ א ߬௜א௸   ܶ anlar

sağlanıyor ise  ailesine ܺ üzerinde bir topoloji , ߬ሻ ikilisine de bir topolojik uzay denir. ߬  ve ሺܺ

Tanım 1.3.2: ߬ topolojisinin her bir elemanına ሺܺ, ߬ሻ uzayında bir açık küme adı verilir. 

Sonuç 1.3.3: Bir ሺܺ, ߬ሻ uzayında; 

• ܺ ve  açık kümelerdir. 

• Sonlu sayıda açık kümenin kesişimi de açıktır. 

• Keyfi sayıda açık kümenin birleşimi de açıktır. 

Örnek 1.3.4:  

1. Bir ܺ kümesinin kuvvet kümesi Pሺܺሻ olmak üzere ߬ ൌPሺܺሻ ailesi ܺ üzerinde bir topoloji 

oluş rur. Bu topo k topoloji ve ሺܺ, ߬ሻ uzayına da ayrık uzay denir. tu lojiye ayrı

2. Bir ܺ kümesi için ߬ ൌ ሼܺ,  ܺ ሽ ailesi ܺ üzerinde bir topoloji oluşturur. Bu topolojiye׎

üzerinde ayrık olmayan topoloji ve böylece elde edilen ሺܺ, ߬ሻ uzayına da ayrık olmayan 

uzay denir. 

3. Bir ܺ kümesinin alt kümelerinde oluşan ߬௦ ൌ ሼ׎, ׎ ് ܣ ؿ  ܺ ሽ ailesiݎı݈ܾ݈ܽ݅݅ݕܽݏ ௖ܣ|ܺ

üzerinde bir topoloji oluşturur. Bu topolojiye ܺ üzerinde sayılabilir tümleyenler topolojisi 

denir. 

Tanım 1.3.5: Bir ܺ kümesi üzerinde ߬ଵ ve ߬ଶ topolojileri verilsin. Eğer her ܶ א ߬ଵ için ܶ א ߬ଶ 

oluyorsa ߬ଵ topolojisine ߬ଶ topolojisinden daha kaba ya da ߬ଶ topolojisi ߬ଵ topolojisinden daha 

ince olarak adlandırılır. ߬ଵ ve ߬ଶ topolojileri için ߬ଵ ؿ ߬ଶ veya ߬ଶ ؿ ߬ଵ oluyorsa bu iki 

topolojiye karşılaşt lir topolojiler, aksi durumda karşılaştırılamaz topolojiler denir.  ırılabi

Tanım 1.3.6: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayında açık bir kümenin tümleyeni olan kümeye veya 

tümleyeni açık olan kümeye kapalı küme denir. 

Örn . 7: ek 1.3.4 te verilenler için; ek 1 3.  Örn

1. zayının kapalı kümeler ailesi Pሺܺሺܺ, ߬ ൌ Pሺܺሻሻ u ሻ tir. 

2. ሺܺ, ߬ ሼ׎, ܺሽሻ uzayının kapalı kümeler ailesi de ሼ׎, ܺሽ tir. ൌ

3. Bir ܺ kümesi üzerindeki ߬௦ topolojisinin kapalı kümeleri  ሼܺ, ܤ ك  .ሽ olurݎı݈ܾ݈ܽ݅݅ݕܽݏ ܤ|ܺ

 
 

Önerme 1.3.8: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayında; 
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1.  ve ܺ birer kapalı kümedir. 

2. Sonlu sayıda kapalı kümenin birleşimi de kapalıdır. 

3. Keyfi sayıda k kümenin kesişimi de kapalıdır. apalı 

Tanım 1.3.9: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayı ve bu uzayın bir ܻ alt kümesinin göz önüne alalım. 

Bu uzayın ܻ alt kümesini içeren tüm kapalı alt kümelerinin kesişimine ܻ nin kapanışı denir ve 
തܻ ile gösterilir. 

Sonuç 1.3.10: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayında ܻ nin kapanışı, ܻ kümesini içeren en küçük 

kapalı kümedir. 

Önerme 1.3.11: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayının bir ܻ alt kümesinin kapalı olması için gerek ve 

yeter koşul ܻ ൌ തܻ   olmasıdır. 

Örnek 1.3.12: ܺ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁ሽ üzerindeki ߬ ൌ ሼ׎, ሼܽሽ, ሼܿ, ݀ሽ, ሼܽ, ܿ, ݀ሽ, ሼܾ, ܿ, ݀, ݁ሽ, ܺሽ 

topolojisine göre kapalı kümeler ailesi ߬̃ olmak üzere, 

߬̃  ൌ ሼܺ, ሼܾ, ܿ, ݀, ݁ሽ, ሼܽ, ܾ, ݁ሽ, ሼܾ, ݁ሽ, ሼܽሽ,  ;ሽ dir. Şu halde bazı alt kümelerinin kapanışı׎

ሼܽሽതതതത ൌ ሼܽሽ, ሼܽ, ܾሽതതതതതതത ൌ ሼܽ, ܾ, ݁ሽ, ሼܽ, ܿሽതതതതതതത ൌ ܺ, ሼܾሽതതതത ൌ ሼ݁ሽതതതത ൌ ሼܾ, ݁ሽ, ሼܽ, ݀ሽതതതതതതത ൌ ሼܽ, ݁ሽ,                  

ሼܿሽതതതത ൌ ሼ݀ሽതതതത ൌ ሼܾ, ܿ, ݀, ݁ሽ dir. Ayrıca burada ሼܽሽ kümesi kapanışına eşit olduğundan kapalı bir 

kümedir. 

Örnek 1.3.13: ܣ sonlu bir alt kümeyse ܣҧ ൌ كolur ܣ Թ . 

Tanım 1.3.14: ሺܺ, ߬ሻ bir topolojik uzay olsun ve BؿPሺܺሻ ailesini göz önüne alalım. ߬ 

topolojisinin her açık kümesi, açık kümelerden oluşan B ailesinin elemanlarının birleşimi 

şeklinde yazılabiliyors B esine ߬ topolojisinin bir tabanı denir. a   ail

Önerme 1.3.15: Bir Bؿ a lesinin ܺ kümesi üzerinde bir ߬ topolojisi üretmesi için; Pሺܺሻ i

a. ܤ ܺ B olmak üzere א ൌ  ܤڂ

b. Kesişimleri boş kümeden farklı her ܣ ܤ B ve her א ݔ B ile her א א ܣ ת  elemanına ܤ

karşılık ݔ א ௫ܥ ؿ ሺܣ ת ܥ ሻ şeklinde birܤ lemanının varlığı gerekli ve yeterlidir. ௫ B e א

Örnek 1.3.16:  gerçel sayılar k i elemanı yardımıyla                  ümesinin ܽ ൏ ܾ şeklindeki ik

ሺܽ, ܾሻ ൌ ሼݔ א Թ|ܽ ൏ ݔ ൏ ܾሽ 

biçimde tanımlanan açık aralıkların oluşturduğu  

Rൌ ሼ׎, ሺܽ, ܾሻ|ܽ א Թ, ܾ א Թሽ 

ailesi  üzerinde bir topoloji belirler. 

 
 



8 
 

Tanım 1.3.17: Bir ܺ kümesi, bu kümenin bir ܻ alt kümesi ve bir AؿPሺܺሻ ailesi verilmiş 

olsun. Eğer ܻ ൌ ܨ|ܨሼڂ Aא  oluyorsa A ailesine ܻ alt kümesinin bir örtüsü denir. Eğer A 

sayılabilir ise sayılabilir örtü, A sonlu ise sonlu örtü adını alır. Ayrıca, ܺ üzerindeki bir ߬ 

topolojisi için eğer A߬ؿ  ise A örtüsünün durumuna göre açık örtü, sayılabilir açık örtü ve 

sonlu açık örtü şeklinde kullanılır. 

Tanım 1.3.18: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayının her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa bu 

uzay quasi kom kt o rak adlandırılır. pa la

Tanım 1.3.19: ܺ ve ܻ birer topolojik uzay ve ݂: ܺ ՜ ܻ bir fonksiyon olsun. Eğer ܻ nin her 

açık alt kümesinin ters görüntüsü ܺ te açıksa ݂ fonksiyonuna sürekli denir. 

Örnek 1.3.20: ܺ ve ܻ birer topolojik uzay ve ܽ א ܻ olsun. Öyleyse ܺ ten ܻ ye giden ve sabit 

ܽ değerini alan ݃௔ fonksiyonu sür lid  açık bir küme ise; ek ir. Nitekim eğer ܷ ك ܻ

݃௔ିଵሺܷሻ ൌ ൜ܺ,   ܾ א ܾ   ,׎݁ݏ݅ ܷ ב  ݁ݏ݅ ܷ

olur. 

Teorem 1.3.21: ܺ ve ܻ birer topolojik uzay ve ݂: ܺ ՜ ܻ bir fonksiyon olsun. ݂ nin sürekli 

olması için gerek ve yeter koşul ܻ nin her kapalı alt kümesinin ters görüntüsünün kapalı 

olmasıdır. 

Tanım 1.3.22: ܺ ve ܻ birer topolojik uzay ve ݂: ܺ ՜ ܻ bir fonksiyonu ܺ in açık (kapalı) her 

alt kümesini ܻ nin açık (kapalı) alt kümesine götürüyorsa ݂ fonksiyonuna açık (kapalı) 

fonksiyon denir. 

Sonuç 1.3.23: Sürekli bir ݂: ܺ ՜ ܻ fonksiyonunun, eğer varsa tersi açık ve kapalı bir 

fonksiyondur. 

Sonuç 1.3.24: Sürekli birebir ve örten bir ݂: ܺ ՜ ܻ fonksiyonunun tersi açık ve kapalı bir 

fonksiyondur. 

Tanım 1.3.25: ܺ ve ܻ birer topolojik uzay olmak üzere ݂: ܺ ՜ ܻ fonksiyonu aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa ݂ ye bir homeomorfizma denir: 

•  birebir ve örten, ݂

• rekli, ݂ sü

• ݂ିଵ sürekli. 

 
 

Eğer bu fonksiyon mevcutsa ܺ ve ܻ uzayları homeomorfik olarak adlandırılır. 
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Tanım 1.3.26: ܺ bir topolojik uzay ve  ଵܺ ile ܺଶ kapalı kümeler olmak üzere ܺ ൌ ଵܺ ׫ ܺଶ 

iken ଵܺ ൌ ܺ  veya ܺଶ ൌ ܺ oluyorsa ܺ e indirgenemez denir.  

Tanım 1.3.27: ܺ bir topolojik uzay olsun. ܺ in indirgenemez alt kümelerinin maksimaline ܺ 

in indirgenemez bileş ı verilir. eni ad

Tanım 1.3.28: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayının ݔ ് ,ݔ olacak şekildeki her ݕ ݕ א ܺ için bu 

elemanlardan en az birinin diğerini içine almayan bir komşuluğu varsa bu uzaya ଴ܶ uzayı ve ߬ 

topolojisine de ଴ܶ topolojisi denir. 

Örnek 1.3.29: Bir ܺ si üzerindeki ayrık topolojiye göre bir ଴ܶ uzayıdır. küme  

Tanım 1.3.30: Bir ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzayının ݔ ് ,ݔ olacak şekildeki her ݕ ݕ א ܺ için, bu 

elemanların her birinin diğerini içine almayan bir komşuluğu varsa bu uzaya ଵܶ uzayı ve ߬ 

topolojisine de ଵܶ topolojisi denir. 

Örnek 1.3.31: Herhangi bir ܺ kümesi için ߬ ൌPሺܺሻ topolojisi bir ଵܶ topolojisidir. 

Sonuç 1.3.31: H ı bir ଴ܶ uzay k i doğru değildirer ଵܶ uzay ıdır. Fa at ters . 

Örnek 1.3.32: ܺ ൌ ሼܽ, ܾሽ üzerindeki ߬ ൌ ሼ׎, ሼܾሽ, ܺሽ topolojisi bir ଴ܶ topolojisidir ancak ଵܶ 

topolojisi değildir. 
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Önerme 2.1.7: ܴ bir derecelendirilmiş halka, ܫ,  ݌ .derecelendirilmiş idealleri olsun ݌ ve ܬ

derecelendirilmiş asal ideal ve ܫ ת ܬ ك ܫ ise ݌ ك ܬ veya ݌ ك  .dir ݌

 

2. DERECELENDİRİLMİŞ HALKALAR 

2.1 Derecelendirilmiş Halkaların Özellikleri 

Tanım 2.1.1: ܩ, birimi ݁ olan bir çarpımsal grup ve ܴ bir halka olsun. ܴ nin ݃ א  ile ܩ

indekslenmiş ܴ௚ toplamsal alt grupları ve her ݃, ݄ א ܴ ,için ܩ ൌْ௚ீא ܴ௚ ve ܴ௚ܴ௛ ك ܴ௚௛ 

oluyorsa ܴ ye bir ܩ-derecelendirilmiş halka denir ve ܩሺܴሻ ile gösterilir. 

 ܴ௚ nin elemanları ݃. dereceden homojen olarak adlandırılır. Tüm homojen elemanların 

kümesi ݄ሺܴሻ ile gösterilir ve ݄ሺܴሻ ൌ ڂ ܴ௚௚ீא  dir. Her bir ܽ א ܴ, tüm terimleri sıfırdan farklı 

olacak şekildeki tek türlü yazılan sonlu ∑ ܽ௚௚ீא  toplamından oluşur. Buradaki ܽ௚ 

elemanlarına ܽ n n ܴ௚ deki ݃-bileşeni adı verilir.  ı

Örnek 2.1.2: ܴ bir halka olmak üzere ܴሾܺሿ polinom halkasını ele alalım. ݅, ݆ א Գ ve         

ܴ௜ ൌ ௜ olmak üzere ܴሾܺሿݔܴ ൌْ௜ஹ଴                   .௜ olarak yazılabilirݔܴ

Ayrıca  ܴ௜ ௝ܴ ൌ ௝ݔ௜ܴݔܴ ൌ ௜ା௝ݔܴ  ൌ ܴ௜ା௝ olduğundan ܴ ሿ bir derecelendirilmiş halkadıሾܺ r. 

Teorem 2.1.3: ܴ bir derecelendirilmiş halka olsun. 1ோ, ݁. dereceden homojendir yani 1ோ א ܴ௘ 

dir. 

İspat : 1ோ א ܴ௔ olsun. Her ݃ א .için 1 ܩ ௚ݔ ൌ ௚ olduğundan ܴ௔ܴ௚ݔ ൌ ܴ௚ dir. Dolayısıyla 

ܽ݃ ൌ ݃ olup ൌ ݁ elde edilir. ܽ

Sonuç 2.1.4:  derecelendir i halka olmak üzere ܴ௘, ܴ nin bir alt halkasıdır. ܴ bir ilm ş 

İspat : ܴ௘ܴ௘ ك ܴ௘ olduğundan ܴ௘, ܴ halkasındaki işleme göre kapalıdır. Ayrıca Teorem 2.1.3 

e göre 1ோ א ܴ௘ lduğundan ܴ௘ bir alt halkadır.  o

Tanım 2.1.5: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܫ bir ideali olsun. ݃ א ௚ܫ için ܩ ൌ ܫ ת ܴ௚ 

olmak üzere ܫ ൌْ௚ீא              nın ܫ ,௚ܫ ya ܴ nin bir derecelendirilmiş ideali denir ve ܫ ௚ iseܫ

݃-bileşeni olarak adlandırılır. ܫ daki homojen elemanların kümesini ݄ሺܫሻ ൌ ݄ሺܴሻ ת  ile ܫ

göstereceğiz. 

Not : ܴ nin derecelendirilmiş ܫ ideali tez içeris de ܫ ீٱ ܴ ile gösteri kin lece tir. 

Tanım 2.1.6: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ݌ bir has ideali olsun. ܽ, ܾ א ݄ሺܴሻ olmak üzere 

ܾܽ א ܽ olması ݌ א ܾ veya ݌ א  ye bir derecelendirilmiş ideal ݌ olmasını gerektiriyorsa ݌

denir.  
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İspat : ܫ ת ܬ ك ܫ ve ݌ م ܽ olsun. Bu durumda bir ݌ א ݄ሺܫሻ ך  elemanı mevcuttur. Her ݌

ܾ א ݄ሺܬሻ elemanı için ܾܽ א ܬܫ ك ܫ ת ܬ ك ܾ derecelendirilmiş asal olduğundan ݌ ve ݌ א  olup ݌

ܬ ك  .elde edilir ݌

Sonuç 2.1.8: ܴ bir derecelendirilmiş halka, ܫ,  ݌ .derecelendirilmiş idealleri olsun ݌ ve ܬ

derecelendirilm ş asal ideal ve ܬܫ ك ܫ ise ݌ ك ݌ eya ܬ ك dir. i ݌  v

Tanım 2.1.9: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܫ derecelendirilmiş bir ideali olsun. Her ݃ א  ܩ

için ݔ௚௡೒ א olacak şekilde ݊௚ ܫ ൐ 0 mevcut ise tüm ݔ א ܴ elemanlarının kümesine ܫ nın 

derecelendirilmiş radikali denir ve ݎܩሺܫሻ ile gösterilir. Eğer ܩ ,ݎሺܴሻ nin bir homojen elemanı 

ise ݎ א ሻ olܫሺݎܩ ası için gerek ve yeter koşul bazı ݊ çin ݎ௡ א olmasıdır.  m ܫ א  Գ i

Tanım 2.1.10: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܩ ,ܫሺܴሻ nin derecelendirilmiş bir ideali ve 

ܫ ് ܴ olsun. ܫ ه ܬ ه ܴ olacak şekilde ܩሺܴሻ nin ܬ ideali yoksa ܫ ya derecelendirilmiş 

maksimal ideal denir. 

 

2.2 D

ܿ݁݌ܵ-ܩ ሺܴሻ nin tüm asal ideallerinin kümesiܩ

erecelendirilmiş Halkalar ÜzerindeTopoloji 

ሺܴሻ ile gösterilecektir.  

Tanım 2.2.1: ܩ ,ܫሺܴሻ nin bir ideali olsun. ܸோሺܫሻ ൌ ሼ݌ א ݌|ሺܴሻܿ݁݌ܵ-ܩ  ل  nın ܫ ሽ kümesiܫ

çokluğu olarak a la r.  d ndırılı

Önerme 2.2.2: ܩ ,ܫሺܴሻ nin bir ideali olmak üzere ܸோሺܫሻ kümesi için aşağıdaki ifadeler 

doğr du ur: 

1. ሺ0 ݁݌ܵ   ve ܸோሺܴሻ ൌ ோܸ ׎ ሻ ൌ -ܩ ܿሺܴሻ  

ځ .2 ܸோሺܫ௜ሻ ൌ ܸோሺ∑ ௸א௜௜ܫ ሻ௜א௸  

3. ܸோሺܫሻ ׫ ܸோሺܬሻ ൌ ܸோሺܫ ת ሻܬ ൌ ܸோሺܬܫሻ 

İspat : 

1.  ideali ܩሺܴሻ nin tüm asal idealleri tarafından içerildiğinden ܸோሺ0ሻ ൌ  ܴ ሺܴሻ veܿ݁݌ܵ -ܩ 

yi kapsayan bir derecelendirilmiş asal ideal mevcut olmadığından ܸோሺܴሻ ൌ  olduğu ׎

r.  

 
 

görülü

2.  Her ߉ için ݌ א ሺܫ௜ሻ  ݌ א ځ ܸோሺܫ௜ሻ௜א௸ ֞ ݅ א  ܸோ

                               ֞ H r  ݅ in ܫ௜ ك e   ݌ א iç ߉

                               ֞∑ ௜ܫ ك ௸א௜݌

݌ ֞                             א ܸோሺ∑ ௸א௜௜ܫ ሻ  
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olduğundan ځ ܸோሺܫ௜ሻ ൌ ௸אܸ

݌ .3 א ܸோሺܫ ת   ݌  ሻܬ

ோሺ∑ ௸א௜௜ܫ ሻ௜  elde edilir. 

֜ ܫ ת ܬ ك

ܬ                           ك ֜݌ ܫ ك veya ݌   

                          veya ܸோሺܬሻ  ֜ ݌ א ܸோሺܫሻ ݌ א

                        ோ ோሺܬሻ dir.  ֜ ݌ א ܸ ሺܫሻ ׫ ܸ

Yani ܸோሺܫ ת ሻܫோሺܸ ك ሻܬ ׫ ܸோሺܬሻ dir. Ters kapsama için, ܸோሺܫሻ ك ܸோሺܫ ת            ሻ veܬ

ܸோሺܬሻ ك ܸோሺܫ ת ܸ ሻ ׫ ܸோሺܬሻ ك ܸோሺܫ ת ܫሻ olduğundan ோሺܬ  .ሻ elde edilirܬ

Benzer şekilde ݌ א ܸோሺܬܫሻ   ֜ ܬܫ ك ݌

ܬ                                        ك ֜݌ ܫ ك veya ݌   

                                      veya ܸோሺܬሻ  ֜ ݌ א ܸோሺܫሻ ݌ א

                  ோ ׫ ܸோሺܬሻ                     ֜ ݌ א ܸ ሺܫሻ

olduğundan ܸோሺܬܫሻ ك ܸோሺܫሻ ׫ ܸோሺܬሻ dir ve ters kapsama için, ܸோሺܫሻ ك ܸோሺܬܫሻ ve      

ܸோሺܬሻ ك ܸோሺܬܫ u a ோሺܬሻ ك ܸோሺܬܫሻ bulunur.  ሻ olduğ nd n ܸோሺܫሻ ׫ ܸ

Sonuç 2.2.3: ߞሺܴሻ ൌ ሼܸோሺܫሻ|ܫ  ሽ kümeler ailesi kapalı kümeler için topolojik uzayܴீٱ

aksiyomlarını sağlar. ܿ݁݌ܵ -ܩሺܴሻ üzerinde oluşturulan bu topoloji Zariski topolojisi veya 

spektral topoloji olarak adlandırılır. 

Önerme 2.2.4: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ݎ א ݄ሺܴሻ olsun. ܦ௥ ൌ ך ሺܴሻܿ݁݌ܵ -ܩ ܸோሺܴݎሻ 

bir açık kümedir ve ሼܦ௥|ݎ א ݄ሺܴሻሽ, ܿ݁݌ܵ -ܩሺܴሻ üzerindeki Zariski topolojisi için bir tabandır.  

İspat : ܷ, ܺ te herhangi bir açık küme olsun. Dolayısıyla derecelendirilmiş bir ܫ ideali için 

ܷ ൌ ܺ ך ܸோሺܫሻ dır. Şu halde, ܷ ൫ڂ ௜௔೔א ൯ ൌ ܺ ך ܸோ ሼܽ ሽ௛ሺூሻ

ך                                                    ځ ሺ ሻ௔೔ൌ ܺ ܸோ ܽ௜א௛ሺூሻ  

                                                   ሺ ך ܸோሺܽ௜ሻሻ௔೔א௛ሺூሻ   ൌ ڂ ܺ

                                                   ൌ ڂ ௛ሺூሻא௔೔௔೔ܦ   

elde edilir ve ሼܦ௥|ݎ mesinin Zariski topolojisi için bir taban olduğu görülür. א ݄ሺܴሻሽ kü

Önerme 2 : ௥ܦ  ת ௥௦.2.5  Her ݎ, ݏ א ݄ሺܴሻ için ௦ܦ ൌ ܦ  dir. 

İspat : ݌ ௥ܦ א ת ௦ܦ  ֞ ܴݎ م ܴݏ ve ݌ م  ݌ ֞ ܴݏݎ م  ݌ ֞ ݌ א  ௥௦ olduğundan ispatܦ

tamamlanmış olur. 

 
 

Önerme 2.2.6: Her ݎ, ݏ א ݄ሺܴሻ için ܦ௥ ൌ             ௦ olması için gerek ve yeter koşulܦ

൫√ܴݎ൯ ൌ ൫√ܴݏ൯ olmasıdır. 
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İspat : ܦ௥ ൌ ௦ܦ ܸோሺ֞ ሻܴݎ ൌ ܸோሺܴݏሻ  

                             ܴሻ için (ݎ א ݌ ֞ ݏ א ֞ (݌ her ݌ א ሺܿ݁݌ܵ‐ܩ

                           ֞ ൫√ܴݎ൯ ൌ ൫√ܴݏ൯ 

elde edilir.  

Önerme r ݎ א ݄ሺܴሻ ௥ quaܦ  i kttır.  2.2.7: He  için s -kompa

İspat : ݎ א ݄ሺܴሻ olsun. Her ݅ ௜ݏ Λ için א א ݄ሺܴሻ olmak üzere ൛ܦ௦೔|݅ א Λൟ kümesi ܦ௥ nin bir 

açık örtülüşü olsun. Böylece ܦ௥ ݁݌ܵ ሺܴሻ \ܸோሺܴݎሻ  ൌ ܩ- ܿ

                                                    ௦௜א Λڂ ك ܦ ೔       

                                    ௜א Λ - ோ
௜ ሻ                    ൌ ڂ ܩ ܸ\ሺܴሻܿ݁݌ܵ ሺݏ ܴ

ڂ                                       ܸோሺݏ௜ሻ                 ൌ Λ א௜ܩ \ሺܴሻܿ݁݌ܵ-

dir ve buradan ܸோሺڂ ሼݏ௜ሽ௜א Λ ሻܸكோሺݎሻ ൌ ܸோ൫√ܴݎ൯ bulunur. Böylece √ܴݎ ك ඥሺڂ ሼݏ௜ሽ௜א Λ ሻ 

elde edilir. Dolayısıyla  ݎ௡ א ሺڂ ሼݏ௜ሽ௜א Λ ሻ olacak şekilde bir ݊ א Գ vardır. Böylece her ݆ א  ߂

için ݐ௝ א ݄ሺܴሻ olmak üzere  ݎ௡ ൌ ∑ ௱א௝௝ݏ௝ݐ  olacak şekilde sonlu bir Δك Λ alt kümesi vardır. 

Diğer yandan  ݌ א ܸோሺݎሻ֞݌ א ܸோሺݎ௡ሻ olduğundan dolayı ሺܴݎሻ௡ ك ൫൛ݏ௝|݆ א  ൟ൯ dır ve߂

buradan ܸோ ቀ൫൛ݏ௝|݆ א  ك ൟ൯ቁ߂ ܸோሺݎ௡ሻ ൌ ܸோሺݎሻ elde edilir. Şu halde ځ ܸோ൫ݏ௝൯ ௱א௝ك ܸோሺݎሻ 

olduğundan ڂ ሺܩ௝א௱ ௝൯ሻݏሺܴሻ\ܸோ൫ܿ݁݌ܵ- ل ௥ܦ ሻ olur ve böyleceݎሺܴሻ\ܸோሺܿ݁݌ܵ-ܩ ك ڂ ௱א௦ೕ௝ܦ  

elde edilir.  Δ kü esi sonlu olduğundan ܦ௥ quasi kompaktt  m ır.

Teorem 2.2.8: ܴ bir derecelendirilmiş halka olmak üzere, ܿ݁݌ܵ-ܩሺܴሻ Zariski topolojisi için 

bir ଴ܶ uzayıdır. 

İspat : ܲ, ܳ א ܲ  ,ሺܴሻܿ݁݌ܵ -ܩ ് ܳ olsun. ݎ א ݄ሺܴሻ için ݎ א ܲ\ܳ olduğunu kabul edelim. 

Öyleyse ܲ ב ݎ ௥ veܦ ב ܳ olduğundan ܴݎ م ܳ olup ܳ ב ܸோሺܴݎሻ dir. Dolayısıyla ܳ א  ௥ܦ

elde ed r açık küme olduğundan ܿ݁݌ܵ -ܩሺܴሻ bir ଴ܶ u ır. ilir ve ܦ௥ bi zayıd

Not : ܿ݁݌ܵ-ܩሺܴሻ üzerinde oluşturulan Zariski topolojisi, ܩሺܴሻ nin bir ܫ ideali için                

൫ܴܿ݁݌ܵ-ܩ ൗܫ ൯  üzerinde de düşünülebileceğinden tüm özellikler bu küme için de sağlanır. 
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3. DERECELENDİRİLMİŞ MODÜLLER 

3.1 Derecelendirilmiş Modüllerin Özellikleri 

Tanım 3.1.1: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܯ bir ܴ-modül olsun. ൛ܯ௚ൟ௚ீא  modülünün ܯ ,

alt gruplarının ailesi olmak üze ݄ א  için  re her ݃, ܩ

ܯ ൌْ௚ீא ௚ veܯ ௚ܯ௛ ك ܴ  ௚௛ܯ

oluyorsa ܴ-modül ܯ ye ܩ-derecelendirilmiş ܴ-modül (veya derecelendirilmiş ܴ-modül) 

n .  de ir

ܴ௚ܯ௛ kümesi, ݎ௚ א ܴ௚ ve ݉௛ א  ௚݉௛ elemanlarının sonlu toplamlarındanݎ ௛ olmak üzereܯ

oluşan ܯ nin toplamsal alt grubudur. Tüm homojen elemanların kümesi ݄ሺܯሻ ile gösterilir ve 

݄ሺܯሻ ൌ ڂ ீא௚ܯ  dir.  ௚

Örnek 3.1.2: ܴ bir halka ve ܯ bir ܴ-modül olsun. ܯሾܺሿ bir derecelendirilmiş ܴሾܺሿ-

modüldür. Çünkü, ܴሾܺሿ ൌْ௜ஹ଴ ௜ݔܴ ൌْ௜ஹ଴ ܴ௜ ve ܯሾܺሿ ൌْ௜ஹ଴ ௜ݔܯ ൌْ௜ஹ଴  ௜ şeklindeܯ

yazılırsa ܴ௜ܯ௝ ൌ ݔܯ ሺܴܯሻݔ௜ା௝ ൌ ௜൯൫ݔ௜ା௝ olduğu görülür. ൫ܴܯ ௝൯ ൌ

Önerme 3.1.3: ܯ ൌْ௚ீא ݃ ௚ derecelendirilmiş bir ܴ-modül ise herܯ א  ௚ altܯ nin ܯ için ܩ

grubu bi ܴr ௘-modüldür. 

İspat :  ܴ௘ܯ௛ ൌ ܯ  olduğundan ispat açıkt ك . ௘௛ܯ ௛ ır

Tanım 3.1.4: ܯ ൌْ௚ீא  .nin bir alt modülü olsun ܯ ,ܰ ௚ derecelendirilmiş bir ܴ-modül veܯ

Her  ݃ א için ௚ܰ ܩ ൌ ܰ ܰ ௚ olmak üzereܯת ൌْ௚ீא ௚ܰ ise ܰ ye ܯ nin bir 

derecelendirilmiş alt modülü denir. Ayrıca ௚ܰ, ܰ nin ݃-bil rak adlandırılır.  eşeni ola

Not : ܯ nin derecelendirilmiş ܰ alt modülü tez içerisinde ܰ ൏ீ  .ile gösterilecektir ܯ

Önerme 3.1.5: ܴ bir derecelendirilmiş halka, ܯ ൌْ௚ீא  ௚ derecelendirilmiş bir ܴ-modülܯ

ve ܰ, ܯ nin bir derecelendirilmiş alt modülü olsun. Her ݃ א ܯiçin  ൫ ܩ ܰൗ ൯
௚
ൌ ൫ܯ௚ ൅ ܰ൯

ܰ
൘  

ile ܯ ܰൗ  bölüm modülü bir ܩ-derec n iş ܴ-m dül pı ir.  

 

ele dirilm o ya labil

İspat : ْ௚ீא ൫ܯ ܰൗ ൯
௚
ൌْ௚ீא

൫ܯ௚ ൅ ܰ൯
ܰ
൘ ൌ ْ௚ீא ௚ܯ ൅ ܰ

ܰൗ ൌ ܯ ൅ܰ
ܰൗ ൌ ܯ

ܰൗ  ve 

ܴ௚൫ܯ ܰൗ ൯
௛
ൌ ܴ௚

ሺܯ௛ ൅ ܰሻ
ܰൗ ൌ ܴ௚ܯ௛ ൅ ܴ௚ܰ ൅ ܰ

ܰൗ ك ௚௛ܯ ൅ ܰ
ܰൗ ൌ ൫ܯ ܰൗ ൯

௚௛
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olduğundan ܯൗ  bölüm modülü bir ܩ-derecelendirilmiş ܴ-modüldür. ܰ

Tanım 3.1.6: ܯ ve ܯᇱ derecelendirilmiş ܴ-modüller olsun. ߪ א ܯ:݂ olmak üzere ܩ ՜   ᇱܯ

ܴ-modül homomorfizması her ߬ א ఛሻܯiçin ݂ሺ ܩ ك ᇱܯ
ఛఙ koşulunu sağlıyorsa ݂ ye ߪ 

derecesinden derecelendirilmiş homomorfizm  denir ve ఙ݂ ile gösterilir.  a

Not : Özel olarak ߪ ൌ ݁ olduğunda ௘݂ yerine ݂ kullanılacaktır.  

Tanım 3.1.7: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül, ܰ de ܯ nin 

bir derecelendirilmiş ܴ-alt modülü ve ሺܰ:ܯሻ ൌ ܰ .olsun ݌ ് ܽ ve ܯ א ݄ሺܴሻ ve ݉ א ݄ሺܯሻ 

olmak üzere ܽ݉ א ܰ iken ܽ א ݉ veya ݌ א ܰ oluyorsa ܰ ye derecelendirilmiş asal (݌-asal) alt 

modül denir. 

Yardımcı Teorem 3.1.8: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܰ derecelendirilmiş bir ܴ-modül ܯ 

nin derecelendirilmiş ܴ-alt modülü olsun. Bu durumda  ሺܰ:ܯሻ ideali ܴ nin derecelendirilmiş 

idealidir. 

İspat : Her ݃ א ሻ௚ܯ:için ሺܰ ܩ ൌ ሺܰ:ܯሻ ת ܴ௚ ك ሺܰ:ܯሻ yani  ْ௚ீא ሺܰ:ܯሻ௚ ك ሺܰ:ܯሻ dir. 

Diğer taraftan ܽ ൌ ∑ ܽ௚௚ீא א ሺܰ:ܯሻ olsun. Her ݅ ൌ 1,2, … , için ܽ௚೔ ݐ ് 0 ve her               

݃ ב ሼ ଵ݃, ݃ଶ, … , ݃௧ሽ için ܽ௚ ൌ 0 olmak üzere genelliği bozmadan ܽ ൌ ∑ ܽ௚೔
௧
௜ୀଵ  kabul 

edebiliriz. ܽ א ሺܰ:ܯሻ olduğundan ∑ ܽ௚೔
௧
௜ୀଵ ܯ ك ܰ dir. ܯ derecelendirilmiş ܴ-modül 

olduğundan bir ݉ א ve her ݆ için ݉௛ೕ ܯ ് 0 olmak üzere ݉ ൌ ∑ ݉௛ೕ
௞
௝ୀଵ  yazabiliriz. 

Buradan her  ݆ için ܽ݉௛ೕ א ܰ elde edilir. Böylece ∑ ܽ௚೔݉௛ೕ
௞
௜ୀଵ ൌ ܽ݉௛ೕ א ܰ ve ܰ 

derecelendirilmiş alt modül olduğundan ܽ௚೔݉௛ೕ א ܰ dir. Dolayısıyla ܽ௚೔ܯ ك ܰ olup       

ܽ௚೔ א ሺܰ:ܯሻ ve aynı zamanda ܽ௚೔ א ܴ௚೔ olduğundan ܽ௚೔ א ሺܰ:ܯሻ௚೔ elde edilir ve ters 

kapsama da gösterilmiş olur. 

 Önerme 3.1.9: ܴ bir derecelendirilmiş halka ve ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܰ, 

 ሻ, ܴ nin derecelendirilmiş asalܯ:nin bir derecelendirilmiş asal ܴ-alt modülü ise ሺܰ ܯ

idealidir. 

İspat : ܰ derecelendirilmiş asal ܴ-alt modül olduğundan ሺܰ:ܯሻ ് ܴ dir. Yardımcı teorem 

3.1.8 den ሺܰ:ܯሻ derecelendirilmiş idealdir. ܽ, ܾ א ݄ሺܴሻ olmak üzere ܾܽ א ሺܰ:ܯሻ ve 

ܾ ב ሺܰ:ܯሻ olsun. Şu halde ܾܽܯ ك ܰ ve bir ݉ א ܾ݉ için ܯ ב ܰ dir. ܯ derecelendirilmiş 

olduğundan bir ݃ א için ܾ݉௚ ܩ ב ܰ dir. ܾܽ݉ א ܰ ve ܰ derecelendirilmiş olduğundan 

ܾܽ݉௚ א ܰ dir ve ܰ derecelendi s  ve ܾ݉௚ ב ܰ  olduğundan ܽ א ሺܰ:ܯሻ dir.

 
 

rilmiş a al  

Not : Yukarıdaki önermede ሺܰ:ܯሻ ܴ nin derecelendirilmiş asal ideali iken ܰ ܯ nin 
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derecelendirilm modülü olmayabilir.  iş asal ܴ-alt 

Örnek 3.1.10: ܴ ൌ Ժ ൌ ܴ଴ -derecelendirilmiş halka ve ܯ ൌ Ժ ൈ Ժ bir Ժ-derecelendirilmiş 

ܴ-modül olsun. ܰ ൌ 4Ժ ൈ ሼ0ሽ derecelendirilmiş alt modülünü ele alalım.                   

ሺܰ:ܯሻ ൌ ሼݎ א Ժ|ݎሺԺ ൈ Ժሻ ك 4Ժ ൈ ሼ0ሽሽ ൌ 0, ܴ de derecelendirilmiş asaldır ancak      

2ሺ2,0ሻ א ܰ iken 2 ב ሺܰ:ܯሻ ve ሺ2,0ሻ ב ܰ olduğundan ܰ alt modülü ܯ nin derecelendirilmiş 

asal alt modülü değ ir.  ild

Not : ܴ bir halka ܫ, ܫ ve ܲ idealleri olsun. Önerme 1.1.9 dan ܲ asal ideal ve ܬ ת ܬ ك ܲ iken 

ܫ ك ܲ veya ܬ ك ܲ olduğunu biliyoruz. Ancak bu özelliği derecelendirilmiş asal alt modüller 

için genelleyem iz.  ey

Örnek 3.1.11: Ժ-derecelendirilmiş  Ժ ൈ Ժ Ժ-modülünü ele alalım. Öncelikle ܰ ൌ ሼ0ሽ ൈ ሼ0ሽ 

asal alt modülünün derecelendirilmiş asal alt modül olduğunu gösterelim. ݎ א ݄ሺܴሻ ve 

݉ א ݄ሺܯሻ ൌ ሺԺ ൈ 0ሻ ׫ ሺ0 ൈ Ժሻ alalım. ሺܰ:ܯሻ ൌ 0 olduğu açıktır. ݉ݎ א ሼ0ሽ ൈ ሼ0ሽ  ve  

ሼ . ݉ ב ሼ0ሽ ൈ 0ሽ olsun

݉ ൌ ሺܽ, 0ሻ א ݄ሺܯሻ için ݎሺܽ, 0ሻ ൌ ሺܽݎ, 0ሻ א ሼ0ሽ ൈ ሼ0ሽ olup ݎ ൌ 0 א ሺܰ:ܯሻ olduğu görülür. 

Benzer şekilde ݉ ൌ ሺ0, ܾሻ א ݄ሺܯሻ için aynı sonuç elde edilir.                   

ሺԺ ൈ ሼ0ሽሻ ת ሺሼ0ሽ ൈ Ժሻ ك ሼ0ሽ ൈ ሼ0ሽ olur fakat ሺԺ ൈ ሼ0ሽሻ م ሼ0ሽ ൈ ሼ0ሽ ve                   

ሺሼ0ሽ ൈ Ժሻ ሼ0 م ሼ0ሽ dır.  ሽ ൈ

Tanım 3.1.12: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܯ nin derecelendirilmiş ܰ alt modülü 

için ܰ ൌ       ye çarpımsal derecelendirilmiş ܯ ideali varsa ܫ ሺܴሻ nin birܩ olacak şekilde ܯܫ

ܴ-modül denir. 

Yardımcı Teorem 3.1.13: ܯ bir çarpımsal derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere ܰ, ଵܰ ve 

ଶܰ de ܯ nin derecelendirilmiş alt modülleri olsun. Bu durumda ܰ derecelendirilmiş asal alt 

modül is ଵ ת ଶܰ ك ܰ iken ଵܰ ك ܰ veya ଶܰ ك ܰ dir. e ܰ

İspat : ܯ çarpımsal derecelendirilmiş ܴ-modül olduğundan ଵܰ ൌ ve ଶܰ ܯܫ ൌ  olacak ܯܬ

şekilde ܩሺܴሻ nin ܫ ve ܬ idealleri vardır. Şu halde  ܯܫ ת ܯܬ ك ܰ ise                   

ሺܯܫ ת ሻܯ:ܯܬ ൌ ሺܯ:ܯܫሻ ת ሺܯ:ܯܬሻ ك ሺܰ:ܯሻ dir. Önerme 3.1.9 a göre ሺܰ:ܯሻ 

derecelendirilmiş asal ideal olduğundan, ሺܯ:ܯܫሻ ك ሺܰ:ܯሻ veya ሺܯ:ܯܬሻ ك ሺܰ:ܯሻ elde 

edilir. Bu durumda ሺܯ:ܯܫሻܯ ك ሺܰ:ܯሻܯ veya ሺܯ:ܯܬሻܯ ك ሺܰ:ܯሻܯ ve ܯ 

derecelendirilmiş çarpımsal ܴ-modül olduğundan ܯܫ ك ܰ veya  ܯܬ ك ܰ  yani ଵܰ ك ܰ veya 

ଶܰ ك ܰ dir. 

 
 

Tanım 3.1.14: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere ܯ ൌ ௚భݔܴ ൅ ௚మݔܴ ൅ ൅ڮ  ௚೙ݔܴ
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olacak şekilde ݔ௚భ, ,௚మݔ … , ௚೙ݔ א ݄ሺܯሻ elemanları mevcutsa ܯ derecelendirilmiş ܴ-modülüne 

sonlu üretilmiştir denir. 

 

ሻ erinde Topoloji Üzࡹሺࢉࢋ࢖ࡿ-ࡳ 3.2

Önerme 3.2.1: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܯ nin bir derecelendirilmiş  ܰ alt 

modülü için  ܸכሺܰሻ ൌ ሼܲ א ܲ|ሻܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ل ܰሽ çokluğunu tanımlayalım. Şu halde aşağıdaki 

ifade  nin derecelendirilm leri ܰ, ௜ܰ ve ܮ için doğrudur: ler ܯ iş alt modül

1. ሺ0 -  ve ሺܯሻ ൌ כܸ ׎ ሻ ൌ ܩ ሻܯሺܿ݁݌ܵ  כܸ 

ځ .2 ሺכܸ ௜ܰሻ ൌ ∑ሺכܸ ௜ܰ௜א௸ ሻ௜א௸  

ሺܰሻכܸ .3 ׫ ሻܮሺכܸ ك ሺܰכܸ ת  .ሻ dirܮ

İspat :  

1. 0 alt modülü, tüm derecelendirilmiş asal alt modüller tarafından içerildiğinden                       

ሺ0ሻכܸ ൌ  yi kapsayan herhangi bir derecelendirilmiş asal alt modül ܯ ሻ dir veܯሺܿ݁݌ܵ‐ܩ 

ğın ൌ ׎ u göolmadı dan ܸכሺܯሻ  olduğ rülür. 

2. Her ݅ א çin ܲ א ௜ሻ  ܲ א ځ ሺכܸ ௜ܰሻ  ֞ ௜א௸ i ߉ ሺܰכܸ

                                    Her ݅ א  ௜ܰ ك ܲ  ֞ için ߉

                               ܲ  ֞∑ ௜ܰ௜א௸ ك

                              ֞ ܲ א ∑ሺכܸ ௜ܰ௜א௸ ሻ  

olduğunda ç elde edilir

3.   ܰ ת ܮ ك ܰ ve ܰ ת ܮ ك ሺܰሻכܸ olduğundan ܮ ك ሺܰכܸ ת ሻܮሺכܸ ሻ veܮ ك ሺܰכܸ ת  ,ሻܮ

dolayısıyla ܸכሺܰሻ ׫ ሻܮሺכܸ ك ሺܰכܸ ת  ሻ dir. Ancak ters kapsama, Önerme 1.1.9ܮ

derecelendirilmiş asal alt modüller için geçerli olmadığından sağla m  

n sonu . 

n az.

Sonuç 3.2.2: Topolojik uzay aksiyomlarının tümü sağlanmadığından ܸכሺܰሻ kümesi topolojik 

bir yapı oluşturmaz.  

Tanım 3.2.3: Bir ܯ derecelendirilmiş ܴ-modülü üzerinde כߞሺܯሻ ൌ ሼܸכሺܰሻ|ܰ ൏ீ  ሽ kümesiܯ

sonlu birleşim altında kapalı olduğundan ܸכሺܰሻ kümesi kapalı küme olarak göz önüne 

alınırsa, ܯ ye ܩ op modül ve כߞሺܯሻ ile oluşturulan topolojiye quasi-Zariski topolojisi denir. -t

Teorem 3.2.4: ܯ ir çarpımsal derecelendirilmiş ܴ-modül ise ܩ-top m b odüldür. 

İspat : ܯ nin ܩ-top modül olduğunu kanıtlamak için  ܸכሺܰ ת ሻܮ ك ሺܰሻכܸ ׫  ሻܮሺכܸ

kapsamasının gösterilmesi yeterlidir.  
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ܲ א ሺܰכܸ ת ֜ ሻܮ

 
 

 ܰ ת ܮ ك ܲ  

                           ֜ ሺܰ ת ሻܯ:ܮ ك ሺܲ:ܯሻ  

ك                           ሺܲ:֜ ሺܰ:ܯሻ ת ሺܯ:ܮሻ   ሻܯ

                            a ሺܯ:ܮ ֜ك ሺܰ:ܯሻ ك ሺܲ:ܯሻ vey ሻ ሺܲ:ܯሻ  

                          ֜ ሺܰ:ܯሻܯ ك ሺܲ:ܯሻܯ veya ሺܯ:ܮሻܯ ك ሺܲ:ܯሻܯ   

dir. ܯ bir çarpımsal derecelendirilmiş ܴ-modül olduğundan Yardımcı Teorem 3.1.13 e göre 

ܰ ك ܲ veya ܮ ك ܲ olur. Yani ܲ א ܲ ሺܰሻ veyaכܸ א                 ሻ elde edilir. Dolayısıylaܮሺכܸ

ܲ א ሺܰሻכܸ ׫  olup kapsam s ilmiş olur. ܸכሺܮሻ a gö ter

Sonuç 3.2.5: ߞ′ሺܯሻ ൌ ሼܸכሺܯܫሻ|ܫ ீٱ ܴሽ kümesi sonlu birleşim altında kapalı olduğundan bir 

topoloji oluşturur. Bu topoloji ߬ ′ ile gösterilsin. 

Sonuç 3.2.6: ܯ bir ܩ-top modül ise ߬כ topolojisi ߬ ′ topolojisinden daha incedir. 

 Yukarıdaki iki sonuçtan faydalanarak bir başka topolojik yapı tanımlayalım. 

Önerme 3.2.7: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܯ nin bir derecelendirilmiş  ܰ alt 

modülü için  ܸሺܰሻ ൌ ሼܲ א ሻܯ:ሻ|ሺܲܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ  ل ሺܰ:ܯሻሽ çokluğunu tanımlayalım. Şu halde 

ni ܯ e , ௜ܰ ve ܮ için aşağıdaki ifadeler  doğrudur: n der celendirilmiş alt modülleri ܰ

1. 0ሻ ‐ ሻ v  ܸሺ ൌ ܩ ܯሺܿ݁݌ܵ e ܸሺܯሻ ൌ ׎

ځ ሻܯሻܯ .2 ܸሺ ௜ܰሻ ൌ ܸሺ∑ ሺ ௜ܰ:௜א௸௜א௸

3. ܸሺܰሻ ׫ ܸሺܮሻ ൌ ܸሺܰ ת  .ሻ dirܮ

İspat : 

1.   ሺ0:ܯሻ derecelendirilmiş idealini ܲ א  ሻܯ:ሻ olmak üzere tüm ሺܲܯሺܿ݁݌ܵ‐ܩ 

derecelendirilmiş asal idealleri kapsadığı için ܸሺ0ሻ ൌ    ሻ dir. Ayrıcaܯሺܿ݁݌ܵ‐ܩ 

ሺܯ:ܯሻ ൌ ܴ ve ܴ yi kapsayan derecelendirilmiş asal ideal bulunmadığından ܸሺܯሻ ൌ  ׎

olduğu görülür. 

2. ܲ א ځ ܸሺ ௜ܰሻ௜א௸  ֞ çin  her  ݅ א i ߉ ܲ א ܸሺ ௜ܰሻ  

                                   her  çin ֞ ݅ א i ߉ ሺ ௜ܰ: ሻܯ ك ሺܲ:ܯሻ  

  ݅ her ֞                                    ܯ א için ሺ ߉ ௜ܰ: ܯሻܯ ك ሺܲ:ܯሻ

                                      ֞   ሺ∑ ሻܯ ሻܯ ك ܲ  ሺ ௜ܰ:௜א௸ ሻܯ ك ሺܲ:ܯ

                                  ֞  ܲ א  ܸሺ∑ ሺ ௜ܰ: ௸א௜ܯ ሻܯሻ  
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֞ ሺܰ: ሻ ك

                                                              ֞ ܲ א ܸሺܰሻ  

 

      ıyl ௜ሻ ൌ ܸሺ∑௜א௸ dir. Dolayıs ܯ a ځ ܸሺܰ ሺ ௜ܰ:ܯሻ ሻ௜א௸  elde edilir.  

3.   ܰ ܮ  lduğundan ܸሺܰሻ ك ܸሺܰ ת ሻܮሻ ve ܸሺܮ ك ܸሺܰ ת ת ሻ  olupܮ ܮ ك ܰ ve ܰ ת ܮ ك  o

       e ers kapsama için,  ܸሺܰሻ ׫ ܸሺܮሻ ك ܸሺܰ ת ሻ elde dilir. Tܮ

       ܲ א ܸሺܰ ת ֜  ሻܮ ሺܰ ת ሻܯ:ܮ ك ሺܲ:ܯሻ  

                                ሺܲ:֜ ሺܰ:ܯሻ ת ሺܯ:ܮሻ ك   ሻܯ

ܯ:ܲ                                 ሻܯ ك ሺܲ:ܯሻ  ֜ ሺܰ:ܯሻ ك ሺ ሻ veya ሺܮ:

                                 veya א ܸሺܮሻ  ֜ ܲ א ܸሺܰሻ ܲ

                               ֜ ܲ א ܸሺܰሻ ׫ ܸሺܮሻ  

       olduğundan eşitlik elde edilmiş olur. 

Tanım 3.2.8: ߞሺܯሻ ൌ ሼܸሺܰሻ|ܰ ൏ீ  ሽ kapalı kümeler ailesi sonlu birleşim altında herܯ

zaman kapalı olduğu için topolojik uzay aksiyomlarının tümünü sağlamış olur. ܯ üzerinde 

t lan bu topolojiye Zarsiki topolojisi denir. Bu topoloji sin. oluş uru ߬ ile gösteril

,כ߬ ,߬ τᇱ topolojileri arasındaki bağıntıları incelemek için ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ üzerindeki Zariski 

topolojisini ele alalım. 

Yardımcı teorem 3.2.9: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül ve ܰ ve ܯ ,ܮ nin derecelendirilmiş 

alt modülleri olsun. ሺܰ:ܯሻ ൌ ሺܯ:ܮሻ ise ܸሺܰሻ ൌ ܸሺܮሻ dir. ܰ ve ܮ derecelendirilmiş asal alt 

modüller ise ifadenin tersi de doğrudur. 

pat : ܲ א ل ܲ א ܸሺܮሻ olduğu görülür. İs ܸሺܰሻ ֞ ሺܲ:ܯሻ ሺܰ:ܯሻ ൌ ሺܯ:ܮሻ ֞

 asal ise ሻ ሻܰ  ܰ א ܸሺܰሻ ൌ ܸሺܮ ֜ ሺܰ:ܯ ل ሺܯ:ܮሻ dir.  

ܮ asal ise ܮ א ܸሺܮሻ ൌ ܸሺܰሻ ሻܯ:  ֜ ل ሺܰ:ܯሻ olup ሺܰ:ܯ ൌ ሺܯ:ܮሻ elde edilሺܮ ሻ ir. 

Yardımcı Teorem 3.2.10: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül ve ܰ, ܯ nin bir 

derecelendirilmiş alt modülü ve ݌ א                   .ሺܴሻ olsunܿ݁݌ܵ-ܩ 

ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ ൌ ሼܲ א ሻܯ:ሻ|ሺܲܯሺܿ݁݌ܵ ൌ                    ሽ olmak üzere݌

ܸሺܰሻ ൌ ሺே:ெሻܩ ݌ܵ- ܿ ሻ  mevcڂ௣א௏ೃ ݁ ௣ሺܯ  eşitliği uttur. 

İspat :  ܲ א ڂ  ௏ೃሺே:ெሻא௣ܩ ֞ ሻܯሻ  Bazı  için ሺܯ௣ሺܿ݁݌ܵ- ݌ א ܸோሺܰ:ܯሻ ܲ א ܿ݁݌ܵ-ܩ 

                                                               in ሺܲ:ܯሻ ൌ ֞  ݌ Bazı ݌ א ܸோሺܰ:ܯሻ iç

ܯ                                                                ݌ ൌ ሺܲ:ܯሻ 
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olduğundan ܸሺܰሻ ൌ ௏ೃሺே:ெא௣ڂ ሻܩ .ሻ dirܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-

Yardımcı Teorem 3.2.11: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül ve  ܰ, ܯ nin bir 

derecelendirilmiş alt modülü olsun. ܸሺܰሻ ൌ ܸ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ ൌ  ൯ dir. Özel olarakܯሻܯ:൫ሺܰכܸ

ide ܫ ሺܴሻ nin  her derecelendirilmişܩ i ሻ dali içܯ n ܸሺܯܫሻ ൌ ܫሺכܸ ir.  

İspat : ሺܰ:ܯሻܯ ك ܰ olduğundan ܸሺܰሻ ك  ܸ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ dir. ܲ א  ܸ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ alalım. Bu 

durumda ሺሺܰ:ܯሻܯ:ܯሻ ك   ሺܲ:ܯሻ dir. Ayrıca ሺܰ:ܯሻ ك ሺሺܰ:ܯሻܯ:ܯሻ olduğu gösterilirse 

ܲ א ܸሺܰሻ olur ve ters kapsama gösterilmiş olur. ݎ א ሺܰ:ܯሻ olsun. Şu halde     

ك א ൫ሺܰ:ܯሻܯ:ܯ൯ olduğundan istenen elde edilmiş olur. ݎሺሺܰ:ܯሻܯሻ ܰݎ ك ݎ olup ܯ

ܲ א ܸሺܰሻ ֞ ሺܲ:ܯሻ ل ሺܰ:ܯሻ 

֞                ܯሻܯ: ܲ ل ሺܲ:ܯሻܯ ل ሺܰ

                 ֞ ܲ א  ൯ܯሻܯ:൫ሺܰכܸ

olduğundan ܸሺ ൯ dir. ܰሻܯሻܯ:൫ሺܰכ ൌ ܸ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ ൌ ܸ

Sonuç olarak  ߞሺܯሻ ൌ ሻܯᇱሺߞ ك  :ሻ olduğu görülür ve sıradaki teorem elde edilirܯሺכߞ

Teorem 3.2.12: 

1. Derecelendirilmiş bir ܴ-modül ܯ için ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ üzerindeki ߬ topolojisi ile ߬ᇱ topolojisi 

eşit  tir.

2. Bir ܯ derecelendirilmiş ܩ-top modülü için ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ üzerindeki ߬כ topolojisi, ߬ 

topolojisinden daha incedir. 

İspat : Yardımcı teoremlerden elde edilen ߞሺܯሻ ൌ ሻܯᇱሺߞ ك ߬ ሻ sonucundanܯሺכߞ ൌ ߬ᇱ ك  כ߬

olduğu görülür. 

 

ࡹሺࢉࢋ࢖ࡿ-ࡳ 3.3 i ࢉ ቀࡾ ሻൗࡹሺ࢔࢔࡭ ቁ Arasındaki İliş i ሻ le ࢋ࢖ࡿ-ࡳ k

Boştan farklı ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ kümesi her derecelendirilmiş ܴ-modül için Zariski topolojisine 

sahip olsun. തܴ ൌ ܴ
ሻൗܯሺ݊݊ܣ  olmak ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ yerine ܺ ve ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ yerine ܺோത  

kullanılacaktır. Her derecelendirilmiş ܴ-modül ܯ için ܺ üzerindeki Zariski topolojisinin 

tanımından, ܺ ile ܺோത

 
 

 arasındaki ilişki incelenecektir. 

Tanım 3.3.1: Her ܲ א ܺ için ߮:ܺ ՜ ܺோത , ܲ հ ሺܲ:ܯതതതതതതሻ fonksiyonu birebir eşleme olup ߮ 

fonksiyonu ܺ in doğal tasviri olarak adlandırılır.  
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Önerme 3.3.2: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܯ ve ܴ üzerinde oluşturulan Zariski 

topolojileri için tanımlanan ߮:ܺ ՜ ܺோത , ܲ հ ሺܲ:ܯതതതതതതሻ doğal tasviri süreklidir. Özel olarak 

ሺܴሻ ninܩ ݊݊ሺܯሻ yi içeren her ܫ derecelendirilmiş ide li ିଵ ቀܸோതሺܫ ҧሻቁ ൌ ܸሺܯܫሻ dir.  ܣ a için ߮

İspat : ߮ tasvirinin sürekliliğini ispatlamak için ܫ ҧ, ܩሺ തܴሻ nin bir ideali olmak üzere        

ܸோതሺܫ ҧሻ א ሺߞ തܴሻ için ߮ିଵ ቀܸோതሺܫ ҧሻቁ א ܲ ሻ olduğu gösterilmelidir. Birܯሺߞ א ߮ିଵ ቀܸோതሺܫ ҧሻቁ için                 

߮ሺܲሻ ൌ ሺܲ:ܯതതതതതതሻ א ܸோതሺܫ ҧሻ ֞ ሺܲ:ܯതതതതതതሻ ل ܫ ҧ ır.  

ܽ א ܫ ת ݄ሺܴሻ olsun. ܽ ൅ ሻܯሺ݊݊ܣ א ሺܲ:ܯത

d

തതതതതሻ ֜ ܽ ൅ ሻܯሺ݊݊ܣ ൌ ݔ ൅ ֜ ሻܯሺ݊݊ܣ ݔ െ ܽ א

ሻܯሺ݊݊ܣ ֜ ሺݔ െ ܽሻܯ ൌ 0 dır. Her ݉ א ݄ሺܯሻ ך ܲ için ሺݔ െ ܽ)݉ ൌ ݉ݔ െ ܽ݉ א ܲ elde 

edilir. ݉ݔ א ܲ olduğundan ܽ݉ א ܲ, yani ܽ א ሺܲ:ܯሻ olduğu görülür. Dolayısıyla ܫ ك

ሺܲ:ܯሻ ֜ ܯܫ ك ܲ ֜ ܲ א ܸሺܯܫሻ dır. Ters kapsama için, ܲ א ܸሺܯܫሻ olsun. Bu durumda 

ܯܫ ك ܲ א ܫ ሻ iseܯሺܿ݁݌ܵ -ܩ ك ሺܲ:ܯሻ א ܫ ሺܴሻ yaniܿ݁݌ܵ -ܩ ҧ ك ሺܲ:ܯതതതതതതሻ א ሺܿ݁݌ܵ -ܩ തܴሻ  dir. 

Buradan ሺܲ:ܯതതതതതതሻ ܫோതሺܸ א ҧሻ olup ߮ሺܲሻ ܫோതሺܸ א ҧሻ elde edilir. Dolayısıyla ߮ିଵ ቀܸோതሺܫ ҧሻቁ ൌ  ܸሺܯܫሻ 

olup ߮ tasviri süreklidir. 

Önerme 3.3.3: Bir ܯ derecelendirilmiş ܴ-modülü ve ܲ, ܳ א ܺ için aşağıdaki ifadeler denktir: 

1. ோത  do ebir߮:ܺ ՜ ܺ ğal tasviri bir dir. 

2. ܲ, ܳ ܸሺ א  ܺ için ܸሺܲሻ ൌ ܳሻ ise ܲ ൌ ܳ dur. 

3. Her ݌ א |ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ| ሺܴሻ içinܿ݁݌ܵ-ܩ ൑ 1 dir. 

 

İspat :  

1 2:  ܸ ሻ ሺ ֜ܯ: ሺܲ ൌ ܸ ܳሻ iken ሺതܲതതതതതሻ ൌ ሺܳ തܯ :തതതതതሻ ve ߮ bire ir ol an ܲ ൌ ܳ dur. 

|ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ| :2֜3 ൐ 1 olsun. ܲ, ܳ א ሻܯ:ሻ ise ሺܲܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ ൌ ሺܳ:ܯሻ ൌ       .dir ݌

Yardımcı Teorem 3.2.9 dan ܸሺܲሻ ൌ ܸሺܳሻ olduğu görülür ve kabulümüzden  ܲ ൌ ܳ olup 

ç şki el ௣ሺܯሻ| ൑ 1 dir. 

b duğund

eli de edilir yani |ܿ݁݌ܵ-ܩ

3֜1: ሺܲ:ܯതതതതതതሻ ൌ ሺܳ:ܯതതതതതതሻ olsun. Bu durumda ሺܲ:ܯሻ ൌ ሺܳ:ܯሻ ൌ                   .yazılabilir ݌

|ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ| ൑ 1 duğundan ܲ ൌ ܳ olup ߮ doğal ta e ird ol sviri bir b ir. 

Teorem 3.3.4: Bir ܯ derecelendirilmiş ܴ-modülü için ߮: ܺ ՜ ܺோത  .nin doğal tasviri olsun ܯ , 

Eğer ߮ örten ise hem kapalı hem açıktır. Yani her ܰ derecelendirilmiş alt modülü için 

߮ሺܸሺܰሻሻ ത തൌ ܸோሺܰ:ܯതതതതതሻ ve  ߮ሺܺ ܰ ൌ ܸோ െ ܸோሺܰ:ܯതെ ܸሺ ሻሻ ത ത തതതതതሻ dir.  

İspat : ߮ିଵ ቀܸோതሺܫ ҧሻቁ ൌ ܸሺܯܫሻ ise ߮ିଵ ቀܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻቁ ൌ ܸ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ ൌ ܸሺܰሻ dir. ߮ örten 
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olduğundan ߮ ל ߮ିଵ ቀܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻቁ ൌ ߮൫ܸሺܰሻ ܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻ dir. ൯ ൌ

  ߮൫ܺ െ ܸሺܰሻ൯ ൌ ߮ ൬߮ିଵ൫ܺோത൯ െ ߮ିଵ ቀܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻቁ൰ 

                          ൌ  ߮ ൬߮ିଵ ቀܺோത െ ܸோതሺതܰ  തതതതതሻቁ൰ܯ:

ל                           ିଵ ቀܺ ത ோതሺܰ:ܯതതതതതതሻቁ ൌ ߮ ߮ ோ െ ܸ

                          ൌ ܺோത െ ܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻ 

 elde edilir. 

Sonuç 3.3.5: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere ܯ nin doğal tasviri ߮: ܺ ՜ ܺோത  

örten olsun. ߮ n birebir olması için gerek ve yeter koşul hom morfizma olmasıd ni eo ır. 

Sonuç 3.3.6: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere ܯ nin doğal tasviri ߮: ܺ ՜ ܺோത  

örten i ifadeler birbirine denktir:  olsun. Aşağıdak

1. ğlantılıdır. ܺ ൌ ሻ baܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ

2. ܺோത ൌ ሺܿ݁݌ܵ-ܩ തܴሻ bağlantılıdır. 

İs at :  p

1֜2: Farz edelim ki ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ  bağlantılı olmasın. Bu durumda ܸሺܣҧሻ ve ܸሺܤതሻ boştan farklı, 

ayrık ve kapalı kümeler olmak üzere ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ ൌ ܸሺܣҧሻ ׫ ܸሺܤതሻ yazılır. ߮ doğal tasviri 

sürekli olduğundan ܺ ൌ ߮ିଵ൫ܺோത൯ ൌ ߮ିଵሺܸሺܣҧሻሻ ׫ ߮ିଵሺܸሺܤതሻሻ dir. Dolayısıyla ܺ boştan 

farklı, ayrık ve kapalı iki kü enin birleşimi olarak yazıldığından bağlantılı değildir. m

2֜1: ܺோത  bağlantılı olsun. ܺ bağlantılı değilse hem kapalı hem açık olacak şekilde boştan 

farklı bir ܻ has alt kümesi vardır. Böylece Teorem 3.3.4 e göre ׎ ് ߮ሺܻሻ ؿ ܺோത  hem kapalı 

hem açıktır. ߮ሺܻሻ, ܺோത  nin bir has alt kümesidir. Aksini kabul edelim, yani ߮ሺܻሻ ൌ ܺோത  olsun. 

ܻ açık olduğundan ܰ bir derecelendirilmiş alt modül olmak üzere  ܻ ൌ ܺ െ ܸሺܰሻ şeklinde 

yazılabilir yani ߮ሺܻሻ ൌ ܺோത െ ܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻ olup ܸோതሺܰ:ܯതതതതതതሻ ൌ       elde edilir. Buradan ׎

ሺܰ:ܯതതതതതതሻ ൌ   തܴ ve böylece ܰ ൌ ܻ olduğu görülür, şu halde ܯ ൌ ܺ െ ܸሺܰሻ ൌ ܺ െ ܸሺܯሻ ൌ ܺ 

çelişkisi olur. Bu durumda ise ܺோത  nin  ve ܺோത  den başka hem açık hem kapalı olan bir alt 

kümesi bulunmuş olduğundan ܺோത  bağlantılı olduğu kabulü ile çelişir. Dolayısıyla ߮ሺܻሻ, ܺோത  

nin bir has alt kümesidir

 
 

. 

Önerme 3.3.7: ܯ ve ܯᇱ derecelendirilmiş ܴ-modüller, ܺ ൌ                    ,ሻܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ
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ܺᇱ ൌ ܯ:݂ ᇱሻ   veܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ՜ :ߠ  ᇱ bir epimorfizma olsun. Bu durumdaܯ ܺᇱ ՜ ܺ,             

ܲԢ հ ݂ିଵ ሺ klidir.  

 
 

ܲᇱሻ tasviri süre

İspat : Bir ܲᇱ א ܺᇱ ve  ܴ-modül ܯ nin derecelendirilmiş alt modülü ܰ olmak üzere ܸሺܰሻ, ܺ 

t h nge erha i bir kapalı küme olsun. Buradan,  

ᇱ ିଵ ିଵ כ ܲᇱ ିଵ ᇱ ܲ א ߠ ൫ܸሺܰሻ൯ ൌ ߠ ቀܸ ൫ሺܰ:ܯሻܯ൯ቁ ֞ ሺߠ ሻ ൌ ݂ ሺܲ ሻلሺܰ:ܯሻܯ 

                                                                              ֞ ܲᇱ ل ݂ሺሺܰ:ܯሻܯሻ ൌ ሺܰ:ܯሻܯᇱ 

൫ሺܰכ                                          ൯ܯሻܯ ൌ ܸሺሺܰ:ܯሻܯᇱሻ                              ֞ ܲᇱ א ܸ :

elde edilir. Dolayısıyla ିߠଵ൫ܸሺܰሻ൯ ൌ ܸሺሺܰ:ܯሻܯᇱሻ olup ߠ tasvirinin sürekli olduğu görülür. 

 

ࡳ 3.4 ሻ Üze in opolojisi İçin Taban -ࢉࢋ࢖ࡿሺࡹ r deki Zariski T

Her ݎ א ݄ሺܴሻ için ܺ௥ ൌ ܺ െ ܸሺܯݎሻ tanımlayalım. Bu durumda her  ܺ௥ , ܺ için bir açık 

kümedir  ve ܺ଴ ൌ ଵܺ ,׎ ൌ ܺ olduğu açıktır. 

Önerme 3.4.1:  ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül, ߮:ܺ ՜ ܺோത  bir doğal tasvir ve ݎ א ݄ሺܴሻ 

olsu  B u u ; n. u d r mda

1. ܺ௥  ߮ିଵሺܦ௥ҧሻ ൌ  ,

2. ߮ሺܺ௥ሻ ك ௥ҧܦ  ; ߮ örten ise ߮ሺܺ௥ሻ ൌ ௥ҧܦ   dir. 

İspat :  

1. ߮ିଵሺܦ௥ҧሻ ൌ ߮ିଵ ቀܺோത െ ܸோതሺݎҧ തܴሻቁ ൌ ܺ െ ߮ିଵ ቀܸோതሺݎҧ തܴሻቁ ൌ ܺ െ ܸሺܯݎሻ ൌ ܺ௥ 

2. (1) den elde edilir. 

Sonuç 3.4.2: Herhangi bir ݎ, ݏ א ݄ሺܴሻ için ܺ௥௦ ൌ ܺ௥ ת ܺ௦ dir. 

İspat : Ö rm  3.4.1 i ull narak;

ܺ௥௦ ൌ ߮ିଵሺܦ௥ҧ௦ҧሻ ൌ ߮ିଵሺܦ௥ҧ ת                                                                              ௦ҧሻܦ

                               ൌ ሻ ת ߮ିଵሺܦ௦ҧሻ 

ne e  k a  

߮ିଵሺܦ௥ҧ

                            ൌ ܺ௥ ת ܺ௦ 

 olduğu görülür. 

Önerme 3.4.3: Bir ܯ derecelendirilmiş ܴ-modülü için ܤ ൌ ሼܺ௥|ݎ א ݄ሺܴሻሽ kümesi 

ܺ üzerindeki Zariski topolojisi için bir tabandır. 
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İspat : ܺ ് ሻܯሺߞ .ve ܷ, ܺ te bir açık küme olsun ׎ ൌ ሻܯᇱሺߞ ൌ ሼܸכሺܯܫሻ ൌ ܸሺܯܫሻ|ܫ ீٱ ܴሽ 

olduğundan ܴ  nin derecelendirilmiş bir ܫ ideali için ܷ ൌ ܺ െ ܸሺܯܫሻ dir.                   

ܸሺܯܫሻ ൌ ܸ൫∑ ܽ௜ܯ௔೔אூ ൯ ൌ ܸ൫∑ ሺܽ௜ܯ:ܯሻܯ௔೔אூ ൯ ൌ ځ ܸሺܽ௜ܯሻ௔೔אூ  dir.                   

Buradan, ܷ ൌ ܺ െ ܸሺܯܫሻ ൌ ܺ െ ځ ܸሺܽ௜ܯሻ௔೔אூ ൌ ڂ ܺ௔೔௔೔אூ  elde edilir.                   

Dolayısıyla ܤ ൌ ௥|ݎ א ݄ሺܴሻሽ kümesi ܺ ojisi için bir tabandır. ሼܺ  üzerindeki Zariski topol

Teorem 3.4.4: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܺ in ߮ doğal tasviri örten ise, her  

ݎ א ݄ሺܴ si quasi kompakttır. Özel olarak ܺ uzayı quasi kompakttır. ሻ için  ܺ௥ açık küme

İspat : ܤ ൌ ሼܺ௥|ݎ א ݄ሺܴሻሽ kümesi ܺ üzerindeki Zariski topolojisi için bir taban olduğundan 

ܺ௥ nin herhangi bir açık örtüsü için ܺ௥ ك ڂ ܺ௥ഊఒא௸  olacak şekilde ሼݎఒ א ݄ሺܴሻ|ߣ א  ሽ ailesi߉

vardır. Önerme 3.4.1 (2) den ܦ௥ҧ ൌ  ߮ሺܺ௥ሻ ك ڂ ௸א௥ҧఒఒܦ  dir. ܦ௥ҧ   quasi kompakt olduğundan            

௥ҧܦ ك ڂ ᇲ௸א௥ҧఒఒܦ  olacak şekilde sonlu bir ߉ᇱ            alt kümesi vardır. Önerme 3.4.1 (1) den ߉ ؿ

ܺ௥ ൌ ߮ିଵሺܦ௥ҧሻك ௸ᇲ ܺ௥ഊ olduğu görülür. ׫ఒא

Teorem 3.4.5: ܯ bir sonlu üretilmiş derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ nin bir 

ሼܷఈሽఈא௸ açık örtüsü için ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ nin bir ሼܷఈᇱሽఈא௸  açık örtüsü vardır öyle ki,   

߮ିଵሺܷఈᇱሻ ൌ ܷఈ ır.  d

Sonuç 3.4.6: ܯ bir sonlu üretilmiş derecelendirilmiş ܴ-modül ise ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ quasi 

kompakttır.  

İspat : ሼ ఈܹሽఈܿ݁݌ܵ-ܩ ,௸אሺܯሻ nin bir açık örtüsü olsun. ܯ bir sonlu üretilmiş 

derecelendirilmiş ܴ-modül olduğundan Teorem 3.4.5 ten ߮ିଵሺ ఈܹ
ᇱሻ ൌ ఈܹ olacak şekilde     

ሺܿ݁݌ܵ-ܩ തܴሻ nin ሼ ఈܹ
ᇱሽఈא௸  açık örtüsü olduğunu biliyoruz. ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ quasi kompakt 

olduğundan ܿ݁݌ܵ-ܩሺ തܴሻ yi örten sonlu bir ൛ܹᇱ
ఈ೔ൟ௜ୀଵ

௡
 kümesi mevcuttur. Böylece 

൛߮ିଵ൫ܹᇱ
ఈ೔൯ൟ௜ୀଵ

௡
ümesi de ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ yi örter, yani ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ quasi kompakttır k . 

Teorem 3.4.7: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ߮ doğal tasviri örten ise ܺ in quasi 

kompakt açık k m i sonlu kesişim altında kapalıdır. ü eler

İspat : ܥଵ ve ܥଶ, ܺ in birer quasi kompakt açık kümeleri ve ܥ ൌ ଵܥ ת   ଶܥ ଵ veܥ .ଶ olsunܥ

ܤ ൌ ሼܺ௥|ݎ א ݄ሺܴሻሽ kümesinin elemanlarının sonlu birleşimi şeklinde yazılabilir. Sonuç 3.4.2 

den ܥ kümesi de bu şekilde yazılabilir.  ܥ ൌ׫௜ୀଵ௡ ܺ௥೔  ve Ω, ܥ nin bir açık örtüsü olsun. Bu 

durumda Ω, her bir ܺ௥೔ yi de örter. Teorem 3.4.4 ten her ܺ௥೔ quasi kompakt olduğundan, her 

ܺ௥೔ kümesi Ω nın sonlu bir alt örtüsüne sahip olduğundan ܥ de quasi kompakttır. 
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(1

 

   ሻ nin İndirgenemez Kapalı Alt Kümeleri ve Bu Kümelerin Jenerikࡹሺࢉࢋ࢖ࡿ-ࡳ 3.5

Noktaları 

ܻ, ܺ ൌ  ሺܻሻ veߦ ሻ kümesinin bir alt kümesi olsun. ܻ nin tüm elemanlarının kesişimiܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ

Zariski topolojisi için ܻ nin ܺ teki kapanışı ݈ܥሺܻ ile gösterilecekሻ tir.  

Önerme 3.5.1: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül ve ܻ ؿ ܺ olsun. Bu durumda        

ܸ൫ߦሺܻሻ൯ ൌ ሺܻሻ൯ߦሺܻሻ dir. Böylece ܻ nin kapalı olması için gerek ve yeter koşul  ܸ൫݈ܥ ൌ ܻ 

olmasıdır. 

İspat : ܻ ؿ ܸ൫ߦሺܻሻ൯ olduğundan ݈ܥሺܻሻ ك  ܸ൫ߦሺܻሻ൯ dır. Ters kapsama için, ܸሺܰሻ kümesi ܺ 

in ܻ yi kapsayan kapalı bir alt kümesi olsun.  

Şu halde her ܲ א ܻ için ሺܲ:ܯሻ ل ሺܰ:ܯሻ, buradan ሺߦሺܻሻ:ܯሻ ل ሺܰ:ܯሻ olduğu görülür. Bu 

yüzden her ܳ א  ܸ൫ߦሺܻሻ൯ için ሺܳ:ܯሻ ل ሺߦሺܻሻ:ܯሻ ل ሺܰ:ܯሻ yani ܸ൫ߦሺܻሻ൯ ك ܸሺܰሻ dir. Bu 

ise ܸ൫ߦሺܻሻ൯ nin ܻ yi kapsayan en küçük alt kümesi olduğunu gösterir, dolayısıyla  

ܸ൫ߦሺ ൯ ൌ ሺܻሻ dir. ܻሻ݈ܥ

bir derecelendirilmiş ܴ-modül v ܯ  ߜ ൌ ሼሺܲ ሻ|ܲ א ܯ: ሺܴሻ olsun. eܿ݁݌ܵ-ܩ ܺሽ ؿ

Önerme 3.5.2: Derecelendirilmiş bir ܴ-modül ܯ için ܲ א ܺ olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler gerçekleşir: 

ሺሼ݈ܥ .1 ܸሺܲܲሽሻ ൌ ሻ 

2. Bir ܳ א ܺ için ܳ א      ሻ dir ancak ve ancakܯ:ሺܲلሻܯ:ሺሼܲሽሻ dir ancak ve ancak ሺ݈ܳܥ

ሻ ك ܸሺܲሻ dir. ܸሺܳ

3. ሼ ሽ ܺ te kapalı olması için gerek ve yeter koşul  ܲ  kümesinin 

(a)    ൌ a a ır ve ݌ ሺܲ:ܯሻ, ߜ kümesinin m ksim l elemanıd

(b)    ܿ݁݌ܵ-ܩ௣ሺܯሻ ൌ ሼܲሽ yani |ܿ݁݌ܵ-ܩ௣ሺܯሻ| ൌ 1 olmasıdır. 

İspat :  

1. ܻ ൌ ሼܲሽ 1 den ݈ܥሺሼܲሽሻ ൌ ܸሺܲሻ elde edilir.  alınarak Önerme 3.5.

2. den, ܳ א ݈ܥ ܲሽሻ ൌ ܸሺܲሻ olup Yardımcı Teorem 3.2.9 dan l .) ሺሼ  elde edi ir  

3. ሼܲሽ kümesinin ܺ te kapalı olduğunu kabul edelim. Şu halde ݈ܥሺሼܲሽሻ ൌ ሼܲሽ ve (1) den 

ሼܲሽ ൌ ܸሺܲሻ dir. ݌ ك ݍ olacak şekilde ݍ א ܳ .olsun ߜ א                  asal alt modül ise-ݍ ,ܺ

 ܳ א ܸሺܲሻ ൌ ሼܲሽ dir, yani ܳ ൌ ܲ olup ݌ ൌ  kümesinin ߜ ,݌ elde edilir. Dolayısıyla ݍ

maksimal elemanıdır ve (a) ispatlanmış olur. ܲᇱ א ܩ െ        ሻ olsun. Bu durumdaܯ௣ሺܿ݁݌ܵ

 ሺܲᇱ:ܯሻ ൌ ݌ ൌ ሺܲ:ܯሻ olduğundan ܲᇱ א ܸሺܲሻ ൌ ሼܲሽ olur ve ܲᇱ ൌ ܲ elde edilir. Böylece    
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ܩ  െ ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ ൌ ሼܲሽ dir ve (b) gösterilmiş olur. Diğer taraftan; (a) ve (b) yi kabul 

edelim. ܲ asal olduğundan ሼܲሽ ك ܸሺܲሻ dir. ܳ א ܸሺܲሻ ise ݍ ൌ ሺܳ:ܯሻ ل ሺܲ:ܯሻ ൌ  olup ݌

(a) dan ݍ ൌ ܳ olduğu ve sonuç olarak (b) den ݌ ൌ ܲ olduğu görülür. Dolayısıyla              

 ܸ ܲሻ ൌ ሼܲሽ, yani ሼܲሽ kümesi ܺ te kapalıdır. ሺ

Not : ܣ nın her singleton alt kümesi indirgenemez olduğundan kapanışı .   da indirgenemezdir

Sonuç 3.5.3: ܯ nin her ܲ derecelendirilmiş asal alt modülü için ܸሺܲሻ, ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ nin 

indirgenemez kapalı alt kümesidir.  

İspat : Önerme 3.5.2 ye göre ݈ܥሺሼܲሽሻ ܸሺܲሻ olduğundan sonuç elde edilir. ൌ

Önerme 3.5.4: Bir derecelendirilmiş  ܴ-modül ܯ için ܻ ؿ  ܯ ,ሺܻሻߦ ሻ olsun. Eğerܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ 

nin bir derecelendirilmiş asal alt modülü ise ܻ indirgenemezdir. Tersine, ܻ indirgenemez ise 

Ω ൌ ሼሺܲ:ܯሻ|ܲ א ܻሽ kümesi ܿ݁݌ܵ-ܩሺܴሻ nin indirgenemez alt kümesidir yani                

ሺΩሻߦ ൌ  nin derecelendirilmiş asal idealidir. ሺߦሺܻሻ:ܯሻ, ܴ

İspat : ߦሺܻሻ ൌ  nin derecelendirilmiş asal alt modülü olsun. Bu durumda Sonuç 3.5.3 ve ܯ ,ܳ

Önerme 3.5.1 den ܸሺܳሻ ൌ ܸ൫ߦሺܻሻ൯ ൌ  ሺܻሻ indirgenemezdir, dolayısıyla ܻ de݈ܥ

indirgenemezdir. ܻ indirgenemez olmasaydı, ܻ ൌ ଵܣ ׫  ଶ kapalıܣ ଵ veܣ ଶ olacak şekildeܣ

kümeleri olur ve bu durumda ݅ ൌ 1,2 için ܣ௜ ൌ ܸሺ ௜ܰሻ olacak şekilde ௜ܰ ൏ீ  ,mevcut olurdu ܯ

böylece ܻ ൌ ܸሺ ଵܰሻ ׫ ܸሺ ଶܰሻ ൌ ܸሺ ଵܰ ת ଶܰሻ ൌ  ሺܻሻ çelişkisi elde edilirdi. Tersine, ܻ nin݈ܥ

indirgenemez olduğunu kabul edelim. Öyleyse ܻ nin  ߮ doğal tasviri altındaki görüntüsü 

߮ሺܻሻ ൌ ܻᇱ, Önerme 3.3.2 ye göre ߮ nin sürekliliğinden dolayı ܺோത  nin indirgenemez alt 

kümesidir. Böylece ߦሺܻᇱሻ  ൌ ൫ߦሺܻሻ:ܯതതതതതതതതതത൯ kümesi തܴ nin, dolayısıyla ߦሺΩሻ ൌ ሺߦሺܻሻ:ܯሻ kümesi 

de ܴ nin derecelendirilmiş asal idealidir; yani Ω kümesi ܿ݁݌ܵ-ܩሺܴሻ nin indirgenemez alt 

kümesidir.  

Not : Bu önermeden  ܿ݁݌ܵ-ܩሺܴሻ nin  alt kümesinin indirgenemez olması için gerek ve yeter 

koşulun ߦሺΩሻ nin ܴ nin derecelendirilmiş asal ideali olduğu görülür. Ancak bu önermeyi      

 ሻ nin ܻ alt kümesinin indirgenemezܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ ሻ için genelleştiremeyiz. Yaniܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ

olması için gerek ve yeter koşulun ߦሺܻሻ nin derecelendirilmiş asal alt modülü olduğu genel 

oğr ir.  

 
 

olarak d u değild

݌ א ܺோ ve ܲ א ܺ olmak üzere ܺோ nin ܸோሺ݌ሻ ve ܺ in ܸሺܲሻ indirgenemez alt kümeleri için 

ሻ൯݌൫ܸோሺߦ ൌ  nin her ܯ ,ሺܸሺܲሻሻߦ  nin her zaman derecelendirilmiş asal idealidir fakat ܴ ,݌

zaman derecelendirilmiş asal alt modülü olmayabilir. Sıradaki örnek ܻ, ܺ in indirgenemez alt 

kümesi iken ߦሺܻሻ nin ܯ nin derecelendirilmiş asal alt modülü olmadığını gösterir. 
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Örnek 3.5.5: ݍ asal tamsayı olmak üzere ܯ ൌ Ժ௤ ൈ Ժ olsun. Bu durumda ܯ, aşağıdaki 

koşulları sağlayan derecelendirilmiş sonlu üretilmiş sadık -modüldür: 

(a)  alt modülü ele alınırsa, ሺ0:ܯሻ ൌ ൛ݎ א Ժหݎ൫Ժ௤ ൈ Ժ൯ ൌ 0ൟ ൌ ሺ0ሻ dır, fakat ݍሺ1ത, 0ሻ א 0 iken 

ݍ ב ሺ0:ܯሻ ve ሺ1ത, 0ሻ ב 0 olduğundan , ܯ nin derecelendirilmiş ሺ0ሻ-asal alt modülü 

değildir. 

(b) t modülü  ܯ in derecelendirilmiş ሺ sal alt modülüdür. ܰ ൌ Ժ௤ ൈ ሺ0ሻ al  n 0ሻ-a

(c) ܯݍ ൌ ሺ0തሻ ൈ Ժ  alt modülüݍ celendirilmiş ሺݍሻ-asal alt modülüdür.  ܯ nin dere

Sonuç 3.5.3 ten  ܺ indirgenVerilenlere dayanarak, (b) den ܸሺܰሻ ൌ ܺ tir ve emezdir.  

ܻ ൌ ܺ alınırsa, ߦሺܻሻ ൌ ሺܺሻߦ ك ܰ ת ܯݍ ൌ 0 olduğundan, (a) dan  ߦሺܻሻ ൌ  nin ܯ ,0

derecelendirilm  asal alt modülü değildiriş .  

Sonuç 3.5.6: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. ܯ nin derecelendirilmiş asal alt 

modüllerinin ailesi olan ܻ ൌ ሼ ௜ܲ|݅ א  ሽ kümesi kapsamaya göre lineer sıralı ise ܻ, ܺ teܫ

indirgenemezdir. 

İspat : ߦሺܻሻ ൌ ځ ௜ܲ ൌ ܲ௜א௸  olsun. Şu halde ܲ ് ݎ .dir ܯ א ݄ሺܴሻ ve ݉ א ݄ሺܯሻ olmak üzere 

݉ݎ א ܲ fakat ݉ ב ܲ olsun. Buradan en az bir ݅ א ݉ için ߉ ב ௜ܲ dir ve ௜ܲ derecelendirilmiş 

asal alt modül olduğundan ݎ א ሺ ௜ܲ:ܯሻ dir. ݆ א ݅ olmak üzere ߉ ൏ ݆ olsun. Böylece ௜ܲ ؿ ௝ܲ 

olacağından ݎ א ൫ ௝ܲ:ܯ൯ olduğu görülür. Diğer yandan, eğer ݆ ൏ ݅ ise ௝ܲ ؿ ௜ܲ olacağından 

݉ݎ א ௝ܲ ve ݉ ב ௝ܲ olduğundan ݎ א ൫ ௝ܲ:ܯ൯ olur. Sonuç olarak ݎ א ሺܲ:ܯሻ elde edilir. 

Böylece ߦሺܻሻ nin derecelendirilmiş asal alt modül olduğu, dolayısıyla Önerme 3.5.5 e 

dayanarak ܻ nin ܺ u e i r.  te indirgenemez olduğ  göst rilm ş olu

Sonu  : ı ݌ א ሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ ሺܴሻ içinܿ݁݌ܵ-ܩ ് olsun. Şu halde; ç ׎ 3.5.7  Baz

(a) ‐ ݁ܿ௣ሺܯሻ indirgenemezdir. ܩ ݌ܵ

(b) ݌, ܴ nin derecelendirilmiş maksimal ideali ise ܿ݁݌ܵ‐ܩ௣ሺܯሻ, ܺ in indirgenemez kapalı alt 

kümesidir.   

İspa

 
 

t :  

(a) ݅ א için ௜ܲ ߉ א ܩ െ ሻሻܯ௣ሺܿ݁݌ܵ -ܩሺߦ .ሻ olsunܯ௣ሺܿ݁݌ܵ ൌ ځ ௜ܲ௜א௸  nin derecelendirilmiş 

asal alt modül olduğu gösterilmelidir. ሺځ ௜ܲ௜א௸ ሻܯ: ൌ ځ ሺ ௜ܲ:ܯሻ ൌ ௸א௜݌ځ ൌ  olduğunu ݌

biliyoruz. Şu halde ݎ א ݄ሺܴሻ ve ݉ א ݄ሺܯሻ olmak üzere ݉ݎ א ځ ௜ܲ௜א௸  olsun. Her ݅ א  ߉

için ݉ݎ א ௜ܲ ve ௜ܲ derecelendirilmiş asal alt modül olduğundan ݉ א ௜ܲ veya                           

ݎ א ሺ ௜ܲ:ܯሻ ൌ ݅ dir. Buradan her ݌ א ݉ için ߉ א ځ ௜ܲ௜א௸  veya ݎ א ݌ ൌ ሺځ ௜ܲ௜א௸  ሻܯ:
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ځ֜ ሺ ௜ܰ:ܯሻ௜א௸ ك ሺ ௜ܺ

                                          ֜ሺ ௜ܰ:ܯሻ ك  ሺ ௜ܺ:ܯሻ  

 

olduğundan ߦሺܿ݁݌ܵ -ܩ௣ሺܯሻሻ, derecelendirilmiş ݌-asal alt modüldür. Dolayısıyla Önerme 

5  ten ܿ݁݌ܵ-ܩ௣ሺܯሻ indirgenemezdir. 3. .5

(b) ݌, ܴ nin derecelendirilmiş maksimal ideali olmak üzere ܿ݁݌ܵ-ܩ௣ሺܯሻ ൌ ܸሺܯ݌ሻ olduğu 

sağlanırsa ispat gösterilmiş olur. ܰ א ܸሺܯ݌ሻ olsun. Bu durumda ሺܰ:ܯሻ ل ሺܯ:ܯ݌ሻ ل  ݌

ve ݌ maksimal olduğundan ሺܰ:ܯሻ ൌ ܰ olup ݌ א              ,ሻ elde edilir. Tersineܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ

ܲ א ሻܯ:ሻ için ሺܲܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ ൌ ݌ ك ሺܯ:ܯ݌ሻ olduğundan ሺܲ:ܯሻ ൌ ሺܯ:ܯ݌ሻ dir 

dolayısıyla א ܸሺܯ݌ሻ olduğu görülür. ܲ

Önerme 3.5.8: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül, ܻ ك ܺ ve ሺߦሺܻሻ:ܯሻ ൌ ,݌ ܴ nin asal ideali 

olsun. ܩ ് e ܻ indirgenemezdi-ܵܿ݁݌௣ሺܯሻ is ׎ r. 

İspat : ܲ א ݌ ሻ olsun. Bu durumdaܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ ൌ ሺܲ:ܯሻ ൌ ሺߦሺܻሻ:ܯሻ olduğundan Yardımcı 

Teorem 3.2.9 ve Önerme 3.5.1 e dayanarak  ܸሺܲሻ ൌ ܸ൫ߦሺܻሻ൯ ൌ  ሺܻሻ olduğu görülür. ܸሺܲሻ݈ܥ

nin indirgenem  oluşundan ݈ܥሺܻሻ dolayısıyla ܻ indirgenemezdir. ez

Tanım 3.5.9: ܻ kümesi topolojik bir uzayın kapalı bir alt kümesi olsun. Bir ݕ א ܻ elemanına, 

ܻ ൌ ሽሻ ise  ܻ nin jenݕሺሼ݈ܥ k nokta  denir.  eri sı

 Önerme 3.5.2 (1) den ܯ nin bir ܲ derecelendirilmiş asal alt modülü, ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ nin 

indirgenemez kapalı alt kümesi olan ܸሺܲሻ nin jenerik noktasıdır.  

 Bir ଴ܶ uzayını apalı alt kümesinin je rik nokt  tn k ne ası ektir. 

Teorem 3.5.10:   ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül, ߮:ܺ ՜ ܺோത  doğal tasviri örten ve ܻ ك ܺ 

olsun. Şu halde, ܻ nin  ܺ in indirgenemez kapalı alt kümesi olması için gerek ve yeter koşul 

bazı ܲ א ܺ için ܻ ൌ ܸሺܲሻ olm  asıdır. 

İspat : Sonuç 3.5.3 ten ܻ ൌ ܸሺܲሻ kümesi bazı ܲ א ܺ için ܺ in indirgenemez kapalı alt 

kümesi olduğundan yeter koşul açıktır. Tersine, ܺ in bir ܻ indirgenemez kapalı alt kümesi 

alınırsa ܻ ൌ ܸሺܰሻ olacak şekilde ܯ nin ܰ derecelendirilmiş alt modülü vardır. Önerme 3.5.4 

e dayanarak, ൫ߦ൫ܸሺܰሻ൯:ܯ൯ ൌ ሺߦሺܻሻ:ܯሻ ൌ  nin derecelendirilmiş asal idealidir. ߮ örten ܴ ,݌

olduğundan derecelendirilmiş ݌-asal alt modül olan ܲ א ܺ mevcuttur. Bu durumda              

൫ߦ൫ܸሺܰሻ൯:ܯ൯ ൌ ሺܲ:ܯሻ ൌ ܸ olup Yardımcı Teorem 3.2.9 dan ݌ ቀߦ൫ܸሺܰሻ൯ቁ ൌ ܸሺܲሻ dir. Her 

݅ א için ܸሺܰሻ ߉ ൌ ሼ ௜ܰሽ௜א௸ ve ௜ܺ א  ܸ ቀߦ൫ܸሺܰሻ൯ቁ olsun. Böylece                   

൫ߦ൫ܸሺܰሻ൯:ܯ൯ ك ሺ ௜ܺ:ܯሻ ௜א ሻ   ֜ ሺځ ௜ܰ:ܯ௸ ሻ ك ሺ ௜ܺ:ܯ

 ሻܯ:                                          
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ve ሺܰ:ܯሻ ك ሺ ௜ܺ:ܯሻ olduğundan ௜ܺ א ܸሺܰሻ olup ܸሺܲሻ ك ܸሺܰሻ elde edilir. Tersine,         

ܺ א ܸሺܰሻ alalım. Şu halde ߦ൫ܸሺܰሻ൯ ك ܺ tir. Buradan ሺߦ൫ܸሺܰሻ൯:ܯሻ ك ሺܺ:ܯሻ olur ve 

ܺ א  ܸ ቀߦ൫ܸሺܰሻ൯ቁ ൌ ܸሺܲሻ olduğundan ters kapsama da sağlanır ve ܸሺܲሻ ൌ ܸሺܰሻ olduğu 

gösterilmiş olur. 

Sonuç 3.5.11: ܯ ir derecelendirilmiş ܴ-modül ve ߮:ܺ ՜ ܺோത  do rten olsun.  b ğal tasviri ö

(a) ܺ kümesini, ܺ in indirgenemez kapalı alt kümelerine götüren ܲ հ ܸሺܲሻ eşleşmesi 

tendir. ör

(b) ܺ in indirgenemez bileşenlerinin kümesini, തܴ nin derecelendirilmiş minimal asal 

ideallerine götüren ܸሺܲሻ հ ሺܲ:ܯതതതതതതሻ eşleşmesi birebirdir. 

İspat : 

(a) Teorem 3.5.10 dan ܺ in indirgenemez kapalı alt kümelerinin her ܸሺܲሻ elemanına 

karşılık en az bir ܲ א ܺ mevcut old ik açıktır. uğundan örtenl

(b)  ܺ in her bir indirgenemez bileşeni ሼܸሺܳሻ|ܳ א ܺሽ kümesinin maksimal elemanı 

olduğundan Önerme 3.5.2 ye göre ሺܲ:ܯതതതതതതሻ ൌ ሺܳ:ܯതതതതതതሻ iken ሺܲ:ܯሻ ൌ ሺܳ:ܯሻ olup 

ܸሺܲሻ ൌ ܸሺܳ ısıyla eşleme birebirdir. ሻ dur, dolay

Teorem 3.5.12: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

denktir: 

1. dır. ܺ, ଴ܶ uzayı

2. ோത  do bird߮:ܺ ՜ ܺ ğal tasviri bire ir. 

3. ܲ, ܳ ܸሺ א  ܺ için ܸሺܲሻ ൌ ܳሻ ise ܲ ൌ ܳ dur. 

4. Her ݌ א ሻหܯ௣ሺܿ݁݌ܵ-ܩ| ሺܴሻ içinܿ݁݌ܵ-ܩ ൑ 1 dir. 

İspat :  

1 ֜ ૜: ܺ, ଴ܶ uzayı ise ܲ, ܳ א ܺ için ݈ܥሺሼܲሽሻ ൌ ܲ ሺሼܳሽሻ iken݈ܥ ൌ ܳ dur. Önerme 3.5.2 den ise 

 olduܸሺܲሻ ൌ ሺሼܲሽሻ݈ܥ  ğundan istenen elde edilir. 

૜ ֜ ૚: ܲ, ܳ א ܺ için ܸሺܲሻ ൌ ܸሺܳሻ iken ܲ ൌ ܳ ise Önerme 3.5.2 ye göre ݈ܥሺሼܲሽሻ ൌ  ሺሼܳሽሻ݈ܥ

olup ܺ in ଴ܶ uzayı olduğu görülür. 

2, 3 ve 4’ün denk i Önerme 3.3.3 te gösterilmiş oldu amlanm ş

 

liğ ğundan ispat tam ı  olur. 

Önerme 3.5.13: ܯ bir derecelendirilmiş ܴ-modül ve ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ ്  ሻ ninܯሺܿ݁݌ܵ-ܩ .olsun ׎

bir ଵܶ uzayı olması için gerek ve yeter koşul  
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(a) Her ሺܲ:ܯ n i maksimal elemanı olması ve ܲ א ܺ için ݌ ൌ ሻ in ߜ kümesin n 

(b) He ݌ ܿሺܴ için |ܿ݁݌ܵ-ܩ௣ሺܯሻห ൑ 1 olması rr א ݁݌ܵ‐ܩ ሻ dı . 

İspat : ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ bir ଵܶ uzayı olsun. Bu durumda  ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ nin tek nokta kümeleri 

kapalıdır. Şu halde Önerme 3.5.2 den (a) ve (b) sağlanır. Tersine, (a) ve (b) nin sağlandığını 

kabul edelim. Şu halde Önerme 3.5.2 ye göre her ܲ א ܺ için ሼܲሽ tek nokta kümeleri kapalı 

olup ܺ in bir ଵܶ uzayı olduğu gösterilmiş olur.  
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4.

 bir derecelendirilmiş ܴ-modül olmak üzere üzerinde tanımladığımız çokluklar ile ܯ

oluşturulan yapılar sonucu ܯ nin özel olarak çarpımsal derecelendirilmiş ܴ-modül seçilmesi 

ile quasi Zariski topolojisi olarak adlandırılan yapıdan Zariski topolojisi yapısına geçilmiştir. 

Bu topolojinin özellikleri incelendiğinde ise ܿ݁݌ܵ-ܩሺܯሻ nin quasi kompakt bir uzay olduğu 

ayrıca hangi koşullar altında bir ଴ܶ veya ଵܶ uzayı meydana getirdiği gösterilmiştir. 

 SONUÇ 
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