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ONSOZ
Uzerimde ¢ok biiyiikk emekleri bulunan ve tez yazimi boyunca da her tiirlii desteklerini

esirgemeyen degerli hocalarim Unsal TEKIR ve Kiirsat Hakan ORAL’a sonsuz tesekkiirler. ..
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OZET

M bir derecelendirilmis R-modiil olmak iizere G-Spec(M) lizerinde tanimlayacagimiz farkli
cokluklarin hangi durumlarda bir topoloji olusturdugunu inceleyip aralarindaki iligkileri
arastiracagiz. Tanimladigimiz cokluklardan ilki olan
V*(N) = {P € G-Spec(M)|P 2 N} kiimesi kapali kiimeleri temsil etmek {izere olusturulan t*
yapisi, quasi-Zariski topolojisi olarak adlandirilmistir. 7* yapisi topoloji aksiyomlarinin
tamamint ger¢eklemediginden, bu aksiyomlar1 sagladigi kosul olan M nin derecelendirilmis
carpimsal R-modiil olmasi durumunu incelerken olusturdugumuz
V(N) = {P € G-Spec(M)|(P: M) 2 (N: M)} kapali kiimeleri ile elde edilen ve Zariski

topolojisi olarak adlandirilacak olan 7 topolojisinin yapisi incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Derecelendirilmis Halka, Derecelendirilmis Modiil, Zariski Topolojisi
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ABSTRACT

We search for the relationships of the different varieties that defined on G-Spec(M) where M
is a graded R-module, by examining in which conditions they generate a topology. The
structure of 7 is called quasi-Zariski  topology, where the set of
V*(N) = {P € G-Spec(M)|P 2 N} the first one of the varieties that we defined, represents
the closed sets. Owing to the fact that the structure of 7* does not satisfy all of the topology
axioms. We investigate the structure of 7 , which is a Zariski topology and obtained with the
closed sets of V(N) = {P € G-Spec(M)|(P: M) 2 (N: M)} that were constituted while we

were examining the condition of M which is a multiplication graded R-module that proves all

the axioms of topology.
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1. GIRIS

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, lisans ve yiiksek lisans egitiminde gosterilen cebir ve topoloji derslerinde verilen
bazi temel kavramlar hatirlatilacaktir. Hatirlatmalar ii¢ ana baslikda, sirasiyla Halkalar,
Modiiller ve Temel Topoloji Kavramlart adi altinda verilecektir. Halkalar ve Modiiller
boliimleri olusturulurken yararlanilan kitaplar Sharp (2000), Calhalp ve Tekir (2009),
olmustur. Topoloji boélimi i¢in de Munkers (2000) ve Kilig (2002) kitabindan
faydalanilmustir.

1.1 Halkalar

Tamm 1.1.1: Iki islemli (R,+,.) cebirsel yapisi verilsin. Her a,b,c € R igin asagidaki

kosullar saglaniyorsa R kiimesine bir halka denir.

ii a+b=b+a

ii. (a+b)+c=a+(b+c)
iii. Hera € R i¢in a + Oz = a olacak sekilde bir Oz € R vardir.
iv. Hera € R i¢in a + (—a) = 0 olacak sekilde bir —a € R vardir.
v. (a.b).c =a.(b.c)
vii aa(b+c)=ab+acve(a+b).c=ac+b.c

Tanim 1.1.2:

1. R halkasinda ‘.’ isleminin degisme 6zelligi varsa R ye bir degismeli halka denir.

2. R halkasinda ‘.’ isleminin birim eleman1 varsa R ye bir birimli halka denir ve bu birim 14
ile gosterilir.

3. Birimli ve degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her elemaninin tersi varsa R ye bir
cisim, eger R degismeli degilse R ye boliimlii (division) halka denir.

4. R halkasinda a € R i¢in ab = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir b € R bulunabilirse, a

elemanina halkanin bir sifir bdleni denir.
Tez boyunca R halkasindan bahsettigimizde birimli ve degismeli bir halka kastedecegiz.
Tamm 1.1.3: R bir halka ve @ # I S R olsun.

1. Hera,b€eligcina—bE€El,

2. Hera€lveherr ERiginra €1



oluyorsa I ya R nin bir ideali denir.

Tamm 1.1.4: {I,,},,c,, R nin bir idealler ailesi olsun. Bu ideallerin birlesimlerinin trettigi
ideal sonlu sayida I, lerden alinan elemanlarinin toplamlarinin olusur ve bu ideal Y.,,c I, ile

gosterilir.

Onerme 1.1.5: {I,,},,c4, R nin bir idealler ailesi olsun.

k
z I, = {z xni|xni €el,,neAke N}
neA i=1

kiimesi R nin bir idealdir.

Onerme 1.1.6: I; ve I,, R nin iki ideali olsun.

k
1112 = {Z albllal € 11, bl € Iz,i = 1,2, ,k}

i=1
kiimesi R nin bir idealidir.
Onerme 1.1.7: R bir halka olmak iizere I, R nin bir ideali ve X S R olsun.
(I:X)={r eR|herx € Xiginrx € I}
kiimesi R nin bir idealidir. Ozel olarak I = 0 alinirsa,
(0:X) = {r € R|lher x € X i¢in rx = 0}
idealine X in sifirlayicisi denir ve bu ideal bazen Ann(X) olarak da gosterilir.

Ispat : Her r,s € (I:X), her t€R ve her x €X i¢in rx —sx = (r—s)x €1 olup
r —s € (I: X) dir. Benzer sekilde t(rx) = (tr)x = (rt)x € I, yani rt € (I: X) oldugundan
(I: X) in bir ideal oldugu goriiliir.

Tanmm 1.1.8: P, R halkasinin kendinden farkli bir ideali olsun. a,b € R i¢in ab € P iken
a € P veya b € P oluyorsa P ye bir asal ideal denir. R nin biitiin asal ideallerinin kiimesi
Spec(R) ile gosterilir.

Onerme 1.1.9: P, R halkasmin bir asal ideali ve I, I, ..., I, de R halkasinin idealleri olsunlar.

Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
i. Birj€{1,2,..,n}icin P 2 ; dir.
ii. P2 Nkl dir.

iii. P 2 [P, [ dir.



Onerme 1.1.10: R halkasinin bir I ideali i¢in,
VI ={r €eR|birn € Nicinr" € I}
kiimesi de R nin, I idealini kapsayan bir idealidir. Bu ideal, I nin radikali olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.11: M, R halkasinin kendinden farkli bir ideali olsun. R nin M yi kapsayan M den

baska bir has ideali yoksa M ye bir maksimal ideal denir.

1.2 Modiiller

Tanim 1.2.1: (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun.
RXM->M
(rrm) ->rm

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa M ye bir R-modiil denir,

1 Herr e Rveherm,m’' € M iginr(m+m') = rm+ rm’
2 Herr,r” e Rveherme M igin (r + r'Y m =rm+r'm

3. Herr,r"€e Rveherme M i¢in (rr')m = r(r'm)
4

Herm € M i¢in 1;m = m.
Ornek 1.2.2:

1.  V, F cismi iizerinde bir vektor uzayi ise V bir F-modiil olarak diisiiniilebilir.

2.  Her degismeli grup bir Z-modiildiir.

Tamm 1.2.3: R bir halka, M bir R-modiil ve @ # N € M olsun. N alt kiimesi de M deki
islemlerle R-modiil oluyorsa N ye M nin bir alt modiilii veya R-alt modiilii denir.

Ornek 1.2.4: M modiiliiniin kendisi ve {0,,} = 0 alt kiimesi M nin birer alt modiilidiir.

Tanmim 1.2.5: M bir R-modiil olsun. {N,};c; ailesi M nin bir alt modiiller ailesi olsun. U;¢; N;

kiimesinin tirettigi alt modiile {N; };¢,; alt modiillerinin toplamu1 denir ve );¢; N; ile gosterilir.
Onerme 1.2.6: R bir halka, M bir R-modiil, N bir alt modiil ve @ # X S M olsun.

(N:X) ={r e R|IrX S N}
ile gosterelim.(N: X) kiimesi R nin bir idealidir.

Ispat : Hera,b € (N:X) ve x € X icin



ax—bx =(a—b)xEN
olur. Dolayisiylaa — b € (N: X) tir. Hera € (N: X) ve r € R igin
r(aX) = (ar)X S N
olup ar € (N: X) elde edilir. Boylece (N: X) kiimesi R nin bir ideali olarak bulunmus olur.
Tamm 1.2.7: R bir halka, M bir R-modiil ve @ # X € M olsun.
(0:X) ={r e R|lrX = 0}
idealine X in sifirlayicisi denir ve Ann(X) ile gosterilir.

Tamm 1.2.8: R bir halka, M bir R-modiil olsun. (0: M) = {r € R|rM = 0} idealine M nin
sifirlayicist denir ve Ann(M) ile gosterilir. Eger Ann(M) = 0 ise M ye sadik R-modiil denir.

Onerme 1.2.9: M bir R-modiil ve {N;};c; ailesi M nin alt modiiller ailesi olsun.

L (N Ni: X) = Niey (N2 X)
2. (N:Zier Np) = Nieg(N:Ny)
3. N ve N’ alt modiiller olmak {izere Ann(N + N') = Ann(N) n Ann(N") dir.

Tamim 1.2.10: R bir halka ve {M,};¢; ailesi R-modiiller ailesi olsun.

nMi ={(my)ie/lm; e My, i €1}
iel
kiimesini alalim. [[;¢; M; kiimesi,
(Mier + (M)ier = (M + M) i
ve
r(m)ier = (rmy) e
islemleri altinda bir R-modiildiir ve {M; };¢; ailesinin direkt ¢arpimi denir.

Bu carpimda, bilesenlerin ancak sonlu tanesi sifir olmayan elemanlarin olusturdugu alt kiime
[lie; M; nin bir alt modiiliidiir. Bu alt modiile de {M,};¢; ailesinin dis direkt toplami denir ve

®@ier M; ile gosterilir.
Tanmim 1.2.11: R bir halka, M bir R-modiil ve {M,};¢; ailesi R-alt modiiller ailesi olsun.

1. M =3} M; yani her m € M eleman1 m; € M olmak iizere sonlu toplam olarak
m = Y,;e;m; seklinde yazilabiliyor ve

2. Buyazilis ancak tek tiirlii oluyorsa



M ye {M,},¢; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplami denir.

Onerme 1.2.12: R bir halka, M bir R-modiil ve {M;};¢; ailesi R-alt modiiller ailesi olsun.
M =@;¢; M; olmast i¢in gerek ve yeter kosul, M = };e;M; ve her i €1 ig¢in M;N
(Zi;tj M;) = 0 olmasidur.

Ispat : Tamim 1.2.11 in 1. kosulundan M = ¥;¢; M; oldugu agiktir. m; € M; N (Ziij Mj) ise
m; = Yixjer M oldugundan sifirin asikar yazimindan baska 0 = m; — ¥, j¢; m; yazilis1 daha

bulunmus olur.

Tanim 1.2.11 in 2. kosulundan m; =0 ve her i €] icin M; N (Ziiij) =0 oldugu
gosterilmis olur. Tersine, M = );;M; olsun. Su halde her m € M ve m; € M; igin
m = )¢y m; seklinde yazilabilir.

Bu yaziligin tekligini gostermek igin m = Y};c;m; = Yie;m;’ olsun. I nin j. eleman: igin,
mj —m;’ = Yipi(mi —m;') € M; N (Tix;M;) =0 yani mj =m;’ elde edilir. Bu ise her
J € I i¢in saglandigindan yaziligin tekligi gosterilmis olur.

Tanmm 1.2.13: R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir has alt modiilii olsun. Her r € R
ve m € M icin, rm € N iken m € N veya r € (N: M) ise N ye M nin bir asal alt modiilii

denir.

Yardimci Teorem 1.2.14: R bir halka, M bir R-modil ve N, M’nin bir has alt modili

olsun. N, M nin bir asal alt modiil ise, (N: M) R nin asal idealidir.

Tanmm 1.2.15: R bir halka, M bir R-modiil olsun. M’nin her N alt modiili i¢in N = IM

olacak sekilde R nin bir I ideali varsa M ye bir ¢arpimsal modiil denir.

Onerme 1.2.16: R bir halka, M bir carpimsal R-modiil olsun. N, M’nin bir carpimsal alt
modiilii olmak tizere N = (N: M)M dir.

Ispat : M bir ¢arpimsal R-modiil oldugundan N = IM olacak sekilde R nin bir I ideali vardr.
Dolayisiyla [ € (N: M) dir. Boylece N=IM € (N:M)M € N olup N = (N:M)M elde

edilir.

1.3 Temel Topoloji Kavramlar:

Tanim 1.3.1: Bostan farkli olan bir X kiimesi ile bunun alt kiimelerinden olusan bir t ailesi

verilsin. Eger bu 7 ailesi i¢in;



e XerveQEeEr
o TierveT,etikenTyNT, €T
e 7 kiimesinin keyfi sayida elemanlarindan olusan herhangi bir alt aile 4= {T;|i € A} olmak

lizere tim T; €4 elemanlart icin U;e,T; € T
saglaniyor ise T ailesine X tizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir.
Tanim 1.3.2: 7 topolojisinin her bir elemanina (X, 7) uzayinda bir agik kiime ad1 verilir.
Sonug 1.3.3: Bir (X, 7) uzayinda;

e X ve O acik kiimelerdir.

e Sonlu sayida agik kiimenin kesigimi de agiktir.

o Keyfi sayida a¢ik kiimenin birlesimi de agiktir.
Ornek 1.3.4:

1. Bir X kiimesinin kuvvet kiimesi P(X) olmak iizere 7 =P(X) ailesi X iizerinde bir topoloji
olusturur. Bu topolojiye ayrik topoloji ve (X, t) uzayina da ayrik uzay denir.

2. Bir X kiimesi i¢in T = {X, @} ailesi X lizerinde bir topoloji olusturur. Bu topolojiye X
iizerinde ayrik olmayan topoloji ve boylece elde edilen (X, ) uzayina da ayrik olmayan
uzay denir.

3. Bir X kiimesinin alt kiimelerinde olusan t;, = {@,® # A c X|A€ sayilabilir} ailesi X
iizerinde bir topoloji olusturur. Bu topolojiye X iizerinde sayilabilir tlimleyenler topolojisi

denir.
Tanim 1.3.5: Bir X kiimesi iizerinde 7, ve 7, topolojileri verilsin. Egerher T € 7; i¢in T € 1,
oluyorsa 7, topolojisine 7, topolojisinden daha kaba ya da t, topolojisi 7; topolojisinden daha
ince olarak adlandirilir. 7; ve t, topolojileri i¢in 7, € 7, veya T, C 7; oluyorsa bu iki

topolojiye karsilagtirilabilir topolojiler, aksi durumda karsilastirilamaz topolojiler denir.

Tamim 1.3.6: Bir (X, 1) topolojik uzayinda ag¢ik bir kiimenin timleyeni olan kiimeye veya

tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir.
Ornek 1.3.7: Ornek 1.3.4 te verilenler igin;

1. (X, 7 = @X)) uzaymin kapali kiimeler ailesi A(X) tir.
2. (X, t =1{0,X}) uzayinin kapal kiimeler ailesi de {@, X} tir.

3. Bir X kiimesi lizerindeki z4 topolojisinin kapali kiimeleri {X, B € X|B sayilabilir} olur.

Onerme 1.3.8: Bir (X, 7) topolojik uzayinda;



1. @ ve X birer kapal1 kiimedir.
2. Sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi de kapalidir.

3. Keyfi sayida kapali kiimenin kesisimi de kapalidir.

Tanim 1.3.9: Bir (X, 7) topolojik uzay1 ve bu uzayin bir Y alt kiimesinin gz oniine alalim.
Bu uzayin Y alt kiimesini igeren tiim kapali alt kiimelerinin kesisimine Y nin kapanis1 denir ve
Y ile gosterilir.

Sonu¢ 1.3.10: Bir (X, 1) topolojik uzayinda Y nin kapanisi, Y kiimesini i¢eren en kiigiik

kapal1 kiimedir.

Onerme 1.3.11: Bir (X, ) topolojik uzaymin bir Y alt kiimesinin kapal1 olmast igin gerek ve

yeter kosul Y =Y olmasidur.

Ornek 1.3.12: X ={a,b,c,d,e} iizerindeki 7= {0,{a},{c,d} {a,c d},{b,c d, e}, X}
topolojisine gore kapali kiimeler ailesi T olmak iizere,
T ={X,{b,c,d, e}, {a,b,e},{b, e}, {a},d} dir. Su halde bazi alt kiimelerinin kapanisi;
@={a), f{abl={abe}, {ac=X, {Bi={={e), {adi={ael
{c} ={d} = {b,c,d, e} dir. Ayrica burada {a} kiimesi kapamsma esit oldugundan kapal bir

kiimedir.
Ornek 1.3.13: A € R sonlu bir alt kiimeyse A = A olur.

Tamim 1.3.14: (X, 1) bir topolojik uzay olsun ve BC®(X) ailesini géz Oniine alalim. T
topolojisinin her acik kiimesi, agik kiimelerden olusan @ ailesinin elemanlarinin birlesimi

seklinde yazilabiliyorsa B ailesine T topolojisinin bir taban1 denir.
Onerme 1.3.15: Bir Bc®(X) ailesinin X kiimesi iizerinde bir 7 topolojisi iiretmesi igin;

a. B € Bolmakiizere X = UB
b. Kesisimleri bos kiimeden farkli her A € Bve her B € Bile her x € A N B elemanina

karsilik x € C, c (A n B) seklinde bir C,, € B elemaninin varligi gerekli ve yeterlidir.

Ornek 1.3.16: & gercel sayilar kiimesinin a < b seklindeki iki eleman1 yardimiyla

(a,b) ={x e Rla < x < b}
bicimde tanimlanan agik araliklarin olusturdugu

®R= {0, (a,b)|a € R, b € R}

ailesi [ tizerinde bir topoloji belirler.



Tamm 1.3.17: Bir X kiimesi, bu kiimenin bir Y alt kiimesi ve bir Ac®(X) ailesi verilmis

olsun. Eger Y = U{F|F €4} oluyorsa 1 ailesine Y alt kiimesinin bir ortiisii denir. Eger 4

sayilabilir ise sayilabilir ortli, 4 sonlu ise sonlu Ortii adin1 alir. Ayrica, X tizerindeki bir T
topolojisi i¢in eger ACTt ise A4 Ortiisliniin durumuna gore agik Ortii, sayilabilir agik Ortii ve

sonlu acik ortii seklinde kullanilir.

Tanim 1.3.18: Bir (X, 7) topolojik uzaymin her agik ortiistiniin sonlu bir alt Ortiisti varsa bu

uzay quasi kompakt olarak adlandirilir.

Tamm 1.3.19: X ve Y birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger Y nin her

acik alt kiimesinin ters goriintiisii X te aciksa f fonksiyonuna siirekli denir.

Ornek 1.3.20: X ve Y birer topolojik uzay ve a € Y olsun. Oyleyse X ten Y ye giden ve sabit

a degerini alan g, fonksiyonu siireklidir. Nitekim eger U S Y agik bir kiime ise;

1 _ (X, beUise
Ga (U)‘{qs, beUise

olur.
Teorem 1.3.21: X ve Y birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. f nin stirekli

olmasi icin gerek ve yeter kosul Y nin her kapali alt kiimesinin ters goriintiistiniin kapali

olmasidir.

Tamm 1.3.22: X ve Y birer topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyonu X in a¢ik (kapali) her
alt kiimesini Y nin agik (kapali) alt kiimesine gotiiriiyorsa f fonksiyonuna agik (kapali)

fonksiyon denir.

Sonu¢ 1.3.23: Siirekli bir f:X — Y fonksiyonunun, eger varsa tersi acik ve kapali bir

fonksiyondur.

Sonug¢ 1.3.24: Siirekli birebir ve orten bir f: X = Y fonksiyonunun tersi agik ve kapali bir

fonksiyondur.

Tammm 1.3.25: X ve Y birer topolojik uzay olmak lizere f:X — Y fonksiyonu asagidaki

ozellikleri sagliyorsa f ye bir homeomorfizma denir:

e  f birebir ve Orten,
e f siirekli,

e f1siirekli.

Eger bu fonksiyon mevcutsa X ve Y uzaylar1 homeomorfik olarak adlandirilir.



Tanimm 1.3.26: X bir topolojik uzay ve X; ile X, kapali kiimeler olmak iizere X = X; U X,

iken X; = X veya X, = X oluyorsa X e indirgenemez denir.

Tamm 1.3.27: X bir topolojik uzay olsun. X in indirgenemez alt kiimelerinin maksimaline X

in indirgenemez bileseni ad1 verilir.

Tammm 1.3.28: Bir (X, 7) topolojik uzaymnin x # y olacak sekildeki her x,y € X igin bu
elemanlardan en az birinin digerini i¢ine almayan bir komsulugu varsa bu uzaya T, uzayi ve ©

topolojisine de T, topolojisi denir.
Ornek 1.3.29: Bir X kiimesi iizerindeki ayrik topolojiye gore bir T, uzayidir.

Tanimm 1.3.30: Bir (X, 1) topolojik uzaymin x # y olacak sekildeki her x,y € X i¢in, bu
elemanlarin her birinin digerini i¢ine almayan bir komsulugu varsa bu uzaya T; uzayi ve T

topolojisine de T, topolojisi denir.
Ornek 1.3.31: Herhangi bir X kiimesi icin T =®(X) topolojisi bir T; topolojisidir.
Sonuc 1.3.31: Her T; uzayi bir T, uzayidir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 1.3.32: X = {a, b} iizerindeki 7 = {@, {b}, X} topolojisi bir T, topolojisidir ancak T;
topolojisi degildir.
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2. DERECELENDIRILMIiS HALKALAR

2.1 Derecelendirilmis Halkalarin Ozellikleri
Tamm 2.1.1: G, birimi e olan bir ¢arpimsal grup ve R bir halka olsun. R nin g € G ile
indekslenmis R, toplamsal alt gruplari ve her g,h € G i¢in, R =@4eq Ry ve RgRp S Ryp

oluyorsa R ye bir G-derecelendirilmis halka denir ve G (R) ile gosterilir.

Ry nin elemanlart g. dereceden homojen olarak adlandirilir. Tim homojen elemanlarin
kiimesi h(R) ile gosterilir ve h(R) = Ugeg Ry dir. Her bir a € R, tiim terimleri sifirdan farkli
olacak sekildeki tek tiirli yazilan sonlu Y ,c;a, toplamindan olusur. Buradaki a

elemanlarina a nin R; deki g-bileseni adi verilir.

Ornek 2.1.2: R bir halka olmak iizere R[X] polinom halkasim ele alalm. i,j € N ve
R; = Rx! olmak lizere R[X] =@;so Rx* olarak yazilabilir.
Ayrica R;R; = Rx'Rx/ = Rx'*/ = R;,; oldugundan R[X] bir derecelendirilmis halkadr.

Teorem 2.1.3: R bir derecelendirilmis halka olsun. 15, e. dereceden homojendir yani 1 € R,
dir.

Ispat : 1, € R, olsun. Her g € G igin 1.x4 = x4 oldugundan R,R, = R, dir. Dolayisiyla
ag = g olup a = e elde edilir.

Sonug 2.1.4: R bir derecelendirilmis halka olmak tizere R, R nin bir alt halkasidir.

Ispat : R R, S R, oldugundan R,, R halkasindaki isleme gore kapalidir. Ayrica Teorem 2.1.3
e gore 1, € R, oldugundan R, bir alt halkadur.

Tamim 2.1.5: R bir derecelendirilmis halka ve I bir ideali olsun. g € G i¢in I; =1 N R,
olmak tizere | =@gyeq Iy ise I ya R nin bir derecelendirilmis ideali denir ve I, [ min
g-bileseni olarak adlandirilir. I daki homojen elemanlarin kiimesini h(I) = h(R) N1 ile
gosterecegiz.

Not : R nin derecelendirilmis / ideali tez icerisinde I <; R ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.6: R bir derecelendirilmis halka ve p bir has ideali olsun. a, b € h(R) olmak iizere
ab € p olmasi a € p veya b € p olmasini gerektiriyorsa p ye bir derecelendirilmis ideal

denir.

Onerme 2.1.7: R bir derecelendirilmis halka, I,] ve p derecelendirilmis idealleri olsun. p

derecelendirilmis asal ideal ve I N ] S pise I € p veya ] € p dir.
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Ispat : InJ Sp ve I £ p olsun. Bu durumda bir a € h(I) \ p eleman1 mevcuttur. Her
b € h(J) elemani igin ab € I] € I N ] € p ve p derecelendirilmis asal oldugundan b € p olup
J € p elde edilir.

Sonu¢ 2.1.8: R bir derecelendirilmis halka, I,] ve p derecelendirilmis idealleri olsun. p

derecelendirilmis asal ideal ve I] € p ise I € p veya ] € p dir.

Tanim 2.1.9: R bir derecelendirilmis halka ve I derecelendirilmis bir ideali olsun. Her g € G

igin x,"9 € I olacak sekilde ny > 0 mevcut ise tiim x € R elemanlarmin kiimesine / nin

derecelendirilmis radikali denir ve Gr([) ile gosterilir. Eger r, G (R) nin bir homojen elemant

ise v € Gr(I) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bazi n € N igin 7™ € I olmasidir.

Tamm 2.1.10: R bir derecelendirilmis halka ve I, G(R) nin derecelendirilmis bir ideali ve
I # R olsun. I €] & R olacak sekilde G(R) nin J ideali yoksa I ya derecelendirilmis

maksimal ideal denir.

2.2 Derecelendirilmis Halkalar UzerindeTopoloji
G (R) nin tim asal ideallerinin kiimesi G-Spec(R) ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.1: I, G(R) nin bir ideali olsun. VR(I) = {p € G-Spec(R)|p 2 I} kiimesi I nmn

coklugu olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.2: I, G(R) nin bir ideali olmak iizere VE(I) kiimesi i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

1. VR(0) = G- Spec(R) ve VR(R) = 0

2. NieaVRU) = VEEieal))

3. VR(DUVR(Y) =VRUIN]) = VRU))

ispat :

1. 0Oideali G(R) nin tiim asal idealleri tarafindan icerildiginden VE(0) = G- Spec(R) ve R
yi kapsayan bir derecelendirilmis asal ideal mevcut olmadigindan VE(R) = @ oldugu
gortlir.

2. pENieaVR(U) © Heri € Aiginp € VR(I;)

S Heri€Adicinl; Sp
© Yieali Ep

& peVRCieald)
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oldugundan N;c, VE(I;) = VR(X;eqI;) elde edilir.
3. peVRUn))=>Injcyp
=>[CSpveyaJ Cp
= p € VR(I) veyap € VE())
= p € VR({I) u VR()) dir.

Yani VR(INJ]) cVRUA)UVR({Y) dir. Ters kapsama icin, VR(I) € VRUIN)) ve
VR() € VR n]) oldugundan VR(I) U VE(J) € VR(I n]) elde edilir.

Benzer sekilde p € VR(IJ) > 1] S p

=>[SpveyaJ] Ep
= p € VE(I) veyap € VE(J)
=>p e VR UVER())

oldugundan VE(I]) < VR(I)UVR(y) dir ve ters kapsama igin, VE(I) € VR(]) ve
VR(J) € VR(I]) oldugundan VR(I) u VR(J) € VR(I]) bulunur.

Sonuc 2.2.3: {(R) = {VR(D)|I <xR} kiimeler ailesi kapali kiimeler igin topolojik uzay
aksiyomlarin1 saglar. G- Spec(R) lizerinde olusturulan bu topoloji Zariski topolojisi veya

spektral topoloji olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.4: R bir derecelendirilmis halka ve r € h(R) olsun. D, = G- Spec(R) \ VR(rR)
bir agik kiimedir ve {D,|r € h(R)}, G- Spec(R) tizerindeki Zariski topolojisi i¢in bir tabandir.

Ispat : U, X te herhangi bir acik kiime olsun. Dolayisiyla derecelendirilmis bir I ideali igin
U= X\VR(I) dir. Suhalde, U = X \ V(U g,enmyfai})

=X\ Ngenny V¥ (@)

= UgeniyX \ VR (ay))

= Ugenm Dy,
elde edilir ve {D,-|r € h(R)} kiimesinin Zariski topolojisi i¢in bir taban oldugu goriiliir.
Onerme 2.2.5: Her 1, s € h(R) igin D, N Dy = D, dir.

Ispat : p€ D,ND, ©rRZLp ve SRELp ©rsRELp © p € D,; oldugundan ispat

tamamlanmis olur.

Onerme 2.2.6: Her 7,5 € h(R) igin D, =D, olmasi igin gerek ve yeter kosul

(VrR) = (VsR) olmasidur.
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Ispat: D, = D, © VR(rR) = VR(sR)
© herp € G-Spec(R) i¢in (r Ep © s €Ep)
& (VFR) = (V3R)
elde edilir.
Onerme 2.2.7: Her r € h(R) igin D, quasi-kompakttir.
Ispat : r € h(R) olsun. Her i € A igin s; € h(R) olmak iizere {Dsili € A} kiimesi D, nin bir
acgik ortiiliisii olsun. Boylece D, = G-Spec(R) \VR(rR)
C Uiea Dy,
= Uje a G-Spec(R)\VR(s;R)
= Uie a G-Spec(R)\VF(s))
dir ve buradan VE(Ue o{si))SVR(r) = VR(VFR) bulunur. Béylece VIR S /(Uje als:})

elde edilir. Dolayisiyla r™ € (U;e a{s;}) olacak sekilde bir n € N vardir. Boylece her j € A

i¢in t; € h(R) olmak iizere ™ = Y jc,t;s; olacak sekilde sonlu bir AS A alt kiimesi vardir.
Diger yandan p € VR(r)ep € VR(r™) oldugundan dolayt (rR)™ < ({s;|j € 4}) dir ve
buradan VR (({sj lj € A})) c VR(r™) = VR(r) elde edilir. Su halde Nje, VE(s;) SVE(r)
oldugundan U jA(G-Spec(R)\VR(s;)) 2 G-Spec(R)\VR(r) olur ve béylece D, € Ujey D;;
elde edilir. A kiimesi sonlu oldugundan D,. quasi kompakttir.

Teorem 2.2.8: R bir derecelendirilmis halka olmak tizere, G-Spec(R) Zariski topolojisi i¢in
bir T,, uzayidir.

Ispat : P,Q € G- Spec(R), P # Q olsun. r € h(R) igin r € P\Q oldugunu kabul edelim.
Oyleyse P € D, ve r € Q oldugundan 7R & Q olup Q & VR(rR) dir. Dolayisiyla Q € D,
elde edilir ve D, bir agik kiime oldugundan G- Spec(R) bir T, uzayidir.

Not : G-Spec(R) iizerinde olusturulan Zariski topolojisi, G(R) nin bir I ideali igin

G —Spec(R / 1) iizerinde de diisiliniilebileceginden tiim ozellikler bu kiime i¢in de saglanir.
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3. DERECELENDIRILMiS MODULLER

3.1 Derecelendirilmis Modiillerin Ozellikleri
Tamm 3.1.1: R bir derecelendirilmis halka ve M bir R-modiil olsun. {Mg}gec’ M modiiliiniin
alt gruplariin ailesi olmak iizere her g, h € G i¢in

M :@gEG Mg Ve Rth c Mgh

oluyorsa R-modiil M ye G-derecelendirilmis R-modiil (veya derecelendirilmis R-modiil)

denir.

RyM,, kiimesi, r; € R; ve my, € My, olmak lizere T,

yMp €lemanlarinin sonlu toplamlarindan

olusan M nin toplamsal alt grubudur. Tiim homojen elemanlarin kiimesi h(M) ile gosterilir ve

h(M) = U geg M, dir.

Ornek 3.1.2: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M[X] bir derecelendirilmis R[X]-
modiildiir. Ciinkii, R[X] =@;»0 Rx' =@;s0 R; ve M[X] =@;so Mx' =@;5¢ M; scklinde
yazilirsa R;M; = (Rx')(Mx/) = (RM)x"/ = M, oldugu gbriiliir.

Onerme 3.1.3: M =@ gec My derecelendirilmis bir R-modiil ise her g € G igin M nin M, alt
grubu bir R,-modiildiir.
Ispat: R,M, S M,, = M, oldugundan ispat agiktir.

Tamm 3.1.4: M =@ ¢ M, derecelendirilmis bir R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.
Her g€G i¢in Ny =NnNM,; olmak ilizere N=@zecN;, ise N ye M nin bir

derecelendirilmis alt modiili denir. Ayrica Ny, N nin g-bileseni olarak adlandirilir.
Not : M nin derecelendirilmis N alt modiilii tez icerisinde N <; M ile gosterilecektir.
Onerme 3.1.5: R bir derecelendirilmis halka, M =@ gec My derecelendirilmis bir R-modiil
M, +N
ve N, M nin bir derecelendirilmis alt modiilii olsun. Her g € G icin (M / N) = ( gt )/ N
g
ile M / y bolim modiilii bir G-derecelendirilmis R-modiil yapilabilir.

. M, + N M, +N
fspat © @gec (M/y), =@gea( g )/N=®gea gt Ny MAN, My

M, + N RyMy + RGN + N, Mg, + N
Rg(M/N)h=Rg( w Ny =Rt T Ine™" =M,



15

oldugundan M / y bolim modilii bir G-derecelendirilmis R-moduldir.

Tanmim 3.1.6: M ve M’ derecelendirilmis R-modiiller olsun. o € G olmak tizere f: M — M’
R-modiill homomorfizmast her 7 € G igin f(M;) € M',, kosulunu sagliyorsa f ye o

derecesinden derecelendirilmis homomorfizma denir ve f,; ile gosterilir.
Not : Ozel olarak o = e oldugunda f, yerine f kullanilacaktir.

Tanim 3.1.7: R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R-modiil, N de M nin
bir derecelendirilmis R-alt modiilii ve (N: M) = p olsun. N # M ve a € h(R) ve m € h(M)
olmak iizere am € N iken a € p veyam € N oluyorsa N ye derecelendirilmis asal (p-asal) alt

modiil denir.

Yardimei Teorem 3.1.8: R bir derecelendirilmis halka ve N derecelendirilmis bir R-modil M
nin derecelendirilmis R-alt modili olsun. Bu durumda (N: M) ideali R nin derecelendirilmis
idealidir.

Ispat : Her g € G i¢in (N: M), = (N:M) N R, S (N: M) yani @ 4¢; (N:M), S (N: M) dir.
Diger taraftan a =Y ccay, € (N:M) olsun. Her i=12,..,t icin az #0 ve her
9 € {91, 92, -, 9} i¢in a; =0 olmak iizere genelligi bozmadan a = Xf_,a, kabul
edebiliriz. a € (N: M) oldugundan Y!_, ag,M &N dir. M derecelendirilmis R-modiil
oldugundan bir m € M ve her j i¢in mp; # 0 olmak iizere m = Z§=1 Mp; yazabiliriz.
Buradan her j i¢in amp; € N elde edilir. Boylece Y, agmp; = amp, €N ve N
derecelendirilmis alt modiil oldugundan ag,mp; €N dir. Dolayisiyla a,,M S N olup
ag, € (N:M) ve ayni zamanda a,, € Ry, oldugundan a,, € (N: M), elde edilir ve ters

kapsama da gdsterilmis olur.

Onerme 3.1.9: R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. N,
M nin bir derecelendirilmis asal R-alt modiilii ise (N: M), R nin derecelendirilmis asal
idealidir.

Ispat : N derecelendirilmis asal R-alt modiil oldugundan (N: M) # R dir. Yardimc1 teorem
3.1.8 den (N:M) derecelendirilmis idealdir. a,b € h(R) olmak iizere ab € (N: M) ve
b & (N: M) olsun. Su halde abM S N ve bir m € M i¢in bm € N dir. M derecelendirilmis
oldugundan bir g € G ig¢in bmy € N dir. abm € N ve N derecelendirilmis oldugundan

abmg € N dir ve N derecelendirilmis asal ve bmy € N oldugundan a € (N: M) dir.

Not : Yukaridaki 6nermede (N:M) R nin derecelendirilmis asal ideali iken N M nin
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derecelendirilmis asal R-alt modiilii olmayabilir.

Ornek 3.1.10: R = Z = R, Z-derecelendirilmis halka ve M = Z X Z bir Z-derecelendirilmis

R-modiil olsun. N =4Z x {0} derecelendirilmis alt modiiliini ele alalim.
(N:M) ={r€Zlr(ZxZ) <4Zx{0}} =0, R de derecelendirilmis asaldir ancak
2(2,0) e N iken 2 & (N: M) ve (2,0) € N oldugundan N alt modiilii M nin derecelendirilmis

asal alt modiilii degildir.

Not : R bir halka I,] ve P idealleri olsun. Onerme 1.1.9 dan P asal ideal ve I N J € P iken
I € P veya | € P oldugunu biliyoruz. Ancak bu 6zelligi derecelendirilmis asal alt modiiller

icin genelleyemeyiz.

Ornek 3.1.11: Z-derecelendirilmis Z X Z Z-modiiliinii ele alalim. Oncelikle N = {0} x {0}
asal alt modiiliiniin derecelendirilmis asal alt modiil oldugunu gosterelim. r € h(R) ve
meh(M)=(Zx0)U (0XxZ) alahm. (N:M) =0 oldugu agiktir. rm € {0} x {0} ve
m & {0} x {0} olsun.

m = (a,0) € h(M) i¢in r(a,0) = (ra,0) € {0} x {0} olup r = 0 € (N: M) oldugu goriiliir.
Benzer sekilde m = (0,b) € h(M) icin aynt sonug elde edilir.
(Z x {0}) n ({0} x Z) < {0} x {0} olur fakat (Z x {0}) € {0} x {0} ve
({0} x Z) & {0} x {0} dur.

Tanmm 3.1.12: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. M nin derecelendirilmis N alt modiilii
icin N = IM olacak sekilde G(R) nin bir I ideali varsa M ye ¢arpimsal derecelendirilmis

R-modiil denir.

Yardimeir Teorem 3.1.13: M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R-modiil olmak {izere N, N; ve
N, de M nin derecelendirilmis alt modiilleri olsun. Bu durumda N derecelendirilmis asal alt

modiil ise N; N N, € N iken N; € N veya N, € N dir.

Ispat : M carpimsal derecelendirilmis R-modiil oldugundan N; = IM ve N, = JM olacak
sekilde G(R) nin [ ve J idealleri vardir. Su halde IMNJM S N ise
(IMNJM:M) = (IM:M)n (JM:M) € (N:M) dir. Onerme 3.1.9 a gore (N:M)
derecelendirilmis asal ideal oldugundan, (IM: M) € (N: M) veya (JM:M) € (N: M) elde
edili. Bu durumda (UM:M)M < (N:M)M veya ([M:M)M < (N:M)M ve M
derecelendirilmis ¢arpimsal R-modiil oldugundan IM € N veya JM € N yani N; € N veya
N, € N dir.

Tamm 3.1.14: M bir derecelendirilmis R-modiil olmak tizere M = Rx,, + Rxy, + -+ Rxy
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olacak sekilde x,_, x

917 Xgy» vy X

g, € R(M) elemanlari mevcutsa M derecelendirilmis R-modiiliine

sonlu iiretilmistir denir.

3.2 G-Spec(M) Uzerinde Topoloji
Onerme 3.2.1: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. M nin bir derecelendirilmis N alt
modiilii i¢in V*(N) = {P € G-Spec(M)|P 2 N} ¢oklugunu tanimlayalim. Su halde asagidaki

ifadeler M nin derecelendirilmis alt modiilleri N, N; ve L i¢in dogrudur:

1. V*(0) = G- Spec(M) ve V*(M) = @
2. NieaV*(N) =V*XieaNy)
3. V*(N)uV*(L) €< V*(NnL)dir.

Ispat :

1. 0 alt modiili, tiim derecelendirilmis asal alt modiiller tarafindan igerildiginden
V*(0) = G-Spec(M) dir ve M yi kapsayan herhangi bir derecelendirilmis asal alt modiil
olmadigindan V*(M) = @ oldugu goriiliir.
2. PeENiesV*(N;)) ©Heri€ AiginP € V*(N;)
© Heri € Aigin N; € P
© YieaN; € P
© P eV (QieaNy)
oldugundan sonug elde edilir.
3. NNLES N ve NNLCLoldugundan V*(N) S V*(NNL) ve V(L) <V*(NNL),

dolayisiyla V*(N) uV*(L) € V*(N nL)dir. Ancak ters kapsama, Onerme 1.1.9

derecelendirilmis asal alt modiiller i¢in gecerli olmadigindan saglanmaz.

Sonug 3.2.2: Topolojik uzay aksiyomlarinin tiimii saglanmadigindan V*(N) kiimesi topolojik

bir yap1 olusturmaz.

Tanmim 3.2.3: Bir M derecelendirilmis R-modiilii tizerinde {*(M) = {V*(N)|N <; M} kiimesi
sonlu birlesim altinda kapali oldugundan V*(N) kiimesi kapali kiime olarak goz Oniine

alinirsa, M ye G-top modiil ve {*(M) ile olusturulan topolojiye quasi-Zariski topolojisi denir.
Teorem 3.2.4: M bir carpimsal derecelendirilmis R-modiil ise G-top modiildiir.

Ispat : Mnin G-top modiil oldugunu kanmitlamak icin V*(NNL) S V*(N)uUV*(L)

kapsamasinin gosterilmesi yeterlidir.
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PeV'(NNL)=>NNLCP
= (NN L:M)C (P:M)
= (N:M) n (L: M) < (P: M)
= (N: M) € (P: M) veya (L: M) € (P: M)
= (N:M)M < (P: M)M veya (L: M)M < (P: M)M

dir. M bir ¢arpimsal derecelendirilmis R-modiil oldugundan Yardimci Teorem 3.1.13 e gore
NCP veya LS P olur. Yani P€V*(N) veya P €V*(L) elde edilir. Dolayisiyla
P € V*(N) U V*(L) olup kapsama gosterilmis olur.

Sonuc 3.2.5: {'(M) = {V*(IM)|I <; R} kiimesi sonlu birlesim altinda kapali oldugundan bir
topoloji olusturur. Bu topoloji T ile gdsterilsin.

Sonuc 3.2.6: M bir G-top modiil ise T* topolojisi " topolojisinden daha incedir.

» Yukaridaki iki sonugtan faydalanarak bir baska topolojik yap1 tanimlayalim.

Onerme 3.2.7: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. M nin bir derecelendirilmis N alt
modili icin V(N) = {P € G-Spec(M)|(P: M) 2 (N: M)} ¢oklugunu tanimlayalim. Su halde
M nin derecelendirilmis alt modiilleri N, N; ve L i¢in agagidaki ifadeler dogrudur:

1. V(0) =G-Spec(M)ve V(M) =0

2. NieaVIN) =V (Ziea(Ni: M)M)

3. V(N)UV(L) =V(NnL) dir

Ispat :

1. (0:M) derecelendirilmis idealini P € G-Spec(M) olmak {izere tim (P:M)
derecelendirilmis asal idealleri kapsadigi i¢in V(0) = G-Spec(M) dir. Ayrica
(M:M) = R ve R yi kapsayan derecelendirilmis asal ideal bulunmadigindan V(M) = @
oldugu goriiliir.

2. P€NiesV(N;) ©her i € Aigin P € V(N;)

& her i € Aigin (N;: M) € (P: M)
© her i € Aigin (N;: M)M < (P:M)M
& (i (N MYM) € (P:M)M S P

& P € V(Ziea(N;: M)M)
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dir. Dolayisiyla Njeq V(N;) = V(X iea(Nj: M)M) elde edilir.
3. NNLSNveNNLCLoldugundan V(N) S V(NNL)veV(L) S V(NNL) olup
V(N)U V(L) € V(N n L) elde edilir. Ters kapsama igin,
PeVINNL)=(NNL:M) < (P:M)
=>(N:M)n (L:M) € (P: M)
= (N:M) € (P: M) veya (L: M) < (P: M)
=>PeV(N)veyaP € V(L)
=>PeVIN)UV(L)

oldugundan esitlik elde edilmis olur.

Tanim 3.2.8: {(M) = {V(N)|N <; M} kapali kiimeler ailesi sonlu birlesim altinda her
zaman kapali oldugu icin topolojik uzay aksiyomlarinin tiimiinii saglamis olur. M iizerinde

olusturulan bu topolojiye Zarsiki topolojisi denir. Bu topoloji 7 ile gdsterilsin.

7,7", T topolojileri arasindaki bagmtilari incelemek i¢in G-Spec(M) iizerindeki Zariski

topolojisini ele alalim.

Yardimei teorem 3.2.9: M bir derecelendirilmis R-modiil ve N ve L, M nin derecelendirilmis
alt modiilleri olsun. (N: M) = (L: M) ise V(N) = V(L) dir. N ve L derecelendirilmis asal alt
modiiller ise ifadenin tersi de dogrudur.

Ispat: P e V(N) & (P:M) 2 (N: M) = (L: M) & P € V(L) oldugu goriiliir.

N asalise N e V(N) =V(L) = (N:M) 2 (L: M) dir.

Lasalise L€ V(L) =V(N)= (L:M) 2 (N:M) olup (N: M) = (L: M) elde edilir.
Yardimct Teorem 3.2.10: M bir derecelendirilmis R-modiill ve N, M nin bir
derecelendirilmis alt modiilii ve p € G-Spec(R) olsun.
G-Spec,(M) = {P € Spec(M)|(P:M) = p} olmak lizere

V(N) = Uperrv.m G-Spec, (M) esitligi meveuttur.

Ispat: P € Upeyrv.m G-Spec,(M) & Bazip € VR(N: M) igin P € G-Spec(M)
© Bazip € VE(N: M) igin (P: M) =p
o (N:M)<S p=(P:M)

& PEeV(N)
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oldugundan V(N) = Upeyr(n.a) G-Spec, (M) dir.

Yardimer Teorem 3.2.11: M bir derecelendirilmis R-modiil ve N, M nin bir
derecelendirilmis alt modiilii olsun. V(N) = V((N :M)M ) = V*((N :M)M ) dir. Ozel olarak
G (R) nin her derecelendirilmis / ideali i¢in V(IM) = V*(IM) dir.

Ispat : (N: M)M < N oldugundan V(N) € V((N:M)M) dir. P € V((N: M)M) alalim. Bu
durumda ((N:M)M: M) € (P: M) dir. Ayrica (N: M) € ((N: M)M: M) oldugu gosterilirse
P€eV(N) olur ve ters kapsama gosterilmis olur. r € (N:M) olsun. Su halde
r((N:M)M) € rN S M olup r € ((N: M)M: M) oldugundan istenen elde edilmis olur.

P € V(N) & (P:M) 2 (N: M)
& P2 (P:M)M 2 (N: M)M
& P eV ((N:M)M)
oldugundan V(N) = V((N:M)M) = V*((N: M)M) dir.
Sonug olarak {(M) = {'(M) < {*(M) oldugu goriiliir ve siradaki teorem elde edilir:
Teorem 3.2.12:

1. Derecelendirilmis bir R-modiil M i¢in G-Spec(M) iizerindeki T topolojisi ile T’ topolojisi
esittir.

2. Bir M derecelendirilmis G-top modiilii i¢cin G-Spec(M) iizerindeki T topolojisi, T
topolojisinden daha incedir.

Ispat : Yardimci teoremlerden elde edilen {(M) = {'(M) € {*(M) sonucundan 7 = 7’ € 7*

oldugu goriiliir.

3.3 G-Spec(M) ile G-Spec (R /Ann M)) Arasindaki fliski
Bostan farkli G-Spec(M) kiimesi her derecelendirilmis R-modiil i¢in Zariski topolojisine
sahip olsun. R = R/Ann(M) olmak G-Spec(M) yerine X ve G-Spec(R) yerine XR

kullanilacaktir. Her derecelendirilmis R-modiill M icin X iizerindeki Zariski topolojisinin

tanimindan, X ile X¥ arasindaki iliski incelenecektir.

Tamm 3.3.1: Her P € X icin ¢:X — XR, P (P: M) fonksiyonu birebir esleme olup ¢

fonksiyonu X in dogal tasviri olarak adlandirilir.
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Onerme 3.3.2: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. M ve R iizerinde olusturulan Zariski
topolojileri i¢in tanimlanan ¢@:X — X R P (P:M) dogal tasviri siireklidir. Ozel olarak

G (R) nin Ann(M) yi igeren her I derecelendirilmis ideali i¢in ¢ 1 (Vﬁ a )) = V(M) dir.

Ispat : ¢ tasvirinin siirekliligini ispatlamak i¢in I, G(R) nin bir ideali olmak iizere
VR € Z(R) icin ¢! (VE(I_)) € {(M) oldugu gosterilmelidir. Bir P € ¢! (VE(I_)) icin
o(P) = (P:M) e VR(]) & (P:M) 21 dur.

a€INh(R) olsun. a+Ann(M) € (P:M) = a+ Ann(M) =x+Ann(M) =>x—a€
Ann(M) = (x —a)M =0 dir. Her m € h(M)\ P i¢in (x —aym =xm —am € P elde
edilir. xm € P oldugundan am € P, yani a € (P: M) oldugu goriliir. Dolayisiyla I €

(P:M)=>IM S P=PeV({IM) dir. Ters kapsama i¢in, P € V(IM) olsun. Bu durumda
IM S P € G-Spec(M) ise 1 S (P:M) € G- Spec(R) yani I € (P:M) € G- Spec(R) dir.

Buradan (P: M) € VR(I) olup ¢(P) € VR(I) elde edilir. Dolayisiyla ¢~* (VE (I_)) = V(M)
olup ¢ tasviri siireklidir.

Onerme 3.3.3: Bir M derecelendirilmis R-modiilii ve P, Q € X icin asagidaki ifadeler denktir:
1. @:X - X® dogal tasviri birebirdir.

2. P,QeXicinV(P)=V(Q)ise P =Q dur.

3. Herp € G-Spec(R) icin |G-Spec,(M)| < 1 dir.

Ispat :

1=2: V(P) = V(Q) iken (P: M) = (Q: M) ve ¢ birebir oldugundan P = Q dur.

2=3: |G-Spec,(M)| > 1 olsun. P,Q € G-Spec,(M) ise (P:M)=(Q:M)=p dir

Yardimci Teorem 3.2.9 dan V(P) = V(Q) oldugu goriilir ve kabuliimiizden P = Q olup
celiski elde edilir yani |G-Spec,(M)| < 1 dir.

3=1: (P:M)=(Q:M) olsun. Bu durumda (P:M)=(Q:M)=p vyazlabilir.
|G-Spec,(M)| < 1 oldugundan P = Q olup ¢ dogal tasviri birebirdir.

Teorem 3.3.4: Bir M derecelendirilmis R-modiilii igin ¢: X — X® | M nin dogal tasviri olsun.
Eger ¢ oOrten ise hem kapali hem aciktir. Yani her N derecelendirilmis alt modiilii igin

o(V(N)) = VRE(N:M) ve @(X —V(N)) = VR —VE(N: M) dir.

ispat : o1 (VR(T)) = V(M) ise ¢~ (VE(W)) = V((N: M)M) = V(N) dir. @ orten
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-1

oldugundan ¢ o ¢ (N: M)) p(V(N)) = VR(N: M) dir.

'JUI

=

( VR
o(X —V(N)) = ga( U(XF) = o7t (VRQWM M)))
(o7

:A4))>

= p oot (XF - VR(N:ID))

= ¢ — VR(

= XR —VR(N:M)
elde edilir.

Sonu¢ 3.3.5: M bir derecelendirilmis R-modiil olmak iizere M nin dogal tasviri p: X — XR

orten olsun. ¢ nin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul homeomorfizma olmasidir.

Sonug¢ 3.3.6: M bir derecelendirilmis R-modiil olmak iizere M nin dogal tasviri ¢: X = X R

orten olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1. X = G-Spec(M) baglantilidir.

2. XR = G-Spec(R) baglantilidir.

Ispat :

1=2: Farz edelim ki G-Spec(R) baglantili olmasin. Bu durumda V (A) ve V(B) bostan farkl1,
ayrik ve kapali kiimeler olmak iizere G-Spec(R) = V(A) UV (B) yazlir. ¢ dogal tasviri
siirekli oldugundan X = ¢ 1(X®) = o 1 (V(A)) U ' (V(B)) dir. Dolayisiyla X bostan

farkl1, ayrik ve kapali iki kiimenin birlesimi olarak yazildigindan baglantili degildir.

2=1: XR baglantilh olsun. X baglantili degilse hem kapali hem agik olacak sekilde bostan
farkli bir Y has alt kiimesi vardir. Béylece Teorem 3.3.4 ¢ gore @ # @(Y) € X R hem kapali

hem aciktir. @ (Y), X® nin bir has alt kiimesidir. Aksini kabul edelim, yani p(Y) =X R olsun.
Y agik oldugundan N bir derecelendirilmis alt modiil olmak tlizere Y = X — V(N) seklinde
yazilabilir yani @(Y) = XR —VR(N:M) olup VR(N:M) =@ elde edilir. Buradan
(N:M) = R ve bdylece N = M oldugu goriiliir, su haldle Y =X —V(N) =X -V(M) = X

celiskisi olur. Bu durumda ise X R nin @ ve XR den baska hem ac¢ik hem kapali olan bir alt

kiimesi bulunmus oldugundan X® baglantili oldugu kabulii ile ¢elisir. Dolayisiyla ¢(Y), X®

nin bir has alt kiimesidir.

Onerme 3.3.7: Mve M’ derecelendirilmis R-modiiller, X = G-Spec(M),
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X' = G-Spec(M') ve f:M — M' bir epimorfizma olsun. Bu durumda 6:X' - X,
P'— f~1(P") tasviri siireklidir.

Ispat : Bir P’ € X' ve R-modiil M nin derecelendirilmis alt modiilii N olmak iizere V(N), X

te herhangi bir kapalt kiime olsun. Buradan,
P e (VW) = 07 (V*((N:MIM)) & O(P") = 1 (P)2(N: M)M
& P'2 f((N:M)M) = (N: M)M'
& P eV ((N:M)M) =V((N:M)M")

elde edilir. Dolayisiyla 9‘1(V(N )) = V((N: M)M") olup 6 tasvirinin siirekli oldugu goriiliir.

3.4 G-Spec(M) Uzerindeki Zariski Topolojisi i¢cin Taban
Her r € h(R) i¢in X,, = X — V(rM) tanimlayalim. Bu durumda her X, , X igin bir agik
kiimedir ve X, = @, X; = X oldugu agiktir.

Onerme 3.4.1: M bir derecelendirilmis R-modiil, ¢: X — X® bir dogal tasvir ve r € h(R)

olsun. Bu durumda;

L o7 '(D;) =X, ,
2. @(X,) € D;; ¢ orten ise ¢(X,) = Dy dir.

Ispat :
1. ¢ 1(D,) =1 (Xﬁ - VR(T‘E)) =X—¢p1 (Vﬁ(ﬂ?)) =X —V(@M) = X,
2. (1) den elde edilir.
Sonug 3.4.2: Herhangi bir r, s € h(R) i¢in X4 = X,. N X dir.
Ispat : Onerme 3.4.1 i kullanarak;
Xrs = @7 (Drs) = ¢~ 1(Dr N Dy)
=@ (D7) N9~ (Ds)
=X, N X;
oldugu goriiliir.

Onerme 3.4.3: Bir M derecelendirilmis R-modiilii i¢in B = {X,|r € h(R)} kiimesi

X tizerindeki Zariski topolojisi i¢in bir tabandir.
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Ispat : X # @ ve U, X te bir agik kiime olsun. {(M) = {'(M) = {V*(IM) = V(IM)|I <4 R}
oldugundan R nin derecelendirilmis bir [ ideali i¢in U=X-V({IM) dir.
VM) =V(ZqeraiM) = V(Zqer(@iM: M)M) = Ng,erV(a;M) dir.
Buradan, U=X-V(UM) =X —NgerV(a;M) = Uger Xq, elde edilir.

Dolayisiyla B = {X,.|r € h(R)} kiimesi X tizerindeki Zariski topolojisi i¢in bir tabandir.

Teorem 3.4.4: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. X in ¢ dogal tasviri Orten ise, her

r € h(R) i¢in X, acgik kiimesi quasi kompakttir. Ozel olarak X uzay1 quasi kompakttir.

Ispat : B = {X,|r € h(R)} kiimesi X iizerindeki Zariski topolojisi i¢in bir taban oldugundan
X, nin herhangi bir agik 6rtiisii i¢in X, € Ujeq Xy, olacak sekilde {r; € h(R)|A € A} ailesi
vardir. Onerme 3.4.1 (2) den Dy = @(X,) € Ujeq Dr , dir. D7 quasi kompakt oldugundan
Dz € Ujeqr Dr, olacak sekilde sonlu bir A" © A alt kiimesi vardr. Onerme 3.4.1 (1) den

X, = ¢_1(Df)§UA€Ar Xr, oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.5: M bir sonlu tretilmis derecelendirilmis R-modiil olsun. G-Spec(M) nin bir
{Uy}gen acik ortiisii igin G-Spec(R) nin bir {U,'},es  acik ortiisii vardir dyle ki,
o YU, =U, dr.

Sonu¢ 3.4.6: M bir sonlu iretilmis derecelendirilmis R-modiil ise G-Spec(M) quasi

kompakttir.

Ispat : {W,}pea, G-Spec(M) nin bir acgik ortiisii olsun. M bir sonlu iiretilmis
derecelendirilmis R-modiil oldugundan Teorem 3.4.5 ten @ 1(W,') = W, olacak sekilde
G-Spec(R) nin {W,'},es acik ortiisii oldugunu biliyoruz. G-Spec(R) quasi kompakt

n .. "
; kiimesi mevcuttur. Boylece

oldugundan G-Spec(R) yi orten sonlu bir {W'g}
{go‘l(W’ai)}:lzl kiimesi de G-Spec(M) yi orter, yani G-Spec(M) quasi kompakttir.

Teorem 3.4.7: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. ¢ dogal tasviri orten ise X in quasi

kompakt acik kiimeleri sonlu kesisim altinda kapalidir.

Ispat : C; ve C,, X in birer quasi kompakt agik kiimeleri ve C = C; N C, olsun. C; ve C,
B = {X,|r € h(R)} kiimesinin elemanlarinin sonlu birlesimi seklinde yazilabilir. Sonug 3.4.2

den C kiimesi de bu sekilde yazilabilir. € =Uj_; X, ve Q, C nin bir agik ortiisii olsun. Bu
durumda €, her bir X,., yi de orter. Teorem 3.4.4 ten her X, quasi kompakt oldugundan, her

X;, kiimesi Q nin sonlu bir alt 6rtiistine sahip oldugundan C de quasi kompakttir.
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3.5 G-Spec(M) nin Indirgenemez Kapal Alt Kiimeleri ve Bu Kiimelerin Jenerik
Noktalari
Y, X = G-Spec(M) kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Y nin tiim elemanlarinin kesisimi &(Y) ve

Zariski topolojisi i¢in Y nin X teki kapanis1 CI(Y) ile gosterilecektir.
Onerme 3.5.1: M bir derecelendirilmis R-modil ve Y < Xolsun. Bu durumda

V(£(Y)) = CL(Y) dir. Boylece Y nin kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul V(&(Y)) =Y

olmasidir.

fspat : Y c V(£(Y)) oldugundan CI(Y) € V(&(Y)) dur. Ters kapsama igin, V(N) kiimesi X

in Y yi kapsayan kapali bir alt kiimesi olsun.

Su halde her P € Y igin (P: M) 2 (N: M), buradan (£(Y): M) 2 (N: M) oldugu gériiliir. Bu
yiizden her Q € V(&(Y)) igin (Q: M) 2 (£(Y): M) 2 (N: M) yani V(§(Y)) € V(N) dir. Bu
ise V(E (Y)) nin Y yi kapsayan en kiiclik alt kiimesi oldugunu gosterir, dolayisiyla
V(£(Y)) = CL(Y) dir.

» M bir derecelendirilmis R-modiil ve § = {(P: M)|P € X} c G-Spec(R) olsun.

Onerme 3.5.2: Derecelendirilmis bir R-modiil M i¢in P € X olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler gerceklesir:

1. CI({P}) =V (P)

2. BirQ € X i¢in Q € CI({P}) dir ancak ve ancak (Q: M)2(P: M) dir ancak ve ancak
V(Q) € V(P) dir.

3. {P} kiimesinin X te kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(@) p = (P:M), S kiimesinin maksimal elemanidir ve

(b) G-Spec,(M) = {P} yani |G-Spec,(M)| = 1 olmasidr.
Ispat :

1. Y = {P} alinarak Onerme 3.5.1 den CL({P}) = V(P) elde edilir.

2. (1)den, Q € CI({P}) = V(P) olup Yardimci Teorem 3.2.9 dan elde edilir.

3. {P} kiimesinin X te kapali oldugunu kabul edelim. Su halde CI({P}) = {P} ve (1) den
{P} =V(P) dir. p<Sq olacak sekildeq € § olsun.Q € X, g-asal alt modil ise
Q e V(P) ={P} dir, yaniQ = P olupp = q elde edilir. Dolayisiylap,§ kiimesinin
maksimal elemamdir ve (a) ispatlanmis olur. P’ € G — Spec,(M) olsun. Bu durumda

(P':M) = p = (P: M) oldugundan P’ € V(P) = {P} olur ve P’ = P elde edilir. Boylece
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G — Spec,(M) = {P} dir ve (b) gosterilmis olur. Diger taraftan; (a) ve (b) yi kabul
edelim. P asal oldugundan {P} € V(P) dir. Q € V(P) iseq = (Q: M) 2 (P: M) = p olup
(a) danq =p oldugu ve sonu¢ olarak () den Q = P oldugu goriiliir. Dolayisiyla
V(P) = {P}, yani {P} kiimesi X te kapalidir.

Not : A nin her singleton alt kiimesi indirgenemez oldugundan kapanisi da indirgenemezdir.

Sonu¢ 3.5.3: M nin her P derecelendirilmis asal alt modiilii i¢in V(P), G-Spec(M) nin

indirgenemez kapali alt kiimesidir.
Ispat : Onerme 3.5.2 ye gore CL({P}) = V(P) oldugundan sonug elde edilir.

Onerme 3.5.4: Bir derecelendirilmis R-modiil M i¢in Y € G-Spec(M) olsun. Eger £(Y), M
nin bir derecelendirilmis asal alt modiilii ise Y indirgenemezdir. Tersine, Y indirgenemez ise
Q={(P:M)|P €Y} kimesi G-Spec(R) nin indirgenemez alt kiimesidir yani
&E(Q) = (¢(Y): M), R nin derecelendirilmis asal idealidir.

Ispat : £(Y) = Q, M nin derecelendirilmis asal alt modiilii olsun. Bu durumda Sonug 3.5.3 ve
Onerme 3.5.1 den V(Q)=V(E(X))=CI(Y) indirgenemezdir, dolaysiyla Y de
indirgenemezdir. Y indirgenemez olmasaydi, Y = A; U A, olacak sekilde A; ve A, kapali
kiimeleri olur ve bu durumda i = 1,2 i¢in 4; = V(N;) olacak sekilde N; <; M mevcut olurdu,
boylece Y =V (N;) UV(N,) =V (N, N N,) = CL(Y) ¢eliskisi elde edilirdi. Tersine, Y nin
indirgenemez oldugunu kabul edelim. Oyleyse Y nin ¢ dogal tasviri altindaki goriintiisii
oY) =Y’, Onerme 3.3.2 ye gore ¢ nin sirekliliginden dolayr X® nin indirgenemez alt
kiimesidir. Boylece £(Y') = (m) kiimesi R nin, dolayisiyla £(Q) = (§(Y): M) kiimesi
de R nin derecelendirilmis asal idealidir; yani Q kiimesi G-Spec(R) nin indirgenemez alt

kiimesidir.
Not : Bu 6nermeden G-Spec(R) nin 01 alt kiimesinin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun &(Q) nin R nin derecelendirilmis asal ideali oldugu goriiliir. Ancak bu Onermeyi
G-Spec(M) icin genellestiremeyiz. Yani G-Spec(M) nin Y alt kiimesinin indirgenemez
olmasi igin gerek ve yeter kosulun £(Y) nin derecelendirilmis asal alt modiilii oldugu genel

olarak dogru degildir.

p € X% ve P € X olmak iizere X® nin VE(p) ve X in V(P) indirgenemez alt kiimeleri i¢in
& (VR (p)) = p, R nin her zaman derecelendirilmis asal idealidir fakat &(V(P)), M nin her
zaman derecelendirilmis asal alt modiilii olmayabilir. Siradaki 6rnek Y, X in indirgenemez alt

kiimesi iken &(Y) nin M nin derecelendirilmis asal alt modiilii olmadigini gosterir.
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Ornek 3.5.5: g asal tamsay1 olmak iizere M = Zq X Z olsun. Bu durumda M, asagidaki

kosullar1 saglayan derecelendirilmis sonlu tiretilmis sadik Z-modiildiir:

(a) 0 alt modiilii ele alinirsa, (0: M) = {r € Z|r(Z, x Z) = 0} = (0) dur, fakat q(1, 0) € 0 iken
q ¢ (0: M) ve (1,0) ¢ 0 oldugundan 0, M nin derecelendirilmis (0)-asal alt modiili
degildir.

(b) N =1Z, x (0) alt modiilii M nin derecelendirilmis (0)-asal alt modiiliidiir.

(c) gM = (0) x qZ alt modiilii M nin derecelendirilmis (g)-asal alt modiiliidiir.
Verilenlere dayanarak, (b) den V(N) = X tir ve Sonug 3.5.3 ten X indirgenemezdir.

Y =X almirsa, £(Y)=&(X) S NngM =0 oldugundan, (@) dan &(Y)=0, M nin

derecelendirilmis asal alt modiilii degildir.

Sonu¢ 3.5.6: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. M nin derecelendirilmis asal alt
modiillerinin ailesi olan Y = {P;|i € I} kiimesi kapsamaya gore lineer sirali ise Y, X te

indirgenemezdir.

Ispat : £(Y) = N;eq P; = P olsun. Su halde P # M dir. r € h(R) ve m € h(M) olmak iizere
rm € P fakat m € P olsun. Buradan en az bir i € A4 i¢in m € P; dir ve P; derecelendirilmis
asal alt modiil oldugundan r € (P;: M) dir. j € A olmak iizere i < j olsun. Béylece P; c P;
olacagindanr € (P] M) oldugu goriiliir. Diger yandan, eger j <i ise P; € P; olacagindan
rm € P; ve m & P; oldugundan 7 € (P]M) olur. Sonug olarak r € (P: M) elde edilir.

Boylece &(Y) nin derecelendirilmis asal alt modiil oldugu, dolayisiyla Onerme 3.5.5 e

dayanarak Y nin X te indirgenemez oldugu gosterilmis olur.
Sonug 3.5.7: Baz1 p € G-Spec(R) i¢in G-Spec,(M) # @ olsun. Su halde;

(@) G-Spec,(M) indirgenemezdir.

(b) p, R nin derecelendirilmis maksimal ideali ise G-Spec, (M), X in indirgenemez kapali alt
kiimesidir.

Ispat :

(@) i € Aigin P; € G — Spec, (M) olsun. (G- Spec,(M)) = N;eq P; nin derecelendirilmis
asal alt modiil oldugu gosterilmelidir. (N;eq P;: M) = Njes(P;: M) = Np = p oldugunu
biliyoruz. Su halde r € h(R) ve m € h(M) olmak tizere rm € N;e, P; olsun. Heri € A

icin rm € P; ve P; derecelendirilmis asal alt modiil oldugundan m € P; veya

r € (P;: M) = p dir. Buradan her i € Aiginm € N, P; veyar € p = (Nyes Pi 1 M)
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oldugundan ¢ (G- Spec,(M)), derecelendirilmis p-asal alt modiildiir. Dolayistyla Onerme
3.5.5 ten G-Spec, (M) indirgenemezdir.

(b) p, R nin derecelendirilmis maksimal ideali olmak iizere G-Spec,(M) = V(pM) oldugu
saglanirsa ispat gosterilmis olur. N € V(pM) olsun. Bu durumda (N: M) 2 (pM: M) 2 p
ve p maksimal oldugundan (N: M) = p olup N € G-Spec,(M) elde edilir. Tersine,

P € G-Spec,(M) i¢in (P: M) = p € (pM: M) oldugundan (P: M) = (pM: M) dir
dolayistyla P € V(pM) oldugu goriiliir.

Onerme 3.5.8: M bir derecelendirilmis R-modiil, Y € X ve (§(Y): M) = p, R nin asal ideali

olsun. G-Spec,(M) # @ ise Y indirgenemezdir.

Ispat: P € G-Spec, (M) olsun. Bu durumda p = (P: M) = ({(Y): M) oldugundan Yardimci
Teorem 3.2.9 ve Onerme 3.5.1 e dayanarak V(P) = V(f (Y)) = CI(Y) oldugu goriiliir. V(P)

nin indirgenemez olusundan CI(Y) dolayisiyla Y indirgenemezdir.

Tamm 3.5.9: Y kiimesi topolojik bir uzayin kapali bir alt kiimesi olsun. Bir y € Y elemanina,

Y = Cl({y}) ise Y nin jenerik noktasi denir.

=  Onerme 3.5.2 (1) den M nin bir P derecelendirilmis asal alt modiilii, G-Spec(M) nin
indirgenemez kapali alt kiimesi olan V (P) nin jenerik noktasidir.

*  Bir T uzaymn kapali alt kiimesinin jenerik noktasi tektir.

Teorem 3.5.10: M bir derecelendirilmis R-modiil, ¢: X - X R dogal tasviri 6rten ve Y € X
olsun. Su halde, Y nin X in indirgenemez kapali alt kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

baz1 P € X i¢cin Y = V(P) olmasidir.

Ispat : Sonuc¢ 3.5.3 ten Y = V(P) kiimesi bazt P € X i¢in X in indirgenemez kapali alt
kiimesi oldugundan yeter kosul agiktir. Tersine, X in bir Y indirgenemez kapali alt kiimesi
alinirsa Y = V(N) olacak sekilde M nin N derecelendirilmis alt modiilii vardir. Onerme 3.5.4
¢ dayanarak, (E (V(N )): M ) = (£(Y): M) = p, R nin derecelendirilmis asal idealidir. ¢ Orten
oldugundan derecelendirilmis p-asal alt modiill olan P € X mevcuttur. Bu durumda
(£(V(N)): M) = (P: M) = p olup Yardimci Teorem 3.2.9 dan V (S(V(N))) = V(P) dir. Her
ieA icin V(N) = {N;}iex ve X, eV (f(V(N))) olsun. Boylece
(E(V(N)):M) € (X;: M) = (Niea Ni: M) € (X;: M)

=>NieaNi: M) € (X;: M)

=>(N;:M) < (X;: M)



29

ve (N:M) < (X;: M) oldugundan X; € V(N) olup V(P) S V(N) elde edilir. Tersine,
X € V(N) alahm. Su halde &(V(N)) € X tir. Buradan (§(V(N)): M) € (X: M) olur ve

X€ V(f (V(N))) = V(P) oldugundan ters kapsama da saglanir ve V(P) = V(N) oldugu

gosterilmis olur.
Sonug 3.5.11: M bir derecelendirilmis R-modiil ve ¢: X — XR dogal tasviri 6rten olsun.

(a) X kiimesini, X in indirgenemez kapali alt kiimelerine gotiiren P = V(P) eslesmesi
ortendir.
(b) X in indirgenemez bilesenlerinin kiimesini, R nin derecelendirilmis minimal asal

ideallerine gétiiren V(P) + (P: M) eslesmesi birebirdir.
Ispat :

(@) Teorem 3.5.10 dan X in indirgenemez kapali alt kiimelerinin her V (P) elemanina
karsilik en az bir P € X mevcut oldugundan ortenlik agiktir.

(b) X in her bir indirgenemez bileseni {V(Q)|Q € X} kiimesinin maksimal eleman1
oldugundan Onerme 3.5.2 ye gore (P: M) = (Q: M) iken (P: M) = (Q: M) olup
V(P) = V(Q) dur, dolayisiyla esleme birebirdir.

Teorem 3.5.12: M bir derecelendirilmis R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir:

1. X, T, uzayidir.

2. @:X - XR dogal tasviri birebirdir.

3. P,QeXicinV(P)=V(Q)iseP = Q dur.

4. Herp € G-Spec(R) igin IG-Specp(M)| <1 dir.

ispat :

1= 3: X, T, uzayiise P, Q € X i¢in CL({P}) = CL({Q}) iken P = Q dur. Onerme 3.5.2 den ise
V(P) = Cl({P}) oldugundan istenen elde edilir.

3> 1:P,Q € Xi¢in V(P) = V(Q) iken P = Q ise Onerme 3.5.2 ye gore CI({P}) = CL({Q})
olup X in Ty uzay1 oldugu goriiliir.

2, 3 ve 4’iin denkligi Onerme 3.3.3 te gosterilmis oldugundan ispat tamamlanmus olur.

Onerme 3.5.13: M bir derecelendirilmis R-modiil ve G-Spec(M) # @ olsun. G-Spec(M) nin

bir T; uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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(@) Her P € X i¢in p = (P: M) nin § kiimesinin maksimal elemani olmasi ve

(b) Herp € G-Spec(R) igin IG—Specp(M)| < 1 olmasidir.

Ispat : G-Spec(M) bir T, uzay1 olsun. Bu durumda G-Spec(M) nin tek nokta kiimeleri
kapalidir. Su halde Onerme 3.5.2 den (@) ve (b) saglanir. Tersine, (a) ve (b) nin saglandigini
kabul edelim. Su halde Onerme 3.5.2 ye gore her P € X igin {P} tek nokta kiimeleri kapal

olup X in bir T; uzay1 oldugu gosterilmis olur.



31

4. SONUC

M bir derecelendirilmis R-modiil olmak iizere iizerinde tamimladigimiz cokluklar ile
olusturulan yapilar sonucu M nin 6zel olarak carpimsal derecelendirilmis R-modiil secilmesi
ile quasi Zariski topolojisi olarak adlandirilan yapidan Zariski topolojisi yapisina geg¢ilmistir.
Bu topolojinin 6zellikleri incelendiginde ise G-Spec(M) nin quasi kompakt bir uzay oldugu

ayrica hangi kosullar altinda bir T, veya T; uzay1 meydana getirdigi gosterilmistir.
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