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ONSOZ

Gecikmeli diferansiyel denklemler; fen, miihendislik ve tip bilimlerinde biiyilk &nem
tagimaktadir ve giinliik hayatta karsilagilan bir¢ok olayin matematiksel modellemesi gecikmeli
diferansiyel denklemlerle yapilabilmektedir.

Bu tez ¢alismasinda, bazi gecikmeli diferansiyel denklemlere diferansiyel doniisiim yontemi
uygulanarak ¢oziilmiistiir.

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen Sayin Hocam Yrd. Dog¢. Dr. Nuran
GUZEL’ e saygilarimi1 ve tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, tezimin her agsamasinda bana olan
giivenlerinden ve desteklerinden dolay1 aileme tesekkiirii bir borg bilirim.



OZET

Bu tezde, bazi gecikmeli diferansiyel denklemlerin diferansiyel doniisiim yontemiyle ¢éziimii
incelenmis ve elde edilen sayisal sonuglar diger bazi yontemlerle elde edilen sonuglarla ve
gercek ¢ozlimleriyle kargilastirilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; gecikmeli diferansiyel denklemlerin
tanim1 ve genel bir literatiir 6zeti verilmistir. Gecikmeli diferansiyel denklemler ile adi
diferansiyel denklemler arasindaki farka deginilmis, gecikmeli diferansiyel denklemlerin
cozlimlerinin varlik ve teklik teoremleri incelenmistir. Son olarak, gecikmeli diferansiyel
denklemlerle yapilan matematiksel modellemelere yer verilmistir.

Ikinci béliimde; tek boyutlu diferansiyel déniisiim ydnteminin tanimi yapilarak bu yontemin
ozellikleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde; baz1 gecikmeli diferansiyel denklemlere diferansiyel doniisim ydntemi
uygulanmis, sayisal sonuglar diger bazi yontemlerle elde edilen sonuglarla ve gercek
cOzlimlerle karsilastirilmis, yontemin ele alinan diger yontemlere gore etkinligi sayisal olarak
incelenmistir.

Dordiincii boliimde; ¢calismada elde edilen sonuglar yorumlanmastir.

Anahtar kelimeler: Gecikmeli diferansiyel denklemler, diferansiyel doniisiim yontemi, seri
¢OzUimii.



ABSTRACT

In the present thesis; the numerical solutions of delay differantial equations have
been analyzed by differential transform method and compared with other numerical methods.

This thesis consists of four sections. In the first section; definition of delay differential
equations have been given and a general literature about these equations and differantial
transform method have been summarized in detail. Differences of between delay differential
equations and ordinary differential equations, uniqueness and existence of solutions of delay
differantial equations have been presented. Finally, some mathematical models by using delay
differential equations have been given.

In the second section; one dimensional differential transform method have been defined and
properties of the present method have been given.

In the third section; differential transform method has been applied to delay differential
equations and the obtained numerical solutions have been compared with exact and other
methods solutions.

In the last section; the obtained results have been summarized.

Keywords : Delay differential equations, differential transform method, series solutions.



1. GIRiS

1.1 Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Tanim ve Kaynak Bildirisleri

Gergek hayatta, fizikte, miihendislikte, biyolojide, tipta ve ekonomide bircok olay

y'(®) = g(t,y(@®)
(1.1)
y(to) = Yo

seklinde verilen baslangi¢c deger problemiyle modellenebilir. Burada, t, baslangi¢ noktasi ve

Yo baslangic degeridir.

Gergek hayatta, bircok olayda gecikmeler de s6z konusudur. Adi diferansiyel denklemleri
iceren matematiksel modeller kurulurken bu gecikmeler ihmal edilebilir, ancak ele alinan
problemlerdeki ¢ok kiiciik gecikmeler bile sistemin mevcut durumunda biiyiik degisikliklere
yol acabilir. Bu nedenle bir¢ok matematiksel model kurulurken gecikmeli diferansiyel

denklemlerden faydalanilir.

Gecikmeli diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon x(t) ve x(t) tiirevlerini (en yiiksek
tiirev hari¢) t ve t anindan Onceki anlara (zamanlara) bagli olarak ifade eden diferansiyel

denklemlerdir. Gecikmeli diferansiyel denklemler, x(t) € R™ olmak iizere,

d
2. X0 = f(t,x(®), %)

seklinde ifade edilir, burada x; = {x(7): T < t} baslangi¢ anindan 6nceki ¢6ziimii ifade eder,
f, RXR™ x C1’den R™’e fonksiyonel operatdrdiir. Zaman gecikmeleri g6z 6niine alinarak

baz1 6zel gecikmeli diferansiyel denklemler;

sirekli gecikme i¢in,

0
d

XD =130, [ 2@+ Dd0)
kesikli gecikme i¢in,

%x(t) = f(t,x(t),x(t —Tq), ., x(t — ‘L'm)), TL>T,> T, =20



lineer kesikli gecikme igin,

d

Ex(t) =Aox(t) + Ajx(t — 1) + -+ Apx(t — ), Ao, ..., Ay € R™T
pantograph denklemi igin,

d .

Ex(t) = ax(t) + bx(At), a,b,A sabit 0<A1<1

seklindedir. Ayrica, agagidaki denklemler de gecikmeli diferansiyel denklemlere drnek olarak

verilebilir.
x'(t)=f (t,x(t),x(t - T(t))), 7(t) > 0,

x"(t)=f (t,x(t),x’(t),x(t —7(8)),x'(t — T(t))), 7(t) = 0,

2

X' (£) = f(t,x (&), G),x(t),x’(t)), t>0.

Gecikmeli diferansiyel denklemler iizerine literatiirde pek ¢ok c¢alisma mevcuttur. Bu

konudaki ilk caligsmalar 1960’11 yillarda baglamistir.

Belmann ve Cooke (1963), birinci mertebeden sabit katsayili gecikmeye sahip diferansiyel
fark denklemleri {lizerinde c¢alismiglardir. Belmann ve Cooke calismasinda gecikmeli
(retarded), neutral diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligini gostermis, Laplace yontemiyle
cozlimlerini ele almiglardir. Yine birinci mertebeden sabit katsayili gecikmeli diferansiyel

denklem sistemlerini ve lineer olmayan durumlari incelemislerdir.

Driver (1977), gecikmeli diferansiyel denklemleri genisletmis, ¢6ziimlerinin varlik ve teklik

teorilerini vermistir.

El’'sgol’ts ve Norkin (1971), stochastik (olasilikll) gecikmeli diferansiyel denklemlerin

kararliligini incelemis ve gecikmeye sahip denklemlerin kararl ¢oziimlerini ele almislardir.

Hale ve Lunel (1977), fonksiyonel diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemlerini ele
almis ve c¢oOziimlerin &zelliklerini, otonom ve periyodik siirecleri incelemisler, neutral

gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6zellikleri tizerinde durmuslardir.

Cao (1989), gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in kesikli (diskret) Lypunov fonksiyonunu

ortaya koymustur.



Gopalsamy (1992), popiilasyon dinamiginde gecikmeli diferansiyel denklemlerin kararliligini

ve salinimini incelemistir.
Kuang (1993), popiilasyon dinamiginde gecikmeli diferansiyel denklemleri ortaya koymustur.

Diekmann, Van Gils, Luner ve Walter (1995), sonsuz boyutlu dinamik sistemlerin
matematiksel teorisini vermis, modellerin siniflandirilmasini, yani, bu modellerin gecikmeli
diferansiyel denklemlerle tanimlanmasini gostermislerdir. Bu ¢alismada lineer fonksiyonel
analiz, kompleks fonksiyon teorisini ele almis, dinamik sistemlerin niteligini vermis ve

nonlineer analizini yapmislardir.

Baker (1999), biyolojik bilimlerde gecikmeli diferansiyel denklemleri kullanarak

matematiksel modelleme yapmustir.

Bochorov (2000), gecikmeli diferansiyel denklemleri kullanarak biyolojik bilimlerde

karsilagilan olaylarin sayisal modellemesini ele almistir.

Shampine (2001), gecikmeli diferansiyel denklemlerin MATLAB yardimiyla ¢oéziimiini
yapmistir.

Buric (2002), gecikmeli diferansiyel denklemlerle modellenen timdér biiyiimesinin

bagisikliginin dinamigini ele almistir.

Nelson (2002), HIV-1 hastaligmin gecikmeli diferansiyel denklemlerle modellenmesinin

matematiksel analizini incelemistir.

Bellen ve Zennaro (2003), gecikmeli diferansiyel denklemleri genel olarak incelemis ve bu

denklemlerin sayisal ¢ozlimleri iizerine yontemler vermislerdir.
Maset (2003), gecikmeli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri lizerinde durmustur.

Sezer ve Dascioglu (2006), degisken katsayili diferansiyel fark denklemlerinin ¢éziimiinii

Taylor polinomlariyla elde etmis ve bazi 6rneklere bu yontemi uygulamiglardir.

Sezer ve Dagcioglu (2007), genellestirilmis pantograph denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in
Taylor polinom yaklagimini 6ne siirmiis ve bu yontemi bazi baslangi¢ deger problemlerine

uygulamiglardir.

Bunlardan bagka Arino, Hbid ve Dads (2006), gecikmeli diferansiyel denklemlerin
uygulamalarina deginmis, Erneux (2009) ise ¢alismasinda gecikmeli diferansiyel

denklemlerle yapilan modellemelere yer vermistir.

Bu ¢aligmada tek boyutlu diferansiyel doniisim yontemine deginilmis, literatiirde yer alan

diger sayisal yontemlerle c¢oziilen bazi gecikmeli diferansiyel denklemler diferansiyel



doniisiim yontemiyle ¢ozililmiis ve elde edilen ¢oziimlerin sayisal sonuglart diger yontemlerle

elde edilen sonuglarla ve gercek ¢oziimleriyle kargilastirilmistir.

Diferansiyel doniisiim yontemi ilk kez Zhou (1986) tarafindan elektrik devrelerinde ortaya

¢ikan lineer ve nonlineer baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmistir.

Chen (1996), diferansiyel doniisim yontemini kismi tiirevli diferansiyel denklemlere

uygulamis, bdylece iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini gelistirmistir.

Jang (1997), diferansiyel doniisiim yontemini gii¢lii lineer olmayan soniimlii bir sistemin

tepkisinin analizinde kullanmis ve sonuglar1 Runge- Kutta yontemiyle karsilastirmistir.

Abdel-Halim (2002), Sturm-Liouville problemi i¢in 6zdeger ve normallestirilmis 6zdeger

fonksiyonunu bulmak amaciyla diferansiyel doniisiim yontemini kullanmaistir.

Ayaz (2003), iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi igin bazi teoremler vermistir. Yine
Ayaz (2004), lineer cebirsel diferansiyel denklemler i¢in diferansiyel doniisiim yoOntemini

kullanmastir.

Arikoglu ve Ozkol (2005), integral denklemler igin diferansiyel doniisiim yontemini vererek

bazi lineer ve lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmislerdir.

Kurnaz (2005), kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢éziimii i¢in n boyutlu diferansiyel

doniisiim yontemini gelistirmistir.

Bildik (2006), kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiini hem diferansiyel doniisiim
yontemiyle hem de Adomian ayrisim yontemiyle vermis ve iki yontemle de elde edilen

sonuclar1 kargilastirmistir.

Arikoglu ve Ozkol (2006), diferansiyel fark denklemleri igin diferansiyel déniisiim teorisini
vermis, bu yontemle elde edilen sayisal sonuglart Taylor polinom yaklasimiyla

karsilagtirmiglardir.

Ertiirk (2007), caputo anlaminda tiirevlere sahip kesirli diferansiyel denklemlerin sayisal
¢cOzilimleri i¢in diferansiyel doniisiim yontemini vermistir.

Keskin (2007), genellestirilmis pantograph denklemlerine diferansiyel doniisiim ydntemini

uygulamistir.

Karakog¢ ve Bereketoglu (2007), gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in diferansiyel doniisiim
yonteminin uygulanabilmesini saglayan bazi teoremler vermis, lineer ve lineer olmayan bazi

gecikmeli diferansiyel denklemlere bu yontemi uygulamiglardir.



1.2 Gecikmeli Diferansiyel Denklemler ile Adi diferansiyel Denklemler Arasindaki

Farklar

Gecikmeli diferansiyel denklem,

{y’(t) =fltyt -, y(t—12)),  t2t (1.2)
y@© =¢@), t<t

seklinde verilsin. Burada ele alinan modelin karmagikligina gore, Vi i¢in gecikme miktarlari
T; = 0 olmak {izere; sabit ,7; = k; € R (constant delay case), t’nin fonksiyonu, 7; = 7;(t),
(time dependent delay case) ya da y ve t’nin fonksiyonu, t; = 7;(t,y(t)), (state dependent
delay case) seklinde olabilir. ¢(t) fonsiyonu, [p, t,] araliginda tanimlidir. Burada,

p = min {min(t - Ti)}

1<isn (t2t,
ile ifade edilir.

Genelde, t;’ler 7; = 7;(t, y(t)) seklinde ise ¢(t) fonksiyonunun tanimli oldugu aralik igin bir

baslangi¢ degeri p’dan s6z etmek miimkiin degildir.

n = 2vet,; = 0ig¢in (1.2) denklemi,

{y’(t) =f(t,y(®),yt—-1), t=t (1.3)

seklinde yazilir. Bazi t > ¢t icin, t — 7 < ¢, olabilir.

Cozliimiin belirlenmesi i¢in, (1.1) baslangi¢ deger probleminde y, baslangic degeri verilirken
(1.3) gecikmeli diferansiyel denkleminde ¢(t) baslangic fonksiyonu verilmektedir. Genel
olarak, (1.3) denkleminde y’(to)* sag taraf tiirevi, yani f(to, ¢(to), d(to — 1)), ¢'(to)~ sol
taraf tlirevine esit degildir ve bundan dolay1 t, noktasindaki y ¢oziimii, ¢(t) baslangi¢
fonksiyonuna diizgiin olarak bagli degildir. Dolayisiyla sadece C°- siirekliligi saglanr.
Ayrica, t, baslangi¢c noktasindan baglayarak integrasyon araligi boyunca y(t) fonksiyonunun
tiirevlerinin siireksizlik noktalart mevcuttur ve bu da y(t) ¢dziimiiniin diizgiin ve piiriizsiiz

olmamasina neden olan siireksizlik noktalarinin olmasina yol acar.

Sonug olarak, ¢ (t), t(t,y), f(t,y, x) fonksiyonlar1 C* siirekli olsa bile, genelde y(t) ¢oziimii

basitce [to, tf]’ de C'- siireklidir.



Ornek 1.2.1 (Bellen ve Zennaro, 2003)

Coziimii Sekil 1.1°de gosterilen

y'(t)=—-y(t—-1), t=0
{y(t) =1, t<0 (1.4)

seklindeki denklem ele alinsin. y'(0)™ =0 ve y'(0)* = —y(—1) = —1 oldugundan, y’(t)
tiirev fonksiyonu t = 0’da sigrayisa sahiptir. y"' (t) ikinci tiirevi,

y'®) =-y'(t-1)

n

ile verilir ve bundan dolay1 t = 1’de sigrayisa sahip olur. y'"’(t) iiglincii tiirevi,

y,”(t) — _y”(t _ 1) — y’(t _ 2)

ile verilir ve burada sigrayis noktasi ¢ = 2’dir ve benzeri sekilde t = 3, 4, ... noktalar1 sigrayis

noktalardir.

02

- o 1 > 3

Sekil 1. 1 Ornek (1.2.1)’ in ¢dziimleri (Bellen ve Zennaro, 2003)



Ornek 1.2.2 (Bellen ve Zennaro, 2003)

Adi diferansiyel denklemlerin aksine, y(t), t =t,, c¢oziimler kiimesi ve baslangi¢ veri

kiimesi arasinda injectivite (birebir fakat 6rten olmayan fonksiyon) yoktur. Gergekten,
y@®)=yt-D@) -1, t=0 (1.5)

[—1,0]’da tanimli herhangi bir baslangi¢ fonksiyonu ¢ (t) i¢in [0,+o0)’da y(t) = 1 sabit
¢ozlime sahiptir oyle ki ¢(0) = 1.

Ornek 1.2.3 (Bellen ve Zennaro, 2003)

{y'@) =y(t=yOI-D+; 20 (1:6)

y(@®) =¢(), t<0

denklemi verilsin.
Baslangi¢ fonksiyonu,

1 t<-1
‘7’“):{0, —1<t<0

seklindedir.

3 1

Burada, [0,2] arahiginda y(t) = St ve y(t) = 5t fonksiyonlarinmn her ikisi de (1.6)'nn

¢Ozimiudiir.

1.3 Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Coziimlerinin Varhg ve Tekligi

Adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi,

?T0=fﬁwﬂ%y0—ﬁtﬂﬂn) sttt (1.7)

f: [to, tf] X R% x R% - R?, ile verilen problemlerin varlik ve teklik teoremleri,

f (t, y(t),y (t - 1(t, y(t)))) fonksiyonunun t’ ye gore siirekli olmasina ve y(t),

y (t — ‘c(t, y(t))) fonksiyonlaria gore Lipschitz kosulunu saglamasina dayalidir.



Teorem 1.3.1 (Yerel Varhik Teoremi)

{y,(t) =f(ty®.y(t-1®)), st <t (1.8)

y(to) = Yo

gecikmeli diferansiyel denklemi g6z oniine alinsin. f (t, y(t), y(t — T(t))) fonksiyonu

A < [t tf) x R4 x R? iizerinde siirekli ve y(t), y(t — 7(t)) fonksiyonlarina gére yerel
Lipschitz siirekli olsun. Ayrica, gecikme fonksiyonu 7(t) = 0, [to, tf) araliginda siirekli ve
7(ty) = 0 ve en az bir &€ > 0 i¢in (t,, ty + &] araliginda, t — 7(t) > t, olsun. O halde, (1.8)
problemi en az bir § > 0 i¢in (ty, ty + §] aralifinda tek bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim

siirekli olarak baglangi¢ degerine baglidir ( Bellen ve Zennaro, 2003).

Teorem 1.3.2 (Global Varhk Teoremi)

Eger, Teorem 1.3.1°de verilen hipotezler altinda, (1.8) denkleminin tekil maksimal ¢oziimii

sinirl ise, o halde [to, tf) araliginda ¢6zlim vardir ( Bellen ve Zennaro, 2003).

Global varlik teoremini uygulamak i¢in 6nce ¢6ziimiin sinirlandirilmasina ihtiyag duyulur.

Sonuc¢ 1.3.3

Teorem 1.3.1°de verilen hipotezlerin altinda, M (t) ve N(t), [to, tf) araliginda siirekli pozitif

fonksiyonlar olmak {izere f (t, y(©),y(t - T(t))) fonksiyonu, [to, tf) x R% x R? araliginda

I &y (@), y(t = @) < M@ + N©OUly@©ll + lly(t — =)D
kosulunu saglasin. O halde, (1.8)’in ¢oziimii vardir ve [to, tf) araliginda ¢6ziim tektir

(Bellen ve Zenaro, 2003).

Teorem 1.3.4 (Genellestirilmis Yerel Varlik Teoremi)

{y’(t) =f (t,y(t),y (t - T(t'y(t))))' t=t (1.9)
y(@) =¢(t), t<t,

denklemi g6z 6niine almsin. U € R% ve V € R? sirastyla ¢ (t,) ve ¢ (to — 1(to, d)(to)))’m
birer komsulugu olsun ve f (t,y(t),y (t - T(t,y(t)))) fonksiyonu [ty, to + h] X U X V, en

az bir h > 0, bolgesinde t’ye gore siirekli ve y(t),y (t —1(t, y(t))) fonksiyonlarina gore



Lipschitz siirekli olsun. Ayrica ¢ (t) baslangi¢ fonksiyonu t < ¢, icin Lipschitz siirekli olsun
ve 7(t,y) = 0 gecikme fonksiyonunun t’ ye gore siirekli ve [to, to + h] X U bolgesinde y
degiskenine gore Lipschitz siirekli oldugu varsayilsin. O halde, (1.9) problemi en az bir § > 0
icin [ty, ty + &) araliginda tek bir ¢éziime sahiptir ve bu ¢éziim siirekli olarak baslangig

degerine baghdir ( Bellen ve Zennaro, 2003).
1.4 Gecikmeli Diferansiyel Denklemler fle Yapilan Bazi Modellemeler

1.4.1 Popiilasyon Dinamigi

Profesor Velhulst ilk olarak ‘lojistik’ denklem adini verdigi denklemle tagima kapasitesine
gore popiilasyon yogunlugunun kivrik (sigmoidal) biiylimesini tanimlamistir. 1920’de
Velhulst’'un denklemi Pearl ve Reed tarafindan yeniden kesfedilmistir. Daha sonra 1925°de
Lotka matematiksel olarak benzer bir denklem elde etmis ve buna “popiilasyon biiyiime
yasast” demistir. Rus biyolog Gause (1934), bu denklemin gecerliligini laboratuar

deneyleriyle ispatlamistir. Siirekli lojistik denklem ad1 verilen denklem

1— _) (1.10)

ile verilir. Burada r ve K sirasiyla biiylime orani ve poplilasyon tasima kapasitesidir.
(1.10)’un ¢odziimii analitik olarak belirlenebilir ¢iinkii denklem ayrilabilirdir. N(0) < K’ dan
tistel baglayan kivrik forma sahiptir ve N = K oldugunda doygun hale gelir.

Test tiiplinde tek hiicreli paramesyumun popiilasyon biiyiimesi tipik bir 6rnektir (Sekil 1.2).
Deney sartlar1 altinda, 0.5 ml basina paramesyum sayisi yaklasik 552 oldugunda popiilasyon
biliyiimesi durur. Zaman noktalar1 bazi sacilmalar gosterir ki bu hem kesin popiilasyon
blyiikligli o6l¢timiinde zorluga hem de zaman igerisinde cevresel degismelere ve test

tiiplerinin tekrarlanmasina neden olur.

(1.10) lojistik denklemi popiilasyon biiyiikliigiindeki organizmanin dogum ve / veya oliim
oranlariyla olusan degisimlere hemen cevap verdigini varsayar. Diger yandan bazi
organizmalar yeniden liremeden once gecikme zamanina sahip olurlar. Eger organizmalar
hiicre donglisii ya da gevresel sartlardan besin gereksinimini karsilarsa gecikmeler olur.
Hutchinson, kulucka ve olgunlagsma periyotlarini agiklama amagli lojistik denklem icinde
gecikmeyi tanitan ilk matematik¢idir. Hutchinson, gozlemlenmis salinimlarin kalabalik ya da

kaynakta sonlu zaman gecikmesiyle aciklanabilecegini belirtmistir. Ozel olarak, Hutchinson
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denklemini one siirmiistiir. Bu denklem boyutsuz formda tekrar yazilabilir:

y =N/K ve t =t'/t olarak alinirsa, (1.11) denklemi

dy
= (-y-1) (1.12)

seklinde yazilir. Burada A = rt sadece bir parametredir. Sekil 1.3, A’ nin iki farkli degeri i¢in
(1.11) denkleminin ¢Oziimiinii gosterir. A =1 ve A = 1.8 arasindaki A’nin bir degerinde
y = 1 sabit kararli durumdan degisken duruma geger. Gergekten, 1, = w/2 = 1.57 degerinde
kararliigin degisimi bulunur. A > A, iken, sistem kararliligini sabit periyot ¢oziimiine
aktarir. A’nin fonksiyonu iken y’nin extremumu gosterilebilir (Sekil 1.4). Burada salinim
genliginin diizgiince sifirdan biiylidiigii goriilebilir. Bu A = A.’de Hopf catallanmas1 ile

gosterilen catallanma diyagraminin bir 6rnegidir.

600 |- . *
e o * 0 L4
A = -
Z 500 . « &
[-*} e o
N i
(7]
: 400 [ ]
)
=
S 300
'-é. Paramecium aurelia
& 200
100
0 2 1 2 )
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Days

Sekil 1.2 Besin olarak bakteri ve Osterhaut kiiltiirii iceren test tiiblindeki Paramecium
aurelia’nin popiilasyon biiylimesi. Popiilasyon biiyiimesi her 0.5 ml basina bir sayidir.
(Erneux, 2009)
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Sekil 1.3 Lojistik gecikmeli diferansiyel denklemin salinimli ¢éziimleri. En iist: A = 1, ¢6ziim
hizlica y = 1 sabit kararli hale diiser. En alt: A = 1.8 salinim artar ve araliksiz hale gelir.
Baslangi¢ fonksiyonu y = 0.5 (—1 < s < 0) (Erneux, 2009)




n

Ymax

v

Jmin

1.0 1.5 2.0 2.5
A

Sekil 1.4 Kararli ¢ozlimlerin catallanma diyagrami. A = A, = 1.57’de araliksiz salinim
gozlenmektedir. (Erneux, 2009)

Bundan baska popiilasyon dinamiginde av-avci sistemlerinin modellenmesi i¢in de gecikmeli
diferansiyel denklemler kullanilir. Av-avcr sistemlerinin  modellemesinde literatiirde
kullanilan denklemlerin basinda Lotka-Volterra denklemi gelir. Bu denklem Lotka tarafindan
1910 yilinda “otokatalizor kimyasal reaksiyonlarin teorisinde” ileri siiriilmiistiir. Daha sonra
1920 yilinda Lotka, Kalmogorov’un araciligiyla bitki tiirleri ve otcul hayvan tiirlerini 6rnek
alarak modelini “organik sistemler” i¢in genisletmistir ve 1925’de denklemini av-avci
etkilesimlerini analiz i¢in kullanmistir. Volterra ise Lotka’dan bagimsiz olarak ayni1 denklemi

ileri stirmiistir.

Lotka ve Volterra’nin yaptig1 ¢aligmalara gore, av-avc etkilesimini modellemek i¢in izole bir
ortamda t anindaki av tiiriiniin popiilasyonu x(t) ile ve avci tiirliniin popiilasyonu y(t) ile
gosterilsin. Eger ortamda avci tiiriiniin  hic bulunmadigr varsayilir ve av tiiriiniin

popiilasyondaki artig oran1 a4, > 0 olarak alinirsa, av tiiriiniin popiilasyon degisimi

x'(t) = ayx(¢t)

denklemiyle gosterilebilir. Fakat bu popiilasyonda avci tiiriintin varligi da goz oniine alinirsa,
avcl popiilasyonunun artmasi av tiirliniin popiilasyonunun artmasiyla ters orantili olacaktir.

a1 > 0 olmak iizere,



x'(t) = ay1x(t) — agx(D)y(6)
seklindeki denklemle av popiilasyonunun biiyiimesi verilebilir.

Diger yandan, yine izole ortamda av tiirlinlin bulunmadig1 varsayilirsa, avcr tiirliniin

popiilasyonunda azalma olacaktir. @,; > 0 olmak iizere,

y'(t) = —azy(t)

denklemi ile bu durum ifade edilebilir. Ortama av tiirliniin eklenmesiyle av tiiriiniin
popiilasyonundaki artig ile avci tiiriiniin popiilasyondaki artis dogru orantili olacaktir. Bu

durumda,
x'(t) = ay1x(t) — ax(0)y(t)
y' () = —azy(t) + azpx(D)y(t)

denklem sistemiyle av-avci sisteminin modellemesi yapilmis olur. Burada, x(0) > 0 ve

y(0) > 0’dur.

Kuang (1993), av-avcr problemlerinde belli bir ¢ anindaki popiilasyonlar1 degerlendirirken,
her iki tiirin de bir 7 siire 6nceki popiilasyonlarini goz oniinde bulundurmustur. Kuang’ n

modellemesi

x'(t) = agq [1 - % x(t) — ax(O)y(t)

Y'(t) = =1y (0) + azx(t —1)y(t — 1)

seklindedir.

1.4.2 Enzim-Substrat Kompleksi

Kimyacilar 19.yy.’1in ortalarindan beri reaksiyon hizi {izerine ¢aligmalar yapmislardir. Cogu,
hizlariin reaksiyona giren maddelerin yogunluklariyla orantili oldugunu bulmustur. Diger
yandan, 1892’de Adrian John Brown sakkaroz fermantasyonun hizinin maya varliginda
mevcut sakkaroz miktarindan bagimsiz oldugunu goérmiistiir. On yil sonra, bu sonucunu
intervaz molekiillerinin sakkarozla birlikte bigimlenmis mayada bulunduklarini varsayarak
aciklamigtir. Brown, enzim-substrat kompleksi olagan birinci mertebe hiz kuralindan
kaynaklanan ayrigsmadan ziyade sabit yasam icin ayrismaya ihtiya¢c duyduklar1 fikrini ileri
siirmiistiir. Bu fikir Brown zamaninda popiiler olmasa da bugiin, monomerin katalizor

dongiisii boyunca molekiiler diizeyde yer alan uyumlu degisimler siirecini agiklamak amaciyla



géz Ontine alinir. Bundan baska, 1990’larin sonlarindan beri genellikle indirgeme
problemlerinde gecikmeli diferansiyel denklemlerle ilgili ¢alismalar yeniden baglamistir.
Asagida bir P iirlinliniin i¢ginde modellenen S substratinin enzimatik transformasyonunun

reaksiyon dizisini ele alinsin.

ko | ki kn
S+E->C,—->..C,>E+P

2004’de Hinch ve Schnell, P’nin degerinin direkt olarak S’nin azalmasina bagli oldugunu

gostermistir.

@ _ R(t) i R(t

dt ve g =RE-D

T=YN, ki_l < kl_l saglanir. Gecikmenin hesaba katilmasi, kinetik modelin matematiksel

tanimini kolaylagtirir.

1.4.3 Kanser Hiicrelerinin Cogalmasi

Bu konuda gecikmeli diferansiyel denklemler kullanarak modelleme ilk Villasana ve
Radunskaya (2003) tarafindan yapilmistir. Bu calisma, kanser hiicrelerinin ¢ogalmasi ve
bagisiklik sistemi hiicreleri ile 6zel bazi ilaglarin kanser hiicrelerinin ¢ogalmasi iizerindeki

etkilerini inceleyen bir matematiksel modelleme sunar.

Calismaya gore; bir hiicre devri, hiicrelerin ikiye bdliinmesi igin gerekli siiredir ve bu siire¢
dort ana fazda gerceklesir: G, evresi, pre-synthetic faz adi verilen asamadir ve hiicrenin
kopyalama siirecine baglamadan 6nceki kulucka evresidir. Tipik bir hiicre i¢in 48 saat siirer.
Ikinci devre, S faz1 ya da synthetic faz olarak adlandirilir. Bu devrede, DNA nin bir kopyasi
olusturulur ve bu islem yaklagik 8 ile 20 saat arasinda gerceklesir. DNA’nin kopyasi
cikartildiktan sonra G, ya da post-synthetic faz adi verilen ikinci bir bekleme siireci yasanir.
G, asamas1 Mitoz ya da M ad1 verilen bir hazirlik donemidir. Son faz, M, hiicreler i¢inde ikiye
katlanan kromozomlarin birbirinden ayrilarak, iki ayri hiicre olusumu devresidir. Tipik bir

hiicre i¢in, hiicre devri yaklasik olarak 24 saattir.

T;(t), interphase olarak adlandirilan G; + S + G, safhasinda herhangi bir ¢t anindaki tiimor
hiicrelerinin popiilasyonunu; Ty,(t), M fazinda herhangi bir t anindaki tiimdr hiicrelerinin
popiilasyonunu; I(t), t anindaki bagisiklik sistemi hiicrelerinin popiilasyonunu gostersin.
u(t), t aninda uygulanan ilag miktar1 ve 7 hiicrelerin arayiiz safhasinda kalma siiresini

gostermek lizere asagidaki modelleme yapilabilir.



TII = 2a4TM - (Cll + dZ)Tl - alTI(t - T), t > 0
T]\I/I = alTI(t - T) - d3TM - a4TM - C3TMI - kl(l - e_kzu)TM, t 2 0

p(T; + Ty)™
a+ (T; +Ty)"

— oITy — cy Tyl —dy] — k(1 —e ), t >0

u'=—yu t>0

T;(t) = ¢4 (t) t € [-1,0]
Tu(t) = ¢,(t) t € [-7,0]
1(t) = ¢5(t) t € [-7,0]
u(0) = u, t € [-1,0]

Burada d,T;, d;Ty ve dqI dogal hiicre 6liim oranlarini, a; ve a, hiicrelerin hiicre devirlerini
tamamlama yiizdelerini, c¢; degerleri ise bagisiklik sistemi hiicrelerinin etkisiyle timor
hiicrelerinin kaybolma oranini ifade eder. p, @ ve n degiskenleri ise timdr hiicrelerinin tipine

bagli olarak deger alir.

1.4.4 Kontrol Sistemleri

Kontrol miihendisligi hemen Ikinci Diinya Savasini takip eden yillarda bir¢ok iilkede hizli bir
gelisme gostermistir. Sanayide, akademide ve devlet laboratuarlarinda arastirma gruplari
kurulmustur. Alexandr Alexandrovich Andronov (1901-1952), Eski Sovyetler Birligi’nde
kontrol miihendisliginin gelismesinde anahtar figiirdiir. Ismi ve onun kontrol teori ve
nonlineer dinamige katkilar1 batida hak ettiginden daha az bilinir. Onun ¢alismalarindaki ana

figlirler Solomon Lefschetz ve Nicolas Minorsky’ den gelir.

Geri beslemeli kontrol sistemlerinin hemen hemen hepsinde zaman gecikmesi olacagi icin
gecikmeli diferansiyel denklemler kontrol miihendisliginde oldukca sik goriiliir. Gecikmenin

rol oynadig1 sistemlerin kararlilik calismalar1 1930 ve 1940’larda baglamistir (Minorsky).

Ornegin, hareketinin
y'+ay' +y=0 (1.13)

seklindeki ikinci dereceden lineer denklemle tanimlandig: bir sistem ele alinsin.



Sekil 1.5 Geminin yan yatmasi ve kontrolii. Geminin her iki tarafindaki tanklar kismen su ile
doldurulur. Servomekanizm pompalama suyun bir tanktan digerine aktarimini saglayarak
gemiyi dengede tutar. (Erneux, 2009)

Keyfi belirtilmis baslangi¢c kosullart ile bu denklemin ¢oziimii sifira dogru iistel azalan bir
fonksiyondur. Coziim eksik soniimlii (a? < 4) olsun ve salimmin azalmasi i¢in bir sekilde
sOniim katsayisi a azalsin. Eger sistem spring-mass sistemse motor yagi i¢indeki tiim sistem
suya daldirilabilir. Diger yandan, eger sistem, Minorsky’in bahsettigi gibi, denizde geminin
yalpalamasi1 ve y normal dikey pozisyonundan yan yatma pozisyonuna gegerken ¢izdigi egim
acis1 ise daha ince diisiiniilmelidir. Ornegin, geminin dengede durmas igin her iki tarafinda igi
su dolu tanklar i¢erdigi varsayilsin. Geminin yan yatma durumuna karsi suyun bir tanktan

digerine pompalanmasini saglayan bir servomekanizma bulunmaktadir. Bu durum,
y'+ay' +by ' +y=0 (1.14)
denklemiyle ifade edilir.

Fakat simdi, agikca sOylenebilir ki bu mekanizmanin belli bir £ aninda hemen cevap vermesi
mimkiin degildir. Ciinkii su bir tanktan digerine pompalanirken belli bir siire geger. Yani
kontroliin cevap vermesi 7 > 0 gibi bir zaman alir ve geminin dengede durmasi, geminin

t — 7 anindaki durumuna baglidir. O halde (1.14) yerine,



y'+ay' +by'(t—1)+y=0

yazilmalidir.

1.4.5 Elektrodinamik Problemi

Aralarinda belli bir mesafe bulunan, her biri birbirinin etkisi altinda hareket eden iki yiikli
parcacik goz Oniine alinsin. Bu parcaciklar 1s1k hiziyla bir yoriinge etrafinda hareket etsinler.
Yikleri e; ve e,, duragan kiitleleri m; ve m, olan bu iki pargacigin x;(t) ve x,(t) referans
noktalart olsun. O halde, t aninda j parcaci@ininin etkisi altindaki i parg¢aciginin hareketi
t — 1;(t) anindan Onceki etkiyle iiretilir. ¢ 151k hiz1 olmak {izere, 7;(t) gecikmesi agsagidaki

denklemi saglar.
cri(®) = |[x(O) -5t —n@®)|  i#j

Burada, |.|, R3’ de Oklid normudur.

Sekil 1.6 Iki yiiklii par¢acigin birbiri iizerindeki etkisi. (Kuang, 1993)

Ayni sekilde birinci parcacigin ikinci parcacik tizerindeki etkisi benzer bir denklem {iretir. O

halde,
cri(t) = |x;(8) — x;(t — 7:(8))
cti(t) = |xj(t) —x;(t — Tj(t))l

seklinde modelleme yapilabilir.



2. DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMIi

2.1 Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bu yontem ilk
olarak Zhou tarafindan tanitilmistir ( Zhou JK. Differential transformation and its application
for electrical circuits. Wuuhahn, China: Hungary University Press; 1986). Daha sonra Chen
(1999), lineer ve nonliner baslangi¢c deger problemleri i¢in kapali seri ¢oziim bigimlerini ele
alarak bu yontemi gelistirmistir. Bu yontem, diferansiyel denklem ve baglangic kosulu

kullanilarak Taylor serisinin ¢dziimiiniin katsayilarini1 hesaplamay1 kapsar.

Diferansiyel doniisim yontemi 1ile diferansiyel denklemler cebirsel denklemlere
dontstiiriilebilir ve boylece kolaylikla ¢oziilebilir. Diger yandan, bu yontem diger integral
doniisiim yontemlerine gore ( Laplace ve Fourier gibi) daha kolay bir yontemdir. Ciink{i hem
Laplace hem de Fourier doniisiimlerinde karmasik ifadelerin integrallerinin alinmasinda

zorluklarla ve ters doniisiimlerin alinmasinda problemlerle karsilasilabilir.

Diferansiyel doniisiim yontemi tek boyutlu, iki boyutlu, ii¢ boyutlu ve n boyutlu olmak {izere
dort ayr1 grupta incelenebilir. Bu ¢alismada tek boyutlu diferansiyel doniisiim yontemine

deginilmistir.

2.2 Tek Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Tek boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi tek degiskene bagl diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilir. Bu yontemi tanimlamadan 6nce diferansiyel operator ve 6zelliklerine

deginilmesi gerekir.

Tanim 2.2.1

Diferansiyel operator tiirev operatoriiniin fonksiyonu olarak tanimlanan operatordiir.

:—x, D, D, seklinde gosterimleri vardir. Diferansiyel operatoriin bazi 6zellikleri,

1.% (u(x) + av(x)) = % (u(x)) + a:—x(v(x)), a keyfi sabit

2

d (d B
Z.a(au(x)> = Wu(x)



n-—1

d" d" ny d d
3 W(u(x)v(x)) = v(x)mu(x) + (1)av(x) T

u(x) + -

an- 1 dn
+( i 1)d n— 1v(x) U(X)+u(x)—v(x)

seklinde verilebilir.

Tanim 2.2.2

Eger u(x) € R, sabit bir x4 noktasi civarinda Taylor serisi ile ifade edilebiliyorsa, o halde

2 )
u@) =y = ) (1 sy (2.1)

k!
k=0

ile gosterilebilir.

Tanim 2.2.3

Eger u, (x), (2.1) Taylor serisinin n-kismi toplamlar dizisi ise, o halde

(k)
zmw=zufm@—mk (2.2)

seklinde yazilir. Burada u,, (x), x, civarinda u(t) nin n. Taylor polinomu olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.4 (Chen,1996)

u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisim fonksiyonu U(k) olmak iizere, u(x)’in

diferansiyel doniistimii
Ulk) = L[d" 2.3
- k! dxk u‘(x) o ( ' )

seklinde tanimlanir.

Eger U(k), (2.3) denklemindeki gibi tanimlanirsa, o halde (2.1) denklemi

u(x) = Z U3 (x — x0) (2.4)
k=0

ve (2.2) Taylor serisinin n-kismi toplamlar dizisi



() = ) UGOGx = x)* + Ra(®) 25)
k=0
sekline doniisiir.

Tanim 2.2.5 (Chen, 1996)

U (k) diferansiyel doniisiim fonksiyonunun tersi, diferansiyel ters doniisiim fonksiyonu,

u(x) = ) U(k)x® (2.6)

seklinde tanimlanir.

(2.3) denklemi (2.6) denkleminde goz Oniine alinirsa,

o) — o 1 [ d- . .

ux)—zﬁﬁu(x) x (2.7)
k=0 x=0

esitligi elde edilir.

Bu tanimlardan da goriildiigli gibi tek boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi Taylor seri

ac¢ilimdan ¢ikarilir.

Teorem 2.2.1 (Chen, 1996)

z(x),u(x),v(x) tek degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin diferansiyel doniisiimleri

sirastyla Z (k), U(k),V (k) olsun.
z(x) = u(x) + v(x) olmak lizere,
Z(k) =U(k) ¥V (k)

seklindedir.

Ispat

k
u(x)’ in diferansiyel dontisimi U (k) = % [ﬁ u(x)] ve v(x)’in diferansiyel doniisimii
: x=0

1 [ dk .
V(k) = = [ﬁ v(x)] . olmak tizere,
. xX=

z(x) = u(x) ¥ v(x) ise,



1 [ dk _
Z(k) = =l W(u(x) + V(x))l
x=0

seklinde yazilir. Diferansiyel operatoriin lineerlik 6zelliginden,

1 [ dk dk

Z(k) = =l _Wu(x) + Wv(x) -
1[d* _ 1[d*¥
| x=0 x=0
= U(k) FV(k)

olarak bulunur.

Teorem 2.2.2 (Chen, 1996)
u(x) ve z(x) tek degiskenli fonksiyonlar olmak tizere, u(x) ve z(x)’in diferansiyel doniisiim

fonksiyonlar sirasiyla U (k) ve Z(k) olsun. c € R igin,

z(x) = cu(x) ise,

Z(k) = cU(k)
seklindedir.
Ispat

k
u(x)’ in diferansiyel doniisimii U (k) = %[ﬁ u(x)] oldugundan, z(x) = cu(x)’ in
: x=0

diferansiyel donilistimii
200 = 1[d*
= 7ol [axr ™)
x=0
seklinde yazilir. Diferansiyel operatoriin lineerlik 6zelliginden,
Z(k) = C Wu(x) - = cU(k)

seklinde elde edilir.



Teorem 2.2.3 (Chen, 1996)

u(x) ve z(x) tek degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim

fonksiyonlari sirastyla U (k) ve Z (k) olsun.
z(x) = ;—xu(x) olmak tizere,
Zk)=(k+1DUk+1)

seklindedir.
Ispat
e . . e e 1[dk <
u(x)’ in diferansiyel dontisimi U (k) = = [ﬁ u(x)] oldugundan,
: x=0

1[d* /d
200 =y m(a”m)l

seklinde yazilir. Buradan,

x=0

dk+1

(k+ 1! ld k+1 u(x)l =(k+1DUk+1)

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.4

z(x) ve u(x) tek degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim

fonksiyonlar sirasiyla Z (k) ve U(k) olsun. m € N olmak {izere,

z(x) = ﬂu(x) ise,

dxm
Z(k) —( -ll; )'U(k+ m)
seklindedir.

Ispat

U(k) = k'[ u(x)] 0 oldugundan,

dk+m

1[dk ;dm 1
20 = 7| (o ”@l i [m”m
x=0 ) x=0



=k+m)k+m—-1)(k+m-—-2).. (k+m (m—1))

dk+m
(k+m)' [ xk+m u(x)]x=0

 (k+m)!

o UGk +m)

olarak bulunur.

Teorem 2.2.5 (Chen, 1996)

z(x),u(x) ve v(x) tek bilesenli fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 sirastyla

Z(k),U(k),V (k) olsun.

z(x) = u(x)v(x) olmak iizere, z(x)’ in diferansiyel doniistimii,

k

7(k) = Z UV (k- 1)
1=0

seklindedir.

ispat

u(x)’ in diferansiyel dontisimi U(k) = o [ u(x)] ve v(x)’ in diferansiyel dontistimii
=0

1 [dk ,
V(k) = = [m v(x)]xzo olmak iizere,

z(x) = u(x)v(x) ise,

1
200 = [ | (u(x)v(x))]

seklinde yazilir.

Leibniz ¢arpim kuralindan,
200 == [ oo
= | V)|

=i! v(x) dt u(x) + (k>

1/ dx

d
—v(x) u(X)l

2 k-2 dk 1 k

1[/ky d k d
+El<2)dx2”(x)dxk—2”(x)+"'+<k )d v g “(")+“(")_”(")

x=0



1 dk 1[/k\ d dk-1
= v(x)mu(x)l . +El(1>av(x)mu(x)l .

1 [/ky d? 1 k! k-1 d

+ Tl (2)— (X) u(x)l S E(k — D Idxk_l v(x) au(x)lxzo
1 dk

+E u(x)mv(x)lxzo

1 [/ d* k! d dk-1

Z(k) = =l (—u(x)> v(X) kl (k D lav(x)mu(x) . + o

1 k! ak-1

WEICED)] [dx" v () ”(")l u(x)—v(x)l

=UKkRWVO)+Uk-DVAD)+--+UMV(k—-1)+UO)V(k)
elde edilir.

Buradan,

k
Z(k) = z UV (k- 1)
1=0
oldugu bulunur.

Teorem 2.2.6 (Chen, 1996)
z(x) tek degiskenli fonksiyon ve z(x)’ in diferansiyel doniisiim fonksiyonu Z (k) olsun.

m € N olmak lizere, z(x) = x™ ise,

1, k=m

Z(k)z&(k—m)z{o' e

esitligi saglanir.

Ispat

Burada k < m, k = m ve k > m durumlarinin incelenmesi gerekir.

K
Z(k) = i d—xml
=0

k! |dxk




k
oldugu bilinmektedir. O halde, bu ii¢ durum i¢in [ﬁ xm] ifadesi incelenmelidir.
x=0

1. Durum: k < m durumu

dk
mel =mm—-1)..(m—k+ Dx™*],_, =0
x=0

olur. O halde buradan,

1[d* 0
= — | —4Mm = — =
200 = 11| g ¥ l Kl 0
elde edilir.
2. Durum: k = m durumu
dk
ﬁxml =[mim-1).(m—-—m+ D)x™ ™o = m!
x=0
ise,
17dm 1
= —|—x™M = — | =
Z(m) m! [dxm x L=0 m

seklinde bulunur.

3. Durum: k > m durumu

dk
melxzo =mim—-1).(m—-—m+1)0],., =0

ise,

= —|——yxM = —=
Z(k) =71 | gr ™ o=V

1[dk l 0
0
seklindedir.

Her ti¢ durum da g6z 6niine alinirsa, z(x) = x™ in diferansiyel dontisiim fonksiyonu

1, k=m

Z(k)=6(k—m)={0’ o

ile ifade edilir.



Teorem 2.2.7 (Abdel-Halim, 2004)

u(x) tek degiskenli fonksiyon, U(k), u(x)’ in diferansiyel doniisiim fonksiyonu ve A € R

olmak iizere,

u(x) = e ise,

/1k
seklindedir.

Ispat

u(x)’ in diferansiyel doniistimiiniin
00 = 2o
"k @kt
x=0
oldugu Tanim 2.2.4’den bilinmektedir. O halde,

o S L[ ax] gk =1
k=1igin, U(1) = e ]x=0 =1 |2e lne]x:O =34
o _1[4® ax =1y 2pAx =2 )2
k=2ic¢in, UQ2) = |- 5e ]x=o T2 |42 (tney?e ]x=0 =5t
L _ 1[4 2 =1 z =2
k=3igin, V) =g[5e] | = glEmee™], =520

ifadeleri elde edilir.

Boyle devam edilirse, Vk € N icin,

ﬂ.k

seklinde bulunur.



Teorem 2.2.8 (Abdel-Halim, 2004)

u(x) tek degiskenli fonksiyon, w, @ € R ve u(x)’ in diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k)

olmak iizere,
u(x) = sin (wx + ) ise,

U(k) = VZ—;{sin (gk + a)

seklindedir.

ispat

u(x) = sin (wx + @) ise, Tanim 2.2.4 geregince

k
U(k) = %[% sin (wx + a)] 0seklindedir. O halde, k’nin degerlerine gore U (k)
! x=

fonksiyonu incelenirse,

k = 0 icin,
1 1
Uu) = [sm Wx + @)= = asma
k =1 igin,
1 1 1 T

Ul = mE [— sin(wx + a)]x=0 T — [wecos(Wx + @)] =0 = Tyweosa = Fwsm (2 + a)
k = 2 igin,

1 - /2m
U2) == —sm(wx + a) —w?sin(wx + @)],=0 = szsm <7 + a)
k = 3 igin,

1 3
U(3)—— —sm(wx+a) —w3cos (Wx + a)],= 0 =W sm(z +a>

ifadeleri elde edilir.

Boyle devam edilirse, Vk € N igin,

k

U(k) = %sm( k +a)



seklinde bulunur.

Teorem 2.2.9

u(x) tek degiskenli fonksiyon, w, @ € R ve u(x)’ in diferansiyel doniisiimii U (k) olmak
uzere,

u(x) = cos (wx + a) ise,

k

w T
U(k) = Fcos (Ek + a)
seklindedir.

Ispat

u(x) = cos (wx + a) ise, Tanim 2.2.4’den
U(k) =— [— cos(wx + a)l

seklindedir. Burada, k’nin degerlerine gore U (k) fonksiyonu incelenirse,

k = 0 igin, U) = %[cos (Wx + )]y = cosa

k =1 igin, Uul) == [i cos (wx + a)] 11' [—wsin(wx + a)] =9 = %(—wsina)
1 s
1| (cos 5 + a)

k = 2 i¢in, U2) == [d— cos (wx + a)] = %[—chos(wx + a@)]x=0
x=0 :

_1 2T
—EW cos(2 +a>

k = 3 i¢in, U3)== [ @ cos (wx + a)] ;[Wg’sin (Wx + @)] =0
x=0 :

_1 3w
_§W cos(2 +a)

ifadeleri elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse, Vk € N i¢in



U(k) = Z—;{cos (gk+ a)

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.10 (Arikoglu ve Ozkol, 2005)
u(x) vev;(x),i = 1,2, ..., n, tek degiskenli fonksiyonlarinin diferansiyel dontisiim

fonksiyonlar1 sirasiyla U (k) ve V;(k) olsun.

Eger u(x) = v (x)v,(x) ... vp_1 (x)v,(x) ise, o halde

k kn-1 k3 k2

U = D D D D Valka)Valky = k) o Vaa (ks = k2Dl = k)

kn-1=0 kn-2=0  k2=0k,=0

seklindedir.

ispat
Tamim 2.2.4 kullanilarak,

1
U(0) = 5; 1 ()2 (x) .. Vo1 () V0 () ]y = V2 (0)V2(0) ... Vi1 (0)V,(0)

1r1d
U(D) = 3 |2 1@V e Vna (D0

X=Xo

= [11(0) V2(%) ... Vi1 )V (X) + 11 ()2 (X)) ... Vi () v, (X)

+ 01 (0 V2 (%) o V1 (0 (x) + V1 () V2 (%) oo V31 ()1 () T,

U) = Vi (DV2(0) ... Vo1 (0V,(0) + V1 (0)V2 (1) .. Vo1 (0)V, (0) + -+
+V1(0)V2(0) ... Vi1 (DVR(0) + V1 (0)V2(0) ... Vi_1 (015, (1)

U(2) = Vy(DV5(1)V3(0) ... U, (0) + V4 (1)Vo(0)V5 (1) ...V, (0) + -+
VU (DV5(0)V5(0) ... V(1) + Vo (0) Vo (V5 (1) ...V (0) + -+
+V1(0)V5(0) ... Ve s (D V(1) + V3 (2)V5 (0)V3(0) ...V, (0)
o 4 V3 (0)V5(0)V5(0) ... Vo (2)

ifadeleri elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse,



k kn-1 k3 Kk

U = D D D ValkValky — k) oV (kg = e )V = e )

k‘l’l—1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.11 (Arikoglu ve Ozkol, 2006a)

Eger u(x) = v(x + a) ise, o halde

N
h
UG = Y () e kv, N e
hi=k
seklindedir.

ispat

(2.6) denkleminde verilen ters diferansiyel doniisiim tanimindan,
u(x) = Z V(k)(x — xo + a)¥
k=0

=V(0)+aV(1) + V(1) (x — xo) + a®V(2) + 2aV(2)(x — xo) + V(2)(x — x,)?
+a3V(3) +3a2V(3)(x — xg) + 3aV(3)(x — x5)? + V(3)(x — x¢)3
=[V(0)+aV(1) +a?V(2) + a®V(3) + -]
+[V(1) + 2aV(2) + 3a?V(3) + - | (x — xp)

+[V(R2)+3aV(3) + - ](x —x0)2 + [V(3) + - ](x — x0)® +

[00) [}

hq!
_ h 1 hi—1 _
= ) E_Oa W(hy) + hg_l 11, — 1) a™ ™V (hy)(x — x0)

> hy! .
- - 1—3 _ 3
+,Z_33!(h1—3)!a V(h)(x — x0)* +



N hy! hi—k k
PIToer (S

seklindedir.

Elde edilen bu seri,

u(x) = i i (};) MY (hy) (x — x0)*

1=k

b
I}

o
P~

olacak sekilde diizenlenir ve (2.6) denklemi géz Oniine alinirsa,

N

Uk) = z (hl)ahl-kvml), N - oo

k
h1=k

olarak elde edilir.

Teorem 2.2.12 ( Arikoglu ve Ozkol, 2006a)
Eger u(x) = v;(x + a;)v,(x + a,) ise, o halde

N N

U(k):i Z Z (Zi)(k ﬁzkl)alhrklazhz—“"lvl(hl)vz(hz), N - oo

k1=0 h1=k1 h2=k—k1

seklindedir.

Ispat
x =xy’da, vi;(x+ a;)’in diferansiyel dontsim fonksiyonu C;(k) ve v,(x + a;) nin
diferansiyel dontisim fonksiyonu C,(k) olsun. Teorem 2.2.5 kullanilarak, u(x)’in

diferansiyel doniistimii

k
UG = ) Clk)Cak ~ k)

k1=0

seklinde elde edilir. Teorem 2.2.11°den,

[ee]

Ci(ky) = z (Zi) a;" 71y (hy)

hlzkl



[0e]

h
Co(k —ky) = Z (k _2k )azhz_k+k1V2(h2)
hy=k—k, 1

ifadeleri elde edilir.
Bu ifadelerden yararlanilarak, u(x)’ in diferansiyel doniistimi
N
Uk) = Z Z Z ( ) (k zk ) Mtk g he=ktlay, (h)V,(hy), N — oo
J1=0 hy=ky hy=k—k, 1

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.13 (Arikoglu ve Ozkol, 2006a)

Eger u(x) =vi(x + a)v,(x + ay) ... vp_1(x + ap_1)vp(x + ay) ise, o halde

Kp1 ks Ky N N
hy
U<’<>-Z DI Z 22 )
kn-1=0kn_2=0 k;=0k1=0h =k hp=kp—k; hp_1=kn—1—kn_2 hn=k—kn_1 1

L L P PR
ky —kq kn—1—kn-2/ \k —ky_1

X an_lhn—1—kn—1+kn—2 anhn—k+kn—1
X Vi(h)Vo(hy) .. V1 (hp—1)Vp(hy), N — o0

seklindedir.

Ispat
x = xy’ da v;(x + a;)’ nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu C;(k),i = 1,2, 3, ...,n, olsun.

Teorem 2.2.10’dan u(x)’in diferansiyel doniigiimii,

k kn-1 k3 Kk

UG = ) D Y ) Cla)Call = k) v Coy (kg = Kin )l = Jen )

k‘l’l—1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0
seklinde yazilir.

Teorem 2.2.11°den,

oo

Ci(ky) = z (Zi) a;" 71y (hy)

hlzkl



h
Colky — k1) = Z (k _Zk )azhz_k2+k1 Va(hz)
hy=ky—k, = 2

hp—1 _
Cn—l(kn—l - kn—Z) = Z (k n_ k )Cln—lhn_1 kn_1+kn_zvn—1(hn—1)
hn-1=kn—1-kn— n-l n-2
= h
Cn(k - kn—l) = Z (k _ ;cl )anhn_k+kn_1vn(hn)
hpy=k—kp_1 n-1

ifadeleri bulunur.

Bu ifadelerden yararlanilarak,

kn-1

=¥ ¥ 5SS (e

- h
X z ( 2 )azhz‘k2+k1V2(h2)...
ky, — ky
h2=k2—k1
hp=k—kn_1

elde edilir.

Son ifade diizenlenirse,

kn—1 ks N N h
=Y STy Z 22 o)
kn-1=0kn_2=0 k;=0k;1=0hy=ky hp=ky—k; hp_1=kpn_1—kn_2 hn=k—kn_1 !

N ( h2 ) ( hn—l ) ( hn )alhl_kl
ky —kq kn-1—kn-2/ \k —ky_4

X azhz—k2+k1 an_lhn—1—kn—1+kn—2anhn—k+kn—1

X Vi(h))Va(hy) .. Vo1 (hp_1)Va(hy), N -

seklinde elde edilir.



Teorem 2.2.14 (Arikoglu ve Ozkol, 2006a)
Eger

u(x) = vi(x + a)v(x + az) . Vo1 (X + ap_1)vn(x + an)hy () hy (X) ... A1 () Ay (X)

ise, o halde
kmin-1 N N
hy
k) = .
1
kmi+n-1=0kmin—2=0 Kkp=0k;=0hy=k; hp=kp—ky hp_1=kn_1-kn_2 hn=kn—kn_1

X ( ha ) ( hn-1 ) ( hn >a1h1—k1a2h2—k2+k1
k2 - kl kn—l - kn—z kn - kn—l

X Qy_qMm-17kn-1tkn-z g Mnkntkn-ay, (R, (Ry) . Vieg (Ry— ) Vi (Ry)
X Hy (k1 — kn)Hy(Kyiz — kpyr) oo

X Hm—l(km+n—1 - km+n—2)Hm(k - km+n—1)' N - o

seklindedir.

Ispat
x=xp'dai=1273,..,nvej=123,..,mi¢in v;(x + ;)" nin ve h;(x)’in diferansiyel
doniisiim fonksiyonlar sirasiyla C;(k) ve H;(k) olsun. Teorem 2.2.10” dan, u(x)’ in

diferansiyel dontigiimii,

km+n-1 k3

UGk) = Z > ZZQU@Q(@ K1) v Cnt (ks = ko)

Kmin-1=0 Kmin—2=0 kz=0k1=0
X Cn(ky — kn_1)Hy(knt1 — kn)Hy(knyz — Knyt) -
X Hp-1(kmsn-1 = Kman-2)Hn(k — Kimin—1)
seklinde yazilir.

Teorem 2.2.11°den,

Cik) = i (o) svin

hi=kq

h
Colky —ky) = Z (k _zk )azhz_k2+klvz(hz)
hzzkz—kl 2 1



o)

h,_
Cn—l(kn—l - kn—Z) = Z (k n_ }( )an—lhn_l_kn_1+kn_2Vn—l(hn—l)
hn-1=kn—1-kn_ n-1 n-2
= h
Cn(kn - kn—l) = Z (k _rllc ) anhn_kn+kn_1‘/rl(hn)
n n-1

hn=kn—kn-1
ifadeleri elde edilir.

Bu ifadelerden yararlanilarak, u(x)’in diferansiyel doniistimii

km+n 1 k3 kZ o

o= 5SS S (e

km+n-1=0 kmitn—2=0 Kk;=0k;=0h;=

[ee]

h

ha=kz—kq

(o]
X Z ( hn—l ) an_lhn—1—kn—1+kn—2
kn—l - kn—z

hn-1=kn-1—Kkn-2

C h
% Z (k —Tllc ) anhn_kn+kn_1VTl(hn)H1 (kn+1 - kn)Hz (kn+2 - kn+1)
hn=kn—kn—1 " n-1

X Hm—l(km+n—1 - km+n—2)Hm(k - km+n—1)
seklinde bulunur.

Son ifade diizenlenirse,

kmin—1 ks N N n
1
ke
km4n-1=0 km4n—2=0 k2=0k1=0h;=kq hp= kq hn-1=Kkn_1—kn—2 hn=kn—kn—1

9 ( ha ) < hn-1 )( ha >a1h1—k1a2h2—k2+k1
kz - kl kn—l - kn—z kn - kn—l

X Qg Mm-17Mn-1tin-z g Mnkntkn-ay, (R)V, (Ry) . Ve g (Ry— ) Vi (Ry)

X Hl(kn+1 - kn)Hz(kn+2 - kn+1)



X Hm—l(km+n—1 - km+n—2)Hm(k - km+n—1)r N — o

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.15 (Arikoglu ve Ozkol, 2006b)

u(x) tek degiskenli fonksiyon ve u(x)’ in diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k) olsun.

Eger u(x) = 4 [v(x + a)] ise, o halde
dxm

N

_ (k+n)! hy hyml—

Ul =—4 Z (k + n)a V), N = e
h1=k+n

seklindedir.

Ispat

x = x,’ da v(x + a)’ nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu C (k) olsun. Teorem 2.2.4’den,

(k +n)!
k!

U(k) = C(k+n)

seklinde yazilabilir. Teorem 2.2.11°den,

N
h
Clk+n)= Z (k -i—ln) aM=k="y(hy)
h1=k+n

olarak elde edilir. Bu ifadelerden yararlanilarak,

N

(k+n)! N

Uk) = — Z (k+n>a TV (), N> e
h1=k+n

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.16 (Arikoglu ve Ozkol, 2006b)
Eger u(x) = p(x)v™ (x + a) ise, o halde

k N
Uk) = Z

k1=0 h1=k—k1+n

(k—k1+n)!< hy

hy—k+kq—
(k— k! k—k1+n)a "P(ky)V(hy), N - oo

seklindedir.



ispat

x = x,” da p(x) ve v™ (x 4+ @)’ mn diferansiyel doniisiimleri sirastyla P(k) ve C (k) olsun.

Teorem 2.2.5’den u(x)’ in diferansiyel doniisiimii,
k
UG = ) PU)Ck = k)
k1=0
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.15°den,

N

_ (k=k; +n)! Z ( hy ) hy—k+ky—n

Cle=k) = == k—ky+n)" Vih)
h1=k—k1+n

seklindedir.

Bu ifadeler goz oniine alinirsa,

(k—k,+n)l/  h -
= 1~ +k1—n
Uk) = E E RO (k kot n) a P(ky)V(hy), N > o
k1 0 hl k1+n

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.17 (Arikoglu ve Ozkol, 2006b)

Eger u(x) = v; ™ (x + a;)v,™) (x + a,) ise, o halde

Ut = zk: EN: EN: (kllz!nl)!(k(_klil]:;?)!(kf:‘lnl) <k —:12+ n2>

k1 Ohl k1+n1 hz k— k1+n2

X alhl_kl_nlazhz_k+k1_n2Vl(hl)VZ(hZ)’ N — o

seklindedir.

Ispat

x = xo" da v, ™) (x + a;) ve v, (x + a,) nin diferansiyel doniisiimleri sirasiyla C; (k) ve

C, (k) olsun. u(x)’ in diferansiyel doniistimii Teorem 2.2.5’den,

k
UG = ) Cule)Call = k)

k1=0



seklinde yazilir.

Teorem 2.2.15°den,

N
k ! h
C,(ky) = M Z ( 1 )alhl—kl—mvl(hl)

kq! ki+n
1 h1=k1+n1 1 1

veE

N
_ (ke —ky +ny)! Z < ha ) hy—k+ki—n
Co(k — k) = k—ky)! k—k,+n, a™? 172V, (hy)

hz =k—k1 +n2
ifadeleri elde edilir.

Bu ifadelerden yararlanilarak,

k N

R N N TR s O PRI

k1—0h1 k1+n1h2 k— k1+n2

x a1k, ekt ey, (YW, (hy), N - o

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.18 (Arikoglu ve Ozkol, 2006b)

u(x) = v, (x + a))v, ™) (x + ay) ... vy ™D (x + a,_1) v, ™ (x + a,) ise,

kn—1 ks ka N
U(k) - Z Z Z Z Z " Z
k‘l’l 1= =0 kn 2= =0 kz 0 kl 0 hl k1+m1 hz k1+m2 hn_1=kn_1—kn_z+mn_1

(ke + m)! (ky — ks +my)! (kpoq — kpp + my_)!
kl! (kz - kl)! (kn—l - kn—Z)!

X

Rp=k—k p—q1+mp

N (k = ky—q +my)! ( hy )( h, ) < hy—1 )
(k = kn—1)! ki +my/ \ky —ky +my) " \kp_y —kyp_y +my_4

h

n hi—ki—m hy—ky+ki—m hp—1—Kpn—1+kp—o—my_

X( )al 1 1 1a2 2 2 1 2"'a7’l—1 n-1 n-—1 n-2 n-1
k—k, 1+m,

X anh"_k+kn_1_mnv1(h1)V2(hz) o Vo1 (hy—))Vy(hy), N —> o

seklindedir.



ispat
x = xo” da, v;™) (x + a;)’ nin diferansiyel déniisimii C;(k), i = 1,2,3, ...,n, olsun. O halde

Teorem 2.2.10 kullanilarak u(x)” in diferansiyel dontisiimii

k kn-1 k3  k»

U = D D DD Gl Calks = k) o Gy Uens = ) CaC = en 1)

kn_1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.15°den,

C(ktmy)! X hy b
Cy(ky) _k—l! z (kl +m1) a1y, (hy)

h1=k1+m1

(ky —ky +my)! < h o
Colly =) = et D (o Ly ) 8 )

h2 kz k1+m2

k1 —k,o+m,_)! h,_
Cn—l(kn—l_kn—z):( n-—1 n-—2 n 1) (k n-—1 )
n—-1

(kn—l - kn—z)! - kn—z + my_1

hp—1=Kkn—1—Kkn—2+mp_1

hp—1—kn-1+kpn—o—my_
X An_1 n—-1"Kn-1TRKn-2 n 1Vn_1(hn_1)

(k — kp_q +my)! Z‘” h,,
C.(k—k,_,)= ( ) hn_k+kn—1_mn]/ h
Tl( n 1) (k _ kn_l)! k _ kn_l + n an Tl( n)

Rp=k—Kp—_1+mp
ifadeleri elde edilir.

Bu ifadelerden yararlanilarak,

kn-1 k3 N
U(k) - Z Z Z Z Z ". Z
kn-1=0kn_2=0 kz=0k;1=0hy=ky+my hp=kz—ki+m; hp_1=kn_1—kp_2+mp_1

(ky + my)!t (kg — kg + mp)! (kpoq — kg + my_q)!
ky! (ky — k! 7 (kpn—1 — kn—2)!

X

hp=k—kq+my

><(k—l\’fn_1+mn)!< hy )( h, ) < hn_1 )
(k — kp_p)! ki +my/\k, —k; +m, kn_1—kn_p+my_4




h,
hi—=kqi—-m hy—ky+ki—m hp—1—Kpn—1+kn—o—my—
( )all 1 1a22 2 1 2...an_1"1 n-1 n—2 n-—1
k—k, 1+m,

X aymktkn-a=mny, (R, (hy) o Voo (hp-)Va(hy), N - o

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.19 (Arikoglu ve Ozkol, 2006b)

u(x) = vl(ml)(x + al)vz(mz)(x +a,) .. vn_l(mn—l)(x + an_l)vn(mn)(x +a,)

X 1 ()2 (%) .. D=1 ()P (%)

ise, u(x)’in diferansiyel doniistimdi,

kmin-1 k3 ko N
U(k) N Z z z z Z " Z
kmin-1=0 km4n—2=0  kz=0k1=0hy=Kki+my hpy=ky—Kk1+my hp_1=kn_1—kn_2+mn_y

N
z (ky + my)! (kg — kg + my)! (kpoq — kpp + my_q)!

X
k! (kz — fey)! (kn-1 = kn—2)!

hn=kn—kn_1+mn

o (kn —knq + mn)< hy )( h, ) < hyn_1 )
(kn — kn—1)! ki +my/ \ky —ky +my) " \kp_y —kp_p +my_4

X ( i
k, —k,_

X @Mk tin-1=mn s (h )V, (hy) v Ve g (hae)Vi (hy) Py (Knyr — ki)

hi—ki-mq a, ha—ky+ki—m; an_lhn—1—kn—1+kn—2 —Mnp-1

a;
1 + mn)

X P2 (kn+2 - kn+1) Pm—l(km+n—1 - km+n—2)Pm(k - km+n—1): N - o

seklindedir.

Ispat
x=x," da v;™)(x +a;)’nin diferansiyel doniisimii C;(k),i =1,2,3,..,n, p;(x)’in

diferansiyel doniigiimii P;(k), j = 1,2,3, ..., m, olsun.

Teorem 2.2.10’dan, u(x)’ in diferansiyel dontisimii

km+n-1 3

Utk = Z > Ezzclacl)cz(kz K1) v Cna Uns = ko)

kmin-1=0km4n—2=0 kz=0k;=0



X Cn(kn - kn—l)Pl(kn+1 - kn)Pz(kn+2 -k

X Pm—l(km+n—1 - km+n—2)Pm(k - km+n—1)

seklindedir.

Teorem 2.2.15°den,

n+1) -

N
(kq + my)! h L
Cy (ky) :% Z (k +1m >a1h1 Ty (hy)
e h1=k1+m1 1 1
(ky — ky + my)! h,
Calks = k) = , ( ) axtetatamay, (hy)
(ky — kq)! hy=ke T, ky, — ki +m,
N
k1 — ki, +m,_)! h,_
Coy (g — k_y) =( n 1k n zk r: 1) ( n—1
( n-1"—_ n—Z)- Ry =k —Knp Ty kn—l - kn—Z + Mmyp—q
X an_lhn—l_kn—1+kn—2 —Mp-1 Vn—l (hn—l)
N
(kn - kn—l + mn)! hn
ol = ( )
nlkn = k1) = G ) Ko — s + 1,

hn=kn—Kkn_1+mpy
hpy—kn+kn_q—m
X @yt kntlni T, (1)
ifadeleri bulunur.

Elde edilen ifadelerden yararlanilarak,

km+n-1 ks k3

w= Y Y LYY Y Z

N

2,

kmin-1=0kmin—2=0 Kk=0k;=0hy=k;+my hp=ky—ki+m; hp_1=kn_1—Kn_1+mp_
% (k1 + m)l(ky — ki +my)! (kpoq — kpop + my_q)!
hy=ky K1+, kl! (kz - kl)! (kn—l - kn—Z)!
(ky = kn_1 +my) < hy ) ( h, ) < b1 )
(kn — kp—1)! ki +my/ \ky —ky +my) " \kp_y —ky_y +my_4

h
x( n
k, —k,_

) alhl—kl—mlazhz—k2+k1—m2
1+ My

e Qp_q

hp—1—Kn—1+kn-2—-Mmp—1

)



X ayMmkntkn-a=mny, (B YW, (hy) .o Vioy (hy—1)Vi (hp) Py (kpyy — k)

X PZ (kn+2 - kn+1) Pm—l(km+n—1 - km+n—2)Pm(k - km+n—1): N — o

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.20 (Karakog ve Bereketoglu, 2009)

u(x) = f(x/a) tek degiskenli fonksiyonun diferansiyel doniisiimii, a > 1,

N
a— 1)k h
0 = Y, it (), e
hi=k
seklindedir.

ispat

(2.6) denklemindeki ters diferansiyel doniisiim tanimindan,

u(x) = Y FUOG — x0)*
k=0

C 1
= > F()— (- axp)t
k=0

= F(0) + ?(x —axg) + FCE? (x —axg)? + Fif) (x —axg)® + -
- [F(O) el P+ ﬂxozF(Z) - @xo?ﬂg) + l
a a a
[ _ _ 2
+ _%Fu) - %»@(2) + ?)(CICL—31)x02F(3) + l (x — xo)
B 3(a—1 1
+HaF O - %xOF(S) + l (=20 + | F @) + | (= 20y + -
— N 1 (Cl _ 1)h1 1
- hlzzo(—l)h XM (hy)

Z‘” (a— 1M by
_1\yhy—21>r-~-_ - . h-1__ "+ _
+ y _1( 1) 1 ahl Xo ! 1! (hl _ 1)| F(hl)(x xO)



had _ 1\h1-2
# Y ot O e e )2

“, ah 2! (hy — 2)!
+ 23(—1)h1‘3 - ‘ijh”’ " S (h}i '_ 31 F ()G = x0)° +
+ hzk(—l)hl_k o B _aghl_k xoMk T T (h}i l o F(h)(x — xo)k +
= i i (ol ‘aﬂh“" xp K (};1) F(hy) (x — x0)*
k=0 hi=k

elde edilir.

(2.6) denklemini (2.3) denkleminde goz oniine alirsak,

N

UGk = ) (~Dh

h1=k

(a _ 1)h1—k
amh

h
Xk ( kl) F(hy), N - o
seklinde bulunur.

Teorem 2.2.21 (Karakog ve Bereketoglu, 2009)
u(x) = f1(x/a1)f>(x/a,)’ nin diferansiyel dontisiimi, a; = 1ve a, > 1,
N N

( a, — 1)h1 kq (a _1)h2 k+kq ~
U(k) — Z Z Z ( 1)h1+h2 -k h1 o s X hi+h,—-k

k1=0 hy=k; hy=k—

X (il:) (k 2 kl) Fi(hp)F;(hy), N -

seklindedir.

Ispat

x =xy" da fi(x/a;)’ in ve f,(x/a,) nin diferansiyel doniisiimleri sirasiyla G; (k) ve G, (k)

olsun. Teorem 2.2.5’den, u(x)’in diferansiyel doniisiimii

k
U(k) = Z G1(k1)Gz(k - k1)

k1=0



seklindedir.

Teorem 2.2.20°den,

(a; — P

N
h

G1(ky) = Z (—DMhk xoM R <k1> Fi(hy), N> o0
1

h
h1=k1 al !
veE
N
a, — 1 hz—k+k1
Gz(k — kl) — Z (_1)h2—k+k1 ( 2 )h xohz—k+k1 ( )Fz(hz) N = oo
L a,"z k—ky
2= 1

ifadeleri elde edilir.
Elde edilen bu ifadeler géz oniine alinirsa,

kK N N _ _
U(k) = z z z (—1)h1+h2—k (e, — 1)h1 - (az = 1)h2 o x0h1+hz—k

a1h1 azhz
k1=0 hy=ky hy=F—k;

X (Zi) (k & kl) Fy(hy)F;(h;), N - o

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.22 (Karakog ve Bereketoglu, 2009)

u(x) = fi(x/a))fa(x/ay) ... fn(x/a,)’in diferansiyel dontisimi, i = 1,2, ...,nigina; > 1,

kn-1 k3 N
kn-1=0kpn_2=0  kz=0k1=0hy=ks hy=kp—k; hp_1=kp_1-kn_
N
— 1)1k — 1)h2—k2tks
% z (_1)h1+h2+---+hn—k (al 1) (aZ 1)
a1h1 azhz
hn=k—-kn_1
hpn—1—Kkn-1+kn- hn—k+kpn—
(an—l - 1) no1tnm1tin-2 (an - 1) n n-t hy+hy+-+hy—k hl
T e X0 I
an-1 an 1

()l T N )RR PG R,

N — oo



seklindedir.

Ispat
X = xo’da f;(x/a;)’ nin diferansiyel doniisimii G;(k),i = 1,2, ..., n, olsun. Teorem

2.2.10°dan, u(x)’ in diferansiyel doniisiimii

k kn-1 k3  k»

U= D D DY Gak)Galky = k) Gy Uens = Jen )Gk = enr)

kn_1=0 kn_2=0 k2=0 k1=0
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.20’den, N — oo i¢in,

(a; — 1)h1_k1

Gy (k) = i(—nhrkl 70 (1) o),

h
hi=k, a™
N (aZ _ 1)h2—k2+k1 h
Gy(ky — k) = z (—1)ha—ka+hs Mkt (k i )Fz(hz)
ha=kp—k; a2 1
N
et (kg — kn_z) = z (—1)n-1=Kn-1+en-z . A1 —ln-1+kn2
hn-1=kn-1—kn-2
o (an—l — 1)hn—1_kn—1+kn—2 < hn—l )F (h )
an—lhn_1 kn_1—kn_s noiimet
N hp—k+kn_
Gn(k —kn_q) = z (_1)hn_k+kn_1 (@ =1 h :
hp=k—kn_1 n "

_ hn
X xohn k+kn—q (k _ kn_1> Fn(hn)

ifadeleri elde edilir.

Elde edilen ifadelerden yararlanilarak,

kn-1 3 N

=Y Y 3y >y

-1=0kp_2=0  kz=0k;1=0hy=ks ho=kp—k;  hp_1=kp_1-kn_



_ (ag — Y7 (@, — PtTietrh

_1\hi+thy++hy
X (-1 P P
1 2

hn=k—-kn_1

xghathatrhnk (

x( iz ), s ) I ) FL Gy () o Py () B,

k2 - k1 k - kn—l

n-1"— kn—z
N - o

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.23 (Abazari, 2009)
u(t) = v(qt) ise, o halde U(k) = q*V (k) seklindedir.

Ispat

dk dk k

_ = — =gk — f
prT u(t) T (w(qt)) =q PE v(E)

t = qt olarak alinsin. Boylece,
dr dx
— = gk |—v(f = gkk!
ldtku(t)l q ldfkv(t)l g k!V (k)
t=t, t=t,
elde edilir. Bu ifade géz Oniine alinarak, Tanim 2.2.4’den,
_ 1 d* _ k
U(k) =7 g ® = V(k)
t=t,
seklinde bulunur.

Teorem 2.2.24 (Abazari, 2009)

Eger, u(t) = v,(q.t)v,(q,t) ise, o halde

k
UGESWRALACIACED
=0

seklindedir.



ispat
Leibniz formili kullanilarak,
k k

d
ﬁu(t) = qik [v1(q1)v2(q2t)]

k dl dk l
(}) gz 71 (@0 s w2 a2t

I
M=

l

Il
o

k
dk l

Z( )‘h P v1(t)CI2 d — V2 (D)

1=0
seklinde elde edilir.
Burada, £ = q;t ve t = q,t dir.

=k

[dtk uo| = Z RIS ACTACED

k
= ) K@il W OV - D
=0
Tanim 2.2.4’den,
k
UGESWRALACIACED
=0

seklinde bulunur.

Teorem 2.2.25 (Abazari, 2009)

u(t) = ﬁvl(qlt) o vz (g,t) ise, o halde
l+n)!(k—=1+m)!
Uk) = z PR Pt ( l), (EC — ) Vi(l+ n)Vy(k — L +m)

seklindedir.



ispat

dk k n dm
ﬁu(t) =% [W v;(qqt) g V2 (g2 t)]

k dl dn dkl m
(z)@ [ﬁ "1@1’3] dek 1 [dt—m v2 W)]

I
=

l

1l
o

k gl-1+m
Z ( ) tl+n vl( D)g. ™ dfk—l+m V2 (®
1=0
seklindedir. Burada, t = q,t, £ = g,t dir.
Boylece,
Sk
[dtk u(t)l = Z (l) [q: "+ V(L + )] [g ™ (k= L+ m)! Vo (k — L+ m)]
t=to 1=0
S kL4 n)! (k= L+ m))!
! ! (k—1+m)!
=) 017 Y (L mVy (k= L4 m)
£, (k=D
elde edilir.
Tanim 2.2.4’den,
l+n)!(k—1+m)!
Uk) = Z q:" g ( l)' ((k D) ) Vil +n)Vy(k—1+m)

seklinde bulunur.



3. SAYISAL UYGULAMA

Bu boliimde, literatiirde daha Once varyasyonel iterasyon yontemi, Taylor yontemi,
collocation yontemi ve Adomian ayrisim yontemi ile ¢ozlilmiis 6rnekler diferansiyel doniigiim

yontemiyle ¢oziilerek sayisal sonuclar karsilastirilmistir.
Ornek 3.1 (Evans ve Raslan, 2005)

u'(t) = %u(t) + %et/zu (%), 0<t<1, u(0) =1 (3.1)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisiim yontemi

uygulansin.

Coziim

(3.1) denklemine diferansiyel donilisiim yontemi uygulansin. u(t)’ nin diferansiyel doniisiim
fonksiyonu U(k) olsun. Teorem 2.2.4°den u'(t)’ye karsilik gelen diferansiyel doniisiim
fonksiyonu (k + 1)U(k + 1) olur. Teorem 2.2.10 ve Teorem 2.2.23’den yararlanarak, (3.1)

denkleminin diferansiyel doniistimii

15 0

k+1DUKk+1) = %U(k) +

seklinde yazilabilir.
Baslangi¢ kosulundan, U(0) = 1 elde edilir.
N =5alimirsa, k =0,1, ..., 5,

k = 0 i¢in,

1 1
U(1) =§U(0) +§U(O) = U(0)
ul) =1

k =1 igin,

1 1-1 1
20(2) =%U(1)+%Z( ) a /2) U -0
1=0

1



k = 2 igin,

2 l 1
3U(3) ——U(Z) [Z (1/2) U(Z—Z)I

1
k =3 igin,

1 1 37H1/2)!
4U(4)=§U(3)+E[Z (2) ( { ) U(3—l)]
=0

1
k =4 igin,

5U0(5) = %U(4) +

Q)2 )

=0

o 1
U( )—m
k = 5 i¢in,

1 1 /)t

6U(6) =§U(5)+§[; (2) - U(5—l)]
U6 1

) =735 720

ifadeleri elde edilir.

O halde, her k i¢in, ifade genellenirse,
1

seklinde bulunur.

Tanim 2.2.5’den aranan ¢0ziim,
u(t) = Z U k) £ (3.3)
k=0

seklindedir. Elde edilen U (k) degerleri (3.3)’de yerine yazilirsa,



1 1 1 1 1
_ 2 3 4 5 6 1 ... —
u(t) =1+t+—t“+—t +4!t +5!t +6!t + =

2! 3!

bulunur ve bu gercek ¢6ziim ile aynidir.

Evans ve Raslan (2004), (3.1) denklemine Adomian ayrisim yontemini, Saadatmandi ve
Dehghan (2009), varyasyonel iterasyon yontemini ve Sezer ve Dascioglu (2007), Taylor
yontemini (3.1) gecikmeli

diferansiyel doniisiim yontemi uygulandiginda, Cizelge 3.2°de goriildiigii gibi, diger sayisal

uygulamislardir.

Diger yandan,

yontemlere gore gercek ¢coziime daha yakin sonuglar elde edilmistir.

Cizelge 3.1 Ornek 3.1” in ¢dziimleri

diferansiyel

t Diferansiyel Gergek ¢Oziim Mutlak hata

doniisiim yontemi

N =16
0.2 1.221403 1.221403 0.00
0.4 1.491825 1.491825 0.00
0.6 1.822119 1.822119 0.00
0.8 2.225541 2.225541 0.00
1.0 2.718282 2.718282 9.77E — 15

Cizelge 3.2 Ornek 3.1” in ¢dziimlerinin mutlak hatalarin karsilastirilmasi
t ADM Taylor VIM DTM
13 terim yontemi n==~6 N =16
N =16

0.2 0.00 2.22 x 10716 2.25x 10717 0.00
0.4 2.22 x 10716 2.22 x 10716 3.43 x 10715 0.00
0.6 2.22 x 10716 2.22 x10716 6.99 x 10714 0.00
0.8 1.33 x 1071%° 0.00 6.28 x 10713 0.00
1.0 488 x 107> 2.22 x 10715 3.55 x 10712 9.77 x 10715

denklemine



—e— sayisal ¢6zim
35| ——— gergek ¢Ozim

Sekil 3.1 Ornek 3.1’in diferansiyel doniisiim ve gercek ¢oziimlerinin grafikleri (N = 8)

Ornek 3.2 (Sezer ve Dascioglu, 2007)

W () = —u(t) +%u(qt) —%e-qt, w0 =1 0<g<i

birinci mertebeden pantograph denklemine diferansiyel doniistim yontemi uygulansin.

Coziim

u(t) fonksiyonunun diferansiyel doniigiim fonksiyonu U (k) olsun. Teorem 2.2.3 ve Teorem

2.2.23 goz Oniine alinirsa, (3.4) pantograph denkleminin diferansiyel doniisiimii

q q (—"
(k+ DUk +1) =~V + 5 V) — 5

seklinde olur.
Baslangi¢ kosulundan, U(0) = 1 olarak elde edilir.

N =5alinirsa, k =0,1, ... 5,




k = 0 igin,
U(1) = -U(0) +1U(0) ~1
Ul =-1
k =1 igin,

20(2) = ~U(1) + 3 qU(1) =3 (~9)

1
k = 2 i¢in,

B q q(—q)°

3U(3) = —U(2) +§q2U(2) -5
N 1

u@) = %

k = 3 i¢in,

B q q(—q)°

4U(4) = —U(3) +§q3U(3) T
1

U =5

k = 4 igin,

B q q(=q)*
5U(5) = ~U(4) +5q'U(4) -5~
U(5) = !

G)=-1;
k = 5 i¢in,

3 q q(=q)°

6U(6) = —U(5) +§q5U(5) -5
1
U(6) = m

ifadeleri elde edilir.

U (k) i¢in elde edilen ifadeler, her k i¢in genellenirse,

1
U = (~D*



seklinde olur.

Tanim 2.2.5°de verilen ters diferansiyel doniisiimii uygulanirsa,

u(t) = ) U(k)tk

1. 1 1 1 1 o (-1
)=1—-t+=t?—=t3+—t*——1t° —t6—---=z th=e™t
u(®) T2V TN T2t 120" T720 VT ¢

elde edilir. Elde elden bu ¢6ziim gercek ¢oziim ile ¢akisir.

Sezer ve Dascioglu (2007), (3.2) pantograph denklemine Taylor yontemini, Ishiwata ve
Muroya (2007) ise collocation yontemini uygulamiglardir. Sezer ve Dascioglu ¢alismasinda,
elde ettikleri sayisal sonuglari collocation yontemiyle karsilastirmis ve Taylor yonteminin
daha iyi sonuclar verdigini gostermislerdir. (3.2) denklemine diferansiyel doniisiim yontemi

uygulandiginda, Taylor yonteminden daha etkin oldugu goriilmektedir (Cizelge 3.4).

(3.2) denklemine N = 12 alinarak diferansiyel doniisiim yontemi uygulandiginda, gercek
coziime ¢ok yakin sonuglar elde edildigi goriiliirken, Taylor yonteminde N = 16 alinmasina

ragmen hata diferansiyel doniisiim yonteminde elde edilenden daha biiyiiktiir.

Cizelge 3.3 Ornek 3.2’ in ¢dziimleri

t Diferansiyel Gergek ¢oziim Mutlak hata
dontisiim yontemi
N =12

271 0.606531 0.606531 2.00E — 014

272 0.778801 0.778801 0.00

273 0.882497 0.882497 0.00

274 0.939413 0.939413 0.00

275 0.969233 0.969233 0.00




Cizelge 3.4 Ornek 3.2 in ¢dziimlerinin mutlak hatalarmin karsilastiriimasi

t Collocation Taylor DTM
yontemi m = 2 yontemi N =12
N =16
271 2.71x 1075 7.77 x 10716 2.00 x 10714
272 1.08 x 107° 1.11 x 107t 0.00
273 3.81 x 1078 2.22 x 10716 0.00
274 1.26 x 10~° 0.00 0.00
27° 4,09 x 10711 1.11 x 10716 0.00
6
—e— sayisal ¢6zim
——— gercek ¢6zim
5 L
41
€ 3¢
=}
2+
1L
-4 -3 -2

Sekil 3.2 Ornek 3.2’nin diferansiyel déniisiim ve gercek ¢oziim grafikleri (N = 12)



Ornek 3.3 (Saadatmandi ve Dehghan, 2009)

{u”(t) =§u(t) +u(§) —t242 0<t<1

(3.5)
u(0)=0 u'(0)=0

ikinci mertebeden pantograph denklemine diferansiyel doniistim yontemi uygulansin.

Céziim

u(t) fonksiyonunun diferansiyel doniisim fonksiyonu U(k) olsun. Teorem 2.2.4’den u'’(t)

fonksiyonunun diferansiyel doniisimii (k + 1)(k + 2)U(k + 2), Teorem 2.2.23’den u (%)
K

fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu G) U(k) seklinde elde edilir. Bu

ifadelerden ve Teorem 2.2.6’dan yararlanarak (3.5) pantograph denkleminin diferansiyel

doniistimii,
(k + 2)! Uk +2) = EU(k) + <1)k U(k) —6(k—2)+26(k)
k! 4 2

seklinde bulunur.

Baslangi¢ kosullarindan,

U0)=0 ve (k+1DUk+1)=0=U1)=0
olarak elde edilir.

N =5alinirsa, k = 0,1, ...,5,

k = 0 igin,

2U(2) = ZU(O) + (%)0 U(0) - 0+2

u2)=1

k =1 igin,

3 1\}
6U(3) = U(1) + (E) U(1)
U3)=0

k = 2 i¢in,
2

3 1
120(4) = U(2) + (E) U@2)—1+0

U4)=0



k = 3 igin,
20U5—3U3 13U3 0+0

(5)=3U@) +(3) V@ +0+
UGs) =0
k = 4 i¢in,

3 1\*

30U(6)=ZU(4)+(E) U4)
U6) =0

k = 5 igin,
5

3 1
35U(7) = SU) + (E) ()

U(7) =0
ifadeleri elde edilir.

Elde edilen bu ifadeler (2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

u(t) = ) Ukt

u(t) = t?
olarak bulunur.

(3.3) ikinci mertebeden pantograph denklemine diferansiyel doniisim  yontemi
uygulandiginda, Saadatmandi ve Dehghan (2009)’1n varyasyonel iterasyon yontemiyle elde
ettigi sonugla cakistigr goriilmektedir. Diger yandan, elde edilen bu ¢6ziim gergek ¢oziim ile

aynidir.

Ornek 3.4 (Yu, 2008)

{u'(t) = -5+ 4u(5) +9u(3) + ¢ -1 o
u(0) =1 |

multi- pantograph denklemine diferansiyel doniisiim yontemi uygulansin.



Coziim

u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii U (k) olsun.Teorem 2.2.3’den u'(t)

fonksiyonunun diferansiyel dontisiimii (k + 1)U (k + 1), Teorem 2.2.23’den u G) ve u (g)
. . . . 1\¥ 1\k )

fonksiyonlariin diferansiyel doniistimleri sirasiyla (5) U(k) ve (§) U (k) seklinde elde

edilir. Elde edilen bu ifadelerden ve Teorem 2.2.6’dan yararlanarak (3.6) denkleminin
diferansiyel dontlisiimi
k K

k+ DU +1) = —%U(k) 44 (%) UG +9 @) UG + 60k — 2) — (k)

seklinde yazilabilir.
Baslangi¢ kosulundan, U(0) = 1 seklinde elde edilir.
N =2 almirsa, k =0,1,2

k = 0 icin,

u(l) = —gU(O) +4U(0)+9U(0) — 1

Ul _ 67
(1) ==
k =1 i¢in,

20(2) = —Zum) +4 (%) U(1) +9 (%) U(1)

1675
U2) =——
@) =—
k = 2 igin,

3U(3) = —Zu(z) +4 G) U2) +9 (%) U@ +1

U(3) = 12157
1296

ifadeleri elde edilir.

Bu ifadelerden yararlanarak ters diferansiyel doniigiimii uygulanirsa,

u(t) = ) Ukt



=U0)+UDt+URt2+UB)L3 + -
67 1675 12157

2

+6t+ 72 ‘ +1296t
seklinde elde edilir.

3

Yu (2008), (3.6) multi- pantograph denklemine varyasyonel iterasyon yontemini uygulamistir.
Diferansiyel doniisiim yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen ¢oziim

aynidir ve gercek ¢oziimle cakisir.

Sekil 3.3 Ornek 3.4’iin ¢6ziim grafigi

Ornek 3.5 (Ishiwata ve Muroya, 2007)

, 1 [t . 1. ([t
{y (t):—y(t)+Ey(z)+cost+smt—gsm(5), 0<t<T 3.7)
y(0) =1

gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisiim yontemi uygulansin.



Coziim

y(t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu Y (k) olsun. y'(t) fonksiyonunun
diferansiyel doniisiim fonksiyonu Teorem 2.2.3’den (k + 1)Y (k + 1) seklindedir. Teorem
2.2.23, Teorem 2.2.8’den ve Teorem 2.2.9°dan yararlanarak (3.7) denkleminin diferansiyel
doniistimii,

e+ DYk +1) = —Y(k) + % (%)k Y (k) + %cos (g k) + %sin (g k)

=k
sin {5

2 k!

1(1/2)k . (T[ )

seklinde yazilir.

Baslangi¢ kosulundan,
Y(0)=0

elde edilir.

N =6 alimirsa, k = 0,1, ...,6,
k = 0 i¢in,

Y(1) =-Y(0) + %Y(O) +1

Y(1) =1

k =1 i¢in,

2Y(2) =-Y()+ ! (1) Y(1)+1- z
2\2 4

Y(2)=0
k = 2 i¢in,

1/1 1
W) = Y@ +5(3)r@ -3

1

k = 3 i¢in,

1/1 1 1
4Y(4) = —Y(3) + (g) (ORFIT

Y(4)=0



k = 4 igin,

1/1 1
5Y(5) = (@) +3 (3¢ Y@ + 5

16 24
Y () = —
120
k =5 i¢in,
6Y(6) = Y(5)+1(1)Y(5)+ LI
B 2\32 120 7680
Y(6)=0
k = 6 i¢in,
7Y(7) = Y(6)+1(1)Y(6) L
B 2 \64 720
Y(7) = -
5040

ifadeleri elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse, Vk € N i¢in,

(—D*

elde edilir.

Tanim 2.2.5’den aranan ¢0ziim,
y(©) = ) Ut
k=0

1 1 1 2 (=1)k
=t——t3 4+ —t>——t7T ... = L

— t2k+1,: y t
TR T £, 2k + 1) St

seklindedir ve bu ¢oziim gergek ¢oziim ile aynidir.

Ishiwata ve Muroya (2007), (3.7) denklemine rasyonel yaklasim yontemini uygulamis,
sonuglar1 collocation yontemiyle karsilagtirmis ve rasyonel yaklasim yonteminin collocation

yonteminden daha kullanigli oldugunu ileri siirmiislerdir.

N = 16 alinarak (3.7) gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisiim yontemi

uygulandiginda elde edilen ¢6ziim ile gercek ¢oziimiin ¢akistigr goriilmektedir ( Cizelge 3.5).



Cizelge 3.5 Ornek 3.5’ in ¢oziimleri

t Diferansiyel Gergek ¢coziim Mutlak hata
doniisiim yontemi
N =16
20 0.841471 0.841471 0.00
271 0.479425 0.479425 0.00
272 0.247404 0.247404 0.00
273 0.124675 0.124675 0.00
274 0.062459 0.062459 0.00
2 \ \
——e— sayisal ¢6zim
——— gercek ¢6zim
1.5+

y(x)

Sekil 3.4 Ornek 3.5%in diferansiyel doniisiim ve gergek ¢dziim grafikleri (N = 12)

Ornek 3.6 (Giilsu ve Sezer, 2005)

{ZY"(X) +2y"(x) —4y(x) +y"'(x -1 +y'(x—1) —2y(x —1) = —6x> + 10x + 8

y(0)=1 y'(0)=2

gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisiim yontemi uygulansin.

(3.8)



Coziim
y(x)’ in diferansiyel doniisiim fonksiyonu Y (k) olsun. Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4’den

y'(x) ve y" (x) fonksiyonlarinin diferansiyel dontisiim fonksiyonlari sirasiyla
k+1DYk+1D)ve(k+1)(k+2)Y(k+2)

seklindedir.

y(x — 1) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii C; (k) osun.Teorem 2.2.11°den,

N
h
a0 =) () Comrra
hi=k
seklinde elde edilir.

y'(x — 1) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu C, (k) olsun. Teorem 2.2.15"den,

(k + D!

€0 = === G, (k + 1)
seklindedir.
S
— hi—k-1
G+ = ) () C0mR Y ()
hy=k+1

seklindedir. O halde, y'(x — 1) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu
A
— hy—k—1
GO =+1) Y () DR
hi=k+1
olarak elde edilir. Benzer sekilde, y" (x — 1) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii de
hy—k—2
(k+1)(k +2) Zk+2(k+2)( 1) 2y (hy)

seklindedir.

O halde, diferansiyel doniisiimleri elde edilen ifadeler ve Teorem 2.2.6 g6z Oniine alinirsa,

(3.8) denkleminin diferansiyel doniistimii,

hy
2k +D)(k+2)Y(k+2)+2(k+1DY(k+1)—4Y(k)+ (k+ 1D)(k + 2)
3



N

h
X (—1)Mk=2y (h,) + (k + 1) U ) ()R 1y (hy)
265

N h, ) )
2 ’Z‘k ( 5 ) (—DM*y (hy) = =68k — 2) + 108(k — 1) + 85(k)

seklinde yazilabilir.
Baslangic kosullarindan,
Y(0)=1, Y(1) =2

elde edilir.

N =4 alimirsa, k = 0,1, 2,

k = 0 igin,

4Y(2) + 2Y(1) — 4Y(0) + 2 Zz (};1) (—1)M=2y(hy) + Zl (illl) (—=D)M=1Y(hy)
—2 i (};1> (—D)MY(h) =8
h1=0

4Y(2) + 2Y (1) — 4Y(0) + 2Y(2) — 6Y(3) + 12Y(4) + Y (1) — 2Y(2) + 3Y(3) — 4Y (4)
—2Y(0) + 2Y(1) — 2Y(2) + 2Y(3) — 2Y(4) = 8

2Y(2) - Y(3)+6Y(4) =4
k =1 i¢in,

12Y(3) + 4Y(2) — 4Y(1) + 6 i (h;) (=13 (hy) + 2 Zz (Zl) (—1)M2Y (h,)

h1=3

—2 Zl (hll) (-D)M=1y(h,) = 10

12Y(3) + 4Y(2) — 4Y (1) + 6Y(3) — 24Y(4) + 2Y(2) — 6Y(3) + 12Y(4) — 2Y(1)
+4Y(2) — 6Y(3) + 8Y(4) = 10

10Y(2) + 6Y(3) — 4Y(4) = 22



k = 2 igin,

24Y(4) +6Y(3) —4Y(2) + 12 i (21) (—=D)M=*y(h) +3 i (};1> (—DM=3y(h)

h1=4 h1=3

—2 24: (};1) (-D)M2y(h,) = -6

hi=2
24Y(4) + 6Y(3) —4Y(2) +12Y(4) + 3Y(3) — 12Y(4) — 2Y(2) + 6Y(3) — 12Y(4) = -6
—6Y(2) + 15Y(3) + 12Y(4) = -6

ifadeleri elde edilir.

2Y(2)-Y(3)+6Y(4) =4
10Y(2) +3Y(3) —4Y(4) = 22
—6Y(2) +15Y(3) + 12Y(4) = -6
lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,

247

44
Y(B) = = m

730 '@

Y(4) = 4
123"

olarak bulunur.

Bu ifadeler (2.6)’ da verilen ters diferansiyel doniisiim denkleminde yerine yazilirsa,

y() = > Ut
k=0

=142 +247 2+44 3 4 7 4 4
- XT3 T3 T123”

olarak bulunur. Gergek ¢dziim 2e* + x2 — 1 dir.

Giilsu ve Sezer (2006), (3.8) gecikmeli diferansiyel denklemine Taylor polinom yaklagimini
uygulamiglardir. Ayni denklem N =4 alinarak diferansiyel donlisim yOntemiyle
¢oziildiigiinde, Taylor polinom yaklasimindan daha iyi sonuglar verdigi Cizelge 3.7’de

gosterilmistir.



Cizelge 3.6 Ornek 3.6” nin ¢dziimleri

Diferansiyel Gergek ¢Oziim Mutlak hata
doniisiim yontemi
N =4
0.0 1.000000 1.000000 0.00
-0.2 0.677554 0.677461 9.30E — 005
-0.4 0.499863 0.500640 7.76E — 004
—-0.6 0.453034 0.457623 0.004589
-0.8 0.525359 0.538658 0.013298
—-1.0 0.707318 0.735759 0.028442

Cizelge 3.7 Ornek 3.6° nin ¢dziimlerinin mutlak hatalarmin karsilastiriimasi

Taylor polinom DTM

yaklasimi N = 4 N =4
0 0.000000 0.000000
-0.2 0.929E — 4 0.930E — 6
-0.4 0.776E — 3 0.776E — 5
-0.6 0.458E — 2 0.458F — 2
-0.8 0.132E -1 0.132E -1
-1.0 0.284F — 1 0.284F — 1




—e— sayisal ¢6zim
——— gercek ¢6zim

Sekil 3.5 Ornek 3.6 nin diferansiyel doniisiim ve gercek ¢oziim grafikleri

Ornek 3.7 (Evans ve Raslan, 2004)

d
Z;x)=1—2y2(;). 0sx<1, y(0)=0 (3.9)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisiim

yontemi uygulansin.

Coziim
y(x)’ in diferansiyel donlisiim fonksiyonu Y (k) olsun. Teorem 2.2.6, Teorem 2.2.10 ve

Teorem 2.2.24’den yararlanarak (3.9) denkleminin diferansiyel doniistimii,

k

k
k+ DYk +1) = 5(k) — 2 Z (%) Y(DY (k 1)

1=0
seklinde yazilabilir.

Baslangi¢ kosulundan,



Y(0)=0
elde edilir.
N =6 alinirsa, k = 0,1, ... 6,

k = 0 i¢gin,

0
Y(1)=1- ZZ Y(DY(O0 = 1)
=0

Y(1) =1

k =1 i¢in,
1 1 1

27(2) = —zz (E) Y(DY(1 = 1) = —[Y(0)Y (1) + Y(1)Y(0)]
=0

Y(2) = 0

k = 2 i¢gin,

2 2
3Y(3) = —2 Z G) Y)Y Q2 —1) = — % [Y(0)Y(2) + Y(1)Y (1) + Y (2)Y(0)]

=0

1
Y(?)) = —g

k = 3 i¢in,

13 1
4Y(4) = —2 Z (E) YWY - D) = =5 [V (OY(3) + Y (DY) +Y Y (D + Y)Y (0)]

=0

Y(4)=0

k = 4 i¢in,

4

5Y(5) = —224: (%) Y(DY(4—1D)

=0

= —%[Y(O)Y(Zl) +Y(Y) +Y(2Y(2) + Y)Y (D) + Y (4)Y(0)]

1
Y(5) = 130



k = 5 ig¢in,

5

6Y(6) = —zi (%) Y)Y - )

=0
= _% [Y(OY(5) + YY)+ YY)+ Y)Y (2) + Y(4)Y (1) + Y(5)Y(0)]
Y(6) =0

k = 6 ig¢in,

6 6

7Y(7) = -2 Z G) Y(DY(6 - 1)

=0

— 35 [Y(OY(6) +Y(DY(5) + Y (DY (4) + Y(RY(3) + Y (HY () + V()Y (1)
+Y(6)Y(0)]

1
Y =- 5040

ifadeleri elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse, Vk € N i¢in,

(—DF
Y@+ D) =

elde edilir.

Tanim 2.2.5’den aranan ¢0ziim,
y() = Y ¥(oxt
k=0

1 1 1 N (=D 2k+1 :
31t Tyt Tt T _k_0(2k+1)!x - o

seklinde bulunur. (3.9) baslangi¢ deger probleminin ger¢ek ¢oziimiiniin y(x) = sinx oldugu
g0z Online alinirsa, elde edilen ¢oziim ile gercek ¢coziimiin ¢akistigr goriiliir.

Evans ve Raslan, (3.9) denklemine Adomian ayrisim yontemini uygulamis, Taylor serisini

kullanarak gerc¢ek ¢oziimii y(x) = sinx olarak elde etmislerdir.

Ormek 3.5°de N = 12, Ornek 3.7°de N = 14 almarak ¢dziimlerin grafikleri cizilmistir. Sekil
3.6’da goriildiigii gibi N arttirildikca gercek ¢oziime yaklasilmaktadir.



Cizelge 3.8 Ornek 3.7’ nin ¢oziimleri

Diferansiyel Gergek ¢oziim Mutlak hata Mutlak hata
doniisiim yontemi N =12 N =16

0.0 0.000000 0.000000 0.00 0.00

0.2 0.198669 0.198669 0.00 0.00

0.4 0.389418 0.389418 0.00 0.00

0.6 0.564642 0.564642 0.00 0.00

0.8 0.717356 0.717356 3.00E — 014 0.00

1.0 0.841471 0.841471 7.60E — 013 0.00

Sekil 3.6 Ornek 3.7’nin diferansiyel doniisiim ve gercek ¢oziim grafikleri(N = 14)

1.5

sayisal ¢b6zim
—+— gergek ¢Ozim




Ornek 3.8 (Karakog ve Bereketoglu, 2009)

d?y(x) - (x)

3
dx? 2) Ty Tox (3.10)

y() =1, y(1)=3

simirsiz gecikmeli lineer gecikmeli diferansiyel denklemine diferansiyel doniisim yontemi

uygulansin.

Coziim
y(x)’in diferansiyel doniisiim fonksiyonu Y (k), x3 ve x* in x, = 1’de diferansiyel doniisiim

fonksiyonlar sirasiyla F; (k) ve F, (k) olsun. Diferansiyel doniigiim tanimindan,

1[d*
Ao = L]
k!'|dxk et

Ve

k! |dxk ™

1[d*
F,(k) = l

seklindedir. O halde,
k = 0 i¢in,

Fi(k) = x3|x=1 =1 ve Fy(k) = Xjp=1 =1

k =1 igin,

=1[2,3 — 1|4 _
Fi(k) = 1! [dxx ]x=1 =3 ve FRl)= 1! [dxx]x=1 =1
k = 2 igin,

_114a* 3 _ _1[a* _
Fy(k) =2 |5x ]le =3 ve F(k)=- [dxzx =0
k = 3 igin,

1[d3

£ .3 _

Fl(k)—glldx3x l _1—1



d4
Fi(k) = —|-—x3| =0
41 | dx* -
(1, k=0
3 k=1
’ 1, k=01
Rl)=13 k=2 RO ={; §35
[ 1, k=3 ’ -
W, k>4

ifadeleri elde edilir.

Teorem 2.2.5, Teorem 2.2.20 ve diferansiyel dontigiim tanimi kullanilarak (3.10) denkleminin

diferansiyel dontigiimii,
N
R 1
(k+ Dk +2YUe+2) == > (<D (1) V() + S () + 6,00
hi=k

seklinde yazilabilir.

Baslangi¢ kosullarindan,

Y(0O)=1ve (k+1Y(kk+1)=3=Y(1)=3
elde edilir.

N =3 alinsin, k =0, ... 3,

k = 0 igin,

\ 1 (h 1
2v@) == ) (DM o) V() + 5RO + 6F,0)
h1=0

1 1 1 1
=—[Ym)—zyu)+zy@)—§yeﬂ47;1+61
2.25Y(2) — 0.125Y(3) = 6.625

k =1 i¢in,

3
1 /h 1
6Y@)=-ZS(—nhr1?;(f)yah)+-§ﬂ(n4-65(n
h1=1



= 1Y1 1Y2 3Y3 °1
= —[3YW -3Y@ +3Y )|+

6.375Y(3) — 0.5Y(2) = 4.875

k = 2 igin,

3
- 2 L (M 1
12Y(4) = _,Z:z(_l)h T ( ) ) V() + 5 F1(2) + 6F,(2)

= — FY(Z) —~ E1/(3)] £
4 8 8
12Y(4) =0=Y(4) =0

k = 3 igin,

3
- T e E
20Y(5) = _th(_l)h T ( 3 ) Y(h) + g F1(3) + 6F2(3)

= —%Y(3) +%
20Y(5) =0=Y(5)=0
2.25Y(2) — 0.125Y(3) = 6.625
—0.5Y(2) + 6.375Y(3) = 4.875
lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,
Y(2) =3, Y(3) =1 olarak bulunur.

Ters diferansiyel doniisiim yardimiyla,

y() = ) V()= 1)
k=0

—Y(0)(x = D+ Y(D)(x = D + Y (2)(x — D% + Y(3)(x — 1)
=1+4+3x+3(x—1%+ (x—1)3=x3

seklinde elde ederiz. (3.10) denkleminin gercek ¢oziimii y(x) = x3 ile elde edilen ¢6ziim

cakisir.



4. SONUCLAR ve ONERILER

Fizik, tip, biyoloji, kimya, ekonomi gibi 6zellikle uygulamali bilimler ve miihendislikte
karsilagilan bir¢ok matematiksel modelin ¢oziimlerinin arastirilmasinda sayisal yontemler
olduk¢a 6nemlidir. Ozellikle ele alman yontemin hizli ve etkin sonu¢ vermesi, bilgisayara

kolay uygulanabilir olmasi hem zamandan hem de maliyetten tasarruf saglamaktadir.

Bu tezde, gecikmeli diferansiyel denklemler ve diferansiyel doniistim yontemi incelenmis,
baz1 gecikmeli diferansiyel denklemlere diferansiyel doniisiim yontemi uygulanmustir.
Diferansiyel doniisiim yontemi hem kullanim agisindan hem de bilgisayara uygulanabilirlik
acisindan kolay bir yontemdir. Diger doniisiim yontemlerinde karsilagilabilecek integrallerin
zorluguna karsin diferansiyel doniisiim yonteminde kolay tiirevler kullanilarak cebirsel

denklemler elde edilmektedir.

Adomian ayrisim ydntemi, varyasyonel iterasyon yontemi, collocation yontemi ve Taylor
yontemiyle ele alinan  problemler  diferansiyel  donlisim  yontemiyle  de
coziildiiglinde,diferansiyel doniisiim yonteminin hem hassasiyet hem hesaplama kolayligi
hem de algoritmasinin kolay olusturulmasi agisindan etkin oldugu goériilmektedir. Bunun yani
sira, literatiire bakildiginda bu yontem iizerine yapilan ¢alismalarin diger yontemlerden daha
az oldugu gbéze carpmaktadir. Diger yontemlere gore hem zamandan hem de maliyetten
tasarruf saglayan diferansiyel doniisiim yontemi Ozellikle lineer olmayan matematiksel

modeller i¢in gelistirilip uygulanabilir.



KAYNAKLAR

Abazari, N. ve Abazari, R., (2009), “Solution of Nonlinear Second-Order Pantograph
Equations via Differential Transformation Method”, World Academy of Science, Engineering
and Technology 58 2009.

Agorwal, R.P. ve Perera, K., (2006), Differential & Differerence Equations and Applications,
Hindawi Publishing Corporation, New York.

Arikoglu, A. ve Ozkol, 1., (2005), “Solution of Boundary Value Problems for Integro-
Differential Equations by Using Differential Transform Method”, Applied Mathematics and
Computation, 168:1145-1158

Arikoglu, A. ve Ozkol, 1., (2006a), “Solution of Difference Equations by Using Differential
Transform Method”, Applied Mathematics and Computation, 174:1216-1228.

Arikoglu, A. ve Ozkol, 1., (2006b), “Solution of Differential- Difference Equations by Using
Differential Transform Method”, Applied Mathematics and Computation, 181:153-162.

Arino, O., Hbid, M.L. ve Dads, E.A., (2002), Delay Differential Equations and Applications,
Springer, The Netherlands.

Avbelez, N.V., Maksimov, V.P. ve Rakhmatullina, L.F.,(2007), Introduction the Theory of
Functional Differential Equations Methods and Applications, Hindawi Publishing
Corparation, Egypt.

Baker, C.T.H., Paul C.A.H. ve Will¢, D.R., (1995), A Bibliography on The Numerical
Solutions of Delay Differantial Equations, Numerical Annalysis Report 269, University of
Manchester / UMIST, Manchester Centre for Computational Mathematics.

Balachandran, B., Nagy, K.T. ve Gilsinn, D.E., (2009), Delay Differential Equations,
Springer Science+Business Media, New York.

Bellen, A. ve Zennaro, M., (2003), Numerical Methods for Delay Differential Equations,
Oxford University Press, New York.

Bochorov, G.A. ve Rihan, A.F., (2000), “Numerical Modelling in Biosciences Using Delay
Differential Equations”, Journal of Computational and Applied Mathematics, 125:183-199.

Chen, C.K. ve Ho, S.C., (1996), “Application of Differential Transformation to Eigenvalue
Problems”, Applied Mathematics and Computation, 79:173-188.

Erneux, T., (2009), Applied Delay Differential Equations, Springer Science+Business Media,
New York.

Evans, D.J. ve Raslan, K.R., (2004), “The Adomian Decomposition Method for Solving
Delay Differential Equations”, International Journal of Computer Mathematics, 00:1-6.

Giinel, K., (2006), Zaman Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri, Yiiksek
Lisans Tezi, Adnan Menderes Universitesi.

Gyor, 1. ve Ladas,G., (1991), Oscillation Theory of Delay Differential Equations With
Applications, Oxford University Press, New York.

Ishiwata, E. ve Muroya, Y., (2007), “Rational Approximation Method for Delay Differential
Equations With Proportional Delay”, Applied Mathematics and Computation, 187:741-747.



Karakog, F. ve Bereketoglu, H., (2009), “Solution of Delay Differential Equations by Using
Differential Transform Method”, International Jourmal Of Computer Mathematics, 86:914-
923.

Keskin, Y., (2005), Diferansiyel Doniisiim yontemiyle Diferansiyel Denklemlerin Coziilmesi,
Yiiksek Lisans Tezi, Selcuk Universitesi.

Kuang, Y., (1993), Delay Differantial Equations With Applications in Population Dynamics,
Academic Press, Inc., San Diego.

Saadatmandi, A. ve Dehghan, M., (2009), “Variational Iteration Method for Solving A
Generalized Pantograph Equation”, Computers and Mathematics With Applications, 58:2190-
2196.

Sezer, M. ve Dascioglu, A.A., (2006), “Taylor Polynomial Solutions of General Linear
Differential-Difference Equations With Variable Coefficients”, Applied Mathematics and
Computation, 174:1526-1538.

Sezer, M. ve Dascioglu, A.A., (2007), “A Taylor Method for Numerical Solution of
Generalized Pantograph Equations With Linear Functional Argument”, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 200:217-225.

Yu, Z.H., (2008), “Variational Iteration Method for Solving The Multi-Pantograph Equation”,
Physics Letter A, 372:6475-6479.

Zhou, J.K., (1986), Differential Transformation and Its Application for Electrical Circuits,
Huazhang University Press, Wuhan China.



OZGECMIS

Dogum tarihi  21.08.1985

Dogum yeri  Istanbul

Lise Bayrampasa Anadolu Lisesi

Lisans Kocaeli Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Bolimi



