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SIMGE LiSTESI

X Denge noktasi

J: F fonksiyonunun Jakobiyen matrisi

tr], F fonksiyonunun Jakobiyen matrisinin kdsegen elemanlarinin toplanmu
det], F fonksiyonunun Jakobiyen matrisinin determinanti

||X|| x'1In normu

R" Pozitif Reel sayilar kiimesi
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BAZI FARK DENKLEMLERININ KARARLILIGI, PERiYODIKLIiGi
ve SINIRLILIGI UZERINE

Sebahat Ebru DAS
Matematik, Doktora Tezi

Bu c¢alismanin amaci, fark denklemlerinin ¢oziimlerinin siirliligini, periyodikligini ve
kararliligini incelemek ve bu konudaki ¢alismalara katkida bulunmaktir.

Tez yedi boliimden olusmaktadir. I. boéliimde su ana kadar yapilmis olan bir takim ¢alismalar
kisaca tanmitilmistir. II. boliimde gerekli olan bazi tanim ve teoremler verilmistir. II1. boliimde
ticlincii dereceden bir fark denklem sistemi incelenmistir. IV. béliimde ikinci dereceden bri
fark denklem sistemi incelenmistir. V. boéliimde dordiincii dereceden nonlineer bir fark
denklemi incelenmistir. VI. béliimde k. dereceden bir fark denklemi incelenmistir. VII.
boliimde ise yapilan ¢alismalarin sonuglari kisaca 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Sinirhililik, Fark Denklemleri, Periyodiklik



STABILITY, PERIODICITY and BOUNDEDNESS of SOME DIFFERENCE
EQUATIONS

Sebahat Ebru DAS
Mathematics, Ph.D. Thesis

Purpose of this work is to investigate boundedness, periodicity and stability of the solutions of
some rational difference equations and to make contribution to works about this subject.

Thesis consists of seven chapters. In I. chapter, a number of studies up till now are introduced
shortly. In II. chapter, some necessary definitions and theorems are given. In III. chapter, a
third-order difference equation system is investigated. In IV. chapter, a second-order
difference equation system is investigated. In V. chapter, a fourth-order nonlinear difference
equation is investigated. In VI. chapter, a kth-order difference equation is investigated. In VII.
chapter, the results of the works are briefly summarized.

Keywords: Stability, Boundedness, Difference Equations, Periodicity
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1.GIRiS

Fark denklemleri, biyoloji, ekoloji, ekonomi, fizik gibi uygulama alanlar1 olan diferansiyel ve
geciktirici diferansiyel denklemlerinin niimerik ¢éziimlerinde karsimiza ¢ikar. En bilinen fark
denklemlerinden birisi Fibonacci'nin biyolojideki ilk matematiksel modeli olan

FE.,=E+F_, , FE=F =1, n=273,... fark denklemidir. Fibonacci'nin modeline gore,

yeni dogmus biri disi biri erkek olan bir ¢ift tavsani ele alalim. Tavsanlar ilk ayin sonunda
cogalmaya hazir oluyorlar. Tavsanlarin hi¢ 6lmedigini ve yeni tavsan ¢iftinin birinin disi

digerinin de erkek oldugunu varsayalim. Buna gore,
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olur. Bu konulardaki belli bagli baz1 ¢calismalar asagida iki boliim halinde kisaca 6zetlenmistir.

1.1. Denklem Sistemleri ile ilgili Calhismalar
D. Clark ve M. R. S. Kulenovi¢ yaptiklar1 ¢alismada a,b,c,d pozitif sayilar ve x,, y, keyfi
negatif olmayan sayilar olmak tizere

Xy Yn

Xor = You =
" atey, 7" b+dx,

n=0,1,...

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranislarint ve global kararliligini

incelemislerdir (Clark ve Kulenovié, 2002).

C. Cinar yaptig1 ¢alismada x_,X,,y_,,y, € R" baslangi¢ kosullar1 altinda

x =L Y h=o0,1,.

n+l = 4 le+1
Ya X1 Yo

fark denklem sisteminin periyodikligini incelemistir (Cinar, 2004).

E. Camouzis ve G. Papaschinopoulos yaptiklar1 c¢alismada m pozitif bir tamsayr ve

X;,y;(1=-m,—m+1,...,0) pozitif baslangi¢ kosullar1 altinda



—le—n Ly =142 n=0,,..

YH*m n-m

fark denklem sisteminin pozitif ¢dztiimlerinin sinirliliini, siirekliligini ve global asimptotik

kararliligini incelemislerdir (Camouzis ve Papaschinopoulos, 2004).
C. A. Clark., M. R. S. Kulenovi¢ ve J. F. Selgrade yaptiklar ¢alismada a,b,h pozitif sayilar

ve negatif olmayan baslangi¢ kosullari i¢in

h+x
= . > yn+l: yn
b+x,

X , n=0,1,...

n+l

aty,

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin global karakterlerini incelemislerdir (Clark vd., 2005).

X. Yang, Y. Liu ve S. Bai yaptiklar1 calismada p ve q, p<q olan pozitif tamsayilar ve a,b

pozitif sabitler olmak iizere

b
x =—2 Y, = Yusp ,n=0,1,...

Yn—p Xn—q Yn—q

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini incelemislerdir (Yang vd., 2005).

A. Y. Ozban yaptif1 ¢aligmada k negatif olmayan bir tamsayi, m pozitif bir tamsay1 ve

X X oo X0s Yomts Yiomio-+» Yo € R baslangi¢ kosullari altinda
1
X =5 Yuu =y—n , n:O,l,...
Yok X -m Y n-m-k

fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin periyodikligini incelemistir (Ozban, 2006).

Y. Zhang, X. Yang, G. M. Megson ve D. J. Evans yaptiklar1 ¢calismada p,r,s>1, A>0,

X)Xy sy Xg ERTVE Y00 Vo aipso e Yo € RT baslangig kogullari altinda

l-r?

X :A+L s Youi —A+—Drl =0,

" Ynfp Xn—rYnfs
fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranislarini incelemislerdir (Zhang vd., 2006).

I. Yalginkaya, C. Cinar ve D. Simsek yaptiklari ¢ahsmada a e (0,0) ve (z,,t,)e(0,%),



k =-1,0 baslangi¢ kosullar1 altinda

_Zt +a tz +a

n_n-1 _ _n“n-1 —
Z ., st ., =—"——,n=0,1,...

z, +t t,.+z,

fark denklem sisteminin global asimptotik kararli olmasi ic¢in yeterli olan kosulu

saptamiglardir (Yalginkaya vd., 2008).

1.2. Rasyonel Fark Denklemleri ile ilgili Calismalar

A. M. Amleh, N. Kruse ve G. Ladas’in yaptiklar1 ¢calismada x ,,x ,,x, € R" baslangi¢

kosullart altinda

_ Xn + Xn—lxn—Z X _ Xn—l +Xan—2
’ n+l — s n+l
+X, , X, X

n“*n-2

X +X X
Tl A
+X,,

X

n+l =

X, X X, X, X

n“*n-1 n“*n-1

fark denklemlerinin biitiin pozitif ¢dziimlerinin n — oo iken 1’e yakinsadigini ispatladilar

(Amleh vd., 1999).

L. Xianyi ve Z. Deming yaptiklar1 calismada a [O,oo) Ve X ,X, € (O,oo) baslangic

kosullar1 altinda

X, X, ,+a
— —1 —
X, == , n=0,1,...
X, +X,

fark denkleminin global asimptotik kararli olmasi i¢in yeterli olan kosulu bulmuslardir

(Xianyi ve Deming, 2003).

L. Xianyi ve Z. Deming yaptiklar1 galismada a,b €[0,%0) ve x_,,x_,,x, €(0,0) baslangi¢

kosullart altinda

b b
XX tX,ta

,n=0,1,...

X

+1 b b
! X, +X X ,+a

n“*n-2

nonlineer rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararli olmasi i¢in yeterli olan kosulu

saptamislardir (Xianyi ve Deming, 2004).



J. Feuer yaptig1 calismada, p pozitif bir say1 ve x_,x, € (0, oo) baslangi¢ kosullar1 altinda

fark denkleminin ¢6ziimlerinin davranislarini incelemistir (Feuer, 2004).

C. Cimnar yapti81 ¢alismada x_,x, ve a negatif olmayan reel sayilar olmak tizere

X
=—2 — n=0,1,..
I+ax x, ,

n+l

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerini incelemistir (Cinar, 2004).

H. M. El-Owaidy, A. M. Ahmed ve M. S. Mousa yaptiklar1 calismada 6zel baslangi¢ kosullar

altinda

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir

(EI-Owaidy vd., 2004).

X. Li yaptigi ¢alismada a €[0,0) ve X_;,X_,,X_,X, €(0,0) baslangi¢ kosullar1 altinda

2

R I T S e D P D P . NP
n+l ) =uU,1,...
X X, +X, X, ;+X X ,+1+a

n“*n-1 n“*n-3

dordiincii dereceden rasyonel fark denkleminin ¢ozlimlerini bilinen yoldan farkli bir yolla

incelemeye ¢alismistir ( Li, 2005a).

X. Li yaptigi ¢alismada a €[0,) ve X _;,X_,,X_,X, €(0,0) baslangi¢ kosullar1 altinda

X _ Xn71Xn72Xn73 + anl + anz + Xn73 +a n= O 1
n+l 1 s =Yl
Xn—lxn—Z + Xn—lxn—S + Xn—ZXn—B +1+a




dordiincii dereceden rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin global davranisini bilinen yoldan

farkli bir yolla incelemeye ¢alismustir ( Li, 2005b).

E. M. Elabbasy, H. El-Metwally ve E. M. Elsayed yaptiklar1 calismada a,b,c,d pozitif

sabitler ve x_,,x, € R baslangi¢ kosullar1 altinda

—1»

=oax, ———— , n=0,1,...

X
n+l n
cx, —dx,

fark denkleminin ¢oziimlerinin belli bash 6zelliklerini incelemiglerdir (Elabbasy, 2006).

K. S. Berenhaut, J. D. Foley ve S. Stevi¢ yaptiklar1 calismada

Voo = Yok TV om ,n=0,1,...

l + Yn—k + Yn—m

fark denkleminin y=1 tek pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu

gostermislerdir (Berenhaut vd., 2007).

R. Abu-Saris, C. Cinar ve 1. Yal¢inkaya yaptiklari ¢calismada a [0,00) , k negatif olmayan bir

tamsay1 olmak tizere x_,,...,X, € R" baslangi¢ kosullari altinda

g =YY td oy
Yn +YH—k

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu ispatlamiglardir (Abu-

Saris vd., 2008).

A. E. Hamza ve A. Morsy yaptiklari ¢alismada x_,,x, € (0,0), a € (0,0) ve k €(0,)

baslangi¢ kosullar1 altinda

X
=a+—=2L n=0,1,..

n+l k
n

X

fark denkleminin global davranisini incelemislerdir (Hamza ve Morsy, 2009).



E. M. Elsayed yaptig1 ¢calismada a,b,c,d pozitif sabitler ve x_|,x, € R" baslangi¢ kosullar

altinda
bx?
X, =0X, + - , n=0,1,
cx_ +dx

fark denkleminin ¢6ziimlerinin belli bash 6zelliklerini incelemistir (Elsayed, 2009).



2. ON BILGILER

Bu boliimde, calismamizda bize yardimci olacak bir takim tanim ve teoremler iki boliim

halinde verilmistir.

2.1. Rasyonel Fark Denklemleri ile Ilgili On Bilgiler

Jk+l

Tanmm 2.1. Jc R ve ke Z" olmak lizere f: — J tanimli, siirekli, diferansiyellenebilen

bir fonksiyon olsun. O zaman (k + 1) . dereceden bir fark denklemi
zf(xn,xnfl,...,xnfk) , n=0,1,.. (2.1)

formunda bir denklemdir. (2.1) denkleminin ¢6ziimii, tim n>0 degerleri i¢in (2.1)

denklemini saglayan bir {xn}i_k dizisidir. Yani,
X 15 X pyqs e Xg €J (2.2)
baslangi¢ kosullar1 olmak {izere, tim n > -k degerleri igin {xn }::_k dizisi

X = f(XoaX,p-"axfk)

X, = (X, Xg50 X))

(2.3)
X, = f(x2 ,xl,...,xfk”)
seklindedir.
Tanim 2.2. (2.1) denklemini ele alalim.Eger tiim n > -k degerleri i¢in
X =X (2.4)

n

ise, o0 zaman X ’ye (2.1) denkleminin denge noktasi denir.
Tanm 2.3. (Kararhlik)

(1) Eger her € > 0 i¢in,

X = X|+[x oy =X+ H]x, —X| <8



esitsizligini saglayan biitiin x_,,...,x, baslangi¢ kosullari i¢in

X, —i| <eg
olacak sekilde bir o = 8(8) varsa o zaman (2.1) denkleminin x denge noktasi yerel kararlidir

denir.

(i1) Eger X denge noktasi yerel kararli ve 8> 0 i¢in
|X—k —§|+|X7k+1 —§| +...+|x0 —§| <d
esitsizligini saglayan biitiin x_,,...,x, baslangi¢ kosullari i¢in

limx =X

n—oo

ise, o zaman (2.1) denkleminin X denge noktasi yerel asimptotik kararlidir denir.

(u11) Eger tim x_,...,x, baslangi¢ kosullar1 i¢in

limx =X

n—»oo

ise, o zaman (2.1) denkleminin X denge noktasi global ¢ekicidir denir.

(iv) Eger (2.1) denkleminin X denge noktast hem yerel kararli hem de global ¢ekici ise o

zaman X denge noktasina global asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger (2.1) denkleminin X denge noktasi yerel kararli degil ise, o zaman X denge

noktasina kararsizdir denir.

(vi) Eger tim x_,,...,x, baslangi¢ kosullar i¢in
0<|x, —X|+[x_, =X|+..+|x_ —X|<r

olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa; o zaman (2.1) denkleminin X denge noktasina kaynak

noktas1 denir ve
|X N X| 2T

olacak sekilde bir N > —1 sayis1 vardir.



Tamm 2.4. ] R ve k e Z* olmak iizere f:J*"' —J fonksiyonunu ele alalim. P, ,

of
P. :E(uo,ul,...,uk)

i=0,..k (2.5)

i X ’

ile tammmlanmus, f fonksiyonunun u, ’ye gore kismi tiirevinin X denge noktasindaki degerleri
olsun. O zaman

z,=Pz +Pz  +.+Pz (2.6)
denklemine (2.1) denkleminin x denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi denir.

A —PAS —PA —.—-P, =0 (2.7)

denklemine ise (2.1) denkleminin x denge noktasindaki karakteristik denklemi denir.

Teorem 2.5. P,P,,...P, eR veke{0,1,...} olsun. Eger
Py|+|P|+...+|P | <1 (2.8)

ise, o zaman (2.7) denkleminin koklerinin tamami mutlak degerce 1’den kiigiiktiir.

Teorem 2.6. (Lineerlestirilmis Kararhhk Teoremi)

Jk+l

JcR ve keZ" olmak tizere f: — J taniml, siirekli, diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger (2.7) denkleminin koklerinin tamami mutlak degerce 1’den kiiciik ise, o zaman (2.1)

denkleminin x denge noktasi yerel asimptotik kararlidir. x denge noktasina ¢ukur denir.

(i) Eger (2.7) denkleminin koklerinden en az birisi bile mutlak degerce 1’den biiyiik ise, o

zaman (2.1) denkleminin x denge noktas1 kararsizdir.

(ii1) Eger (2.7) denkleminin koklerinin tamami mutlak degerce 1’den biiyiik ise, o zaman (2.1)

denkleminin x denge noktasi bir kaynak noktadir.

(iv) Eger (2.7) denkleminin hicbir kokii mutlak degerce 1’e esit degilse, o zaman (2.1)
denkleminin x denge noktasi hiperboliktir. Eger mutlak degerce 1’e esit bir kokii bile varsa x

denge noktasi non-hiperboliktir.

(v) Eger (2.1) denklemininx denge noktasi hiperbolik ve (2.7) denkleminin kdklerinden biri
mutlak degerce 1°den kii¢iik ve diger koklerinden biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise, o

zaman (2.1) denkleminin x denge noktasina eyer(semer) noktasi denir.
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Tanim 2.7. Eger tiim n > -k degerleri igin,

X =X (2.9)

olacak sekilde bir p>1 tamsayisi varsa, (2.1) denkleminin { Xn}:?k ¢cOziimiine p periyotludur
denir. Eger p, (2.9) denklemini saglayan tamsayilarin en kiigiigii ise, {x,}” ¢oziimiine asal p

periyotludur denir. Eger {xn }::N ¢ozliimii p periyotlu olacak sekilde; yani,

X =X , Vn2>-k (2.10)
bir N > —k tamsayisi varsa, (2.1) denkleminin {xn}::_k ¢ozlimiine ergeg p periyotludur denir.

Tamm 2.8. X (2.1) denkleminin denge noktasi ve {xn }:}k (2.1) denkleminin bir ¢éziimii

olsun. (2.1) denkleminin ¢oziimlerinin bir parcast i¢in L>-k ve M <o olmak iizere,

{Xp.X41sen Xy | dizisinin terimlerinin tamam X denge noktasindan biiyiik yada esitse ve

X; <X Ve Xy, <X

oluyorsa {x,,X,,,...Xy} dizisine (2.1) denkleminin {x }”  ¢dziimiiniin pozitif bir yari
donmesi denir.
(2.1) denkleminin ¢6ziimlerinin bir parcast i¢gin L>-k ve M<o olmak iizere,

{Xp.X[.1sen Xy | dizisinin terimlerinin tamam X denge noktasindan kiigiik ise ve

X, 2X Ve X, =X

oluyorsa {X,,X,,,...Xy} dizisine (2.1) denkleminin {x }”  ¢dziimiinin negatif bir yar

-k
donmesi denir.
Tamm 2.9. Tiim n > N degerleri i¢in

X, <X yada x, >X

olacak sekilde bir N > —k sayis1 varsa, (2.1) denkleminin {xn}i_k ¢Oziimiine salinimsiz denir.

Diger durumda ise salinimli denir.

Her N > -k degeri i¢in
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X, <X ve x, >X

olacak sekilde m,n >N sayilar1 varsa, (2.1) denkleminin {xn}:}k ¢Oziimiine kesin saliniml

denir.

2.2. Fark Denklem Sistemleri ile Tlgili On Bilgiler
Tamm 2.10. Jc R ve f,g:JxJ—J taniml, stirekli, diferansiyellenebilen birer fonksiyon

olsun.
‘v’(xk,yk)eJxJ, k=-2,-1,0 (2.11)

o0

baslangi¢ kosullari i¢in {(Xn,yn )} . ¢Oziimiine

n=

(@) X, =T(X,,¥0) » You =8(VaX,) » n=0,12,... (2.12)

(b) Xn+1:f(xn—2’Yn—2) b Yn+1:g(yn—2’xn—2) 4 n:0’1’2"" (213)

fark denklem sistemlerinin tek ¢oziimii denir.
Asagida verilen tanim ve teoremler (2.13) denklem sistemi icin de gecerlidir.

Tanim 2.11. (2.12) fark denklem sistemini ele alalim. Eger
x=f(X,y) ve y=g(X.y) (2.14)

olacak sekilde bir (X,y) noktasi varsa bu noktaya (2.12) fark denklem sisteminin bir denge

noktasi denir.

Tanim 2.12. (X,y) (2.12) denklem sisteminin bir denge noktas1 olsun.

(1) Herhangi bir £ > 0 igin
[y ) = @I+ (xyo) - @I+ (x0090) - (X F)] < 8 (2.15)

esitsizligini saglayan her (x_,,y_,), (x_,,y_,), (X,,¥,) baslangi¢c kosulu i¢in

[(x,03,) - (X7 <e (2.16)

olacak sekilde bir 8 =38(¢) varsa (2.12) denklem sisteminin (X,y) denge noktas1 kararlidir

denir.
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(i1) H(sz, Y, ) - (i,?)” + H(xf1 Y, ) - (i,?)” + H(XO, Yo ) - (i,?)” <r (2.17)
esitsizligini saglayan tim (x_,,y.,), (x_,,¥,), (X,.¥,) baslangi¢ kosullari i¢in
n— o iken (x,,y,) = (X.9) (2.18)

olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa, (2.12) denklem sisteminin (i,?) denge noktas1 yerel
asimptotik kararlidir denir.

Tanim 2.13. (2.12) denklem sistemini ele alahm. (X,y), F=(f,g) fonksiyonunun bir denge
noktasi1 olsun. Burada f ve g fonksiyonlar (i,?) denge noktasinda tanimli, stirekli,

diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Buna gore, F fonksiyonunun (i,?) denge noktasindaki

Jakobiyen Matrisi
[of _ _ of _ _
a—x(x,y) E(Xay)
I (Xy)= (2.19)
%z %zy
_ax (X’y) 8y(x’y)_
dir.
= (x3)x %(i,?)y
Je(pq)(X.¥)= (2.20)
_%(i,?)x %(i,?) y|

ile tanimlanan J;(p,q)(X,¥):R> > R? lineer tasvirine ise F fonksiyonunun (X,y) denge
noktasindaki lineerlestirmesi denir.

Teorem 2.14. (Lineerlestirilmis Kararhhk Teoremi)

F=(f,g), IcR? iizerinde tammli, siirekli, diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve (X,y), F
fonksiyonunun bir denge noktasi olsun.

(1) Eger J. (i,?) Jakobiyen matrisinin tiim &zdegerlerinin modiili 1°den kiigiikk ise, F

fonksiyonunun (i,?) denge noktas1 asimptotik kararlidir.
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(1) Eger J,. (i,?) Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerinden en az bir tanesinin modiilii 1’den

bliyiik ise, F fonksiyonunun (i,?) denge noktasi1 kararsizdir.

(i11) F fonksiyonunun (i,?) denge noktasinin yerel asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

A2 —tr) (X, ¥)A+det] (X,5)=0 (2.21)
karakteristik denkleminin her ¢dziimiiniin birim ¢gember i¢inde kalmasidir. Yani,

|tel (X,5)| <1+det], (X,¥) <2 (2.22)
olmasidir.

Tamm 2.15. (X,y), (2.12) denklem sisteminin bir denge noktasi ve {(xn,yn )}wf_z (2.12)

denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun. (2.12) denklem sisteminin ¢oziimlerinin bir pargasi i¢in

s>-2 ve m<oo olmak iizere,

X;2X , iefs,..,m} ve x_, <X , X, <X

m+l

oluyorsa, {xs,x xm} dizisine (2.12) denklem sisteminin {xn} ¢Oziimiiniin pozitif bir yari

sH19°

donmesi denir.

Ayni sekilde, s > -2 ve m < oo olmak iizere,
vy, 2y, ie{s,...,m} vey <Y , Y.u<Y

oluyorsa, {ys,ym,...,ym} dizisine (2.12) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin pozitif bir yari
donmesi denir.

s>-2 ve m<oo olmak iizere,

oluyorsa, {X,X,,,...,X, } dizisine (2.12) denklem sisteminin {x } ¢dziimiiniin negatif bir yari
donmesi denir.

Ayni sekilde, s> -2 ve m <o olmak iizere,

y;<y , ie{s,..m} vey, ., >y
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oluyorsa, {y,,¥,.;,-..¥,,| dizisine (2.12) denklem sisteminin {y, } ¢oziimiiniin negatif bir yari

donmesi denir.

Eger {X,,Xy, 1, Xy | V€ { Vs Yiriser Yo | POZitif birer yart dénme ise, {(xs,ys),...,(xm,ym)}

dizisi pozitif bir yar1 donmedir.

Eger {X,,Xy,1,-s Xy} V€ { Y5> Yiir-n Y| Degatif birer yar: donme ise, {(xs,ys),...,(xm,ym)}

dizisi negatif bir yar1 donmedir.
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3ox =y TR pENKLEM SISTEMI
1+x.y,, I+y.x,,
Bu béliimde,
X 4y _ LFX
n+l :n—yn2 > Jn+l :u (31)
1+x.y,., I+y.Xx,.,

fark denklem sistemini
X 5, X X0, Y 2,15 Yo €RT (3.2)

baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyecegiz. (3.1) denklem sisteminin denge noktalari

_ X
 y=—Y (3.3)

denklem sisteminin ¢éziimii ile bulunur. Buna gére, (3.1) denklem sistemi (X,y)=(0,0) sifir
denge noktasi ile (X,y)=(1,1) pozitif denge noktasina sahiptir. (3.1) denklem sisteminin

(X,¥)=(0,0) ve (X,¥)=(1,1) denge noktalarindaki Jakobiyen matrisleri sirasiyla,

J, (o,o):B ﬂ T, (1,1){8 8} (3.4)

dir. Karakteristik denklemleri ile kokleri de sirasiyla,

A —2L=0=>A,=0,L,=2 (3.5)
Ve
A =0=> 2 =A, =0 dir. (3.6)

Teorem 3.1. (X,7)=(0,0) ve (X,¥)=(L1) (3.1) denklem sisteminin denge noktalar1 olsun.
Buna gore,

(a) (3.1) denklem sistemi (X,y)=(0,0) sifir denge noktasinda kararsizdr.

(b) (3.1) denklem sistemi (X,y)=(1,1) pozitif denge noktasinda yerel asimptotik kararldir.

Ispat. (a) (3.5) karakteristik denkleminin koklerinden birisi 1’ den biiyiik oldugu i¢in Teorem
2.6. (ii)’ye gore (3.1) denklem sistemi (X,¥)=(0,0) sifir denge noktasinda kararsizdr.
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(b) (3.6) karakteristik denkleminin her iki kokii de 1° den kiiciik oldugu i¢in Teorem 2.6(1)’ye

gore (3.1) denklem sistemi (i,?) = (1, 1) pozitif denge noktasinda yerel asimptotik kararhdir.

0
n=

Lemma 3.2. (3.1) denklem sisteminin pozitif bir {(xn,yn )}  ¢Ozimiinlin er geg

(X,¥)=(11) pozitif denge noktasina esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(x,=1) (x0=1) (y>=1) (v, -1)=0 (3.7)

olmasidir.

Ispat. Oncelikle (3.7) kosulunun dogru oldugunu kabul edelim.

(a) x_, =1 olsun. (3.1) denklem sisteminden

= yo+X72 :y0+1:1 dlr
I+y,x, l+y,

n=1 igin y,

n-1 i¢in y , =1 olsun. Buna gore,

— yn—l +Xn—3 _ 1+Xn—3 :1 (38)

yn 1+ yn—lxn—3 - 1+ Xn—3

oldugundan n =k i¢in de dogrudur. Ayni sekilde

. 1 .
n=4 igin x4=1X3+y‘=X3+ =1 dir.
+Xx5y, 1+x;

n-1 i¢in x, , =1 olsun. Buna gore,

_ Xn—l +yn—3 _ 1+yn—3 :1 (39)

- 1 + Xn71Yn73 1 + Ynf3

X

n

olur. x , =1 olmasi durumunda j=4,5,... icin (Xj,yj) =(l,1) olur.
(b) x, =1 olsun. (3.1) denklem sisteminden

. 1 .
n=1 igin x, = Xo¥Vo 1Yoy gir,
I+xy, 1+y,

n—1 i¢in x, , =1 olsun. Buna gore,
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_ XtV _MYas (3.10)
1 + Xn71Yn73 1 + Ynf3

n

oldugundan n =k i¢in de dogrudur. Ayni sekilde

n=4igin y, = Y3 T, =Y3+1=1 dir.
) I+yx, 1+,

n-1 i¢in y , =1 olsun. Buna gore,

Vet Xy X, (3.11)

I I+y,.x,; 1+ Xn3

olur. x, =1 olmasi durumunda j=4,5,... igin (xj,yj):(l,l) olur.
(¢) y, =1 olsun. (3.1) denklem sisteminden

. 1 .
n=1 igin X1=X0+y_2= Y21 dir.
I+xyy, 1+y,

n-1 i¢in x,_, =1 olsun. Buna gore,

_ XtV _MH¥as (3.12)
1 + Xn—lYn—3 1 + YH—3

X

n

oldugundan n =k i¢in de dogrudur. Ayni sekilde

n=4ig¢in y, = Y3 T, =Y3+1=1 dir.
) I+yx,  l+y,

n-1 ic¢in y, , =1 olsun. Buna gore,

_ Vet X X0, (3.13)

yn 1+ Ynflxn% - 1+ an3

olur. y , =1 olmasi durumunda j=4,5,... icin (xj,yj) :(1,1) olur.
(d) y, =1 olsun. O zaman (3.1) denklem sisteminden

= yo+X72 ZYO+1:1 dlr
I+y,x, l+y,

n=1 igin y,
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n—1 i¢in y, , =1 olsun. Buna gore,

— ynfl +Xn73 _ 1+Xn73 =1

yn 1+ yn—lxn—S - 1+ Xn—3

oldugundan n =k i¢in de dogrudur. Aym sekilde

- + +1 :
n=4 i¢in x4:1X3 D57 din
+x5y,  1+x,

n—1 i¢in x, , =1 olsun. Buna gore,

— Xn—] +Yn—3 — 1+Yn—3 :1
1 + Xn—lYn—S 1 + Yn—3

n

olur. y, =1 olmasi1 durumunda j=4,5,... i¢in (Xj,yj)=(1,1) olur.
Tersine, / € {0, —2} i¢cin

X, zlvy, #1

oldugunu kabul edelim. Lemmay1 ispatlamak i¢in

x,zlvey #1 , nxI

oldugunu gostermemiz gerekli.

N2>1 icin x =yy =1

ve

-1<n<N-1li¢in x, #l,y, #1

oldugunu varsayalim.

_ Xt Yns

- =1 ~1)(1-yy,)=0
1+ Xy Yns = Xna T Ynas +XnaYNs = (XN—I )( YN,3)

I=xy

olur. Bu durumda x, , =1 yada y, , =1 olur ki bu durum (3.19) kosulu ile ¢elisir.

Ayni1 yontemle

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Yo P00 Yaa Xy =y Xy = (yN—l _1)(1 _XN—3) =0 (3.21)

1= =
I I+y i Xns

olur. Bu durumda da y, , =1 yada x,_, =1 olur ki bu durum da (3.19) kosulu ile gelisir.

Lemma 3.3. {(xn,yn)}w _, (3.1) denklem sisteminin (X,y)=(1,1) pozitif denge noktasina

n=

esit olmayan pozitif bir ¢dziimii olsun. Buna gore asagidaki ifadeler dogrudur:
(@) (X, =%, )(x,=1)<0 ve (y,., -y, )(y.—1)<0 , n>0 i¢in

(b) (x,., —-D)(x, -1)(1-y,,) >0 ve (y,,, —1)(y, -1)(1-x,,)>0 , n>0 igin
Ispat.

(a) (3.1) denklem sisteminden kolaylikla goriildiigii gibi

— Xpt Voo _XnZYn—Z — X, — Yo-2 (l—Xn)(1+Xn) n=0.1,... (322)
14Xy, XY,

X —X

n+l n

Burada y, ,, (1+x,) ve (1+x,y,,) ifadeleri pozitif olduklarmndan (x,,, —x, )(x,—1)<0

n

elde edilir. Ayn1 yontemle

2 p—
yn+1 _yn — Yn +Xn72 _yn anz _yn — Xn—Z (1 yn)(l—"_Yn)’ n= O,l,... (323)

1 + yan—Z 1 + yan—Z

Burada x,_,, (1+y,) ve (1+y,x,,) ifadeleri pozitif olduklarmdan (y,,, -y,)(y,—1)<0
elde edilir.

(b) (3.1) denklem sisteminden

X _1=Xn+Yn—2_Xnyn—2_l:(Xn_l)(l_yn’z) n=0.1.... (324)
n+l 1+XnYn72 l+XnYn72 ’ 7

olur. (1+x,y,_,) ifadesi pozitif oldugundan (x,,, —1)(x, -1)(1-y,_,) >0 elde edilir.

Ayni1 yontemle

ynH _1 — YH +Xn—2 _YHXn—Z _1 — (yﬂ _1)(1_Xﬂ*2), n= 051’”. (325)
1_+_Ynxn—2 1+Ynxn 2

olur. (I+y,x,_,) ifadesi pozitif oldugundan (y,,, —1)(y, —1)(1-x,.,)>0 elde edilir.
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o0

Lemma 34. k=-2,-1,0 i¢in x,,y, <1 ise, {(xn, Y )} . ¢Oziimii sonsuz terimli negatif bir

n=

yar1 dénmeye sahiptir ve monoton olarak (X,y)=(1,1) pozitif denge noktasina yakinsar.

Ispat. k=-2,-1,0 igin x,,y, <1 ise, Lemma 3.3. (b)’ye gore n>0 igin x_,y, <1 sonsuz

terimli negatif bir yar1 donmeye sahiptir. Yani,

(xl—l)(xo—l)(l—y72)>0 = x, <1 (yl—l)(yo—l)(l—xfz)>0 =y <1
(xz—l)(xl—l)(l—y_])>0:> x, <1 (yz—l)(yl—l)(l—x_l)>0 =vy,<l
(X3—1)(x2—1)(1—y0 >0 = x; <1 (y3—1)(y2—1)(1—x0) >0 = y; <1 (3.26)
(x4—1)(x3—1)(1—y1) >0 = x, <1 (y4—1)(y3—1)(1—x1) >0 = y, <1
(Xn—l)(xn 1—1)(1 yn_3) >0 = x, <1 (yn l)(yn 1—1)(1—)(11 3) >0 =y, <1

elde edilir. Lemma 3.3. (a)’ya gore ise n >0 igin

(x,— %) (X, 1) <0 = x, <X,

(x,—x,)(x,-1)<0 = x, <x, <X,

(x,—%,)(x,-1)<0 = x, <X, <X, <X, (3.27)
(xn—xn 1)(xn —1)<0 = x, <X, <.<X,, <X

ve

(Y1_YO)(YO_1)<0 = Yo <Y

(v =%)(»=1)<0 =y, <y, <y,

(s = %) (¥, =1) <0 =y, <y, <y, <ys

............................................................................ (3.28)

(Yo = Yot )(You —1)<0 =y, <y, <.y, <V,

olur. (3.26), (3.27) ve (3.28)’den x, <X, <..<X, , <X, <l ve y, <y, <..<y,, <y, <l elde

0

edilir. Bu iki ifadeden {(xn,yn )} __, Sdziimiiniin (X,¥) =(1,1) pozitif denge noktasma

n

monoton olarak yakinsadigi agiktir.

0

Lemma 3.5. {(x,.y, )} _, (3.1) denklem sisteminin bir ¢5ziimii olsun.

n=

Durum I: x,>1 ve X ,,X_,,¥,,Y ,¥, <1
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Durum 2: y , >1 ve X ,,X_,X,,¥_;,¥, <1
Durum3: y , >1ve x,,X ,X,,¥,,Y, <1
Durum 4: x_,,x_, >1 ve X,,¥,,¥_,¥, <1
Durum 5: x_,x,>1 ve X ,,y,,y ,,¥, <l
Durum 6: x_,,y, >1 ve X ,X,,y,,y, <1
Durum 7: x,,y , >1 ve X ,,X |,y ,,¥, <1
Durum 8: x,,y , >1 ve X ,,X |,y ,¥, <l
Durum 9: x ,,x_,x,>1 ve y ,,y ,,y, <1
Durum 10: x ,,x_,,y_, >1 ve X,,y,,y, <1
Durum 11: x_,x,,y,>1ve x,,y ,,y, <1
Durum 12: x ,,y,,y, >1 ve x_,x,,y_, <1
Durum 13: x ,,x_,X,,y,>1ve y,,y <l
Durum 14: x ,,x_,X,,y, >1 ve y,,y, <1

Durum 15: x ,,X ,X,,Y,,Y, >1 ve y <1

Yukaridaki durumlardan herhangi birisi saglanirsa,

(1) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢Ozlimiiniin her pozitif yar1 donmesi alt1 ya da iki terimden

olusur;

(i) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 donmesi dort ya da iki

terimden olusur;

(iii) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Ozlimiiniin her pozitif yar1 ddnmesi bir terimden olusur;

(iv) (3.1) denklem sisteminin {y,} ¢oziimiiniin her negatif yar1 donmesi bes, ii¢ ya da bir

terimden olusur;
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(v) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 6°,27,27,4"

formundadir;
(vi) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 17, 37, 17,57,

1°,17,1°,1" formundadir.

Lemma 3.6. {(xn, Ya )}:?2 (3.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun.
Durum 16: x ,,x,>1ve X |,y ,,¥ .Y, <1
Durum 17: x_,y , >1 ve X ,,X,,¥_,,¥, <1
Durum 18: x ,,x_,y,>1 ve x,,y,,y, <1
Durum 19: x_,x,,y,>1 ve x,,y,,y <l
Durum 20: x,,y ,,y ,>1 ve x ,,x ,,y, <1
Durum 21: x,,y ,,y,>1 ve x ,,x ,,y, <1
Durum 22: x ,,y,,y_, >1 ve X ,X;, Y, <1
Durum 23: x ,,X,,y_, >1 ve X ,,y,,y, <1
Durum 24: x ,,y ,,y,>1 ve x,,x,,y, <1
Durum 25: x_,X,,y,,yY,>1 ve x,,y <1
Durum 26: X ,,y,,y_,Y, >1 ve x_,x, <1
Durum 27: x ,,X_,,y_,¥,>1 ve x,,y_, <1
Durum 28: x ,,x ,y,,y,>1 ve x,,y_, <1
Durum 29: x ,,X_,X,,Y_,¥, >1 ve y, <1
Durum 30: x ,,X_,X,,¥,,y, >1 ve y, <1

Yukaridaki durumlardan herhangi birisi saglanirsa,

(1) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢Oziimiinlin her pozitif yar1 donmesi dort, iki ya da bir

terimden olusur;
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(11) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Ozlimiiniin her negatif yar1 donmesi iki ya da bir terimden
olusur;

(ii1) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her pozitif yar1 donmesi tig, iki ya da bir

terimden olusur;

(iv) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 donmesi {i¢ ya da bir terimden

olusur;
(v) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 47,17,27,27,

17,27,1",1" formundadir;

(vi) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 dénmeleri 3°, 37,27,17,
17,17,2",1" formundadir.

Lemma 3.7. {(xn ,Y, )}::_2 (3.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii olsun.
Durum 31: x_,,y_, >1 ve X_,X,,¥,,¥, <1

Durum 32: y ,,y, >1 ve x,,Xx_,X,,y_, <1

Durum 33: x ,,x_,y,>1 ve X,,y ,,y, <l

Durum 34: x_,x,,y_, >1 ve x,,y,,y, <1

Durum 35: x,,y_,,y,>1 ve x,,x ,,y, <1

Durum 36: x,,X,,y,>1 ve x_,y,,y <l

Durum 37: x_,,y ,,y,>1 ve x,,X,,y_, <1

Durum 38: x_,X,,y,,y ;>1 ve x,,y, <1

Durum 39: x ,,X,,y .y, >1 ve x_,,y, <1

Durum 40: x _,,X,,y,,y, >1 ve x_,,y, <1

Durum4l1: x ,,x ,X,,y,>1 vey ,y, <l

Durum 42: x_,X,,¥,,Y ,¥, >1 ve x, <1

Durum 43: x ,,X_,y,,¥ ;,¥, >1 ve x,<1
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Yukaridaki durumlardan herhangi birisi saglanirsa,

(1) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Oziimiiniin her pozitif yar1 donmesi g, iki ya da bir
terimden olusur;

(i1) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 dénmesi {i¢ ya da bir terimden
olusur;

(ii1) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiinlin her pozitif yar1 donmesi dort, iki ya da bir
terimden olusur;

(iv) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 donmesi iki ya da bir terimden

olusur;
(v) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢Oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 37,37,2°,17,

17,17,2",1" formundadir;

(vi) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 4°,17,27,2",
17,27,1",1" formundadir.

Lemma 3.8. {(xn, Ya )}:?2 (3.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun.
Durum44: x ,,y , >1 ve x_|,X,,y .Y, <1

Durum45: x |,y ,>1 ve X ,,X,,¥,,Y, <1

Durum 46: x,,y, >1 ve x,,x ,,y,,y_, <l

Durum 47: x_,X,,y_,¥, >1 ve x,,y, <1

Durum 48: x ,,X,,y,,y,>1 ve x ,,y , <1

Durum 49: x ,,x_,y,,y,>1 ve x,,y, <1

Durum 50: X ,,X_,X,,¥,,¥Y_1»Y, >1

Yukaridaki durumlardan herhangi birisi saglanirsa,

(1) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Oziimiiniin her pozitif yar1 donmesi {i¢ ya da bir terimden

olusur;
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(11) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Ozlimiiniin her negatif yar1 donmesi iki ya da bir terimden
olusur;
(ii1) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢cOziimiiniin her pozitif yar1 dénmesi ii¢ ya da bir terimden
olusur;

(iv) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 donmesi iki ya da bir terimden

olusur;
(v) (3.1) denklem sisteminin {xn} ¢oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 3°,17,17,2",

3°,17,1",2" formundadir;

(vi) (3.1) denklem sisteminin {y,} ¢dziimiiniin pozitif ve negatif yar1 dénmeleri 3*,17,1*,27,
3°,17,1",2" formundadir.

Lemma 3.9. {(xn ,Y, )}::_2 (3.1) denklem sisteminin bir ¢dziimii olsun.
Durum 51: x_, >1 ve X_,X,,¥,,Y ;,¥, <!

Durum 52: x_, >1 ve X ,,X;,¥,,Y 1, Y, <1

Durum 53: y, >1 ve X ,,X ,X,,Y,, Y <1

Durum 54: x_,y,>1 ve x,,X,,¥,,y, <1

Durum 55: y ,,y , >1 ve X ,,X_|,X,,Yy, <1

Durum 56: y_,,y, >1 ve x,,X_,X,,y, <l

Durum 57: y ,,y ,,y,>1 ve x ,,x ,,x, <1

Durum 58: x_,y ,,y,>1 ve x,,X,,y, <1

Durum 59: x ,,x,,y,>1 ve x_,y_,y, <1

Durum 60: x ,,y_,,y,>1 ve x_|,X,,y, <1

Durum 61: x,,y ,,y ,,¥,>1 ve x ,,x , <1

Durum 62: x_,,y ,,y ,,y,>1 ve x ,,x, <1

Durum 63: X ,,X,,¥,,Y_;,¥, >1 ve x_; <1
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Yukaridaki durumlardan herhangi birisi saglanirsa,

(1) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Oziimiiniin her pozitif yar1 donmesi bir terimden olusur;

n

(i1) (3.1) denklem sisteminin {X } ¢Oziimiinlin her negatif yar1 déonmesi bes, lic ya da bir

terimden olusur;

(i) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her pozitif yar1 donmesi altt ya da iki

terimden olusur;

(iv) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Oziimiiniin her negatif yar1 donmesi dort ya da iki
terimden olusur;
(v) (3.1) denklem sisteminin {Xn} ¢Oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 17,57,17,1°,

17,1,1",3" formundadir;

(vi) (3.1) denklem sisteminin {yn} ¢ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 6°, 2,

2", 4~ formundadir.

Denklem Sisteminin Kararhhg:
Teorem 3.1.°e gore (3.1) denklem sistemi (X,¥)=(0,0) sifir denge noktasinda kararsiz ve
(X,¥)=(11) pozitif denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir. (3.1) denklem sisteminin

(X,¥)=(L1) pozitif denge noktasinda global asimptotik kararli olmasi igin her pozitif

{(Xn,y11 )}:;2 ¢Oziimiinlin n — oo iken (i,?) =(1,1) pozitif denge noktasina yakinsamasi

gerekir. Yani,

limx, =X=1 ve limy =y=1 (3.29)

n—o

olmalidir.

(1) (3.1) denklem sisteminin {(xn,yn)}::_2 ¢oziimii (X,y)=(L1) pozitif denge noktasinda
salimmsiz ise, Lemma 3.2. ve Lemma 3.4’¢ gore, ya (X,y)=(L1) dir ya da (X,y)=(L1)

pozitif denge noktasina monoton olarak yakinsayan ve sonsuz sayida terime sahip pozitif bir

¢Oziimdiir. Her iki durumda da (3.29) denklemi saglanir.
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(2) (3.1) denklem sisteminin {(xn,yn )}172 ¢oziimii (X,y)=(L1) pozitif denge noktasinda

kesin salinimli olsun.

(1) Lemma 3.5°deki baslangic kosullarin1 ele alalim. (3.1) denklem sisteminin {xn}
¢ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 6°,27,27,4" seklindedir.

Buna gore n =0,1,... i¢in asagidaki diziyi elde ederiz:

+ +
{Xp+l4n > Xpildn+1> Xpilans2 > Xpilane3 > Xprldn+d o Xp+l4n+5} > {Xp+14n+6 5 Xp+l4n+7} ) {Xp+l4n+8 5 Xp+l4n+9} 5

{Xp+l4n+10 > Xp+l4n-¢—11 > Xp+14n+12 ’ Xp+14n+13 } (330)

(3.1) denklem sisteminin {yn} ¢oziimilinlin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ise

17,37,1",5,1",1,1",1"_ seklindedir. n=0,1,... i¢in de asagidaki diziyi elde ederiz:

+ +
{Yp+14n } H {Yp+l4n+l b yl:)+14n+2 s Yp+14n+3} H { Yp+14n+4} s {yl:)+l4n+5 H yl:)+14n+6 b Yp+14n+7 H Yp+14n+8 b yP+l4n+9}

9{yp+14n+13} (3.31)

+

{yp+14n+1o}+ , {yP+14n+11 }7 , {Yp+14n+12}
Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) Xortan = Xpitanst = Xprtans2 = Xpitanss = Xpitansa = Xprtanss > Xpians7 > Xpalani6 s

Xoi1an+8 = Xprtanso > Xpitans13 > Xpitani12 = Xpitanttl = Xpsiansto V€

1
Yostans3 = Ypitansa = Ypstanst > Ypitanto =~ Ypi1ants = Yps1dni7 = Ypilant6 = Y pilan+s dir.

(b) X p14n+5 Xp+14n+6 >1, X p14n+7 Xp+i4n8 <1, X p14n+9 Xp+14n+10 >1, X pr14n+13 Xp+1dn+14 <l ve

Yp+1an Yp+1dns >1, Yp+1ane3 Ypsianta <1, Ypsianss Ypt1dnes >1, Yp+14n+9 Yprtansio <L,

s 1
Yp+1an+10 Ypriansii >1, Yo+tansi1 Yp+1dns12 <l, Yo+tans12 Ypeiansiz >1, Yot1dn+13 Ypstansi4 <1 ’dir.

(a) Lemma 3.3. (a) ’dan yararlanirsak n =0,1,... i¢in

" ( p+14n+1 p+14n>(Xp+14n _1) < 0 ve Xp+l4n >1 Oldugundan Xp+14n >X p+l4n+l ’dlI‘

" ( X plans2 — p+l4n+l)(Xp+l4n+l _1) <0 ve X p+1dn+1 >1 oldugundan Xoitansl = Xpitdni2 “dir.

" ( Xpilans3 — p+14n+2)(xp+l4n+2 _1) <0 ve X, 1400 >1 oldugundan Xorlans2 =~ Xpiian+3 "dir.
" ( X plantd p+14n+3)(xp+14n+3 _1) <0 ve X p14n+3 >1 oldugundan Xoitan+3 = Xpilansa "dir.
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" (Xp+14n+5 - Xp+14n+4)(Xp+14n+4 _1) <0 ve X, 140 >1 oldugundan Xpants = Xpiidnses "dir.
Buna g0re X, 4, > X, iani > Xpiiani2 > Xporanss > Xpaiansa > Xpiranss elde edilir.

" (Xp+14n+7 p+14n+6)( X pldn+6 )< 0 ve X p14n+6 <1 oldugundan X oi1an+7 = Xpilante “dir.

" (Xp+l4n+9 p+14n+8)( X p14n+8 )< 0 ve X p+14n+8 >1 oldugundan X or1ans8 = Xpilanso "dir.

" (Xp+l4n+ll p+14n+10)( X p14n+10 1) <0 ve X 14n+10 <1 oldugundan X oitaneil = Xpitan+10 "dir.
" ( X ptldns12 — p+14n+11)( X prldn+ll 1) <0 ve X prl4n+11 <1 oldugundan X prtan+12 = Xpilansil "dir.
" (Xp+14n+13 ~ X ps14n+12 )(Xp+14n+12 _1) <0 ve X rtansi2 < 1 oldugundan Xpr1an13 = Xpilansi2 “dir.

Buna gore x > X > X > X elde edilir. Ayn1 yontemle

p+14n+13 p+14n+12 p+14n+l11 p+14n+10

- s 1
" (Yp+14n+2 = Ypsiana )(Yp+14n+1 _1) <0 ve Yp+iana <1 oldugundan Ypstans2 =~ Ypslansi dir.

. s 1
" (yp+l4n+3 = Yoitane2 )(yp+l4n+2 _1) <0 ve Ypstans2 < 1 oldugundan Ypitanss = Ypitani2 dir.

Buna gore, ¥,,14043 > Ypuraniz > Ypsann  clde edilir.

. s 1
Yo+tanss ~ Ypriants (yp+14n+5 —-1)<0 ve Yp+ianss <1 oldugundan Yortante =~ Yprianss dir.

Yot14n:8 ~ Ypi1dne7

( )
* (Vi = Ypoaneo)
( )
( )

Yp+14n-e _1) <0 ve Yp+14n+6 <l Oldugundan Yps14n+7 = Ypr1ants “dir.

(yp+14n+7 —1)<0 ve y 4, <1 oldugundan y ..« >V, 4, dir.

. s 1
Yo+tans0 ~ Yprianeg J\ Yprianes —-1)<0 ve Yp+ianss <1 oldugundan Yos14n49 = Yp+ianss dir.

Buna gore, ¥, ium.0 > Ypitanss > Ypriansr > Yprtanss > Yporanss clde edilir.

(b) n=0,1,... igin

X

y X y 1
+14n+5 +14n+3 +14n+5 +14n+3

p+l4n+6 —
1+ Xpi1an+5Yp+1ans3  Xpiianss (1 T Ypr14n43 ) X pldn+s
Xp+14n+7 + Yp+14n+5 Xp+14n+7 + Yp+14n+5 1
" X dns T 1 < 1 <
+ Xp+14n+7y1)+14n+5 Xp+14n+7 + yp+l4n+5 Xp+14n+7
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X

pr1an+9 T Ypiians S Xortans9 T Yprians7 S 1

| | i
X prl4nt10 — 1 "
T Xpi1an9Ypriant7  Xparanso 1T Yprians X p14n+9
Xortan+13 T Ypiraniin Xoitan+13 T Ypatanenn 1

" Xpitanes = 1 < 1 <

T Xpitani13Yprtanstt  Xpranss U+ Ypiranen X p+l4n+13
Yosian T Xpiian Yosian T Xpiian 1
| | y — > >
p+14n+l

1 + Yp+l4nxp+l4n—2 Yp+l4n (1 + Xp+14n—2 ) Yp+l4n

Yp+14n+3 + Xp+14n+1 Yp+14n+3 + Xp+14n+1 1
=y = < <
p+l4n+4 1 1
T Ypr1ane3Xpitanit  Ypridnss ( + X 4ns ) Yp+1an+3
. _ Ypranea T X ane S Ypsianea T Xpiians2 S 1
Yp+14n+5 - 1+ X 1
YpriansaXpitans2  Yparanea (LT Xpiiani2 Yo+14n+4
Ypsianso T Xpiianer Ypstanso T Xpiiane7 1
=y = < <
p+14n+10 1 1
+ yp+l4n+9xp+l4n+7 yP+14“+9 + Xp+l4n+7 yp+14n+9
- _ Yp+l4n+10 + Xp+14n+8 Yp+l4n+]0 + Xp+14n+8 1
Yp1ansn1 = 1+ > 1 >
Yor1an+10Xpi1anss  Yprianiio ( X 14n+8 ) Yp+14n+10
. ~ Yoanen T Xpi1anso Yortanstt T Xpi1ans0 1
Ypstansi2 = 1 < 1
T Yprtane11Xpi1dans Ypriansii ( + Xp+14n+9) Yp+1an+11
. Ypstans12 T Xpirantio Yortansiz T Xpiiansi0 1
Yortaniz = > >
p+lan+ 1+ X 1
Yprtans12Xprians1o Yparanaz U Xpiianiio Yo1dns12
. ~ Yprtanas T Xpianin < Ypstane13 T Xpitansit 1
Yp+iansis = 1+ X 1
Yprrans13X piranit Yparanaz T Xpaianan Yot1dns13
oldugu aciktir.

(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,

1 1 1 1
Xoiiani1a < < < < <Xpitano < Xpiianig <
p+ldn+l3  Xpsldnt12  Xpildnsll  Xpldn+l0
(3.32)
1 1
X < < Xp+14n+5 < Xp+14n+4 < Xp+14n+3 < Xp+14n+2 < Xp+14n+1 < Xp+l4n

p+14n+7 Xp+14n+6

Ve
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1 1 1
Ypsiansis < < VYpiransiz < < Ypiiansi0 < < <
p+14n+13 Yp+ans11 Yprtanso  Yp+1dnes (3.33)
1 1 1 1 1 1
< < < Ypstansa < < < <VYpii4n
Yottans7  Ypitdnts  Yprianss Yortanss  Ypstans2  Ypitdnsl

olur. Denklem (3.32) ve (3.33)’den kolaylikla goriildiigii gibi {X,,4} . il {Ypum]

dizileri azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Bu yiizden

lim x

o p+l4n

=L, ve lim =L 3.34
1 Yp+14n 2

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.32)’ye gore

hm O X pdnia = hm X dno = hm 0 X tanss = hm X tdnes = hm X idnea = hm 0 X ian3 =
hm Xp+14n+2 hm Xp+l4n+1 Ll (335)
hm X hm X hm X hrn X hm X =limx = L
p+14n+13 p+14n+12 p+14n+11 p+14n+10 p+14n+7 o p+l4n+6 L
1

dir.
Ayni sekilde denklem (3.33)’e gore
lim Yottans1a = lim Yottans2 = lim Ypttant10 = lim Ypiiansa = Ly
n—oo n—oo n—oo n—oo
lim Ypsanez = lim Yostansn = lim Yostanso = hm 0Yprianss = hm 1Y piians7 = lim Ypsianss = (3.36)
n—oo n—oo n—oo n—oo
li li 1 l —1
n1_>n:1.0 Ypsianes = nlm Yostanes = lm 0Yprian2 = lm 0 Ypriani =

2
dir.

~ Xpans3 T Y priana Ypstans13 T Xpitansit 337
Xp+lant1a = 1 VC ¥Yortania = 1 (3.37)
+ X p1an13Y priansi1 T Y pr1ans13X prtan+11

denklemlerinin her iki tarafinin limitleri alinirsa,
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1.1 1.1
L, L, L, L o o y
L = ve L, olur. Iki denklemin ¢oziimiinden L, =L, =1 elde edilir.
1+i . 1+i L
Ll ‘ L2 L2 ‘ Ll

Boylece (3.34) denklemi saglanir.

(i) Lemma 3.6’daki baslangi¢ kosullarin1 ele alalim. (3.1) denklem sisteminin {xn}

¢oziimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 4°,1,27,27,1",27,1",1" seklindedir. Buna

gore n =0,1,... i¢in asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - +
{Xp+14n H Xp+l4n+1 b Xp+14n+2 s Xp+14n+3 } H {Xp+l4n+4} H {Xp+l4n+5 s Xp+l4n+6} H {Xp+14n+7 s Xp+14n+8} s

+ +
{Xp+14n+9} ’{Xp+14n+10’xp+l4n+ll} ’{Xp+14n+12} ’{Xp+14n+13} (3.38)

(3.1) denklem sisteminin {yn} ¢ozlimiinlin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ise

37,37,2°,1,1",1",2",1" seklindedir. n=0,1,... igin de asagidaki diziyi elde ederiz:

+ +
{yp+14n > Yptldn+l > Yp+l4n+2} 5 {Yp+l4n+3’ Yp+ianss Yp+l4n+5} , {yp+l4n+6 > yp+l4n+7} 5 {yp+14n+8} 5
+ - + -
{Yp+14n+9} ’{Yp+]4n+]0} 7{Yp+l4n+ll’ Yp+14n+12} ’{Yp+]4n+]3} (339)

Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) Xpitan = Xprtanet = Xpatans2 = Xprtanes > Xpitanes =~ Xprlans6 > Xprlanss = XpaldnsT »

Xortanstt = Xpitani10 Y€ Yprtan = Ypiranst = Yprians2 > Ypstanss = Ypatdnia = Yprian+3

Yostanis = Ypr1ans7 > Ypitansit = Yprtansi2

(b) Xpiians3 Xpsransa > 1o Xpoiania Xprianss <Ls Xpanie Xporaner > 1o Xpianes Xprianso <L

X p+14n+9 Xp+14n+10 >1, X prtan+11 Xpslansi2 <1 s Xpt1dn+12 Xpilan+13 >1, X pr14n+13 Xp+1dn+14 <l ve

Yp+14n+2 Yp+14n+3 >1 2 Yp+14n+5 Yp+14n+6 <1 4 Yp+14n+7 Yp+]4n+8 >1 4 Yp+]4n+8 Yp+14n+9 < 1’

)y
Yp+14n+9 Ypridn+10 >1, Yp+1ans10 Ypridn+11 <1, Yp+1ans12 Ypiianiia >1, Yp+14n13 Ypsianiia <1 ’dir.

(a) Lemma 3.3. (a) ’den yararlanirsak n =0,1,... i¢in

< ) 1
- (Xp+14n+1 _Xp+14n>(xp+l4n _1) <0 ve x,;,, >1 oldugundan x ., >X, ., "dir.
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" (Xp+14n+2 ~ X pil4nsl )(Xp+14n+1 _1) <0 ve X pildnit = 1 oldugundan Xortanst = Xpitdnio “dir.

" (Xp+14n+3 - Xp+14n+2)(xp+14n+2 _1) <0 ve X pil4n+2 >1 oldugundan X prl4n+2 > X p+14n43 "dir.
Buna gore X, 4, > X, une > Xpiians > Xpiianss €lde edilir,

- (Xp+l4n+6 ~ X t14n+5 )(Xp+14n+5 _1) <0 Ve X, s >1 oldugundan Xpitanes = Xpilants “dir.

- (Xp+l4n+8 R )(Xp+14n+7 _1) <0 Ve X457 <1 oldugundan X, > X, 14y, "dir.

" (Xp+l4n+ll ~ X +14n+10 )(Xp+14n+10 _1) <0 ve X p14n+10 <1 oldugundan X prtan+i1 = Xpi1an+10 "dir.

Ayni yontemle

" (yP+14n+1 - Yp+14n )(yp+14n _1) < 0 ve yp+l4n >1 Oldugundan Yp+14n > yp+14n+l ,dir'

- s 1
" (yp+14n+2 _yp+l4n+l)(yp+14n+l _1) <0 ve Yo+tana >1 oldugundan Yostanst = Ypriant2 dir.

Buna gore, ¥,,14, > Yyuanst > Yprianso €lde edilir.

" (yp+14n+4 = Yoiiane3 )(yp+14n+3 _1) <0 ve Ypitanss < 1 oldugundan Yostanta = Ypsianss dir.

- 0 30
" (Yp+14n+5 - Yp+14n+4>(Yp+14n+4 _1) < O ve Yp+l4n+4 < 1 oldugundan Yp+l4n+5 > Yp+l4n+4 dlr'

Buna gore’ yp+14n+5 > Yp+14n+4 > Yp+14n+3 elde edlhr'
9 sy
" (yp+l4n+7 - yp+l4n+6)(yp+14n+6 _1) <0 ve Yostante = 1 oldugundan Yostante = Ypstans7 dir.

. s 1
" (yp+l4n+12 - yp+l4n+ll)(yp+l4n+ll _1) <0 ve Yo+tans11 >1 oldugundan Yostansit = Yprianii2 dir.

(b) n=0,1,... igin

_ Xp+14n+3 + Yp+l4n+l Xp+14n+3 + yp+l4n+1 1
Xp+14n+4 - 1 1 >
T Xpian3Yprtanst Xprianss U+ Ypiiana X p+14n+3
. _ Xpiansd T Ypiuane2 < Xptanes T Ypstans2 < 1
p+l4n+5
1+ Xprtan+aYprians2  Xpiianes (1 Y piiani2 ) X pl4n+d
~ Xpitanee T Ypitania S Xpitan+s T Yprianta S 1
X ptldn+7 =

1+ Xp+14n+6yp+l4n+4 Xp+14n+6 (1 + Yp+14n+4) Xp+14n+6
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Xoitanss T Ypitante Xoitanss T Ypitante 1
Xp+14n+9 = 1 < 1 <
T Xpan8Ypiiante  Xprianss (LT Ypsianie X p14n+8
X140 T Ypiiant7 Xori4nt9 T Yprians7 1
X pl4n+10 — 1 > 1 >
+ Xp+l4n+9yp+l4n+7 Xp+l4n+9 + Yp+14n+7 Xp+14n+9
Xp+l4n+11 + Yp+14n+9 Xp+14n+11 + Yp+l4n+9 1
X ptlans12 = 1 1 <
T X pitan11Yprtdnso Xparanstt 1T Ypiianso X prldn+1
Xortan+12 T Ypriantio Xotans12 T Ypatantio 1
Xp+14n+13 = 1 > 1
T Xpani12Ypstaniio Xpsransi2 L+ Ypiransio X pt14n+12
Xortan+13 T Ypiraniin Xoitan+13 T Y piraniin 1
Xpilansia = 1 < " <
T Xpitani13Yprtanstt  Xpiransrs (L Yparanin X o 14n+13
Ypstaniz T Xpiian Yosans2 T Xpitan 1
Yp+ianss = 1 > 1 >
+ yp+14n+2Xp+l4n Yp+14n+2 + Xp+l4n yp+l4n+2
Yp+14n+5 + Xp+l4n+3 Yp+l4n+5 + Xp-¢—14n+3 1
Ypstdnse = 1+ < 1
Yor1ane5Xpr1anss  Yparanes \ 1 Xpian13 Yp+14nss
Yp+14n+7 + Xp+14n+5 Yp+14n+7 + Xp+14n+5 1
yp+14n+8 = 1 > 1
T Ypr1ane7Xprtanss  Yprranss 1T X piranss Yp+14n+7
y _ Yprtanss T Xpiiante < Ypitanss T Xpirante < 1
p+14n+9 —
14+ Y, 1anesXpianse Ypstanss 1+ Xpiianes ) Yprranss
Ypsianso T Xpiianer Ypsianso T Xpiianer 1
Yp+tansio = ] > 1 >
+ yp+l4n+9xp+l4n+7 Yp+l4n+9 + Xp+14n+7 yp+14n+9
Yp+l4n+10 + Xp+14n+8 yln+l4n+10 + Xp+14n+8 1
Yprtansn = 1+ < 1
Ypsr1ant10Xpi1anss  Yprransto 1T Xpiianss Yp+an+i0
p+l4n+ p+l4n+l p+l4n+l p+l4n+
Ypstansiz T Xpitans0 Ypstansi2 T Xpiiansio 1
yp+14n+13 = 1 > 1
T Yprtani2Xpstanii0 Ypsransiz L+ Xpiians10 Yp+dn+12
Yoans13 T Xpitansnt Ypstans13 T Xpitansi1 1
Yottansa = <

1 + Yp+14n+13Xp+14n+11 Yp+14n+13 (1 + Xp+14n+11 ) Yp+14n+13
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oldugu agiktir.

(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,

X < < <X

< <Xy i14n+12
X

p+14n+13 p+14n+l11

p+14n+14
p+14n+10

1
<Xoitanss <Xppianes < <X <X

p+14n+7 p+l4n+4

p+14n+3
X

%S

< < yp+14n+12 < Yp+14n+11 <

p+ldn+13 Y p+14n+10

1 1

Yp+14n+1a

p+14n+9

p+14n+2

< Ypi14n+o

<

<

p+14n+8

<X, 14041

<

<X

p+l4n

<

p+14n+8

Yoirans7 < Ypstanss < < < <Vpitanez < Ypianst < Ypiran

prianss  Ypildntd  Yp+ldnts

olur. Denklem (3.40) ve (3.41)’den kolaylikla griildiigii gibi {XWH};

dizileri azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Bu yiizden

hm Xp-f—14n - L3 ve lim Yp+l4n = L4
n—w

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.40)’a gore

1111_1)]; Xp+14n+14 = hm Xp+14n+12 hm Xp+14n+9 hm Xp+l4n+6
n—oo

hm X a2 = hm N X tane1 = L,

hm N X a3 = hm 0 X ansa1 = hm 0 X tans10 = hm 0 X 1anes =

dir. Ayni sekilde denklem (3.41)’e gore

hm Yp+l4n+14 = hm Yp+14n+12 = hm yp+l4n+11 = hm Yp+14n+9
n—»o n—»m n—»m n—»m

limy .., =limy_,.., =L,
n—oo n—oo

lim Ypstanaz = hm 1Y ps1ansi0 = hm 0Yprianss = lim Yp+ians
n—oo n—oo

dir.

hm Xp+14n+5

hm X

= hm yp+14n+7
n—ow

= lim Yp+iansa
n—oo

p+14n+7

(3.40)

(3.41)

ile {y,im)

(3.42)
hm Xp+14n+3
(3.43)
hm 0 X itdnea = i
3
= 1111_1;1;1) yp+14n+6 =
(3.44)
) 1
= Ilgrolo Ypsianss =7
4
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Xortans13 T Ypatansin ~ Yortanss TXpiani

ve 'y =
p+14n+14
1+ X pr14n+13Y p+lan+il 1+ Yo+1an+13X pi14n+1

(3.45)

Xpilantis =

denklemlerinin her iki tarafinin limitleri alinirsa,

L +L L + L
L, L, L o . "
L, :% ve L, :% olur. Iki denklemin ¢6ziimiinden L, =L, =1 elde edilir.
1+L—L4 1+L—L—
3 4 3

Boylece (3.34) denklemi saglanir.

(ii1)) Lemma 3.7°deki baslangic kosullarin1 ele alalim. (3.1) denklem sisteminin {xn}
¢Ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 3°,37,27,17,17,17,2",1" seklindedir. Buna gore
n=0,1,... i¢cin asagidaki diziyi elde ederiz:

+ -
’{Xp+l4n+6 ’Xp+l4n+7} ’{Xp+14n+8} >

+ - +
{Xp+l4n+9 } ) {Xp+14n+10 } ) {Xp+14n+11 > X pilan+12 } ) {Xp+l4n+l3 } (3.46)

+
{Xp+l4n7xp+l4n+l’ Xp+14n+2 } ’{Xp+l4n+3’xp+l4n+4’ Xp+14r1+5 }

(3.1) denklem sisteminin {yn} ¢ozlimiinlin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ise

4% 17,27,27,1",27,1",1" seklindedir. n =0,1,... igin de asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - +
{yp+14n’ Ypstantt > Ypidns2 Yp+14n+3} ) {yp+14n+4} > {yp+14n+5 5 Yp+14n+6} ) {yp+14n+7 ) yP+14n+8} ,

{yp+14n+9 }+ > {yp+14n+10 ) yp+14n+11} ) {yp+14n+12 }+ ) {yp+l4n+l3} (3.47)
Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) Xortan = Xpitanst = Xpitani2 » Xpilanss = Xprlansd = Xpitans3 > Xpilans6 > Xpildni7 2
Xoitansit = Xpstani12 Y€ Yprian = Ypirantt = Ypiians2 = Ypstans3 > Ypstanss = Yp+lanso »
Yps1anss = Ypiians7 > Ypsidnstl =~ Yp+lan+io

(b)x

p+14n+2 Xp+14n+3 >1 s Xp+14n+5 Xp+14n+6 <1 4 Xp+l4n+7 Xp+14n-¢—8 >1 4 Xp+14n+8 Xp+14n+9 < 1’

X p14n+9 Xpi1an+1o >1, X pr14n+10 Xp+14n+l <1, X pr14n+12 Xpt1dn+13 >1, X pr14n+13 Xpt1dn+14 <l ve

Yps14n+3 Yp+ianta >1, Yprtan+a Yp+idnss <1, Yp+an+s Ypridn+7 >1, Yostanss Ypiianso < 1,

s 1
Yp+14n+9 Yp+ian+io >1, Ypetansi1 Yprians+12 <1, Yp+tans12 Ypeianiiz >1, Yp1an+13 Ypeiantia <1 “dir.

(a) Lemma 3.3. (a) ’dan yararlanirsak n =0,1,... i¢in
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" (Xp+14n+1 ~ X pti4n )(Xp+14n - 1) <0 ve Xoitan = 1 oldugundan Xoitan = Xpiian+ "dir.

" (Xp+14n+2 ~ X144 )(Xp+14n+1 _1) <0 ve X p14n+1 >1 Oldugundan X prl4n+1 > X ptlans2 "dir.
Buna gore X, . > X, 400 > X4, €lde edilir.

- (Xp+l4n+4 _Xp+l4n+3)(xp+l4n+3 _1) <0 ve X, 43 <1 oldugundan Xpitanes = Xpalans3 “dir.

- (Xp+l4n+5 - Xp+l4n+4)(Xp+l4n+4 _1) <0 Ve X145,y <1 oldugundan X, .. > X, 14y, "dir
Buna gore X, 4.5 > Xpi1ania > Xpiianss €lde edilir.

" (Xp+l4n+7 _Xp+14n+6)(xp+l4n+6 _1) <0 ve Xp+l4n+6 >1 Oldugundan Xp+l4n+6 > Xp+14n+7 “dir.

" (Xp+l4n+12 - Xp+l4n+ll )(Xp+l4n+ll _1) <0 ve Xp+14n+11 >1 oldugundan Xp+14n+11 > Xp+14n+12 "dir.

Ayn1 yontemle

" (Yp+14n+1 - Yp+14n )(yl:)+l4n _1) < O Ve Yp+l4n >1 Oldugundan Yp+l4n > Yp+l4n+l ,dir‘
- (Yp+14n+2 ™ Yp+1ans )(Yp+14n+1 _1) <0 Ve ¥y 14 > 1 oldugundan y .. > Y14, dir.

- I
" (Yp+14n+3 - Yp+14n+2 )(yp+14n+2 _1) < 0 ve yp+l4n+2 > 1 oldugundan Yp+l4n+2 > yp+14n+3 dlI'.

Buna gore, Y,.14n > Yyuana > Ypitaniz > Ypuranss clde edilir.
- s 1
- (yp+l4n+6 T Ypi14nss )(yp+l4n+5 _1) <0 ve y, 4,5 > 1 oldugundan y .. 5 > ¥, 406 dir
- s 1
" (yp+l4n+8 = Ypiians7 )(yp+l4n+7 - 1) <0 ve Yostans7 < 1 oldugundan Yostanss = Yprtans7 dir.

- s 1
" (Yp+14n+11 - Yp+l4n+10)(Yp+l4n+10 _1) <0 ve Yostans10 < 1 oldugundan Yostans11 = Ypsian+io dir.

(b) n=0,1,... igin

Xortans2 T Yprian S Xoitans2 T Ypstan S 1

X =
p+14n+3
1+ Xpttans2Ypr1an  Xpiianio (1 *+ Ypiian ) X pl4n+2
_ Xp+l4n+5 + Yp+l4n+3 Xp+l4n+5 + Yp+14n+3 1
Xp+14n+6 - 1+ 1 <
Xp+14n+5Yp+l4n+3 Xp+14n+5 + Yp+14n+3 Xp+14n+5
~ Xpaner T Ypitanes S Xpiane7 T Ypstanes S 1
X prl4n+8 —

1+ Xprtan+7Yprianss  Xpiianes (1 T Ypiianss ) X ptlans7
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Xoitanss T Ypitante Xoitanss T Ypitante 1
" Xpianeo T 1 1 <
T X ani8Ypsiante  Xprranss (LT Ypiianie X p14n+8
Xor1ans9 T Ypsians7 Xortans9 T Yprians7 1
" Xp+14n+10 = 1 1 >
T X149 priant7  Xparanso 1T Ypr1anss X p+14n+9
Xp+14n+10 + Yp+14n+8 Xp-¢—14n+10 + Yp+14n+8 1
" X T 1+ 1 <
Xpr1an+10Ypr1anss  Xpiransio \ L+ Ypiranas X p14n+10
. ~ Xpsane2 T Ypitaniio Xoitan+12 T Ypitantio S 1
X pl4n+13 = 1+ x 1 .
prian+12Y pi1ans10 Xpaianaz LT Ypaianiio p+l4n+12
- ~ Xpitanss T Ypiianai Xoitans13 T Yparanenn 1
p+l4n+l4 —
1+ Xpr1an+13Y prians1l  Xpiian+i3 (1  Ypitansii ) X o 14n+13
Ypstanss T Xpirann Ypstanss T Xpitans 1
" Yopiidnia T 1 1 >
T Ypr1ane3Xpitanet  Yprianss LT X piiann Yp+14n+3
-y _ Yoirtansa T X ane Yostania T Xpitans2 1
p+l4n+5
1 + yp+14n+4Xp+l4n+2 y]3+14n+4 1 + Xp+l4n+2 yp+l4n+4
Ypsianss T Xprianta Ypsianse T Xprianta 1
" Yoraner T 1 1 >
+ Yp+l4n+6xp+l4n+4 Yp+l4n+6 + Xp+14n+4 Yp+l4n+6
Ypitanss T Xpiranie Ypitanss T Xpitante 1
" Ypidneo = 1 1 <
T YpranssXpsiants  Yprianss LT Xpiianis ) Ypianss
- y _ Yp+14n+9 + Xp+14n+7 Yp+14n+9 + Xp+14n+7 1
p+14n+10 —
1+ Ypr1an+9Xpi1ans7  Ypitanso (1 T X 14ns7 ) Yp+14n+9
- y _ Yp+14n+11 + Xp+14n+9 Yp+l4n+ll + Xp+l4n+9 1
p+l4n+12
1+ Yortans1Xpr1anto  Ypiiansin 1+ X p14n+9 Yp+14ns11
-y ~ Yprtane2 T Xpitansio Yostansiz T Xpitans10 S 1
p+14n+13 —
1+ Ypr1ant12Xpiians10 Ypriansi2 1+ X p14n+10 Yot14ns12
~ Yorans T Xpanan Ypstans13 T Xpitansit < 1
Ypetansias =

1+ Yp+14n413% pa14n+i

oldugu aciktir.

Yp+ian413 (1 + X 4ni11 ) Yp+ians13
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(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,

X < <Xpians12 < Xpiansn < <X iianso < <

p+1dn+13 X p14n+10 X p14n+8

p+14n+14

X

1
<X < < < <X

p+14n+7 p+14n+6 <X
X X

<X

p+14n+2 p+14n+l1 p+l4n

p+14n+5 p+l4n+4 p+14n+3

Ve

1 1 1
Yoransia < <VYpitansz < < < VYpitanso < <
Yo+ians13 Yortana1r  Ypsiansio Y p+i4n8

1

< Vpitante < Ypiranss < < Vpitanss < Ypstaniz < Ypstana < Ypsian
Yot1ans7 Yot1an+a

(3.48)

(3.49)

olur. Denklem (3.48) ve (3.49)’dan kolaylikla gdriildiigii gibi {xp+l4n}::0 ile {yp+14n}::0

dizileri azalandir ve alttan 1 ile sinirhidir. Bu yiizden

limx =L, ve limy_, =L
n—oo

o p+l4n 6

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.48)’e gore

hm 0 X 1ant1a = hm X tansi2 = hm 0 X tans11 = hm 0 X itanso = hm 0 X tane7 = hm X5 tanse =
hm Xp+14n+2 Pm X ptldns1 — Ls
hm X hm X hm X hm X hm X llm X L
p+14n+13 p+14n+10 p+14n+8 p+14n+5 p+14n+4 p+14n+3
5

dir. Ayn1 sekilde denklem (3.50)’ye gore
lim Ypsiansia = lim Ypstans2 = hm 1Y pi1ans9 = hm 1Y pi1ans6 = hm 1Y piianss = lim Yostanes =
n—oo n—oo n—oo
lim Ypslani2 = lim Ypstann = Lg
n—oo n—ow
lim =1lim =1lim =1lim =1lim =1lim = L

Yp+l4n+13 - yp+l4n+11 - Yp+l4n+10 - Yp+l4n+8 - Yp+l4n+7 - Yp+l4n+4 -
n—»o0 n—>0 n—om n—om n—o n—>0 L6
dir.

_ Xp+14n+13 + Yp+l4n+ll Yp+l4n+l3 + Xp+14n+11
Xp+14n+14 - Yp+l4n+l4
1+x

p+14n+13Yp+14n+11 1 + Yp+l4n+l3xp+l4n+ll

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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denklemlerinin her iki tarafinin limitleri alinirsa,

L.{.i i_i_L
L, L ’ o : .
L,.=——2% ve L, =—%—— olur. Iki denklemin ¢oziimiinden L, =L, =1 elde edilir.
5 1 1 6 1 5 6
I+ —— I+—L,
LS 6 6

Boylece (3.34) denklemi saglanir.

(iv) Lemma 3.8’deki baslangi¢ kosullarini ele alalim. (3.1) denklem sisteminin {xn}

¢oziimiiniin pozitif ve negatif yart dsnmeleri 3°,17,17,27,37,17,1",2" seklindedir. Buna gore

n =0,1,... i¢cin asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - +
{Xp+14n’xp+14n+1’ X p+14n42 } ’{Xp+14n+3 } ’{Xp+l4n+4} ’{Xp+14n+5 ’Xp+14n+6} >

+ + -
{Xp+l4n+7 > X pi14n+8 > Xp+l4n+9} ) {Xp+l4n+10} ) {Xp+l4n+ll} ) {Xp+l4n+12 ) Xp+14n+13} (3.54)

(3.1) denklem sisteminin {yn} ¢Ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ise

3°,1,1",27,37,1,1",2 seklindedir. n=0,1,... i¢in de asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - +
{Yp+14n o Yp+14n+1 > Yp+14n+2 } > {yP+l4n+3 } ’{Yp+14n+4} > {Yp+]4n+5 s Yp+l4n+6} >

+ - + -
{Yp+14n+7 > Yp+i4n+s o yP+14n+9} > {yp+14n+10} , {Yp+l4n+ll} ’ {yp+14n+12 > Yp+l4n+l3} (3.55)

Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) Xortan = Xpitanst = Xpitans2 > Xpatdnt6 = Xpatdn+s > Xpitant7 > Xprlanss > Xpii4ns9 >
Xortan13 =~ Xpitane12 Y€ Ypiian = Ypitanst = Ypitans2 s Ypitanse =~ Ypitants > Ypsidns7 = Ypilan+s = Y p+1dn+o

Yp+l4n+l 3 > Yp+l4n+l2

(b) Xperans2 Xprianss > 1o Xpanis Xpianea <Ls Xpanea Xporanes > 1o Xpiianie Xpianss <1o

X >1,x <1 ve

p+14n+9 Xpiiant10 pr14n+10 Xpstansil < 1, X ortans+11 Xpitans12 =~ 1, X pr14n+13 Xp+14n+14

Yp+14n+2 yp+14n+3 >1 > yp+14n+3 yp+14n+4 <1 > yp+14n+4 yp+14n+5 >1 H yP+14n+6 yp+14n+7 < 1’

s 1
Y p+14n+9 Ypri4n+10 >1, Yp+1an+10 Ypriantii <1, Yo+tansi1 Yp+1dns12 >1, Yp+14n413 Yp+iansia <1 ’dir.

(a) Lemma 3.3. (a) ’dan yararlanirsak,

- I
(Xp+14n+l - Xp+14n )(Xp+14n _1) < O ve Xp+14n > 1 Oldugundan Xp+l4n > Xp+l4n+l dlr'

- s q:
" (Xp+l4n+2 _Xp+l4n+l )(Xp+l4n+l _1) < O Ve Xp+l4n+l > 1 Oldugundan Xp+l4n+l > Xp+l4n+2 dlr'
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Buna gore x > X > X elde edilir.

p+l4n p+14n+l p+14n+2

" (Xp+l4n+6 - Xp+14n+5 )(Xp+14n+5 _1) <0 ve Xp+14n+5 <1 Oldugundan Xp+14n+6 > Xp+14n+5 “dir.

" (Xp+14n+8 ~ X pil4nt7 )(Xp+14n+7 _1) <0 ve X i1dns7 = 1 oldugundan X i1dns7 = Xpiianss “dir.

" (Xp+l4n+9 ~ X 14048 )(Xp+14n+8 _1) <0 Ve X405 > 1 oldugundan Xor14n+8 = Xp14n+9 "dir.
Buna gore X, 140,17 > X 1anis > Xpoianso €lde edilir.

" (Xp+l4n+l3 ~ X t1dn+12 )(Xp+l4n+12 _1) <0 ve X a2 <1 oldugundan Xprian+13 =~ Xpilansi2 "dir.

Ayni1 yontemle

- (yp+l4n+l ~ Yp+1an )(yp+14n _1) <0 ve y,,,, >1 oldugundan y ., >y, ., "dir

- ) 1
" (yp+l4n+2 _yp+14n+1)(yp+14n+1 _1) <0 ve Yp+tana >1 oldugundan Ypstanst = Yprians2 dir.

Buna gore Y, 14 > Yotana > Yprianso lde edilir.
- s 1
- (yP+l4n+6 ™ Yp+1dnss )(yp+14n+5 _1) <0 ve y, 145 <1 oldugundan y . ,,.c > ¥, 40,5 “dir
< s 1
" (yp+l4n+8 - yp+l4n+7 )(yp+l4n+7 - 1) < O Ve Yp+14n+7 > 1 Oldugundan yp+14n+7 > yp+14n+8 dlr'

. s 1
" (yp+14n+9 - yp+14n+8)(Yp+14n+8 - 1) <0 ve Yoitanss = 1 oldugundan Yos14n+8 = Yprianto dir.

Buna gore ¥, 4.7 > Yprtanss > Yprranso €lde edilir.

. s 1
" (yp+14n+13 - yp+14n+12)(Yp+14n+12 _1) <0 ve Yostansiz < 1 oldugundan Yostans13 = Ypitanii2 dir.

(b) n=0,1,... iin

~ Xprtane2 T Ypiuan S Xoitans2 T Ypstan S 1

Xp+l4n+3 - 1 1
T Xpian2Yprian  Xpatansa 1T Ypi1an X pl4n+2
_ Xp+14n+3 + Yp+l4n+l Xp+14n+3 + Yp+l4n+l 1
X pildn+d = 1+ ) <
Xortans3Yprtanst  Xprianss (LT Ypriann X pr14n+3
~ Xpitanea T Ypiani2 S Xortanes T Ypitans2 S 1
X prldn+s —

1 + Xp+l4n+4yp+l4n+2 Xp+14n+4 (1 + Yp+l4n+2 ) Xp+l4n+4



41

Xoiant6 T Ypstanta Xpi1an+6 T Yprianta 1
" Xp+14n+7 = 1 < 1 <
T X ptane6Yprtanta  Xppianes \1H Ypiranea ) Xpitdnis
Xor1ans9 T Ypsians7 Xortans9 T Yprians7 1
" Xp+14n+10 = 1 > 1 >
T X149 priant7  Xparanso 1T Ypr1anss X p+14n+9
- X _ Xp+14n+10 + Yp+14n+8 < Xp-¢—14n+10 + Yp+14n+8 < 1
p+l4n+11 —
1+ Xpt14n+10Y p14n+8  Xpitdn+10 1+ Yp+ianss X p14n+10
Xortane1 T Ypiianso Xortan+11 T Ypi1anso 1
" X2 T 1 > 1 >
+ Xp+l4n+llyp+14n+9 Xp+l4n+ll + yp+l4n+9 Xp+l4n+ll
. ~ Xpitanss T Ypiianai < Xoitans13 T Yparanenn 1
Xpilansla = 1 1
T Xprtani13Yprtanstt  Xporansrs L+ Yparanin X o 14n+13
. ~ Yprtans2 TXpan Yorans2 T Xpiian 1
Yor14nss = 1+ N > 1
Yp+14n+2 p+l4n yp+14n+2 +Xp+14n yp+14n+2
Yortanss T Xpiians Yortanss T Xpiians 1
" Yoranes T 1+ < 1
Yorians3Xprtanst  Yprianes U Xphiann Yp+14n43
. _ Yprtanea T X a0 S Ypsianea T Xpiians2 S 1
Ypstanes = I+ N 1
yp+14n+4 p+14n+2 Yp+l4n+4 +Xp+l4n+2 yp+14n+4
. ~ Yprtanse T Xpi1dnsa < Ypstanss T Xprianta < 1
Yp+14n+7 - 1+ X 1
Yprtant6Xprtanta  Yprianse \I T Xpitania Yp+i4n+6
- _ Yp+14n+9 + Xp+14n+7 > Yp+14n+9 + Xp+14n+7 1
Yp+tdns10 = 1+ N 1
yp+14n+9 p+14n+7 yp+14n+9 +Xp+14n+7 yp+14n+9
- _ Yp+l4n+10 + Xp+14n+8 yP+l4n+10 + Xp+14n+8 1
Ypstanan = 1+ < 1
Yps14nt10Xpi14nss  Yprransto 1 T Xpitanss Yo +14nt10
Yostansi1 T Xpiians0 Yosansi1 T Xpianso 1
=y = > >
p+14n+12 1 1
T Yprtana1Xprianso Ypsranatt \ 1T X piianso Yottansnt
~ Yorans T Xpanan < Ypstans13 T Xpitansit 1
Yottans1a =

14+ Y ane3X paranin Yoitanii3 (1 T X dnsn ) Yp+1an+13

oldugu aciktir.
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(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,

X < < <X

X

prani) < <X <X <X <

p+14n+12 p+14n+10

p+14n+14 p+14n+9 p+14n+8 p+14n+7

p+14n+13

1 1 1

< < X pil4n+4 <—<X
X p14n+5 p+14n+3

(3.56)

<X <X

p+14n+2 p+l4n+l p+l4n

Xp+14n+6

\(

1 1
< < < Yp+14n+11 < < Yp+l4n+9 < Yp+l4n+8 < Yp+14n+7 <
Yp+l4n+l3 Yp+l4n+12 Yp+14n+10

Yp+14ns14

1 (3.57)

< < Yps1anta < <VYpstansz < Ypstanat < Ypiian
Yp+14n+6 Yp+l4n+5 Yp+14n+3

olur. Denklem (3.56) ve (3.57)’dan kolaylikla goriildiigii gibi {xp+14n}i0 ile {yp+14n}w=0
dizileri azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Bu yiizden

p+14n

11mx =L, ve limy,_, =L, (3.58)

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.56)’ya gore

ll_)ni Xp+14n+14 hm Xp+14n+11 hm Xp+14n+9 hm Xp+14n+8 hm Xp+l4n+7 hm Xp+14n+4
hm DX iane2 = mx ., =L, (3.59)
n—oo
hm X hm X hm X hm X hm X hm X L
p+14n+13 p+14n+12 p+14n+10 p+14n+6 p+14n+5 p+14n+3
.
dir. Ayn1 sekilde denklem (3.57)’ye gore
lim Ypsiansia = lim Yptans1 = lim Ypsianso = lim Ypsianss = lim Ypstaner = lim Ypsianes =
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
imy g =lmy ., =L (3.60)
n—oo n—oo
I i I I i I 1
1m Yps1ana3 = 1m Ypstanaz = 1m Ypano = 1m Yostanse = 1m Ypttanes = 1m Yostanss =7
n—»o0 n—»o0 n—>0 n—>0 n—»o n—>0 L8
dir.
~ Xpiansz T yp+14n+ll Ypstans13 T Xpitansi1 361
X pilans1d = 1 € Yoitania = 1 (3.61)
+ Xp+l4n+l3yp+l4n+ll T Y pr1an+13X prtan+11
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denklemlerinin her iki tarafinin limitleri alinirsa,

1 +L ! +L
T 8 T 7
L, :% ve Lg :Sf olur. ki denklemin ¢dziimiinden L, =1L, =1 elde edilir.
1+—L, 1+—L,
L7 8

Boylece (3.34) denklemi saglanir.

(v) Lemma 3.9°daki baslangi¢ kosullarim1 ele alalim. (3.1) denklem sisteminin {x,}
¢Ozlimiiniin pozitif ve negatif yar1 donmeleri 17,5 ,17,17,17,17,17,3" seklindedir. Buna gore

n=0,1,... icin asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - + - +
{Xp+l4n } H {Xp+l4n+l H Xp+14n+2 b Xp+14n+3 H Xp+14n+4 s Xp+14n+5} H {Xp+l4n+6 } b {Xp+l4n+7} H {Xp+l4n+8} H

- +
{Xp+14n+9} ) {Xp+14n+10} 5 {Xp+14n+11 > X pil4n+12 5 Xp+14n+13} (3.62)

(3.1) denklem sisteminin {yn} ¢oziimiiniin pozitif ve negatif yari donmeleri ise 6",27,27,4"

seklindedir. n =0,1,... i¢in de asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - +
{Yp+14n ° Yp+14n+1 s Yp+14n+2 > Yp+l4n+3 > Yp+l4n+4 b yl:)+l4n+5 } b {Yp+l4n+6 s Yp+14n+7 } b {yP+l4n+8 H Yp+14n+9} >

{yp+14n+10 > Yptanst1 > Y pridn+12 o yp+14n+13} (3.63)

Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) Xpitanes = Xprtanes = Xpranes =~ Xprtans2 = Xpitantt > Xpaianeis = Xpatanei2 = Xparanear Ve
Yostan = Ypstanst = Ypstans2 = Ypitanss = Ypstansa = Ypitanss > Ypiians7 = Ypilant6 > Y piian+s = Y paldn+9 2

Yoitans13 = Ypstana2 = Yprtansit = Ypiiantio

(b) Xpiran Xpsranst > s Xpanis Xpanss <L Xpianes Xporansr > 1o Xpianes Xpaianes <1

X

pi1anss Xprianso > 1o Xpiianso Xporaniio <L Xpiansio Xpianet > b Xpiianis Xporanas <1 Ve

)1
Yostanss Yprianss > Lo Ypianes Ypsianss <o Ypiianso Ypriansio > Lo Yprransia Ypsranas <1 dir.

(a) Lemma 3.3. (a) ’dan yararlanirsak n =0,1,... i¢in

- ) g
- (Xp+14n+2 T X pt14n+1 )(Xp+14n+1 _1) <0 ve Xpitans < 1 oldugundan Xpiians2 = Xpiians dir.

< ) g
- (Xp+l4n+3 - Xp+14n+2)(xp+14n+2 _1) <0 ve X 4. <1 oldugundan x5 > X4, "dir.

< ) g
- (Xp+l4n+4 ~ X pi1ane3 )(Xp+14n+3 - 1) <0 ve X, 4,,; <1 oldugundan X, ., >X ., "dir.
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" (Xp+14n+5 - Xp+14n+4)(Xp+14n+4 _1) <0 ve X, 14004 <1 oldugundan X tanes = Xprlantd "dir.
Buna g0re, X 14005 > Xpiania > Xpaianss > Xpuiansz > Xpiianst elde edilir.

" (Xp+14n+12 _Xp+14n+11)(xp+l4n+ll _1) <0 ve X400 <1 oldugundan Xprtan+12 = Xpilansil "dir.
" (Xp+l4n+l3 ~ X t1dn+12 )(Xp+l4n+12 _1) <0 Ve X 40 <1 oldugundan Xpitan+13 = Xpiianii2 “dir.

Buna gore, x > X > X elde edilir.

p+14n+13 p+l4n+12 p+14n+11

Ayni yontemle

" (Yp+14n+1 = Yp+idn )(yp+14n _1) <0 ve y,.4, >1 oldugundan y ., >, 4, “dir.

- s 1
Yortans2 = Ypriana )(yp+14n+1 _1) <0 Ve Y, 400 >1 oldugundan Yostanet = Ypriant2 dir.

(yp+l4n+3 = Yp+ians2 )(yp+l4n+2 —1)<0 ve y, 4, >1 oldugundan y ., s > ¥ 4., "dir

- I
Yp+14n+4 - yl:)+l4n+3 )(Yp+l4n+3 _1> < O ve Yp+14n+3 > 1 Oldugundan Yp+14n+4 > Yp+14n+3 dlr'

5 ) 1
(Yp+l4n+5 - yp+14n+4)(yp+14n+4 _1) <0 ve Yostania = 1 oldugundan Yoranss = Yprianta dir.

Buna gore ¥, 140 > Ypuranst > Ypurans2 > Ypsranss > Ypsiansa > Ypuanss €lde edilir.
< ) 1
Yp+14n+7 _yp+14n+6> Yp+14n+6 )< 0 Ve yp+14n+6 <1 Oldugundan yp+14n+7 > yp+l4n+6 dlr'

. s 1
Yp+14n+9 _yp+14n+8) Yostanss ™ )< 0 ve Yp+1ans8 >1 oldugundan Yostans8 = Yprianto dir.

( (
( (

" (yp+l4n+ll _yp+14n+10)(yp+14n+10 1) <0 ve Yp+14an+10 <1 oldugundan Yostans11 = Ypsiansio "dir.
(Yp+l4n+l2 _Yp+l4n+ll)(Yp+l4n+ll 1) <0 ve Yp+14nt11 <1 oldugundan Yp+ians12 = Ypalansii “dir.
( )

< ) 1
Yo+1an413 7 Ypsians12 (yp+14n+12 1) <0 ve Yp+1ansi2 <1 oldugundan Yostans13 = Ypstanti2 dir.

Buna gore ¥, 14013 > Ypstansi2 > Ypsransin > Ypuansio €lde edilir.
(b) n=0,1,... i¢in

X X

ptian T Ypsian—2 ptan T Yps1an—2 S 1

1+ XpstanYpiian—2  Xpii4n (1 + Ypr1an—2 ) X ptl4n

Xp+]4n+l -
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. _ Xpidnss T Ypi1ani3 Xortanes T Ypitanis < 1
p+l4n+6 —
1+ Xpt1an+sYp1anss  Xpiianses (1 + Ypi1ane3 ) X pr14n+s
- X _ Xp+14n+6 + yp+14n+4 Xp+14n+6 + yP+14n+4 > 1
p+l4n+7 —
1+ Xpt1an+6Y prian+a  Xpilanie (1 + yP+14n+4) Xptlan+6
- X _ Xp+14n+7 + Yp+14n+5 Xp+14n+7 + Yp+14n+5 < 1
p+l4n+8 —
1+ Xot1ant7Y pr1an+s  Xpiians7 (1 Y pi1anss ) X pt14n+7
Xoitan+s T Ypitante Xoitanss T Ypitanto 1
" Xpitaneo T 1 > 1 >
+ Xp+l4n+8yp+l4n+6 Xp+14n+8 + yp+l4n+6 Xp+14n+8
Xortans9 T Ypiians7 Xoitant9 T Yprtans7 1
" Xpiansi0 T 1 < 1 <
T Xpi1an19Ypsiant7  Xpsranto LT Ypiranss X 14049
Xortans10 T Ypitanis Xortans10 T Ypitanas 1
" Xp+l4n+11 = 1 > 1 >
T Xpi1an10Ypr1anss  Xprransio (1 Yprranss X p+14n+10
- X _ Xp+14n+13 + Yp+l4n+ll Xp+14n+13 + Yp+14n+11 < 1
p+l4n+14 —
1+ Xprtanr13Ypranat  Xpiiane3 (1 T Yprianst1 ) X pt14n+13
-y ~ Yptanes T Xpi1dnss Yptanes T Xpi1anss S 1
p+l4n+6 —
1+ YprtanesXpitanss  Yprianss (LT Xpiranis Yp+tanss
- y _ Yp+14n+7 + Xp+14n+5 Yp+14n+7 + Xp+14n+5 < 1
p+14n+8 —
1+ Y 1ane7X pitanss Ypstansr \ 1t Xpiianss ) Yprtanes
- y _ Yp+14n+9 + Xp+l4n+7 Yp+l4n+9 + Xp+14n+7 1
p+14n+10 —
1 + yp+14n+9xp+l4n+7 yp+14n+9 (1 + Xp+14n+7 ) yp+14n+9
. y _ Yp+14n+13 + Xp+l4n+11 Yp+l4n+l3 + Xp+14n+ll 1
p+l4n+14 —
1+ Yprant13X paraniit Ypiianii3 (1 + X 4ntin ) Yp+1an+13
oldugu aciktir.

(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,

1 1 1 1 1
Xoiiani1a < < < <Xpitanio < < Xpianig < <
p+ldn+l3  Xpsldnt12  Xpildnsll p+14n+9 p+ldn+7
(3.64)
1 1 1 1 1
Xp+14n+6 < < < < < < Xp+14n
p+14n+5 Xp+14n+4 Xp+14n+3 Xp+l4n+2 Xp+l4n+1
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ve
1 1 1 1 1
Yp+14n+14 < < < < < Yp+14n+9 < Yp+l4n+8 < <
p+14n+13 Yp+l4n+12 Yp+14n+11 Yp+14n+10 Yp+14n+7
(3.65)
1
< VYpitanes < Yparanis < Ypranss < Ypaianiz < Ypitanat < Ypiian
Yp+i4n+6

olur. Denklem (3.64) ve (3.65)’den kolaylikla goriildiigii gibi {xp+14n}i0 ile {yp+14n}w=0

dizileri azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Bu yiizden

hm X =L, ve limy ., =L, (3.66)

p+l4n

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.64)’e gore

Illlil;loxp+l4n+l4 hm Xp+14n+10 hm Xp-%—l4n-¢—8 hm Xp-%—l4n-¢—6 L9
hm N X tans1s = hm X tansi2 = hm X tans11 = hm 0 X tanso = hm DX a7 = (3.67)
li li 1 l li !
X tanes = MU X pgnig = MMX gy = MMX gnep = MXgn i =7
n—oo n— n—o L9
dir. Ayn sekilde
lim Yprian+ia = lim Ypsianso = lim Ypsianss = lim Ypstanes = lim Ypstanta =
n—oo n—oo n—oo n—oo n—ow
hm 0 Ypians = hm 1Y pi1ans2 = hm 0 Ypiana = L, (3.68)
li 1 l l l li —1
MY 413 = lm 1Y prtansi2 = lm 0Yprtann = lm 1Y pitansi0 = lm 0 Yprtaney = MYy anie =
n—w 000 LIO
Xz T Yp+l4n+11 Ypstanss T Xpiianstt 369
X ptlani14 = 1 € Yoiranua = 1 (3.69)
+ Xp+14n+13Yp+14n+11 T Y pr1ans13X prtan+11

denklemlerinin her iki tarafinin limitleri alinirsa,

1.1 1.1

L,= L, Ly eL, L olur. Tki denklemin ¢dziimiinden L, =L,, =1 elde edilir.
R oL
L, L, Lo Lo

Boylece (3.34) denklemi saglanur.
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4. x. =— y X1 DENKLEM SISTEMi
Yn—l n-1
Bu béliimde,
1 Xn—l

Xpn = s Yo = —,n= 0,1,... (41)

Yoo Yo
fark denklem sistemini
X ,X0, Y »¥o ER” 4.2)

baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyecegiz. (4.1) denklem sisteminin denge noktalari

(4.3)

< | =
<
I
<l | =l

denklem sisteminin ¢oziimii ile bulunur. (4.1) denklem sistemi sadece (X,y)=(1,1) pozitif

denge noktasmna sahiptir. (4.1) denklem sisteminin (X,y)=(1,1) denge noktasindaki

Jakobiyen matrisi,

0 -1
J: (1,1): (4.4)
-1 1
dir. Karakteristik denklemi ise
A=A +1=0"dir. 4.5)

Teorem 4.1. (X,y)=(11), (4.1) denklem sisteminin pozitif denge noktas1 olsun. Buna gore,

(4.1) denklem sistemi (X,y)=(1,1) pozitif denge noktasinda kararsizdir.

Ispat. Teorem 2.17 (iii)’ye gore (i,?) denge noktasinin yerel asimptotik kararli olmasi igin
gerek ve yeter kosul ‘tr] . (i,?)‘ <1+det].(X,¥) <2 olmasidir.

tr] (X,¥) =1 ve detJ,(X,y) =1 oldugundan

1£0<2 (4.6)

dir. Buna gbre, teoremin kosulu saglanmaz. Bu nedenle (4.1) denklem sistemi (X,y) =(1,1)

pozitif denge noktasinda kararsizdir.
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Teorem 4.2. (4.1) denklem sistemi ile (4.2) baslangi¢ kosullarini ele alalim. k>1 olan bir

0

tamsay1 ve {( XY, )} __, (4.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimii olsun. O zaman (4.1) denklem

n

sisteminin tiim ¢oziimleri periyodiktir ve periyodu da 6’dir.

Ispat. (4.2) baslangi¢ kosullarmin hepsi pozitif olduklarindan, (4.1) denklem sisteminin tiim

cozlimleri pozitiftir. Buna gore,

1
- — “n-l
Xn+1 - yn+l -
yn—l n—1
o =L _Xy
n+2 Yn+2 -
Yu n
X _ 1 _ YH—I Xn+l 1
n+3 - Yn+3
Yn+1 Xn—l n+l Xn—l
A _ 1
Xnesa = Yors =—
Xn n
— Yn+1 _ 1 —
Xies = X1 Yues = =Yoo
Xn+1 n+l
Xn+6 = Xn yn+6 = yn (47)

olur. Bdylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.3. (4.1) denklem sistemi ile (4.2) baslangi¢ kosullarini ele alalim. k>1 olan bir

tamsayr ve (4.1) denklem sisteminin x ,=a,,x,=a, ve y =b,,y,=Db, baslangig

kosullar1 altindaki bir ¢oziimii {(xn,yn )}

o0
n=—

olsun. n=0,1,2,.. i¢in (4.1) denklem

sisteminin tiim ¢oziimleri:

a9
X = — y - —
6n+1 6n+1
b, b,
1 _a
Xent2 = b_l Yeéne2 = b_1
_b, 1
Xenez = Yénizs =
a
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_b 1
Xenesd = Yénia = —
a a4

Xenes — & Yonss =Dy (4.8)
Xents — & Yonrs = D

Ispat. (4.2) baslangi¢ kosullarinin hepsi pozitif olduklarindan (4.1) denklem sisteminin tiim
¢Oziimleri pozitiftir. (4.8) denkleminin n—1 i¢in saglandigini varsayalim. Simdi denklemin n

icin de saglandigini gostermeye ¢alisacagiz.

n—1 i¢in:
1 a,
X = — y = —
6n->5 6n->5
b, b,
_ 1 _ 4y
X n-4 Yeén-a = b_
1 1
b, 1
Xen3 = Yen-3 = —
a, 0
4.9)
_b 1
Xen2 = Yén—o = —
a4 1
Xen-1 =&y Yen1 = Do
Xen — a4 Yoo = b
dir. n i¢in,
X = | L _ Xen1 _ &g
60+l = b Yénst b
6n-1 0 Yén-1 0
X — 1 — i — Xé“ — ﬂ
6n+2 - b Y6n+2 - - b
6n 1 Yén 1
e a1
6043 = Yéniz = =
en+l Do Yenet Qo
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x =L b Xeo _ L
6n+d = Yonsa = =
6n+2 N Yonsz &
1 X
— _ _ 6n+3 __
Xen+s = =4, Yonts = =b, (4.10)
6n+3 Yéns3
1 X
_ _ _ “*6n+4 __
Xent6 — =4, Yonss = =b,
6n+4 Y6n+4
olur.

Lemma 4.4. (4.1) denklem sisteminin pozitif bir {(xn,yn)}::_l ¢Ozlimiiniin er geg

(i,?) = (1, 1) pozitif denge noktasina esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
X =X=Y,;=Y,=1 (4.11)

olmasidir.

Ispat. (4.11) kosulunun dogru oldugunu kabul edelim.

X, =X,=Y, =Y, =1 olsun. O zaman (4.1) denklem sisteminden

X4

Xl:—zl, ylz—:l

-1 Y

1
x,=—=1,y,=2=1

Yo Yo
X3:h:1’y3:—:]

X 1

4.12)

X4:&:1 ’y4: :1

X0 0

X=X, =1,y;=y,=1

Xe=X,=1, ys=y,=1

olur. Goriildugii gibi x |, =x,=y_, =y, =1 olmasi durumunda j=1,2,... i¢in (xj,yj) = (1,1)

olur.
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Tersine, ¢ € {-1,0} i¢in
x, zlvy, #1
oldugunu kabul edelim. Lemmay1 ispatlamak i¢in
x,#lvey #1 , nx1
oldugunu gostermemiz gerekli.
N2>1 icin x =yy =1
ve
-2<n<N-1li¢in x, #1,y, #1

oldugunu varsayalim.

1
IZXN: :(YN—Z_I):O
Ynoo

olur. Bu durumda y, _, =1 olur ki bu durum (4.16) kosulu ile ¢elisir. Ayn1 yontemle

XN-
lzyN:—N2

N-2

= (XN—2 _YN—z) =0= (XN—z _1) =

olur. Bu durumda da x,_, =1 olur ki bu durum da (4.16) kosulu ile ¢elisir.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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b b b
XX FX X, ta

5. x,, =—1o2 -t : FARK DENKLEMIi
Xan_3 + Xn_2 + Xn—l +a
Bu boliimde ise
b b b
Xpp = X“XE’2+X§’3+X§*” , n=0,1,... (5.1)
Xan_3 + Xn_2 + Xn—l +a
fark denklemini
X_3,X_5,X_;, X, €(0,00),a,be[0,00) (5.2)

baslangi¢ kosullar1 altinda inceleyecegiz. (5.1) fark denkleminin denge noktalari

—=b+1 —=b

_ X7 4+2X +a

X==0 = (5.3)
X T +2X +a

denkleminin ¢ézlimii ile bulunur. Buna gore, X =1 (5.1) denkleminin tek denge noktasidir.

Tanim 2.4’e gore,

b b b
_ Ugu, tuy+u) +a

f(uy,u,,u,,u,)= 5.4
(13,05, 1) u,ub +ud +ud +a 4
fonksiyonunu ele alalim. Buna gore,
b0V (ub +ub +ub +
Pozﬁ - :(uz u3)(uz U3 ul2a)‘i—1 0
Ou, | %= (uou'§+ug+uf’+a) B
buy " (ud —ul)(1-u
PIZﬁ =l = i) Z) x=1 =0
ou, 2= (uou;’+ug+u:’+a) -
(5.5)
bu®! “Mu® +uub +ub +
Pzzﬁ - u, (uo )(ul Upu; 113 a)‘i_l _0
Ou, 1 %= (u0u§+u‘2’+uf+a) B
but' | ub(1+u,)+ul +a |(1-u
P s Lus (4w, )+ ]2( O)X—IZO
Ouy 1 2= (u0u§+u'§+uf’+a) B

olur.
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(5.1) denkleminin X =1 denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi
-0 (5.6)

ve karakteristik denklemi ise
At =0 dur. (5.7)

Teorem 5.1. X=1 (5.1) denkleminin denge noktast olsun. (5.1) denklemi X =1 denge

noktasinda yerel asimptotik kararlidir.

Ispat. Teorem 2.5. ve (5.5) denklemine gore,

|P0|+|P1|+|P2|+|P3|:0<1 oldugundan, (5.1) denklemi X=1 denge noktasinda yerel

asimptotik kararlidir.

Lemma 5.2. {xn }::_3 (5.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu ¢oziimiin er ge¢ X =1

denge noktasina esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(Xo—l)(X_Z—X_3)=O (5.8)

olmasidir.
Ispat. Oncelikle (5.8) kosulunun dogru oldugunu kabul edelim.

(a) x, =1 olsun. O zaman (5.1) denkleminden

b b b b b b
. xox_2+x_3+x_l+a_x_2+x_3+x_l+a _

X, = = =1
1 b b b b b b
XoX 3 +X,+X’,+a X3 +X,+X’,+a
xleI+xEZ+x3+a X:-I—XEZ-FI-}-a
X, = b b b =% b =1
XX, +X,+x,+a Xx,+x’,+1+a
b b b b
X, X, +X +X,/+a X ,+2+a
_ 20 —1 1 _ —1 _
3 =1 (5.9)

X, X0 +Xp+x) +a X', +2+a

b b b
_ XX +X,+X,+a 3+a 1

X =
4
X3X8+XF+XS+3 3+a

olur. Goruldugii gibi x, =1 olmasi durumunda 1=1,2,... i¢in x, =1 olur.
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(b) (x_, —x_;) =0 olsun. O zaman (5.1) denkleminden

b b b b b b
XKL XL XL Ha XX, XL +x,4a

b b b b b b
XoX_ 3 +X2, +X, +a XX, +X,+X, +a

b, b b b, b b
XX XL AXpta XL XL +Xpta

X, = = 1
2 b b b b b b
X\ X2, +X, +Xg+a X, +X, +X,+a
X,Xp+x° +x) +a  xg+x°, +1+a
S R A x ra X rxrlea
X, X, +X,+Xx] +a X7, +X, a
b b b b
< _X3X1+XO+X2+3_X0+2+3_1
47 b b b b -
X;X, +X, +X,+a X,+2+a
X, X5 +x, +x0+a 3+a 1
X, = = =
5 b b b
XX, +X,+X;+a 3+a
b b b
_X5X3+X2+X4+a_3+a=1

- b b b -
XX, +X; +x,+a 3+a

(5.10)
olur. Goriildiigii gibi (x_, —x_,)=0 olmasi durumunda i=1,2,... i¢in x; =1 olur.
Tersine, ¢ €{0} igin
x, #1 (5.11)
oldugunu kabul edelim. Lemmay1 ispatlamak i¢in
x,#1 , n21 (5.12)
oldugunu gostermemiz gerekli.
N2>1 icin xy =1 (5.13)
ve
—-1<n<N-1i¢in x, #1 (5.14)

oldugunu varsayalim.
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b b b
Xy Xn s T X0, +X3,+a
l=x, =—2N8 Zh TR (X, — 1) (X =Xy ) =0 (5.15)
Xy X g FXN XN, +a

= Eger x,, =1 ise (5.14) kosulu ile gelisir.

" Eger X\ ; =Xy, 1S€

Xy_aXnog T Xpg T Xys+a
— — ON-4"N-6 N-7 N-5 b b
=Xy = (Xy_g —1)(x

N ! . . N_7(XN_4+1)+XN_5+21)=0
XnoaXnog T Xy T X5 T2

olur. (x;_7 (xy_y+1)+x} s +a) =0 olacagindan x,_, =1 olur ki bu da yine (5.14) kosulu ile

celisir. O zaman x, =1"dir.

Lemma 5.3. {xn}:c}3 (5.1) denkleminin X =1 pozitif denge noktasina esit olmayan pozitif bir

¢ozlimii olsun. Buna gore asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) (x,.,—x,)(x,-1)<0, n>0 i¢in
(b) (%, —1)(x, —~1)(x,,—%,5)>0 , n>0 igin

(©) (X, =1)(x, -1)(x,5-1)<0 , n>3
Ispat.

(a) (5.1) denkleminden

b b 2 b
C x Xan L X XD Fa—XIXD - X, XD, —X, XD, —axX,
1
e X, X +xP,+x0 +a
(5.16)
b b
B (l—x )[a+(1+xn)xn_3 +Xn_l]
- b b
X X0 +X,+x) +a
b b b b b : : fpl
Olur. Burada [a +(14x,)x0 5 +x,, | ve [xnxn_3 +X0 X+ a] ifadeleri pozitif
olduklarindan

(%, —x,)(x, —1) <0 elde edilir.
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(b) (5.1) denkleminden

b b b
X, ,—X

n®n-3 ~ “n n—1

b b b
XX XX Fa XX

n‘*n-2

—a

x . —1
1 b b b
X X, ,+X, ,+X  +a

n“n-3

(5.17)

b-1 b-2 b-2 b-1
(x, —1)(x,, =X, 4 )(xm2 FXPTIX, e X, Xo o+ XH)

b b b
X, X, 3 +X, ,+X, ,+a

n“*n-3
olur. Burada (XEZIZ +X"70X, et X, XD XEZE) ve (XHXE_3 +X0 L, XD+ a) ifadeleri
pozitif oldugundan (x,,, —1)(x, —1)(x,_, —x,_;) > 0 elde edilir.
(c) (a) ve (b) siklarindan yararlanirsak,

(X, =X, )(X,5—-1)<0 , n>3 ve (x,,,-1)(x, -1)(x,,—%x,5)>0,n>0 olur.

Bu iki ifadeden, (x,,,—1)(x,~1)(X,>-%,3) (x,5-1)<0 elde edilir. (x,,-x,,) >0

oldugundan,
(X, —1)(x, —1)(x,5-1)<0,n>3 (5.18)
olur.

. 0 . .. . . . . .
Lemma 5.4. x ;<x,<x_,<X,<lI ise, {xn}n}3 ¢Ozlimii sonsuz terimli negatif bir yar1

donmeye sahiptir ve monoton olarak pozitif X =1 denge noktasina yakinsar.

Ispat. x_; <x_, <x_ <x, <1 ise, Lemma 5.3. (a) ve (b)’ye gore n > -3 igin

(Xl—l)(xo—l)(x_z—x_3)>0 = x, <1 ; (Xl—XO)(X0—1)<O:>XO<X1
(x,-1)(x,-1)(x,—x,)>0 = x, <1 s (%, -x))(x,-1)<0=x, <X,
(x3—1)(xz—1)(xo—x71)>0 = X,<1 ; ()(3—742)()(2—1)<O:x2<X3 (5.19)
(x,—1)(x,-1)(x,-%,) >0 = x,<1 s (%, —%3) (x5 -1) < 0=, <x, .
(xn—l)(xn1—1)(xn73—xn4)>0: x, <l ; (xn—xnl)(xnl—l)<0:xn71<x

elde edilir. (5.19) ’den kolaylikla goriildiigii gibi

X, <X, <..<X, ,<x,<I (5.20)
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olur. Bu ifadeden {xn}i_3 ¢cOziimiiniin sonsuz terimli negatif bir yar1 donmeye sahip oldugu

ve monoton olarak pozitif X =1 denge noktasina yakinsadigi goriiliir.

Lemma 5.5. {xn }::_3 (5.1) denkleminin denge noktasindan kiiciik ya da esit olmayan pozitif
bir ¢oziimii olsun. Uygun sayida bazi ilk yar1 donmeler hari¢ asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) (5.1) denkleminin her pozitif yar1 donmesi dort, iki ya da bir terimden olusur;

(i) (5.1) denkleminin her negatif yar1 donmesi iig, iki ya da bir terimden olusur;

(iii) (5.1) denkleminin pozitif ve negatif yart donmeleri 47,17, 1", 17,2%,27,1", 3°
formundadir.

Denklemin Kararhhg:

Teorem 5.1.°e gore (5.1) denklemi x =1 denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir. (5.1)

denkleminin x =1 denge noktasinda global asimptotik kararli olmasi i¢in her pozitif {xn }1_3

¢Ozlimiiniin n — oo iken x =1 denge noktasina yakinsamas1 gerekir. Yani,

limx =X=1 (5.21)
olmasidir.

(1) (5.1) denkleminin {xn }::_3 ¢Oziimii x =1 denge noktasinda salinimsiz ise

Lemma 5.2. ve Lemma 5.4’e gore ya x =1’dir ya da x =1 pozitif denge noktasina monoton
olarak yakinsayan ve sonsuz sayida terime sahip pozitif bir ¢oziimdiir. Her iki durumda da

(5.21) denklemi saglanir.

(2) (5.1) denkleminin {xn}::_3 ¢oziimii x =1 pozitif denge noktasinda kesin salinimli olsun.

Lemma 5.5’¢ gore, (5.1) denkleminin pozitif ve negatif yari donmeleri

47, 1°,17,1,27,27,1", 37 seklindedir. Buna gore n =0,1,... i¢in asagidaki diziyi elde ederiz:

+ - + - +
{Xt+15n’xt+15n+1’Xt+15n+2’xt+15n+3} ’{Xt+15n+4} ’{Xt+15n+5} ’{Xt+15n+6} ’{Xt+15n+7ﬂxt+15n+8} s

) " ) 5.22
{Xt+15n+9’xt+15n+10} ’{Xt+15n+11} ’{Xt+15n+12’Xt+15n+13’Xt+15n+14} (5.22)

Buna gore, asagidaki ifadeler dogrudur:

(@)X 5, > X >X >X X >X X >X

t+15n+1 t+15n+2 t+15n+3 ? t+15n+7 t+15n+8 t+15n+10 t+15n+9

X >X >X

t+15n+14 t+15n+13 t+15n+12
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(b) Xt+15n+3 Xt+15n-¢-4 >1 4 Xt+15n+4 Xt+15n+5 <1 > Xt+15n+5 Xt+15n+6 >1 > Xt+15n+6 Xt+]5n+7 < 19
5 q:
Xt+15n+8 Xt+15n+9 >1 s Xt+15n+10 Xt+15n+11 <1 s Xt+15n+11 Xt+15n+12 >1 ’ Xt+15n+14 Xt+15n+15 <1 dlI'.
(a) Lemma 5.3. (a) ’dan yararlanirsak n =0,1,... i¢in
- 5 1
" (Xt+15n+l ~ X {4150 )(Xt+15n _1) <0 ve X150 >1 Oldugundan Xiiisn = Xisisnel dir.
- 5 4
" (Xt+15n+2 X150+ )(Xt+15n+l _1) <0 ve X 15041 >1 Oldugundan X p1sn+1 > Xisisna2 dir.
- 51
(Xt+15n+3 X i15n42 )(Xt+15n+2 _1) <0 ve X (415042 >1 oldugundan X iisne2 = Xiisna3 dir.
Buna gore, x > X >X >X "dir
> t+15n t+15n+1 t+15n+2 t+15n+43 *
- 51
" (Xt+15n+8 X 115047 )(Xl+15n+7 _1) <0 ve X 15047 >1 Oldugundan X iisns7 > Xir1sn4s dir.
- ) g
" (Xt+15n+10 - Xt+15n+9)(xt+15n+9 _1) <0 ve X iisnso < 1 OldUgundan X 4150410 = Xis15n49 dir.
- 5 g
(Xt+15n+13 X t15n+12 )(Xt+15n+12 _1) <0 ve X +15n4+12 <1 oldugundan X iisna13 =~ Xsisnti2 dir.
- 5 q-
(Xt+15n+14 ~ X (4150413 )(Xt+15n+13 - 1) <0 Ve X503 <1 oldugundan X, 5. .14 > X, 50,5 dir.
. 5 1
Buna gore, X, 15,14 > X isni13 > Xpisnern il
(b) n=0,1,... igin
b n b n b n
X _ Xt+15n+3Xt+15n+1 Xt+15n Xt+15n+2 a >
t+15n+4 — b b b
t+15n+3Xt+15n + Xt+15n+1 + Xt+15n+2 +a
| |
b b b
Xstsns3Xisnet ¥ Xipisn ¥ Xipisnen @ _ 1
b 2 b b
XiisnXeatsnes T Xisne3Xerisnel T XsneaXensne2 T8 asnes Xigisnes
b n b i b n
X _ Xt+15n+4Xt+15n+2 Xt+15n+1 Xt+15n+3 a <
t+15n+5 — b b b
t+15n+4xt+15n+1 + Xt+15n+2 + Xt+15n+3 +a
| |
b b b
Xt+15n+4Xt+15n+2 + Xt+15n+1 + Xt+15n+3 +a — 1
b 2 b b
Xt+15n+lxt+15n+4 + Xt+15n+4xt+15n+2 + Xt+15n+4xt+15n+3 + axt+15n+4 Xt+15n+4
b b b
X _ Xt+15n+5xt+15n+3 + Xt+15n+2 + Xt+15n-¢—4 +a >
t+15n+6 — b b b
t+15n+5 X tr15n42 T Xioasnes T Xipisnea T2
n
b b b
Xt+15n+5xt+15n+3 + Xt+15n+2 + Xt+15n+4 +a — 1
b 2 b b
Xt+15n+2Xt+15n+5 + Xt+15n+5Xt+15n+3 + Xt-¢—15n+5Xt+15n+4 + aXt+15n+5 Xt+15n+5
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b b b
_ Xt+15n+6Xt+15n+4 + Xt+15n+3 + Xt+15n+5 +a
Xt+15n+7 - b b b <
t+15n+6Xt+15n+3 + Xt+15n+4 + Xt+15n+5 +a
[ ]
b b b
Xt+15n+6Xt+15n+4 + Xt+15n+3 + Xt+15n+5 +a — 1
b 2 b b
Xt+15n+3xt+15n+6 + Xt+15n+6xt+15n+4 + Xt+15n+6xt+15n+5 + aXt+15n+6 Xt+15n+6
b b b
X _ Xt+15n+8xt+15n+6 + Xt+15n+5 + Xt+15n+7 +a >
t+15n+9 b b b
15048 X 1415045 T Xisisnie T Xipisner T2
| |
b b b
Xt+15n+8xt+15n+6 + Xt+15n+5 + Xt-¢—15n+7 +a — 1
b 2 b b
Xt+15n+5Xt+15n+8 + Xt+15n+8xt+15n+6 + Xt+15n+8xt+15n+7 + aXt-¢-15n+8 Xt+15n+8
X x? +xP +xP +a
_ t+15n+10"t4+15n48 t+15n+7 t+15n+9
X = <
t+15n+11 b b b
t+150410X 415047 T Xiisneg T Xsisnio T2
| |
b b b
Xt+15n+10Xt+15n+8 + Xt+15n+7 + Xt+15n+9 +a — 1
b 2 b b
Xt-¢-15n+7Xt-¢—15n+10 + Xt+15n+]0Xt+15n+8 + Xt+15n-¢—10Xt-¢-]5n+9 + aXt+15n+10 Xt-¢-15n+10
X x? +xP +xP +a
X — t+15n+117t4+15n49 t+15n+8 t+15n+10 >
t+15n+12 b b b
tr1sn11 X o158 T Xisisneo T Xipisnano T2
| |
b b b
X stsns1X es15n+0 T Xsisnes T Xaisnaio T8 _ 1
b 2 b b
XestsnssXrisnstt T X eisnaniXeisnso T Xsnsti Xerisnsio T8 gsnrin Xeaasnan
b b b
X _ Xt+15n+14Xt+15n+12 + Xt+15n+11 + Xt+15n+13 +a <
t+15n+15 — b b b
t+15n+14Xt+15n+11 + Xt+15n+12 + Xt+15n+13 +a
| |
b b b
Xt+15n+14xt+15n+12 + Xt+15n+11 + Xt+15n+13 +a — 1
b 2 b b
Xt+15n+11Xt+15n+14 + Xt+15n+14Xt+15n+12 + Xt+15n+14xt+15n+13 + aXt+15n+14 Xt+15n+14
elde edilir.
(a) ve (b) esitsizliklerinden yararlanirsak,
1 1 1 1 1
Xistsnsts < < < <Xiisnen < < <Xisisnes <
(150414 Xirlsn+ld  Xerlsn+l2 4150410 Xt415n49
1 1
Xt+15n+7 < < Xt+15n+5 < < Xt+15n+3 < Xt+15n+2 < Xt+15n+1 < Xt+15n

Xt+15n+6 Xt+15n+4

o0

olur. Denklem (5.23)’den kolaylikla goriildiigii gibi {xmsﬂ}

n=

siirlidir.

(5.23)

. dizisi azalan ve alttan 1 ile
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Bu yiizden
limx,,,,, =L, (5.24)
n—oo
limiti mevcut ve sonludur. Denklem (5.23)’e gore
lim X 15n+15 = lim Xiiisn+1l — lim X 15048 = lim Xit15047 =
n—ow n—ow n—ow n—om
limx, 5,5 =lmx 5 =limx  =lm 0 X isnn = L,
n—oo n—oo n—»oo n
(5.25)
hm Xt+15n+14 hm Xt+15n+13 hm Xt+15n+12 hm Xt+15n+10
n—o n—»o n—»o
i i ) 1
M X, 59 = MM X506 = lim Xitisned — 7
n—w n—w n—ow L1
dir.
_ Xt+15n+l4Xt+15n-¢-12 + Xt+15n+11 + Xt+15n+l3 +a
Xinisneis = (5.26)
t+15n+14 X (15411 T Xt+15n+12 + Xt+15n+l3 +a
denkleminde her iki tarafin limitleri alinirsa
1 1
—.—+L+—+a
L = L, L L
! 1 . 1 1
—Li+—+—++a
L, L, L
2 1 1
> +—+al, =—+L +—+a (5.27)
1 b-1 1 b+l 1 b
L, L, 1
2L, +1
= (L, -1) a+( +) =
1 Lb+1

2L, +1
elde edilir. (5.27) denkleminde | a + (L}’T) ifadesi her zaman pozitif olacagindan L, =1
1

elde edilir . Boylece (5.21) saglanmis olur.
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X .
6. x,,=a+—""" FARK DENKLEMI
X

n

Bu bolimde ise

—o+—CmD p=0,1,.. (6.1)

n+l k

fark denklemini

X X

—2m-12“*-2m?>"*

.Xo€R", m=0,1,..,ae(0,), ve ke(0,0) (6.2)
baslangi¢ kosullari altinda inceleyecegiz. (6.1) denkleminin denge noktasi
g(x)=x-x""-a (6.3)

fonksiyonunun bir kokiidiir.

Lemma 6.1. (6.1) denklemini ele alalim. Buna gore asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) k=1 ise, (6.1) denklemi X =a +1 denge noktasina sahiptir.

(b) k#1 ise, (6.1) denklemi X >1 denge noktasina sahiptir.

Ispat.

(a) k=1 ise, (6.3) denkleminden

g(i)=i—l—oc=0:>i=oc+l (6.4)
oldugu kolaylikla goriiliir.

(b) k #1 ise, iki durum s6z konusudur:

(1) 0<k<1ise

1

1
(6.3) fonksiyonu {0,(1 - k)k} aralifinda azalan ve ((1 - k)? ,ooj araliginda ise artan bir

fonksiyondur. g(l) =—o <0 ve limg(x) =0 oldugundan g fonksiyonu X >1 olan bir denge

noktasina sahiptir.
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(i) 1<k ise

(6.3) fonksiyonu [0, oo) araliginda artan bir fonksiyondur. g(l) =—0 <0 ve limg(x)=o

oldugundan g fonksiyonu X >1 olan bir denge noktasina sahiptir.

Tanim 2.4.’e gore,

u
f(u,u )=o+—
( 0> 1) uk

fonksiyonunu ele alalim. Buna gore,

of -k
SR
0

of 1
P
1 X

olmak iizere (6.1) denkleminin X denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi

-k 1

2o = = %y +¥Zn—(2m+1)

X
ve karakteristik denklemi ise,

}\12m+2 +_£k?\’2m+l __ik — 0 ,dlr.
X X

Teorem 6.2. X (6.1) denkleminin denge noktas1 olsun.

(i) a,

1-k

k(l+k)x <a
kosulunu sagliyorsa, X denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.
(i) o,

1-k

k(1+k)x >a

kosulunu sagliyorsa, X denge noktas1 kararsizdir.

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
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Ispat. (i) Teorem 2.5.’¢ gore,

1

=k
X

_ 1
i—ller :(kitl)<1:>(k+1)k<i (6.11)

|P0|+|Pl| <1=

kosulu saglanirsa X denge noktasi yerel asimptotik kararhidir. (6.9) kosulunun saglandigini

varsayalim.

g((1+k)1]<j:(l+k)ll<—(1+k)1;k_a:(1+k)11( (I_LJ_Q

1+k
(6.12)

1-k

1
g((l+k)kJ= k(l+k)x —a<0
1
ve limg(x)=o oldugundan, (k +1)k <X ’dir. (6.11) kosulu saglandigindan X denge
noktasi yerel asimptotik kararlidir.
1
(i1) Teorem 2.6.’ya gore (k+ 1)i >X kosulu saglanirsa X denge noktas1 kararsizdir. (6.10)

kosulunun saglandigini varsayalim.

1-k

g((nk)ij:k(uk)k_wo (6.13)

1
ve. g(0) <0 oldugundan, X < (k + l)I “dir ve dolayisiyla X denge noktasi kararsizdir.

Lemma 6.3. a #1 ise, (6.1) denkleminin her {xn}::_ (2me1) ¢cOziimii asagidaki esitsizlikleri

saglar:
1_ n
(X<X2(m+1)n < _B +BHX0 , n:lyz,“'
1_ n
O('<X2(m+l)n+l <a l_B +anl ) 11:1,2,...

(6.14)

Bn
n
a< X2(m+1)n+2m+1 <a +B X
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1
Burada 3 =—-"dir.
o

X
T sl n—(2m+1)
Ispat. Vl’l—o,l,... 1¢1n, (X<Xn+1—(1+—k <o+

n

<X, <o+t BXn—(ZmH)

elde edilir. Tiimevarim yontemi ile,

o<X, <o+ Bx_amﬂ)

<X, <a+ BX—(Zerl)Jrl

O <Xpmipy <O+ Bx,
O <Xy <OF Bx,
O <Xpmiyz <O+ Bx,
2
O <Xy <O+ BX(2m+l)+1 <at+af+px,
2
O <Xymeny <O+ BX(2m+])+2 <o+of+px,

2
O < Xgmspy1 <O+ BX2(m+1)+1 < Ot(l + B) +B X (2m+1)

2 3
O < Xg(many <O+ PBXy 1) <oc(1+[3+[3 )+B X,

2 3
a< Xé(m+1)+1 < a+BX4(m+1)+1 < a(1+B+B )+B X1

o

Xp—2m+1) »

k

dir. B= Lk olarak alirsak
o

(6.15)
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1 n
O < Xy ety < 0L+[3X2(n71)(m+1) <a - +B"x,

O <Xonmens <OF sz(nfl)(erl)Jrl < 1—

(6.16)

n
O < Xon(meyramet < a‘+BX2(n—l)(m+])+2m+l <a 1-B +B" Xy

elde edilir.

1
Teorem 6.4. X, (6.1) denkleminin denge noktasi olsun. 1 <k* <a ise, X global asimptotik

kararhidir.

Ispat. k >1 oldugundan,

1-k 1

k(1+k) & <k* (6.17)

1 1-k
dir ve k* <o oldugundan k(l +k)T <a elde edilir. Teorem 6.2.(a)’dan X denge noktast

yerel asimptotik kararhdir.

{x, }:z, (2mapy (0-1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Lemma 6.3.’den {x, }Ono:f (2mypy SOZUMUNGN

siirl oldugunu biliyoruz.

A=liminfx_ve A=Ilimsupx, (6.18)

olarak tanimlayalim. Buna gére tiim & € (0,1 lar i¢in

A—e<x,<A+e, Vn2n, (6.19)

kosulunu saglayan bir n, € N mevcuttur. Bu

a+L8k<xn+l<oc+A—+8k, Vn>n,+1 (6.20)
(A+e) (r—¢)

oldugunu gosterir.
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ME A< € o dir.

Avey (—s)

(6.21) esitsizliginde € — 0 giderse

o +% <A<A<a +%

— G,}LkAk +7\,k+1 < }\‘kJrlAk S}bkAk+l < aAk}\‘k +Ak+1
= (@A T +25) < (ARF) < (aA A + AY)

= (oA VT (A=1) < (A -1Y)

olur. A # A oldugundan

a A < A* =)
A=A

elde edilir.

AF =K

e =(Ak“+Ak‘2x+...+Akk‘2+xk‘1)$kAk“

"dir. Buise o <k kabuliimiize aykiridir.

0

Teorem 6.5. {x, }

n=—(2m+

(1) X o s X ppapser X 22X Ve X 50X 500y, Xy <X

ya da

()X 5 15X g X <X VE X 50X 500y Xg 2 X

dogru ise, {xn}n? (2mypy §OZUMIL X denge noktasi civarinda 1 uzunlugunda yar1 dénme

salinimina sahiptir.

Ispat. (6.1) denklemini ele alalim.

(1) X, s X pegs-r X =X V€ X, X, 1oy, X, < X Oldugunu varsayalim. O zaman

y (6.1) denkleminin bir ¢éztimii olsun.

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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X X
X, =0+ —0L> o+ — >0+

=X
X, X, x<!
—2m X 1 =
X, =0+—<a+—/—=0+— ==X
Xl X]
X omil X 1 -
X3:(X+—kZ(X.+—k>(X+_k71 =X (627)
X, X, X
X 1 _
X, =0+—22 co+—<a+57=X
X, X X

elde edilir. Bu sekilde iterasyona devam edildigi taktirde salinimin ayn1 olacagi agiktir.

(6.27) denkleminden (6.1) denklemi (6.25) kosulu altinda

X, >X, X, <X, X; >X, X, <X,... seklinde 1 uzunlugunda bir yar1 donme salinimina sahiptir.

(i1) Ayni sekilde x , |, X, .5 X <X V€ X, ,X 5 .5,...,X, = X Olsun. Buna gore,
_ X—Zm—l i < 1 B
X, =0+—=<a+—<o+t—=5=X
X, X, X
— X—Zm > i — v
X, =0+—"20+—>0+—5=X
X, X, X
X X I _
X, =0+ =M <o+—=<o+—==X (6.28)
X5 X5 X
X X I _
X, =0+ >+ —>0+—5=X
X3 X3 X

elde edilir. Bu sekilde iterasyona devam edildigi taktirde salinimin ayn1 olacagi agiktir.

(6.28) denkleminden (6.1) denklemi (6.26) kosulu altinda

X, <X, X, >X, X; <X, X, >X,... seklinde 1 uzunlugunda bir yar1 dénme salinimina sahiptir.
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Teorem 6.6. oo =1 olsun. (6.1) denkleminin iki periyotlu bir ¢ziime sahip olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul k =1 olmasidir.

Ispat. o =1, ke{2,3,...} ve

O, 0., 0, W, (d#W), (0= Ly =]) (6.29)

(6.1) denkleminin iki periyotlu bir ¢6ziimii olsun. Buna gore,

<1>=1+ik . y=ler i (6.30)
v ¢
Bu iki denklemden
oy =y +¢ k-1
oy (v =) = (v =" )-(v-0 (6.31)
vl )6 (e
elde edilir.

Oy (w=0) (W +y 0+ yd T 07 ) = (= 0) (W w9 - 1)
denkleminde vy # ¢ oldugundan

(O=Dy " +(0=1)dy" 7 +..+(d=1) "y +(¢-1) 0" "y =¢"" -1

6.32
(¢—l)[w’+¢\y’ o0 Ty N Zw] (9-1) [¢“+¢“+ +1] (6:32)
dir. (6.32) denkleminde ¢ #1 oldugundan
d)"‘2(\p—l)+cl>"‘3(\|1—1)(\|1+1)+...+<|>(\|/—1)(\|/“‘3 Tt +...+1)+\|/k‘1 —1=0"dw.
Yine y #1 oldugundan
O+ (\p+1)+...+¢(wk‘3 gyt +...+1)+(\|/k‘2 gy +...+1) =0 (6.33)

bulunur. ¢ ve y pozitif olduklarindan (6.33) denklemi hi¢bir zaman sifira esit olmaz. Bu bir

celigkidir. Buna gore k ¢ {2,3, } = k=1"dir.
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7. SONUCLAR
Bu calismada, x,, = RIS s Yo = Y0 Xo2 fark denklem sisteminin global asimptotik
1+XnYn—2 1+ Ynxn—2
e . 1
kararli oldugu gosterildi ve yar1 donme analizi yapildi. Daha sonra x,,, =—, vy, =—-
n-1 n-1

fark denklem sisteminin kararsiz oldugu ve 6 periyotlu ¢oziimlere sahip oldugu ispatlandi.

b b b
X XD 4+X . +X a .. )

n ;‘2 ;“3 E“ rasyonel fark denklemi incelendi. Global
X, X) s +X) ,+X  +a

n“*n-3

Bundan baska, x, ,, =

asipmtotik kararli oldugu ispatlandi. Ayrica yar1 donme analizi yapildi. Son olarak da

X —2m+1)
P
n

X, =0+ rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve

n+

yeter kosulu saptandi. Yar1 donme analizi yapildi.
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