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BAZI FARK DENKLEMLERİNİN KARARLILIĞI, PERİYODİKLİĞİ 

ve SINIRLILIĞI ÜZERİNE 

 

Sebahat Ebru DAŞ 

Matematik, Doktora Tezi 

 

Bu çalışmanın amacı, fark denklemlerinin çözümlerinin sınırlılığını, periyodikliğini ve 
kararlılığını incelemek ve bu konudaki çalışmalara katkıda bulunmaktır. 

Tez yedi bölümden oluşmaktadır. I. bölümde şu ana kadar yapılmış olan bir takım çalışmalar 
kısaca tanıtılmıştır. II. bölümde gerekli olan bazı tanım ve teoremler verilmiştir. III. bölümde 
üçüncü dereceden bir fark denklem sistemi incelenmiştir. IV. bölümde ikinci dereceden bri 
fark denklem sistemi incelenmiştir. V. bölümde dördüncü dereceden nonlineer bir fark 
denklemi incelenmiştir. VI. bölümde k. dereceden bir fark denklemi incelenmiştir. VII. 
bölümde ise yapılan çalışmaların sonuçları kısaca özetlenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Kararlılık, Sınırlılılık, Fark Denklemleri, Periyodiklik 
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 STABILITY, PERIODICITY and BOUNDEDNESS of SOME DIFFERENCE 
EQUATIONS 

 

Sebahat Ebru DAŞ 

Mathematics, Ph.D. Thesis 

 

Purpose of this work is to investigate boundedness, periodicity and stability of the solutions of 
some rational difference equations and to make contribution to works about this subject.  

Thesis consists of seven chapters. In I. chapter, a number of studies up till now are introduced 
shortly. In II. chapter, some necessary definitions and theorems are given. In III. chapter, a 
third-order difference equation system is investigated. In IV. chapter, a second-order  
difference equation system is investigated. In V. chapter, a fourth-order nonlinear difference  
equation is investigated. In VI. chapter, a kth-order difference equation is investigated. In VII. 
chapter, the results of the works are briefly summarized. 
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1.GİRİŞ 

Fark denklemleri, biyoloji, ekoloji, ekonomi, fizik gibi uygulama alanları olan diferansiyel ve 

geciktirici diferansiyel denklemlerinin nümerik çözümlerinde karşımıza çıkar. En bilinen fark 

denklemlerinden birisi Fibonacci`nin biyolojideki ilk matematiksel modeli olan 

 fark denklemidir. Fibonacci`nin modeline göre, 

yeni doğmuş biri dişi biri erkek olan bir çift tavşanı ele alalım. Tavşanlar ilk ayın sonunda 

çoğalmaya hazır oluyorlar. Tavşanların hiç ölmediğini ve yeni tavşan çiftinin birinin dişi 

diğerinin de erkek olduğunu varsayalım. Buna göre,    

n 1 n n 1 1 2F F F , F F 1 , n 2,3,...     

                

Tavşan Çifti Sayısı 
 

1 
 

1 
 

2 
 

3 
 

5 

olur. Bu konulardaki belli başlı bazı çalışmalar aşağıda iki bölüm halinde kısaca özetlenmiştir. 

1.1. Denklem Sistemleri ile İlgili Çalışmalar 

D. Clark ve M. R. S. Kulenović yaptıkları çalışmada  pozitif sayılar ve  keyfi 

negatif olmayan sayılar olmak üzere 

a, b,c,d 0x , 0y

n n
n 1 n 1

n n

x y
x , y , n 0,1,...

a cy b dx  
 

  

fark denklem sisteminin çözümlerinin asimptotik davranışlarını ve global kararlılığını 

incelemişlerdir (Clark ve Kulenović, 2002). 

C. Çınar yaptığı çalışmada 1 0 1 0x , x , y , y R
    başlangıç koşulları altında 

n
n 1 n 1

n n 1 n 1

y1
x , y , n 0,1,...

y x y 
 

    

fark denklem sisteminin periyodikliğini incelemiştir (Çınar, 2004). 

E. Camouzis ve G. Papaschinopoulos yaptıkları çalışmada m pozitif bir tamsayı ve 

 pozitif başlangıç koşulları altında  i ix , y (i m, m 1,...,0)   
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n n
n 1 n 1

n m n m

x y
x 1 , y 1 , n 0,1,...

y x 
 

      

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını, sürekliliğini ve global asimptotik 

kararlılığını incelemişlerdir (Camouzis ve Papaschinopoulos, 2004). 

C. A. Clark., M. R. S. Kulenović ve J. F. Selgrade yaptıkları çalışmada  pozitif sayılar 

ve negatif olmayan başlangıç koşulları için  

a, b,h

n n
n 1 n 1

n n

h x y
x , y , n 0,1,...

a y b x 


 

 
  

fark denklem sisteminin çözümlerinin global karakterlerini incelemişlerdir (Clark vd., 2005). 

X. Yang, Y. Liu ve S. Bai yaptıkları çalışmada p ve q, p q  olan pozitif tamsayılar ve  

pozitif sabitler olmak üzere 

a,b

n p
n n

n p n q n q

bya
x , y , n 0,1,...

y x y


  

    

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelemişlerdir (Yang vd., 2005). 

A. Y. Özban yaptığı çalışmada k negatif olmayan bir tamsayı, m pozitif bir tamsayı ve 


m m 1 0 m k 1 m k 0x , x ,..., x , y , y ,..., y R         başlangıç koşulları altında 

n
n 1 n 1

n k n m n m k

y1
x , y , n 0,1,...

y x y 
   

    

fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikliğini incelemiştir (Özban, 2006). 

Y. Zhang, X. Yang, G. M. Megson ve D. J. Evans yaptıkları çalışmada , , p, r,s 1 A 0

 
1 r 2 r 0x , x ,..., x R   1 max{p,s} 2 max{p,s} 0y , y ,..., y R ve     başlangıç koşulları altında 

n 1
n 1 n 1

n p n r n s

y1
x A , y A , n 0,1,...

y x y


 
  

      

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışlarını incelemişlerdir (Zhang vd., 2006). 

I. Yalçınkaya, C. Çınar ve D. Şimşek yaptıkları çalışmada  a 0,   ve    k kz , t 0, ,   
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k 1,0   başlangıç koşulları altında 

n n
n 1

z t
z 1 n n 1

n 1
n n 1 n n 1

a t z a
, t , n 0,1,...

z t t z
 

 
 

 
  

 
 

fark denklem sisteminin global asimptotik kararlı olması için yeterli olan koşulu 

saptamışlardır (Yalçınkaya vd., 2008). 

1.2. Rasyonel Fark Denklemleri ile İlgili Çalışmalar 

A. M. Amleh, N. Kruse ve G. Ladas’ın yaptıkları çalışmada  başlangıç 

koşulları altında 

2 1 0x , x , x R
  

n n 1 n 2 n 1 n n 2 n n 1 n 2
n 1 x x n 1 n 1

n n 1 n 2 n n 1 n 2 n n 2 n 1

x x x x x x x x x
x , x , x , n 0,1,...

x x x x x x x
     

  
     

  
   

  
 

fark denklemlerinin bütün pozitif çözümlerinin  iken 1’e yakınsadığını ispatladılar 

(Amleh vd., 1999). 

n 

L. Xianyi ve Z. Deming yaptıkları çalışmada  a 0,   ve  1 0x , x 0,    başlangıç 

koşulları altında 

n n 1
n 1

x x
x 

n n 1

a
, n 0,1,...

x x





 


 

fark denkleminin global asimptotik kararlı olması için yeterli olan  koşulu bulmuşlardır 

(Xianyi ve Deming, 2003). 

L. Xianyi ve Z. Deming yaptıkları çalışmada  a, b 0,   ve  başlangıç 

koşulları altında 

2 1 0x , x , x 0,   

b b
n n 1 n 2

n 1
n 1

x x
x  b b

n n 2

x a
, n 0,1,...

x x x a
 

 

 
 

 
 

nonlineer rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlı olması için yeterli olan  koşulu 

saptamışlardır (Xianyi ve Deming, 2004). 
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J. Feuer yaptığı çalışmada, p pozitif bir sayı ve  1 0x , x 0,    başlangıç koşulları altında 

n 1
n 1

n

x
x p , n 0,1,...

x


     

fark denkleminin çözümlerinin davranışlarını incelemiştir (Feuer, 2004). 

C. Çınar yaptığı çalışmada  ve a negatif olmayan reel sayılar olmak üzere 1 0x , x

n 1
n 1

n n 1

x
x , n 0,1,...

1 ax x





 


 

fark denkleminin pozitif çözümlerini incelemiştir (Çınar, 2004). 

H. M. El-Owaidy, A. M. Ahmed ve M. S. Mousa yaptıkları çalışmada özel başlangıç koşulları 

altında  

n k
n 1

n

x
x , n 0,1,...

x


      

fark denkleminin pozitif çözümlerinin global kararlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir 

(El-Owaidy vd., 2004). 

X. Li yaptığı çalışmada  ve  a 0,   3 2 1 0x , x , x , x 0,      başlangıç koşulları altında  

n n 1 n 3 n n 1 n 3
n 1

n n 1 n n 3 n 1 n 3

x x x x x x a
x , n 0,1,...

x x x x x x 1 a
   


   

   
 

   
 

dördüncü dereceden rasyonel fark denkleminin çözümlerini bilinen yoldan farklı bir yolla 

incelemeye çalışmıştır ( Li, 2005a). 

X. Li yaptığı çalışmada  ve  a 0,   3 2 1 0x , x , x , x 0,      başlangıç koşulları altında  

n 1 n 2 n 3 n 1 n 2 n 3
n 1

n 1 n 2 n 1 n 3 n 2 n 3

x x x x x x a
x , n 0,1,...

x x x x x x 1 a
     


     

   
 

   
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dördüncü dereceden rasyonel fark denkleminin çözümlerinin global davranışını bilinen yoldan 

farklı bir yolla incelemeye çalışmıştır ( Li, 2005b). 

E. M. Elabbasy, H. El-Metwally ve E. M. Elsayed yaptıkları çalışmada  pozitif 

sabitler ve  başlangıç koşulları altında 

a,b,c,d

1 0x , x R 

n
n 1 n

n n 1

bx
x x , n 0,1,...

cx dx


   


 

fark denkleminin çözümlerinin belli başlı özelliklerini incelemişlerdir (Elabbasy, 2006). 

K. S. Berenhaut, J. D. Foley ve S. Stević yaptıkları çalışmada  

n k n m
n 1

n k n m

y y
y , n 0,1,...

1 y y
 


 


 

 
 

fark denkleminin y 1  tek pozitif denge noktasının global asimptotik kararlı olduğunu 

göstermişlerdir (Berenhaut vd., 2007). 

R. Abu-Saris, C. Çınar ve I. Yalçınkaya yaptıkları çalışmada  a 0,  , k negatif olmayan bir 

tamsayı olmak üzere k 0x ,..., x R
   başlangıç koşulları altında 

n n k
n 1

n n k

y y a
y , n 0,1,...

y y






 


 

fark denkleminin denge noktasının global asimptotik kararlı olduğunu ispatlamışlardır (Abu-

Saris vd., 2008). 

A. E. Hamza ve A. Morsy yaptıkları çalışmada  1 0x , x 0,   ,  0,   ve  

başlangıç koşulları altında 

 k 0, 

n 1
n 1 k

n

x
x , n 0,1,...

x


      

fark denkleminin global davranışını incelemişlerdir (Hamza ve Morsy, 2009). 
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E. M. Elsayed yaptığı çalışmada  pozitif sabitler ve  başlangıç koşulları 

altında 

a,b,c,d 1 0x , x R 

2
n

n 1 n
n n 1

bx
x x , n 0,1,...

cx dx


   


 

fark denkleminin çözümlerinin belli başlı özelliklerini incelemiştir (Elsayed, 2009).
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2. ÖN BİLGİLER  

Bu bölümde, çalışmamızda bize yardımcı olacak bir takım tanım ve teoremler iki bölüm 

halinde verilmiştir. 

2.1. Rasyonel Fark Denklemleri ile İlgili Ön Bilgiler 

Tanım 2.1.  ve  olmak üzere  tanımlı, sürekli, diferansiyellenebilen 

bir fonksiyon olsun. O zaman  . dereceden bir fark denklemi 

J R k Z k 1f : J J 





k

k 1

 n 1 n n 1 n kx f x , x ,..., x , n 0,1,...           (2.1) 

formunda bir denklemdir. (2.1) denkleminin çözümü, tüm  değerleri için (2.1) 

denklemini sağlayan bir    dizisidir. Yani, 

n 0

n n k
x





k k 1 0x , x , ..., x J               (2.2) 

başlangıç koşulları olmak üzere, tüm  değerleri için  n   n n k
x




 dizisi 

 

 

 

1 0 1 k

2 1 0 k

3 2 1 k

x f x , x ,..., x

x f x , x ,..., x

x f x , x ,..., x

 

 

 











1

2

k

          (2.3) 

şeklindedir. 

Tanım 2.2. (2.1) denklemini ele alalım.Eğer tüm  değerleri için  n  

nx  x              (2.4) 

ise, o zaman x ’ye (2.1) denkleminin denge noktası denir. 

Tanım 2.3. (Kararlılık)  

(i) Eğer her  için,  0 

k k 1 0x x x x ... x x           
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eşitsizliğini sağlayan bütün  başlangıç koşulları için  kx ,..., x 0

nx x    

olacak şekilde bir       varsa o zaman (2.1) denkleminin x  denge noktası yerel kararlıdır 

denir.  

(ii) Eğer x  denge noktası yerel kararlı ve 0   için  

k k 1 0x x x x ... x x           

eşitsizliğini sağlayan bütün  başlangıç koşulları için  kx ,..., x 0

nn
lim x x


  

ise, o zaman (2.1) denkleminin x  denge noktası yerel asimptotik kararlıdır denir. 

(iii) Eğer tüm  başlangıç koşulları için  kx ,..., x 0

nn
lim x x


  

ise, o zaman (2.1) denkleminin x  denge noktası global çekicidir denir. 

(iv) Eğer (2.1) denkleminin x  denge noktası hem yerel kararlı hem de global çekici ise o 

zaman x  denge noktasına global asimptotik kararlıdır denir. 

(v) Eğer (2.1) denkleminin x  denge noktası yerel kararlı değil ise, o zaman x  denge 

noktasına kararsızdır denir. 

(vi) Eğer tüm  başlangıç koşulları için kx ,..., x 0

0 1 k0 x x x x ... x x r          

olacak şekilde bir r  sayısı varsa; o zaman (2.1) denkleminin 0 x  denge noktasına kaynak 

noktası denir ve  

Nx x  r

1

 

olacak şekilde bir  sayısı vardır.  N  
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Tanım 2.4. J  ve  olmak üzere  fonksiyonunu ele alalım. , R k Z k 1f : J J  iP

 i 0 1 k x
i

f
P u ,u ,..., u  , i 0,...,k

u





         (2.5) 

ile tanımlanmış, f fonksiyonunun ’ye göre kısmi türevinin iu x  denge noktasındaki değerleri 

olsun. O zaman 

n 1 0 n 1 n 1 k n kz P z P z ... P z                          (2.6) 

denklemine (2.1) denkleminin x  denge noktasındaki lineerleştirilmiş denklemi denir.  

k 1 k k 1
0 1 kP P ... P 0                  (2.7) 

denklemine ise (2.1) denkleminin x  denge noktasındaki karakteristik denklemi denir. 

Teorem 2.5.   ve0 1 kP ,P ,..., P R  k 0,1,...  olsun. Eğer 

0 1 kP P ... P 1               (2.8) 

ise, o zaman (2.7) denkleminin köklerinin tamamı mutlak değerce 1’den küçüktür.  

Teorem 2.6. (Lineerleştirilmiş Kararlılık Teoremi) 

J R  ve  olmak üzere  tanımlı, sürekli, diferansiyellenebilen bir fonksiyon 

olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

k Z k 1f : J J 

(i) Eğer (2.7) denkleminin köklerinin tamamı mutlak değerce 1’den küçük ise, o zaman (2.1) 

denkleminin x  denge noktası yerel asimptotik kararlıdır. x  denge noktasına çukur denir. 

(ii) Eğer (2.7) denkleminin köklerinden en az birisi bile mutlak değerce 1’den büyük ise, o 

zaman (2.1) denkleminin x  denge noktası kararsızdır. 

(iii) Eğer (2.7) denkleminin köklerinin tamamı mutlak değerce 1’den büyük ise, o zaman (2.1) 

denkleminin x  denge noktası bir kaynak noktadır.  

(iv) Eğer (2.7) denkleminin hiçbir kökü mutlak değerce 1’e eşit değilse, o zaman (2.1) 

denkleminin x  denge noktası hiperboliktir. Eğer mutlak değerce 1’e eşit bir kökü bile varsa x  

denge noktası non-hiperboliktir. 

(v) Eğer (2.1) denkleminin x  denge noktası hiperbolik ve (2.7) denkleminin köklerinden biri 

mutlak değerce 1’den küçük ve diğer köklerinden biri mutlak değerce 1’den büyük ise, o 

zaman (2.1) denkleminin x  denge noktasına eyer(semer) noktası denir.  
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Tanım 2.7. Eğer tüm  değerleri için, n  k

xn p nx               (2.9) 

olacak şekilde bir  tamsayısı varsa, (2.1) denkleminin  p 1 n n k
x




 çözümüne p periyotludur 

denir. Eğer p, (2.9) denklemini sağlayan tamsayıların en küçüğü ise,    çözümüne asal p 

periyotludur denir. Eğer    çözümü p periyotlu olacak şekilde; yani, 

n n k
x





n n N
x





n p nx x , n   k 

k

                   (2.10) 

bir  tamsayısı varsa, (2.1) denkleminin  N   n n k
x




 çözümüne ergeç p periyotludur denir. 

Tanım 2.8. x  (2.1) denkleminin denge noktası ve  n n k
x





L

 (2.1) denkleminin bir çözümü 

olsun. (2.1) denkleminin çözümlerinin bir parçası için  ve  olmak üzere, k  M  

 L L 1 Mx , x ,..., x  dizisinin terimlerinin tamamı x  denge noktasından büyük yada eşitse ve  

L 1x x   ve M 1x x   

oluyorsa  L L 1 Mx , x ,..., x  dizisine (2.1) denkleminin  n n k
x




 çözümünün pozitif bir yarı 

dönmesi denir.  

(2.1) denkleminin çözümlerinin bir parçası için  ve  olmak üzere, L k  M  

 L L 1 Mx , x ,..., x  dizisinin terimlerinin tamamı x  denge noktasından küçük ise ve  

L 1x x   ve M 1x x   

oluyorsa  L L 1 Mx , x ,..., x  dizisine (2.1) denkleminin  n n k
x




 çözümünün negatif bir yarı 

dönmesi denir.  

Tanım 2.9. Tüm  değerleri için n N

nx  x  ya da nx x  

olacak şekilde bir  sayısı varsa, (2.1) denkleminin  N  k n n k
x




 çözümüne salınımsız denir. 

Diğer durumda ise salınımlı denir.  

 

Her  değeri için N  k
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mx  x  ve nx x  

olacak şekilde  sayıları varsa, (2.1) denkleminin  m,n N n n k
x




 çözümüne kesin salınımlı 

denir. 

2.2. Fark Denklem Sistemleri ile İlgili Ön Bilgiler 

Tanım 2.10. J R  ve  tanımlı, sürekli, diferansiyellenebilen birer fonksiyon 

olsun.  

f ,g : J J J 

 k kx , y J J , k 2, 1,0                        (2.11) 

başlangıç koşulları için   n n n 2
x , y




 çözümüne 

(a)                (2.12)    n 1 n n 2 n 1 n n 2x f x , y , y g y , x , n 0,1, 2,...     

(b)    n 1 n 2 n 2 n 1 n 2 n 2x f x , y , y g y , x , n 0,1, 2,...                      (2.13) 

fark denklem sistemlerinin tek çözümü denir. 

Aşağıda verilen tanım ve teoremler (2.13) denklem sistemi için de geçerlidir. 

Tanım 2.11. (2.12) fark denklem sistemini ele alalım. Eğer  

x f x, y   ve  y g x, y                    (2.14) 

olacak şekilde bir  x, y  noktası varsa bu noktaya (2.12) fark denklem sisteminin bir denge 

noktası denir.  

Tanım 2.12. x, y  (2.12) denklem sisteminin bir denge noktası olsun. 

(i) Herhangi bir  için  0 

           2 2 1 1 0 0x , y x, y x , y x, y x , y x, y                        (2.15) 

eşitsizliğini sağlayan her ,  2 2x , y   1 1x , y  ,  0 0x , y  başlangıç koşulu için 

   n nx , y x, y                       (2.16) 

olacak şekilde bir       varsa (2.12) denklem sisteminin  x, y  denge noktası kararlıdır 

denir.  
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(ii)            2 2 1 1 0 0x , y x, y x , y x, y x , y x, y r                       (2.17) 

eşitsizliğini sağlayan tüm  ,  2 2x , y   1 1x , y  ,  0 0x , y  başlangıç koşulları için  

n   iken    n nx , y x, y                   (2.18) 

olacak şekilde bir  sayısı varsar 0 , (2.12) denklem sisteminin  x, y  denge noktası yerel 

asimptotik kararlıdır denir.  

Tanım 2.13. (2.12) denklem sistemini ele alalım.  x, y ,  F f ,g  fonksiyonunun bir denge 

noktası olsun. Burada f ve g fonksiyonları  x, y  denge noktasında tanımlı, sürekli, 

diferansiyellenebilen fonksiyonlardır. Buna göre, F fonksiyonunun  x, y  denge noktasındaki 

Jakobiyen Matrisi 

 

   

   
F

f f
x, y x, y

x y

J x, y

g g
x, y x, y

x y

  
   

  
   
   

                  (2.19) 

dir. 

  

   

   
F

f f
x, y x x, y y

x y

J p,q x, y

g g
x, y x x, y y

x y

  
   

  
   
   

                (2.20) 

ile tanımlanan    2
FJ p,q x, y : R R 2  lineer tasvirine ise F fonksiyonunun x, y  denge 

noktasındaki lineerleştirmesi denir.  

Teorem 2.14. (Lineerleştirilmiş Kararlılık Teoremi) 

 F f ,g ,  üzerinde tanımlı, sürekli, diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 2I R  x, y , F 

fonksiyonunun bir denge noktası olsun.  

(i) Eğer FJ x, y  Jakobiyen matrisinin tüm özdeğerlerinin modülü 1’den küçük ise, F 

fonksiyonunun x, y  denge noktası asimptotik kararlıdır. 
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(ii) Eğer FJ x, y  Jakobiyen matrisinin özdeğerlerinden en az bir tanesinin modülü 1’den 

büyük ise, F fonksiyonunun x, y  denge noktası kararsızdır. 

(iii) F fonksiyonunun x, y  denge noktasının yerel asimptotik kararlı olması için gerek ve 

yeter koşul  

   2
F FtrJ x, y det J x, y 0                       (2.21) 

karakteristik denkleminin her çözümünün birim çember içinde kalmasıdır. Yani, 

   F FtrJ x, y 1 det J x, y 2                     (2.22) 

olmasıdır.  

Tanım 2.15. x, y , (2.12) denklem sisteminin bir denge noktası ve   n n n 2
x , y




 (2.12) 

denklem sisteminin bir çözümü olsun. (2.12) denklem sisteminin çözümlerinin bir parçası için 

 ve  olmak üzere,  s  2 m  

 ix x , i s,..., m   ve s 1 m 1x x , x   x  

oluyorsa,  s s 1 mx , x ,..., x  dizisine (2.12) denklem sisteminin  nx  çözümünün pozitif bir yarı 

dönmesi denir.  

Aynı şekilde, s  ve  olmak üzere, 2  m  

 iy y , i s,..., m   ve s 1 m 1y y , y   y  

oluyorsa,  s s 1 my , y ,..., y  dizisine (2.12) denklem sisteminin  ny  çözümünün pozitif bir yarı 

dönmesi denir.  

s  2  ve  olmak üzere,  m  

 ix x , i s,..., m   ve m 1x x   

oluyorsa,  s s 1 mx , x ,..., x  dizisine (2.12) denklem sisteminin  nx  çözümünün negatif bir yarı 

dönmesi denir.  

Aynı şekilde, s  ve  olmak üzere, 2  m  

 iy y , i s,..., m   ve m 1y y   
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oluyorsa,  s s 1 my , y ,..., y  dizisine (2.12) denklem sisteminin  ny  çözümünün negatif bir yarı 

dönmesi denir.  

Eğer  s s 1 mx , x ,..., x  ve  s s 1 my , y ,..., y  pozitif birer yarı dönme ise,    s s m mx , y ,..., x , y  

dizisi pozitif bir yarı dönmedir. 

Eğer  s s 1 mx , x ,..., x  ve  s s 1 my , y ,..., y  negatif birer yarı dönme ise,    s s m mx , y ,..., x , y  

dizisi negatif bir yarı dönmedir. 
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3. n n 2 n n 2
n 1 n 1

n n 2 n n 2

x y y x
x , y

1 x y 1 y x


 
 


 

 


 DENKLEM SİSTEMİ 

Bu bölümde, 

n n 2 n n 2
n 1 n 1

n n 2 n n 2

x y y x
x , y

1 x y 1 y x


 
 


 

 


          (3.1) 

fark denklem sistemini  

2 1 0 2 1 0x , x , x , y , y , y R
               (3.2) 

başlangıç koşulları altında inceleyeceğiz. (3.1) denklem sisteminin denge noktaları  

x y x y
x , y

1 x y 1 y x


 

 


          (3.3) 

denklem sisteminin çözümü ile bulunur. Buna göre, (3.1) denklem sistemi   x, y 0,0   sıfır 

denge noktası ile    x, y 1,1  pozitif denge noktasına sahiptir. (3.1) denklem sisteminin 

  x, y 0,0   ve   x, y 1,1 


 



2

0

 denge noktalarındaki Jakobiyen  matrisleri  sırasıyla, 

   F F

1 1 0 0
J 0,0 , J 1,1

1 1 0 0

  
   
  

          (3.4) 

dir. Karakteristik denklemleri ile kökleri de sırasıyla, 

2
1 22 0 0 ,                  (3.5) 

ve 

2
1 20        ’dir.          (3.6) 

Teorem 3.1.   x, y 0,0   ve    x, y 1,1  (3.1) denklem sisteminin denge noktaları olsun. 

Buna göre, 

(a) (3.1) denklem sistemi    x, y 0,0  sıfır denge noktasında kararsızdır. 

(b) (3.1) denklem sistemi    x, y 1,1  pozitif denge noktasında yerel asimptotik kararlıdır. 

İspat. (a) (3.5) karakteristik denkleminin köklerinden birisi 1’ den büyük olduğu için Teorem 

2.6. (ii)’ye göre (3.1) denklem sistemi    x, y 0,0  sıfır denge noktasında kararsızdır.  
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(b) (3.6) karakteristik denkleminin her iki kökü de 1’ den küçük olduğu için Teorem 2.6(i)’ye 

göre (3.1) denklem sistemi    x, y 1,1  pozitif denge noktasında yerel asimptotik kararlıdır.  

Lemma 3.2. (3.1) denklem sisteminin pozitif bir   n n n 2
x , y




 çözümünün er geç 

  x, y 1,1 

0

1

n 1

 pozitif denge noktasına eşit olması için gerek ve yeter koşul 

       2 0 2 0x 1 x 1 y 1 y 1              (3.7) 

olmasıdır.  

İspat. Öncelikle (3.7) koşulunun doğru olduğunu kabul edelim. 

(a)  olsun. (3.1) denklem sisteminden  2x 

 için 0 2 0
1

0 2 0

y x y 1
y 1

1 y x 1 y




 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1y  

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

y x 1 x
y

1 y x 1 x
  

  

 
 

 
1

n 4

         (3.8) 

olduğundan  için de doğrudur. Aynı şekilde  n k

 için  3 1 3
4

3 1 3

x y x 1
x 1

1 x y 1 x

 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1x  

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

x y 1 y
x 1

1 x y 1 y
  

  

 
 

 


1

                     (3.9) 

olur.  olması durumunda 2x  j 4,5,...  için    j jx , y 1,1  olur. 

(b)  olsun. (3.1) denklem sisteminden  0x 1

n 1  için 0 2 2
1

0 2 2

x y 1 y
x 1

1 x y 1 y
 

 

 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1x  
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n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

x y 1 y
x 1

1 x y 1 y
  

  

 
 

 


n 4

                      (3.10) 

olduğundan  için de doğrudur. Aynı şekilde  n k

 için  3 1 3
4

3 1 3

y x y 1
y 1

1 y x 1 y

 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1y  

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

y x 1 x
y 1

1 y x 1 x
  

  

 
 

 


1

                             (3.11) 

olur.  olması durumunda  için 0x  j 4,5,...    j jx , y 1,1  olur. 

(c)  olsun. (3.1) denklem sisteminden  2y 1

n 1  için 0 2 2
1

0 2 2

x y 1 y
x 1

1 x y 1 y
 

 

 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1x  

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

x y 1 y
x 1

1 x y 1 y
  

  

 
 

 


n 4

                  (3.12) 

olduğundan  için de doğrudur. Aynı şekilde  n k

 için  3 1 3
4

3 1 3

y x y 1
y 1

1 y x 1 y

 
 

 


n 1 1

 dir.  

 için  olsun. Buna göre, n 1y  

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3 n 3

y x 1 x
y 1

1 y x 1 x
  

  

 
 

 


1

                             (3.13) 

olur.  olması durumunda 2y  j 4,5,...  için    j jx , y 1,1  olur. 

(d)  olsun. O zaman (3.1) denklem sisteminden  0y 1

n 1  için 0 2 0
1

0 2 0

y x y 1
y 1

1 y x 1 y




 
 

 
  dir.  
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n 1  için  olsun. Buna göre, n 1y 1 

n 1 n 3 n 3
n

n 1 n 3

y 1
1 y x 1 x 

  
 

   
n 3

y x 1 x  



 
               (3.14) 

olduğ  için de doğrudur şekilde  

n 4

undan . Aynı  n k

 için  3 1 3
4

3 1 3x y 1 x

x y x 1
x 1

1

 
  ir.  

n 1  için  olsun. Buna göre, 


 

 d

n 1x 1 

n 1 n 3 n 3
n

1 n 3 n 31 x y 1 y n

x y 1 y
x 1  



 
  

 
                         (3.15) 

1 olması durumunda  için j 4,5,...    j jx , y 1,1olur. 0y   olur. 

Tersine,  0,  2  için  

               (3.16) 

olduğunu kabul edelim. Lemmayı ispatlama  için  

                 (3.17) 

olduğ stermemiz gerekli.  

 için 1                   (3.18) 

ve  

1                  (3.19) 

olduğunu varsayalım. 

x 1 y 1            

k

nx 1  ve ny 1   ,  n 1   

unu gö

N 1 N Nx y   

1 n N 1     için nx n1, y   

  N 1 N 3
N N 1 N N 1 N 3 N 1 N 3

N 1 N

1 x y x y x 1 1 y 0
1 x y     



      


        3
3

x y
x 1 





       (3.20) 

 ya da N 1x 1  N 3y 1 olur. Bu durumda  olur ki bu durum (3.19) koşulu ile çelişir.  

Aynı yöntemle 
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  N 1 N 3y x
1 y x x y 1 1 x 0 
                    (3.2N N 1 N 3 N 1 N 3 N 1 N 3

N 1 N 3

y 1 y
1 y x      

 

 


1) 

olur. Bu durumda  da  ya da N 1 N 3y 1 x 1  olur ki bu durum da (3.19) koşulu ile çelişir. 

ma 3.3.   n n n
x , y




  Lem

2
 (3.1) denklem sisteminin x, ,1  pozitif denge noktasına 

eşit olmayan pozitif bir çözümü olsun. Buna göre aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(a) 0  ve 

y 1

  n 1 n nx x x 1     n 1 n ny y y 1 0    ,  için  n 0

(b)    n 1 n n 2x 1 x 1 1 y 0      ve    n 2y 1 y 1 1 x 0n 1 n      ,  için 

İspat.  

(a) (3.1) denklem sisteminden kolaylıkla görüldüğü gibi 

n 0

  2
n 2 n nn n

n n

1 x 1 xx y
x x , n 0,1,...




 
    n 2 n 2 n

n 1 n
2 n n 2

yx y x

1 x y 1 x y
 



  


 
            (3.22) 

Burada ,  ve  ifadeleri pozitif olduklarından 0

elde edilir. Aynı yöntemle 

n 2y   n1 x  n n 21 x y    n 1 n nx x x 1    

  2
n 2 n nn n

n 1

1 y 1 yy x
y y , n 0,1,...



 
    n 2 n 2 n

n
n n 2 n n 2

xy x y

1 y x 1 y x
 

 

  


 
            (3.23) 

  ifadeleri pozitif olduklarından 0

elde edilir. 

(b) (3.1) denklem sisteminden 

Burada n 2x  ,  n1 y  ve 1 n n 2y x    n 1 n ny y y 1    

  n2 n n 2
n 1

x 1 1 yx y 1
x  



  
             (n 2n n

n n 2 n n 2

x y
1 , n 0,1,...

1 x y 1 x y


 


 

 
   3.24) 

olur.  ifadesi pozitif olduğundan  n n 21 x y     n 1 n n 2x 1 x 1 1 y  0     elde edilir.  

Aynı yöntemle 

  n2 n n 2
n 1

y 1 1 xy x 1
y  



  
             n 2n n

n n 2 n n 2

y x
1 , n 0,1,...

1 y x 1 y x


 


 

 
   (3.25) 

olur.  ifadesi pozitif olduğundan  n n 21 y x     n 1 n n 2y 1 y 1 1 x  0     elde edilir. 
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Lemma , 1,0 y 1 3.4.  için  k 2  k kx ,   ise,   n nx , y


n 2
 çözüm nsuz t gatif bir 

yarı dönmeye sahiptir ve monoton olarak 

ü so erimli ne

   1,1  pozitif denge noktasına yakınsar. 

İspat. 0  için  ise, Lemma 3.3. (b)’ye göre  için  sonsuz 

terimli negatif bir yarı dönmeye sahiptir. Yani, 

x , y

k 2, 1,   k kx , y 1 n 0 n nx , y 1

       
       
       
       

1 0 2 1 1 0 2 1

2 1 1 2 2 1 1 2

3 2 0 3 3 2 0 3

3 1 4

x 1 x 1 1 y 0 x 1 y 1 y 1 1 x 0 y 1

x 1 x 1 1 y 0 x 1 y 1 y 1 1 x 0 y 1

x 1 x 1 1 y 0 x 1 y 1 y 1 1 x 0 y 1

1 y 1 1 x 0 y 1

............................................

 

 

           

           

           

           

       n n 1 n 3 n n n 1 n 3 n

................ .............................................................

x 1 x 1 1 y 0 x 1 y 1 y 1 1 x 0 y             

4 3 1 4 4x 1 x 1 1 y 0 x 1 y

1

   (3.26) 

elde edilir. Lemma 3.3. (a)’ya göre ise  için 

n

                  (3.27) 

ve  

2

               (3.28) 

n 0

  
  
  

  

1 0 0 0 1

2 1 1 0 1 2

2 2 0 1 2 3

n n 1 n 1 0 1 n 1

x x x 1 0 x x

x x x 1 0 x x x

x x 1 0 x x x x

............................................................................

x x x 1 0 x x ... x x  

    

     

      

      

 3x

  
  

1 0 0 0 1

2 1 1 0 1

y y y 1 0 y y

y y y 1 0 y y y

    

     
 

  

  

3 2 2 0 1

n n 1 n 1 n 1 n

y y y 1 0 y y

y y y 1 0 ... y y  

     

    

olur. (3.26), (3.27) ve (3.28)’den 

2 3

0 1

y y

............................................................................

y y



  

 

0 1 n 1 nx x ... x x 1      ve 0 1 n 1 ny y ... y y 1      elde 

ifadeden edilir.  Bu iki  n nx
n 2

, y



 çözümünün    x , y 1,1  pozitif denge noktasına 

monoton olarak yakınsadığı açıktır. 

5.   n n n 2
x




 Lemma 3. , y (3.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun.  

1Durum 1: ve x ,0x   2 1 2 1 0x , y , y , y 1      
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Durum 2: 2x ,2y 1   ve 1 0 1 0x , x , y , y 1    

Durum 3: 2x ,1y 1 ve 1 0 2 0x , x , y , y 1    

Durum 4:  ve 2 1x , x 1   0 2 1 0x , y , y , y 1    

Durum 5:  ve 1 0x , x 1  2 2 1 0x , y , y , y 1     

Durum 6:  ve 2 0x , y 1  1 0 2 1x , x , y , y 1     

Durum 7: 2 , x0 1x , y 1   ve 1 2 0x , y , y 1    

Durum 8: x 2 , x0 2, y 1   ve 1 1 0x , y , y 1     

Durum 9: x ve y2 1 0, x , x 1    2 1 0, y , y 1    

Durum 10:  ve 2 1 1x , x , y 1    0 2 0x , y , y 1   

Durum 11: 2x1 0 2x , x , y 1    ve 1 0, y , y 1   

Durum 12: 1x ,2 2 0x , y , y 1    ve 0 1x , y 1   

Durum 13: 2y ,2 1 0 0x , x , x , y 1    ve 1y 1   

Durum 14:  ve 2 1 0 1x , x , x , y 1    2 0y , y 1   

Durum 15:  ve 2 1 0 2 0x , x , x , y , y 1    1y 1   

 

 

Yukarıdaki durumlardan herhangi birisi sağlanırsa, 

(i) (3.1) denklem sisteminin  n  x zümünün her pozitif yarı dönmesi altı ya da iki terimden 

oluşur; 

çö

    çözümünün her negatif yarı dönmesi dört ya da ik(ii) (3.1) denklem sisteminin nx i 

 sisteminin 

terimden oluşur; 

(iii) (3.1) denklem  ny  çözümünün her pozitif yarı dönmesi bir terimden oluşur; 

(iv) (3.1) denklem sisteminin  ny  çözümünün her negatif yarı dönmesi beş, üç ya da bir 

terimden oluşur; 
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(v) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri  

ır; 

6 , 2 , 2 ,4   

formundad

lem sistemin(vi) (3.1) denk in  ny  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

 formundadır. 

Lemma 3.6. 

1 , 3 , 1 ,5 ,     

1 ,1 ,1 ,1   

  n nx , y


 
n

(3.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun.  

 ve 

2

Durum 16: 12 0x , x 1  2 1 0x , y , y , y 1    

Durum 17: 21 2x , y 1    ve 0 1 0x , x , y , y 1   

Durum 18:  ve 2 1 0x , x , y 1   0 2 1x , y , y 1    

Durum 19:  ve 1 0 0x , x , y 1  2 2 1x , y , y 1     

0 2 1x , y , y 1    ve 2 1 0x , x , y 1    Durum 20: 

Durum 21: ve x0 2 0x , y , y 1   2 1 1, x , y 1     

Durum 22:  ve 2 2 1x , y , y 1    1 0 0, , 1 x x y  

Durum 23: 1x ,2 0 1x , x , y 1    ve 2 0y , y 1   

Durum 24: 2x , x1 1 0x , y , y 1    ve 0 2, y 1   

Durum 25: ve x1 0 2 0x , x , y , y 1    2 1, y 1    

Durum 26:  ve 2 2 1 0x , y , y , y 1    1 0x , x 1   

Durum 27: 02 1 1 0x , x , y , y 1     ve 2x , y 1   

Durum 28: 02 1 2 0x , x , y , y 1     ve 1x , y 1   

Durum 29: 2 1 0 1 0x , x , x , y , y 1     ve 2y 1   

Durum 30: 2 1 0 2 1x , x , x , y , y    ve 0y 11    

Yukarıdaki durumlardan herhangi birisi sağlanırsa, 

 nx(i) (3.1) denklem sisteminin  çözümünün her pozitif yarı dönmesi dört, iki ya da bir 

terimden oluşur; 
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(ii) (3.1) denklem sisteminin  n  x özümünün her negatif yarı dönmesi iki ya da bir terimden 

oluşur; 

ç

(iii) (3.1) denklem sisteminin  n  çözümünün her pozitif yarı dönmesi üç, iki ya da bir 

terimden

y

 oluşur; 

 ny  çözümünün her negatif yarı dönmesi üç ya d n (iv) (3.1) denklem sisteminin a bir terimde

oluşur; 

(v) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 4  

 formundadır; 

,1 , 2 ,2 ,   

1 ,2 ,1 ,1   

(vi) (3.1) denk in lem sistemin ny  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

 formundadır. 

Lemma 3.7. 

3 , 3 ,2 ,1 ,     

1 ,1 , 2 ,1   

  n n 2
x , y


 

n
(3.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun.  

 ve 



Durum 31: 12 1x , y 1   0 2 0x , x , y , y 1   

Durum 32: 22 0y , y 1   ve 1 0 1x , x , x , y 1    

Durum 33:  ve 2 1 2x , x , y 1    0 1 0x , y , y 1   

Durum 34:  ve 1 0 1x , x , y 1   2 2 0x , y , y 1    

0 1 0x , y , y 1   ve 2 1 2x , x , y 1     Durum 35: 

Durum 36: 12 0 0x , x , y 1   ve 2 1x , y , y 1    

Durum 37: 21 2 0x , y , y 1    ve 0 1x , x , y 1   

Durum 38:  ve 1 0 2 1x , x , y , y 1    2 0x , y 1   

2 0 1 0x , x , y , y 1    ve 1 2x , y 1    Durum 39: 

Durum 40: 12 0 2 1x , x , y , y 1     ve 0x , y 1  

Durum 41: 12 1 0 2x , x , x , y 1     ve 0y , y 1  

Durum 42: 1 0 2 1 0x , x , y , y , y 1     ve 2x 1   

Durum 43:  ve 2 1 2 1 0x , x , y , y , y 1     0x 1  
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Yukarıdaki durumlardan herhangi birisi sağlanırsa,  

(i) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün her pozitif yarı dönmesi üç, iki ya da bir 

 denklem sisteminin 

terimden oluşur; 

(ii) (3.1)  nx  çözümünün her negatif yarı dönmesi üç ya da bir terimden 

 sisteminin 

oluşur; 

(iii) (3.1) denklem  ny  çözümünün her pozitif yarı dönmesi dört, iki ya da bir 

) denklem sisteminin 

terimden oluşur; 

(iv) (3.1  ny  çözümünün her negatif yarı dönmesi iki ya da bir terimden 

(v) (3.1) de in 

oluşur; 

nklem sistemin  nx  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

(vi) (3.1) d

3 ,3 ,2 ,1 ,     

1 ,1 , 2 ,1     formundadır; 

enklem sisteminin  ny  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

mundadır. 

.

4 ,1 ,2 ,2 ,     

1 , 2 ,1 ,1 for   

   n nx , y


 Lemma 3.8
n

(3.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun.  
2

Durum 44:  ve 2 2x , y 1   1 0 1 0x , x , y , y 1    

Durum 45: 1  ve1 1x , y    2 0 2 0x , x , y , y 1    

Durum 46: x ,0 0x , y 1  ve 2 1 2 1x , y , y 1      

Durum 47: ve x1 0 1 0x , x , y , y 1    2 2, y 1    

Durum 48: ve x2 0 2 0x , x , y , y 1    1 1, y 1    

2 1 2 1x , x , y , y 1      ve 0 0x , y 1  Durum 49: 

Durum 50: 2 1 0 2 1 0x , x , x , y , y , y 1      

Yukarıdaki durumlardan herhangi birisi sağlanırsa,  

(i) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün her pozitif yarı dönmesi üç ya da bir terimden 

oluşur; 
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(ii) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün her negatif yarı dönmesi iki ya da bir terimden 

oluşur; 

 ny(iii) (3.1) denklem sisteminin  çözümünün her pozitif yarı dönmesi üç ya da bir terimden 

oluşur; 

 ny  çözümünün her negatif yarı dönmesi iki ya d en(iv) (3.1) denklem sisteminin a bir terimd  

oluşur; 

(v) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 3

 formundadır; 

,1 ,1 ,2 ,     

3 ,1 ,1 ,2   

(vi) (3.1) denk in lem sistemin ny  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

 formundadır. 

Lemma 3.9. 

3 ,1 ,1 ,2 ,     

3 ,1 ,1 ,2   

  n n n 2
x , y




 (3.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun.  

Durum 51:  ve 2x 1  1 0 2 1 0x , x , y , y , y 1     

Durum 52: 21x 1   ve 0 2 1 0x , x , y , y , y 1    

Durum 53: 20y 1  ve 1 0 2 1x , x , x , y , y 1     

Durum 54:  ve 1 0x , y 1  2 0 2 1x , x , y , y 1     

Durum 55: 22 1y , y 1    ve 1 0 0x , x , x , y 1   

Durum 56: 21 0y , y 1   ve 1 0 2x , x , x , y 1    

Durum 57:  ve 2 1 0y , y , y 1   2 1 0x , x , x 1    

Durum 58:  ve 1 2 1x , y , y 1    2 0 0x , x , y 1   

Durum 59: 12 0 2x , x , y 1    ve 1 0x , y , y 1   

Durum 60: 12 1 0x , y , y 1    ve 0 2x , x , y 1   

Durum 61: 20 2 1 0x , y , y , y 1    ve 1x , x 1   

Durum 62: 1 2 1 0x , y , y , y 1     ve 2 0x , x 1   

Durum 63: 2 0 2 1x , x , y , y , y    ve 1x 10 1   
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Yukarıdaki durumlardan herhangi birisi sağlanırsa,  

(i) (3.1) denklem sistem  nx  çözümünün her pozitif yarı dönmesi bir terimden oluşur; inin 

(ii) (3.1) denklem sisteminin  n  x özümünün her negatif yarı dönmesi beş, üç ya da bir 

terimden oluşur; 

ç

 ny(iii) (3.1) denklem sisteminin  çözümünün her pozitif yarı dönmesi altı ya da iki 

terimden oluşur; 

 (iv) (3.1) denklem sisteminin ny  çözümünün her negatif yarı dönmesi d ik

luşur; 

ört ya da i 

terimden o

(v) (3.1) denklem sisteminin  nx  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 1 ,1

,3   formunda

,5 ,1 ,     

1 ,1 ,1  dır; 

  6 , 2 ,   (vi) (3.1) denklem sisteminin ny  çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

Denklem Sis

Teorem 3.1.

2 , 4  formundadır. 

teminin Kararlılığı 

’e göre (3.1) denklem sistemi 

 

   x, y 0,0  sıfır denge noktasında kararsız ve 

  x, y 1,1  oktası pozitif denge n nda yerel asimptotik kararlıdır. (3.1) denklem sisteminin 

   x, y 1,1  pozitif denge noktasında global asimptotik kararlı olması için her pozitif 

  n n n 2
x , y




    çözümünün  n   iken x 1  yakınsaması , y ,1  pozitif denge noktasına

gerekir. Yani, 

nn
lim x x 1     ve   nn

olmalıdır.  

(1) (3.1) denklem sisteminin  

lim y y 1                      (3.29) 

n n n 2
x , y




 çözümü     x, y 1,1  pozitif denge noktasında 

salınımsız ise, Lemma 3.2. ve Lem  3.4’e göre, ya ma    x, y 1,1 ’dir ya da    x, y 1,1  

pozitif denge noktasına monoton olarak yakınsayan ve da terime sahip pozitif bir 

çözümdür.  Her iki dur

 sonsuz sayı

umda da (3.29) denklemi sağlanır.  
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(2) (3.1) denklem sisteminin   n n n 2
x , y




 çözümü     x, y 1,1  pozitif denge noktas  

kesin salınımlı olsun. 

ında

 3.5’dek ım. (3.1) denklem sisteminin  nx  (i) Lemma i başlangıç koşullarını ele alal

çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 6 , 2 ,2 ,4      şeklindedir.  

Buna göre  için aşağıdaki diziyi elde ederiz: n 0,1,...

     p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9x , x , x , x x , x , x , x , x ,n 3 , x ,
  




                 

p 14n 10 p 14n 11 p 14nx , x , x 12 p 14n 13, x


           (3.30)               

(3.1) denklem sisteminin  ny

eklinde

 çözümünün pozitif ve negatif  yarı dönmeleri ise 

  ş dir.1 ,3 ,1 ,5 ,1 ,1 ,1 ,1         n 0,1,...  için de a ağ  d l riz: ş ıdaki iziyi e de ede

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3y , y , y , y , y       p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9, y , y , y , y , y
  

          





       py 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13, y , y , y
   

                        (3.31) 

Buna göre, aşağıdaki ifadeler doğrudur:  

(a) p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 7 p 14nx x x x x x , x x                   6 ,  

p 14x  n 8 p 14n 9 p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10x , x x x x               ve  

p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 6 p 14n 5y y y , y y y y y                      ‘dir.  

(b) 

1 ’dir. 

 Lemma 3.3. (a) ’dan yararlan

p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9 p 14n 10 p 14n 13 p 14n 14x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x                 

p 14n 4 5 p 14n 9 p 14n 10, y 1 , y y 1 ,         

1 ve 

p 14n p 14n 1 p 14n 3 p 14n 4 p 14ny y 1 , y y 1 y        

p 14n 10 p 14n 11 p 14n 11 p 14n p 14n 13 py 1 , y y 1 , y 1 , y y          12 p 14n 12 p 14n 13 14n 14y y       

(a) ırsak n 0,1,...  için 

  ve  olduğundan  p p 14n 1 p 14n p 14nx x x 1      0 4nx 11 p 14n p 14n 1x x    ’dir. 

  ve  olduğundan  p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1x x x 1        0 p 14n 1x 1   p 14n 1 p 14n 2x x     ’dir. 

 0 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2x x x 1        p 14n 2x 1    ve  olduğundan p 14n 2 p 14n 3x x     ’dir. 

  p 14nx   n 4 p 14n 3 p 14n 3x x 1      0 p 14n 3x 1   ve  olduğunda p 14n 3x x   p 14n 4   ’dir. 
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  0  ve 1    olduğundan  p 14n 5 p 14n 4 p 14n 4x x x 1       p 14n 4x p 14n 4 p 14n 5x x     ’dir. 

 p 14n p 14n 1 p 14n 2 n 3 p 14nx x x         p 14 4 p 14n 5x x x     el .  de edilirBuna göre

  0  ve p 1x 1 p 14n 7 p 14n 6 p 14n 6x x x 1       4n 6    olduğundan p 14n 7 p 14n 6x     x ’dir.   

  0  ve p 1x 1 olduğundan  p 14n 9 p 14n 8 p 14n 8x x x 1       4n 8    14n 8 p 14n 9xpx      ’dir.   

  0  ve 1 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 10x x x 1       p 14n 10x     olduğundan p 14n 11 p 14n 10x x     ’dir.   

  p 14n 1x   11 12 p 14n 11 p 14n 11x x 1     0 p 14nx   ve   olduğundan p 14n 12x   p 14n 11x    ’dir.   

e  0  v 1  p 14n 13 p 14n 12 p 14n 12x x x 1        p 14n 12x   olduğundan p 14n 13 p 1x x   4n 12  ’dir.   

na göre p 14n 13 p 14n 12 p 14n 1 p 14n 10x x x         1 x  elde edilir. Aynı yöntemle 



Bu

  p 14n 2y    ve p 14n 1y 1 p 14n 1 p 14n 1y y 1     0  olduğundan p 14n 2 p 14n 1y y     ’dir.   

  0  ve 1  p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2y y y 1       p 14n 2y   olduğundan p 14n 3 p 14n 2y y     ’dir.   

Buna göre, p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1y y y        elde dilir.   e

  0  ve 1  p 14n 6 p 14n 5 p 14n 5y y y 1       p 14n 5y   olduğundan p 14n 6 p 14n 5y y     ’dir.   

  0  ve 1  p 14n 7 p 14n 6 p 14n 6y y y 1       p 14n 6y   olduğundan p 14n 7 p 14n 6y y     ’dir.   

  p 14n 8y   p 14n 7 p 14n 7y y 1      0 p 14n 7y   ve 1  olduğundan p 14y n 8 p 14n 7y    ’dir.   

 ve  p 14n 9 p 14n 8 p 14n 8y y y 1        0 p 14n 8y 1    olduğundan p 14n 9 p 14n 8y y     ’dir.   

na göre,

 

Bu  p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 6 p 14n 5y y y y y              elde edilir.  

(b)  için 

 

n 0,1,...

 
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 3

p 14n 6
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5p 14n 5 p 14n 3

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

 
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 5

p 14n 8
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7p 14n 7 p 14n 5

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  
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 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n p 14n 2 p 14n p 14n 2

p 14n 1
p 14n p 14n 2 p 14np 14n p 14n 2

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
     

 
     

 
  

 
  

 
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3 p 14n 1

p 14n 4
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3p 14n 3 p 14n 1

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4 p 14n 2

p 14n 5
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4p 14n 4 p 14n 2

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11 p 14n 9

p 14n 12
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11p 14n 11 p 14n 9

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 13 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 11 y x y      p 14n 122 p 14n 10

x y x 1

y1 x
       

 
  

 



 

 

y
y  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 

olduğu açıktır.  

ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, (a) 

p 14n 14 p 14n 9 p 14n 8
p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10

p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 7 p 14n 6

1 1 1 1
x x

x x x x

1 1
x x x x x x

x x

     
       

          
   

     

      
 

x 

ve 

           (3.32) 
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p 14n 14 p 14n 12 p 14n 10
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8

p 14n 4 p 14n
p 14n 7 p 1 p 14n 5 p n 3 14n 2 p 14n

y y y y

1
y y

y y y y y y

   

  
           



      
            (3.33) 

üğü gibi  

1 1 1 1
y y y

1 1 1 1 1

     
   

     

4n 6 14 p 1

 p 14n n 0
x



 
 ile  p 14n n 0

y


 
 olur. Denklem (3.32) ve (3.33)’den kolaylıkla görüld

dizileri azalandır  ve alttan 1 ile sınırlıdır. Bu yüzden  

 ve p 14n 2n
lim y L

  p 14n 1n
lim x L

                  (3.34) 

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.32)’ye göre  

p 14n 14 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3
n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 1
n

p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10 p 14n
n n n

lim x lim x lim x lim x lim x lim x

lim x L

m x lim x lim x lim x lim x

                

   

             

     

 

   

n
lim x


7 p 14n 6
n

1

1
lim x

L 
 

n n
li

  (3.35) 

 

 

Aynı şekilde denklem (3.33)’e göre 



dir.  

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 10 p 14n 4 2
n n n n

p 14n 13 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 6
n n n n n

p 14n 5 p 14n 3 p 14n
n n n

lim y lim y lim y lim y L

lim y lim y lim y lim y lim y

lim y lim y lim

          

               

       

   

    

 

         (3.36) 
n
lim y


2 p 14n 1
n

2

1
lim y

L 
 y

dir.  

p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14

p 14n 1  3 p 14n 11

x y
x

1 x y
   

 
 

 p 14n 13 p 14n 11
p 1


 ve 4n 14

p 14n 13 p 14n 111 y x 
   

y x
y    




              (3.37) 

denklemlerinin her iki tarafının limitleri alınırsa, 
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1 2
1

1 1

L
1 1


  ve 2 1

2

2 1

1 1

L
1 1

L L


  olur. İki den 2L 1   elde edilir. 

1 2

L L

1 .
L L



L L

1 .
klemin çözümünden 1L

Böylece (3.34) denklemi sağlanır. 

(ii) Lemma 3.6’daki başlangıç koşullarını ele alal . (3.1) enklem sistım  d eminin  nx  

çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 4 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1 ,1          şeklindedir. Buna 

göre n 0,1,...  için aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8x , x , x , x , x , x , x , x , x


,
 

                





      p 14n 9 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13x , x , x , x , x
   

                         (3.38) 

(3.1) denklem sisteminin  ny

eklinde

 çözümünün pozitif ve negatif  yarı dönmeleri ise 

  ş dir.3 ,3 ,2 ,1 ,1 ,1 ,2 ,1         n 0,1,...  için de aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14        n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8y , y , y , y , y , y , y , y , y
  

        


,



      p 14n 9 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13y , y , y , y , y
 

                         (3.39) 
 

 

 

a göre, aşağıdaki ifadeler doğrudur:  

(a) 

Bun

p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 7x x x x , x x , x x                    ,

p 14n 11 p 14n 10x x     ve p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3y y y , y y y ,               

p 14n 6 p 14n 7 p 14n 11 p 14n 12y y , y y          

(b) 

  ve  

 Lemma 3.3. (a) ’den yararlan

p 14n 3 p 14n 4 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1,                 

14n 9 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 13 p 14n 141 , x x 1 , x x 1               px x 1 , x x 

p 14n 2 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 8 p 14n 9y y 1 , y y 1 , y y 1 , y y 1,                    

p 14n 9 p 14n 10 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 13 p 14n 14y 1 , y y y                y 1 , y y 1 , y 1   ’dir. 

(a) ırsak n 0,1,...  için 

  p 14n 1x   1  olduğundap 14n p 14nx x 1    0 p 14nx   ve n p 14n p 14n 1x x    ’dir.   
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  0  ve 1 olduğundan  p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1x x x 1       p 14n 1x     p 14n 1 p 14n 2x x     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2x x x 1       p 14n 2x p 14n 2 p 14n 3x x     ’dir.   

 p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 3x x x x        14n  lde edilir.  e

  ve  olduğundan 

Buna göre

  p 14n 6x x   p 14n 5 p 14n 5x 1     0 p 14n 5x 1   p 14n 5 p 14n 6x x     ’dir.   

  0   ve  p 14n 8 p 14n 7 p 14n 7x x x 1      p 14n 7x 1    olduğundan p 14n 8 p 14n 7x x     ’dir.   

e  0  v 1 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 10x x x 1        p 14n 10x     olduğundan p 14n 11 p 14n 10x x     ’dir.   

le Aynı yöntem

  0  ve p 1y 1   olduğundan  p 14n 1 p 14n p 14ny y y 1     4n p 14ny p 14n 1y    ’dir.   

  0  ve y 1 olduğundan  p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1y y y 1       p 14n 1    p 14n 1 p 14n 2y y     ’dir.   

p 14n p 14n 1 p 14n 2y y y       elde edilir.  Buna göre, 

  0  ve 1  p 14n 4 p 14n 3 p 14n 3y y y 1       p 14n 3y   olduğundan p 14n 4 p 14n 3y y     ’dir.   

  0  ve p 1y 1 p 14n 5 p 14n 4 p 14n 4y y y 1       4n 4    olduğundan p 14n 5 p 14n 4yy      ’dir.   

Buna göre, p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3y y y      elde edilir.  

 ve  oldu

 

 ğundan  p 14n 7 p 14n 6 p 14n 6y y y 1        0 p 14n 6y 1   p 14n 6 p 14n 7y y     ’dir.   

  ve  olduğundan  p 14n 12 p 14n 11 p 14n 11y y y 1        0 p 14n 11y 1   p 14n 11 p 14n 12y y     ’dir.   

)  için (b  n 0,1,...

 
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3 p 14n 1

p 14n 4
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3p 14n 3 p 14n 1

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4 p 14n 2

p 14n 5
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4p 14n 4 p 14n 2

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6 p 14n 4

p 14n 7
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6p 14n 6 p 14n 4

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  



 33

 
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 6

p 14n 9
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8p 14n 8 p 14n 6

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11 p 14n 9

p 14n 12
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11p 14n 11 p 14n 9

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 13
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12p 14n 12 p 14n 10

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 2 p 14n p 14n 2 p 14n

p 14n 3
p 14n 2 p 14n p 14n 2p 14n 2 p 14n

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
     

 
      

 
  

 
  

 
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 3

p 14n 6
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5p 14n 5 p 14n 3

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 5

p 14n 8
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7p 14n 7 p 14n 5

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 6

p 14n 9
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8p 14n 8 p 14n 6

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 13 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 11 y x y      p 14n 122 p 14n 10

x y x 1

y1 x
       

 
  

 



 

 

y
y  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 



 34

olduğu açıktır.  

(a) ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 9
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 6 p 14n 5 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 7 p 14n 4

1 1 1
x x x

x x x x

1 1
x x x x x x

x x

     
       

          
   

     

      
 

1


           (3.40) 

ve 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9
p 14n 13 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 7 p 14n 6 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3

1 1 1
y y y y

y y y     

      
           (3.41) 

1 1 1
y y y y

y y y

y

       
     

        

      

 

olur. Denklem 0) ve (3.41) e kolay kla görüldüğ  gibi  p 14 n 0
x



 
 n le i p 14n n 0

y


 
  (3.4 ’d n lı ü  

dizileri azalandır  ve alttan 1 ile sınırlıdır. Bu yüzden   

 ve p 14n 4n
lim y L

  p 14n 3n
lim x L

                  (3.42) 

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.40)’a göre  

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 9 p 14n 6 p 14n 5 p 14n 3
n n n n n

n

p 14n 2 p 14n 1 3
n n

p 14n 13 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 8 p 14n
n n n n n

lim x lim x lim x lim x lim x lim x

lim x lim x L

lim x lim x lim x lim x lim x

               


    

             

    

 

    7 p 14n 4
n

3

1
lim x

L 
 

  (3.43) 

dir. Aynı şekilde denklem (3.41)’e göre 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 7 p 14n 6
n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 4
n n

p 14n 13 p 14n 10 p 14n 8 p 14n 5 p 14n
n n n n n

lim y lim y lim y lim y lim y lim y

lim y lim y L

lim y lim y lim y lim y lim y

                

    

             

    

 

    4 p 14n 3
n

4

1
lim y

L 
 

    (3.44) 

dir. 
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p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14

p 14n 13 p 14n 11

x y
x

1 x y
   

 
 

 p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14


 ve 

p 14n 13 p 14n 111 y x 
   

y x
y    

               (3.45) 

denklemlerinin her iki tarafının limitleri alınırsa, 



4

1

3
3

4
3

L
1
L

  ve 

L
L

1 L





1 1

4 3
4

4 3

L
1 1

L L

  olur. İki denklemin çözümünden 3 4L L 1   elde e . 

3.34) denklemi sağlanır. 

L L

1




dilir

Böylece (

(iii) Lemma 3.7’deki başlangıç koşullarını ele alalım. (3.1) denklem sisteminin  nx  

çözümünün pozitif ve negatif yarı dönmeleri 3 ,3 ,2 ,1 , ,1 , 2 ,11         şe linded

 için aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

k ir. Buna göre 

n 0,1,...

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 14n 4 p 1x , x , x , x , x , x , x , x , x      


p 14n 3 p 4n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8

   

          ,

      p 14n 9 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13x , x , x , x , x
  

                         (3.46) 


(3.1) denklem sisteminin  ny

eklinde

 çözümünün pozitif ve negatif  yarı dönmeleri ise 

 ş dir.4 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1 ,1         n 0,1,...  için de aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8y , y , y , y , y , y , y , y , y ,
  

                





      p 14n 9 p 14n 1 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13y , y , y , y , y
   

                         (3.47)  0

ur:  Buna göre, aşağıdaki ifadeler doğrud

(a) p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 6 p 14n 7x x x , x x x , x x                    ,

p 14n 11 p 14n 12x x     ve p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 6y y y y , y y              ,

p 14n 8 p 14n 7 p 14n 11 p 14n 10y y , y y          

(b) 

1  ve  



  ’dir. 

(a) Lemma 3.3. (a) ’dan yararlanırsak  

p 14n 2 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 8 p 14n 9x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1,                   

p 14n 9 p 14n 10 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 13 p 14n 14x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x                 

p 14n 3 p 14n 4 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9y y 1 , y y 1 , y y 1 , y y 1,                   

p 14n 9 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 13 p 14n 14y y 1 , y y 1 , y y 1 , y y 1                 

n 0,1,...  için 
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  p 14n 1x   ve p 14nx 1   oldup 14n p 14nx x 1     0 ğundan p 14n p 14n 1x x    ’dir.   

  0  ve 1 olduğundan  p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1x x x 1       p 14n 1x     p 14n 1 p 14n 2x x     ’dir.   

Buna göre p 14n p 14n 1 p 14n 2x x x       elde edilir.  

  p 14nx    ve p 14n 3x  4 p 14n 3 p 14n 3x x 1     0 1 olduğundan p 14n 4 p 14n 3x x     ’dir.   

  0  ve 1 p 14n 5 p 14n 4 p 14n 4x x x 1       p 14n 4x     olduğundan p 14n 5 p 14n 4x x     ’dir.   

Buna göre p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3x x x        elde edilir.  

  p 14n 7x x   p 14n 6 p 14n 6x 1     0 p 14n 6x 1    ve  olduğundan p 14n 6 p 14n 7x x     ’dir.  

 undan   p 14n 12 p 14n 11 p 14n 11x x x 1       0 p 14n 11x 1    ve  olduğ p 14n 11 p 14n 12x x     ’dir.  

nı yöntemle Ay

  0  ve p 1y 1   olduğundan  p 14n 1 p 14n p 14ny y y 1     4n p 14ny p 14n 1y    ’dir.   

  p 14n 2y     olduğundan p 14n 1 p 14n 1y y 1     0 p 14n 1y 1   ve p 14n 1 p 14n 2y y     ’dir.   

  0  ve 1 olduğundan  p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2y y y 1       p 14n 2y    p 14n 2 p 14n 3y y   

na göre,

 ’dir.   

Bu  p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3y y y        y  elde edilir.  

  0  ve y 1 olduğundan  p 14n 6 p 14n 5 p 14n 5y y y 1       p 14n 5    14n 5 p 14n 6ypy      ’dir.   

 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 7y y y 1        0 p 14n 7y 1   olduğundan p 14n 8 p 14n 7y y   ve    ’dir.   

 ve 

 

 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 10y y y 1        0 p 14n 10y 1    olduğundan p 14n 11 p 14n 10y y     ’dir.   

(b) n  için 

 

0,1,...

 
p 14n 2 p 14n p 14n 2 p 14n

p 14n 3
p 14n 2 p 14n p 14n 2p 14n 2 p 14n

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
     

 
      

 
  

 
 

 
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 3

p 14n 6
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5p 14n 5 p 14n 3

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 5

p 14n 8
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7p 14n 7 p 14n 5

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  
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 
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 6

p 14n 9
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8p 14n 8 p 14n 6

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 13
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12p 14n 12 p 14n 10

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3 p 14n 1

p 14n 4
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3p 14n 3 p 14n 1

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4 p 14n 2

p 14n 5
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4p 14n 4 p 14n 2

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6 p 14n 4

p 14n 7
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6p 14n 6 p 14n 4

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 6

p 14n 9
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8p 14n 8 p 14n 6

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11 p 14n 9

p 14n 12
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11p 14n 11 p 14n 9

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 13
p 14n 12 p 14n 10 p 14n 12p 14n 12 p 14n 10

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 11 y x y      p 14n 133 p 14n 11

x y x 1

y1 x
       

 
  

 



 

olduğu açıktır.  

y
y  
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(a) ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9
p 14n 13 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 7 p 14n 6 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3

1 1 1
x x x x

x x x

1 1 1
x x x x

x x x

       
     

       
     

      

      
            (3.48) 

ve 

x 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 9
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 6 p 14n 5 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 7 p 14n 4y y   

 olur. Denklem (3.48) ve (3.49)’dan kolaylıkla görü

1 1 1 1
y y y

y y y y

1 1
y y y y y y

     
       

          

      

      
            (3.49) 

ldüğü gibi   p 14n n 0
x



 
 ile  p 14n n 0

y


 
 

dizileri azaland e alttan 1 ile sır  v ınırlıdır. Bu yüzden  

p 14n 5n
lim x L

 ve p 14n 6n
lim y L

                    (3.50) 

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.48)’e göre  

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 7 p 14n 6n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 5n n

p 14n 13 p 14n 10 p 14n 8 p 14n 5 p 14nn n

lim x lim x lim x lim x lim x lim x

lim x lim x L

lim x lim x lim x lim x lim x

                

    

          

    

 

    4 p 14n 3n
5

1
lim x

L 
 

n n n  

   (3.51) 

dir. Aynı şekilde denklem (3.50)’ye göre 

p 14n 14 p 14n 12 p 14n 9 p 14n 6 p 14n 5 p 14n 3n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 6n n

p 14n 13 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 8 p 14nn n n n

lim y lim y lim y lim y lim y lim y

lim y lim y L

lim y lim y lim y lim y lim y

                

    

            

    

 

    7 p 14n 4n
6

1
lim y

L 
 

n

   (3.52) 

dir. 

p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14

p 14n 13 p 14n 111 x y   

x y
x    

 

 p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14  ve 

 p 14n 13 p 14n 11

y x
y

x
   

 
   1 y


               (3.53) 


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denklemlerinin her iki tarafının limitleri alınırsa, 

5 6
5

5 6

1 1
L L

L
1 1

1
L L




  ve 

5
6

6

5

1
1 L

L


6

1
L

L
L


  olur. İki denklemin çözümünden 5 6L L 1   elde edilir. 

 ele alalım. (3.1) den

Böylece (3.34) denklemi sağlanır. 

(iv) Lemma 3.8’deki başlangıç koşullarını klem sisteminin  nx  

n pozitif ve negatif yarı dönmelerçözümünü i 3 ,1 ,1 ,2 ,3 ,1 ,1 ,2         şeklindedir. Buna göre 

 için aşağıdaki diziyi elde ederiz: n 0,1,...

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6x , x , x , x , x , x , x
  

            


,



      p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9 n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13x , x , x , , x , x , x                          (3.54) 

in 

p 14x
  





(3.1) denklem sistemin ny  çö  pozitif ve negatif  yarı dönmezümünün leri ise 

ş dir.3 ,1 ,1 ,2 ,3 ,1 ,1 ,2         eklinde  n 0,1,...  için de aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

       p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6y , y , y , y , y , y , y
  

             ,


       p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9 p 14n 10y , y , y , y ,        p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13y , y , y
  

     


             (3.55) 

a göre, aşağıdaki ifadeler doğrudur:  

(a) 

Bun

p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 6 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9x x , x x , x x x                   x ,

p 14n 13 p 14n 12x x    e  v p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 6 p 14n 5 p 14n 7y y y , y y , y             p 14n 8 p 14n 9y y       

p 14y 

 



n 13 p 14n 12y    

(b) 

 ve 



  ’dir. 

 Lemma 3.3. (a) ’dan yararlan

p 14n 2 p 14n 3 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1,                 

14n 9 p 14n 10 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 14x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1                 

14n 2 p 14n 3 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7y 1 , y y 1 , y y 1 , y y 1,                   

p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13 p 14n 141 , y y 1 , y y 1       

px

py

p 14n 9 p 14n 10 p 14n 10 p 14n 11y y 1 , y y        

(a) ırsak, 

  0  ve p 1x 1   olduğundan  p 14n 1 p 14n p 14nx x x 1     4n p 14x n p 14n 1x    ’dir.   

  p 14nx 0   ve p 14n 1x  2 p 14n 1 p 14n 1x x 1       1 olduğundan p 14n 1 p 14n 2x x     ’dir.   
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Buna göre p 14n p 14n 1 p 14n 2x x x       elde edilir.  

  0  ve 1  p 14n 6 p 14n 5 p 14n 5x x x 1       p 14n 5x   olduğundan p 14n 6 p 14n 5x x     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 8 p 14n 7 p 14n 7x x x 1       p 14n 7x p 14n 7 p 14n 8x x     ’dir.  

  p 14nx    ve p 14n 8x   9 p 14n 8 p 14n 8x x 1     0 1 olduğundan p 14n 8 p 14n 9x x     ’dir.  

na göreBu  p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9x x x        elde edilir.  

  p 14n 13x x   p 14n 12 p 14n 12x 1     0 p 14n 12x 1   ve   olduğundan p 14n 13 p 14n 12x x     ’dir.   

nı yöntemle Ay

  0  ve p 1y 1   olduğundan  p 14n 1 p 14n p 14ny y y 1     4n p 14ny p 14n 1y    ’dir.   

  p 14ny 0   ve p 14n 1y  2 p 14n 1 p 14n 1y y 1       1 olduğundan p 14n 1 p 14n 2y y     ’dir.   

na göreBu  p 14n p 14n 1 p 14n 2y y y       elde edilir.  

  0  ve 1 p 14n 6 p 14n 5 p 14n 5y y y 1       p 14n 5y     olduğundan p 14n 6 p 14n 5y y     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 8 p 14n 7 p 14n 7y y y 1       p 14n 7y p 14n 7 p 14n 8y y     ’dir.  

  p 14ny    ve p 14n 8y   9 p 14n 8 p 14n 8y y 1     0 1 olduğundan p 14n 8 p 14n 9y y     ’dir.  

na göreBu  p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9y y y        elde edilir.  

 p 14n p 14n 13 12 p 14n 12y y y 1      0 p 14n 12y 1   ve   olduğundan p 14n 13 p 14n 12y y     ’dir. 

)  için 

 

(b  n 0,1,...

 
p 14n 2 p 14n p 14n 2 p 14n

p 14n 3
p 14n 2 p 14n p 14n 2p 14n 2 p 14n

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
     

 
      

 
  

 
 

 
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3 p 14n 1

p 14n 4
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3p 14n 3 p 14n 1

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4 p 14n 2

p 14n 5
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4p 14n 4 p 14n 2

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  
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 
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6 p 14n 4

p 14n 7
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6p 14n 6 p 14n 4

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11 p 14n 9

p 14n 12
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11p 14n 11 p 14n 9

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 2 p 14n p 14n 2 p 14n

p 14n 3
p 14n 2 p 14n p 14n 2p 14n 2 p 14n

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
     

 
      

 
  

 
  

 
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3 p 14n 1

p 14n 4
p 14n 3 p 14n 1 p 14n 3p 14n 3 p 14n 1

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4 p 14n 2

p 14n 5
p 14n 4 p 14n 2 p 14n 4p 14n 4 p 14n 2

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6 p 14n 4

p 14n 7
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6p 14n 6 p 14n 4

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11 p 14n 9

p 14n 12
p 14n 11 p 14n 9 p 14n 11p 14n 11 p 14n 9

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
  

 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14 
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 11 y x y      p 14n 133 p 14n 11

x y x 1

y1 x
       

 
  

 



 

olduğu açıktır.  

y
y  
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(a) ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, 

p 14n 14 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7
p 14n 13 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 4 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
px  14n 6 p 14n 5 p 14n 3

1 1 1
x x x x x

x x x

1 1 1
x x x x

x x

         
     

      
   

       

     
         (3.56) 

ve 

p 14n 14 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7
p 14n 13 p 14n 12 p 14n 10

p 14n 4 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 6 p 14n 5 p 14n 3y y y     

olur. Denklem (3.56) ve (3.57)’dan kolaylıkla görül

1 1 1
y y y y y

y y y

1 1 1
y y y y

         
     

      

       

     
          (3.57) 

düğü gibi   p 14n n 0
x



 
 ile  p 14n n 0

y


 
 

dizileri azaland e alttan 1 ile sır  v ınırlıdır. Bu yüzden   

p 14n 7n
lim x L

  ve p 14n 8n
lim y L

                   (3.58) 

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.56)’ya göre  

p 14n 14 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 4
n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 7
n

n

p 14n 6 p 14n
n n

lim x lim x lim x lim x lim x lim x

lim x lim x L

lim x lim x lim x lim x lim x

                

   


    

    

 

    5 p 14n 3
n

7

1
lim x

L 
 p 14n 13 p 14n 12 p 14n 10

n n n
       

  (3.59) 

dir. Aynı şekilde denklem (3.57)’ye göre 

p 14n 14 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 7 p 14n 4
n n n n n n

p 14n 2 p 14n 1 8
n n

p 14n 13 p 14n 12 p 14n 10 p 14n 6 p 14n
n n n n

lim y lim y lim y lim y lim y lim y

lim y lim y L

lim y lim y lim y lim y lim y

                

    

            

    

 

    5 p 14n 3
n

8

1
lim y

L 
 

n

   (3.60) 

dir.  

p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14

p 14n 13 p 14n 111 x y 
   

x y
x     p 14n 13 p 14n 11  ve 

 p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11

y x
y

x
   

   1 y 


               (3.61) 


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denklemlerinin her iki tarafının limitleri alınırsa, 

8
7

7

8

1
1 L

L


7

1
L

L
L


  ve 

7
8

8

7

1
1 L

L


8

1
L

L
L


  olur. İki denklemin çözümünden 7 8L L 1   elde edilir. 

 ele alalım. (3.1) de

Böylece (3.34) denklemi sağlanır. 

(v) Lemma 3.9’daki başlangıç koşullarını nklem sisteminin  nx  

n pozitif ve negatif yarı dönmelerçözümünü i 1 ,5 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,3          şeklindedir. B

 için aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

una göre 

n 0,1,...

         p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8x , x , x , x , x , x , x , x ,
 

                


x ,

 

    p 14n 9 p 14n 10 11 p 14n 12 p 14n 13x , x , x , x , x             

(3.1) denklem nin 

p 14n

  

            (3.62) 

ny  çözümünün pozitif ve negati sistemi f  yarı dönmeleri ise   

şeklindedir. n şağıdaki diziyi elde ederiz: 

6 , 2 ,2 ,4   

0,1,...  için de a

     p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 9y , y , y , y , y , y y , y ,, y , y ,
  

                  

 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 12 p 14n 13y , y , y , y


                         (3.63) 

Buna göre, aşağıdaki ifadeler doğrudur:  

(a)  ve 

,

p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11x x x x x , x x x                    

14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 6 p 14n 8y y y y y y , y y , y                    p p 14n 9y   

p 14y 

 

1 ve 

n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10y y y          

(b) 



  ’dir. 

 Lemma 3.3. (a) ’dan yararlan

p 14n p 14n 1 p 14n 5 p 14n 6 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 7 p 14n 8x x 1, x x 1 , x x 1 , x x 1,                

14n 8 p 14n 9 p 14n 9 p 14n 10 p 14n 10 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 14x x 1 , x x 1 , x x 1, x x                 

p 14n 9 0 p 14n 14 p 14n 13, y y 1 , y y 1     

p

p 14n 5 p 14n 6 p 14n 7 p 14n 8 p 14n 1y y 1 , y y 1          

(a) ırsak n 0,1,...  için 

  0  ve 1 p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1x x x 1       p 14n 1x     olduğundan p 14n 2 p 14n 1x x     ’dir.   

  0  ve 1  p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2x x x 1       p 14n 2x   olduğundan p 14n 3 p 14n 2x x     ’dir.  

  ve  p 14n 4 p 14n 3 p 14n 3x x x 1        0 p 14n 3x 1    olduğundan p 14n 4 p 14n 3x x     ’dir.   
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  0  ve 1  p 14n 5 p 14n 4 p 14n 4x x x 1       p 14n 4x   olduğundan p 14n 5 p 14n 4x x     ’dir.  

Buna göre, p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1x x x x x              elde edilir. 

  0  ve 1 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 11x x x 1       p 14n 11x     olduğundan p 14n 12 p 14n 11x x     ’dir.   

  0  ve 1 p 14n 13 p 14n 12 p 14n 12x x x 1       p 14n 12x     olduğundan p 14n 13 p 14n 12x x     ’dir.  

Buna göre, p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11x x x        elde edilir. 

Aynı yöntemle 

  0  ve p 14n 1   olduğundan  p 14n 1 p 14n p 14ny y y 1     y p 14n p 14n 1y y    ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 2 p 14n 1 p 14n 1y y y 1       p 14n 1y p 14n 1 p 14n 2y y     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 3 p 14n 2 p 14n 2y y y 1       p 14n 2y p 14n 3 p 14n 2y y     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 4 p 14n 3 p 14n 3y y y 1       p 14n 3y p 14n 4 p 14n 3y y     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 5 p 14n 4 p 14n 4y y y 1       p 14n 4y p 14n 5 p 14n 4y y     ’dir.   

Buna göre p 14n p 14n 1 p 14n 2 p 14n 3 p 14n 4 p 14n 5y y y y y y                elde edilir.  

  0  ve 1  p 14n 7 p 14n 6 p 14n 6y y y 1       p 14n 6y   olduğundan p 14n 7 p 14n 6y y     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  p 14n 9 p 14n 8 p 14n 8y y y 1       p 14n 8y p 14n 8 p 14n 9y y     ’dir.  

  0  ve 1 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 10y y y 1       p 14n 10y     olduğundan p 14n 11 p 14n 10y y     ’dir.     

  0  ve 1 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 11y y y 1       p 14n 11y     olduğundan p 14n 12 p 14n 11y y     ’dir.     

  0  ve 1 p 14n 13 p 14n 12 p 14n 12y y y 1       p 14n 12y     olduğundan p 14n 13 p 14n 12y y     ’dir.     

Buna göre p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10y y y y           elde edilir.  

(b) n  için 0,1,...

  
p 14n p 14n 2 p 14n p 14n 2

p 14n 1
p 14n p 14n 2 p 14np 14n p 14n 2

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
     

 
     

 
    

 
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  
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 3

p 14n 6
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5p 14n 5 p 14n 3

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6 p 14n 4

p 14n 7
p 14n 6 p 14n 4 p 14n 6p 14n 6 p 14n 4

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 5

p 14n 8
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7p 14n 7 p 14n 5

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8 p 14n 6

p 14n 9
p 14n 8 p 14n 6 p 14n 8p 14n 8 p 14n 6

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10 p 14n 8

p 14n 11
p 14n 10 p 14n 8 p 14n 10p 14n 10 p 14n 8

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

x y x y 1
x

1 x y xx 1 y
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5 p 14n 3

p 14n 6
p 14n 5 p 14n 3 p 14n 5p 14n 5 p 14n 3

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7 p 14n 5

p 14n 8
p 14n 7 p 14n 5 p 14n 7p 14n 7 p 14n 5

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 10
p 14n 9 p 14n 7 p 14n 9p 14n 9 p 14n 7

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 

  
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11 p 14n 13p 14n 13 p 14n 11

y x y x 1
y

1 y x yy 1 x
       

 
        

 
  

 
 

olduğu açıktır. 

(a) ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, 

p 14n 14 p 14n 10 p 14n 8
p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 7

p 14n 6 p 14n
p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1

1 1 1 1 1
x x

x x x x x

1 1 1 1 1
x x

x x x x x

     
         

  
         

      

     

x 

       (3.64) 
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ve 

p 14n 14 p 14n 9 p 14n 8
p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10 p 14n 7

p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 p 14n
p 14n 6

1 1 1 1 1
y y

y y y y y

1
y y y y y y

y

     
         

          
 

      

     

y 

         (3.65) 

olur. Denklem (3.64) ve (3.65)’den kolaylıkla görüldüğü gibi   p 14n n 0
x



 
 ile  p 14n n 0

y


 
 

dizileri azalandır  ve alttan 1 ile sınırlıdır. Bu yüzden   

p 14n 9n
lim x L

  ve p 14n 10n
lim y L

                              (3.66) 

limitleri mevcut ve sonludur. Denklem (3.64)’e göre  

p 14n 14 p 14n 10 p 14n 8 p 14n 6 9
n n n n

p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 9 p 14n 7
n n n n n

p 14n 5 p 14n 4 p 14n 3 p 14n
n n n n

lim x lim x lim x lim x L

lim x lim x lim x lim x lim x

lim x lim x lim x lim x

          

             

          

   

   

  



2 p 14n 1
n

9

1
lim x

L 
 

                (3.67) 

dir. Aynı şekilde 

p 14n 14 p 14n 9 p 14n 8 p 14n 5 p 14n 4
n n n n n

p 14n 3 p 14n 2 p 14n 1 10
n n n

p 14n 13 p 14n 12 p 14n 11 p 14n 10 p 14n
n n n n n

lim y lim y lim y lim y lim y

lim y lim y lim y L

lim y lim y lim y lim y lim y

             

       

            

    

  

    7 p 14n 6
n

10

1
lim y

L  
 

 (3.68) 

p 14n 13 p 14n 11
p 14n 14

p 14n 13 p 14n 11

x y
x

1 x y
   

 
   





 ve p 14n 13 p 14n 11

p 14n 14
p 14n 13 p 14n 11

y x
y

1 y x
   

 
   





              (3.69) 

denklemlerinin her iki tarafının limitleri alınırsa, 

9 10
9

9 10

1 1
L L

L
1 1

1
L L





  ve 10 9

10L lur. İki denklemin çözümünden 9L L edilir. 

Böylece (3.34) denklemi sağlanır. 

10 9

1 1
L L

1 1
1

L L





 o 10 1  elde 
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4. n 1
n 1 n 1

n 1 n 1

x1
x , y

y y


 
 

   DENKLEM SİSTEMİ 

Bu bölümde, 

n 1
n 1 n 1

n 1 n 1

x1
x , y , n 0,1,...

y y


 
 

            (4.1) 

fark denklem sistemini  

1 0 1 0x , x , y , y R
              (4.2) 

başlangıç koşulları altında inceleyeceğiz. (4.1) denklem sisteminin denge noktaları  

1
x , y

y y
 

x
           (4.3) 

denklem sisteminin çözümü ile bulunur. (4.1) denklem sistemi sadece   x, y 1,1   pozitif 

denge noktasına sahiptir. (4.1) denklem sisteminin    x, y 1,1  denge noktasındaki 

Jakobiyen  matrisi, 

 F

0 1
J 1,1

1 1


  


            (4.4) 

dir. Karakteristik denklemi ise 

2 1 0    ’dir.           (4.5) 

Teorem 4.1.   x, y 1,1  , (4.1) denklem sisteminin pozitif denge noktası olsun. Buna göre, 

(4.1) denklem sistemi   x, y 1,1   pozitif denge noktasında kararsızdır. 

İspat. Teorem 2.17 (iii)’ye göre  x, y  denge noktasının yerel asimptotik kararlı olması için 

gerek ve yeter koşul    F FtrJ x, y 1 det J x, y 2    olmasıdır. 

 FtrJ x, y 1  ve  Fdet J x, y 1   olduğundan 

1 0 2                (4.6) 

dir. Buna göre, teoremin koşulu sağlanmaz. Bu nedenle (4.1) denklem sistemi    x, y 1,1  

pozitif denge noktasında kararsızdır. 
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Teorem 4.2. (4.1) denklem sistemi ile (4.2) başlangıç koşullarını ele alalım.  olan bir 

tamsayı ve 

k 1

  n n n 1
x , y




 (4.1) denklem sisteminin bir çözümü olsun. O zaman (4.1) denklem 

sisteminin tüm çözümleri periyodiktir ve periyodu da 6’dır. 

İspat. (4.2) başlangıç koşullarının hepsi pozitif olduklarından, (4.1) denklem sisteminin tüm 

çözümleri pozitiftir. Buna göre, 

n 1
n 1 n 1

n 1 n 1

n
n 2 n 2

n n

n 1 n 1
n 3 n 3

n 1 n 1 n 1 n 1

n
n 4 n 4

n n

n 1
n 5 n 1 n 5 n 1

n 1 n 1

n 6 n n 6 n

x1
x y

y y

x1
x y

y y

y x1 1
x y

y x y x

y 1
x y

x x

y 1
x x y

x x

x x y y


 

 

 

 
 

  

 


  

 

 

 

 

   

 

   

 

y





1

                (4.7) 

olur. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 4.3. (4.1) denklem sistemi ile (4.2) başlangıç koşullarını ele alalım.  olan bir 

tamsayı ve (4.1) denklem sisteminin 

k 1

1 0 0x a , x a  



 ve  başlangıç 

koşulları altındaki bir çözümü 

1 0y b , y  0 1b

 n n n 1
y


x ,


n olsun. 0, 1, 2, ...  için (4.1) denklem 

sisteminin tüm çözümleri: 

0
6n 1 6n 1

0 0

1
6n 2 6n 2

1 1

0
6n 3 6n 3

0 0

a1
x y

b b

a1
x y

b b

b 1
x y

a a

 

 

 

 

 

 
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1
6n 4 6n 4

1 1

6n 5 0 6n 5 0

6n 6 1 6n 6 1

b 1
x y

a a

x a y

x a y b

 

 

 

 

 

 

b                     (4.8) 

İspat. (4.2) başlangıç koşullarının hepsi pozitif olduklarından (4.1) denklem sisteminin tüm 

çözümleri pozitiftir. (4.8) denkleminin n 1  için sağlandığını varsayalım. Şimdi denklemin  

için de sağlandığını göstermeye çalışacağız.  

n

n 1  için: 

0
6n 5 6n 5

0 0

1
6n 4 6n 4

1 1

0
6n 3 6n 3

0 0

1
6n 2 6n 2

1 1

6n 1 0 6n 1 0

6n 1 6n 1

a1
x y

b b

a1
x y

b b

b 1
x y

a a

b 1
x y

a a

x a y b

x a y b

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    (4.9) 

dir. n için, 

6n 1 0
6n 1 6n 1

6n 1 0 6n 1 0

6n 1
6n 2 6n 2

6n 1 6n 1

0 6
6n 3 6n 3

6n 1 0 6n 1 0

x a1 1
x y

y b y b

x a1 1
x y

y b y b

b x1 1
x y

y a y a


 

 

 


 

 

   

   

   n 1
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6n 21
6n 4 6n 4

6n 2 1 6n 2 1

6n 3
6n 5 0 6n 5 0

6n 3 6n 3

6n 4
6n 6 1 6n 6 1

6n 4 6n 4

xb1 1
x y

y a y

x1
x a y b

y y

x1
x a y b

y y


 

 


 

 


 

 

   

   

   

a

                (4.10) 

olur. 

Lemma 4.4. (4.1) denklem sisteminin pozitif bir   n n n 1
x , y




 çözümünün er geç 

  x, y 1,1 

1

1

 pozitif denge noktasına eşit olması için gerek ve yeter koşul  

1 0 1 0x x y y                         (4.11) 

olmasıdır.  

İspat. (4.11) koşulunun doğru olduğunu kabul edelim.   

1 0 1 0x x y y      olsun. O zaman (4.1) denklem sisteminden  

1
1 1

1 1

0
2 1

0 0

1
3 3

1 1

0
4 4

0 0

5 1 5 1

6 0 6 0

x1
x 1 , y

y y

x1
x 1 , y

y y

y 1
x 1 , y

x x

y 1
x 1 , y

x x

x x 1 , y y

x x 1 , y y 1



 



 

 

   

   

   

   

   

   

1

1

1

1

1

1

                   (4.12) 

olur. Görüldüğü gibi  olması durumunda 1 0 1 0x x y y     j 1, 2,...  için    j jx , y 1,1  

olur. 
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Tersine,  1,0   için  

x 1 y    1

1 1

1

1

                       (4.13) 

olduğunu kabul edelim. Lemmayı ispatlamak için 

nx   ve   ,                     (4.14) ny  n 1

olduğunu göstermemiz gerekli.  

N 1  için                    (4.15) N Nx y 

ve  

2 n N 1     için                   (4.16) n nx 1, y 

olduğunu varsayalım.  

 N N 2
N 2

1
1 x y 1 0

y 


                       (4.17) 

olur. Bu durumda  olur ki bu durum (4.16) koşulu ile çelişir. Aynı yöntemle N 2y  1

  N 2
N N 2 N 2 N 2

N 2

x
1 y x y 0 x 1 0

y


  


       

1

               (4.18) 

olur. Bu durumda da  olur ki bu durum da (4.16) koşulu ile çelişir. N 2x  
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5. 
b b b

n n 2 n 3 n 1
n 1 b b b

n n 3 n 2 n 1

x x x x a
x

x x x x a
  


  

  


  
 FARK DENKLEMİ 

Bu bölümde ise 

b b b
n n 2 n 3 n 1

n 1 b b b
n n 3 n 2 n 1

x x x x a
x , n 0,1,...

x x x x a
  


  

  


  
        (5.1) 

fark denklemini  

 3 2 1 0x , x , x , x 0,     ,          (5.2)  a, b 0, 

başlangıç koşulları altında inceleyeceğiz. (5.1) fark denkleminin denge noktaları 

b 1 b

b 1 b

x 2x
x

x 2x





 


 
a

a
           (5.3) 

denkleminin çözümü ile bulunur. Buna göre, x 1  (5.1) denkleminin tek denge noktasıdır. 

Tanım 2.4’e göre,  

 
b b b

0 2 3 1
0 1 2 3 b b b

0 3 2 1

u u u u a
f u ,u ,u ,u

u u u u a

  


  
         (5.4) 

fonksiyonunu ele alalım. Buna göre, 

  
 

  
 

  
 

   

b b b b b
2 3 2 3 1

0 2b b b
0 0 3 2 1

b 1 b b
1 2 3 0

1 2b b b
1 0 3 2 1

b 1 b b b
2 0 1 0 3 3

2 2b b b
2 0 3 2 1

b 1 b b
3 2 0 1 0

3
3

u u u u u af
P 0x 1 x 1u u u u u a

bu u u 1 uf
P 0x 1 x 1u u u u u a

bu u 1 u u u u af
P 0x 1 x 1u u u u u a

bu u 1 u u a 1 uf
P x 1u







   
      

 
      

   
     

         



2b b b
0 3 2 1

0x 1u u u u a
  

     (5.5) 

olur.  
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(5.1) denkleminin x 1  denge noktasındaki lineerleştirilmiş denklemi  

n 1z   0             (5.6) 

ve karakteristik denklemi ise  

4 0   ’dır.            (5.7) 

Teorem 5.1. x 1  (5.1) denkleminin denge noktası olsun. (5.1) denklemi x 1  denge 

noktasında yerel asimptotik kararlıdır. 

İspat. Teorem 2.5. ve (5.5) denklemine göre, 

0 1 2 3P P P P 0    1 olduğundan, (5.1) denklemi x 1  denge noktasında yerel 

asimptotik kararlıdır. 

Lemma 5.2.  n n 3
x




 (5.1) denkleminin pozitif bir çözümü olsun. Bu çözümün er geç x 1  

denge noktasına eşit olması için gerek ve yeter koşul 

  0 2 3x 1 x x   0

1

          (5.8) 

olmasıdır. 

İspat. Öncelikle (5.8) koşulunun doğru olduğunu kabul edelim.  

(a)  olsun. O zaman (5.1) denkleminden 0x 

b b b b b b
0 2 3 1 2 3 1

1 b b b b b b
0 3 2 1 3 2 1

b b b b b
1 1 2 0 1 2

2 b b b b b
1 2 1 0 2 1

b b b b
2 0 1 1 1

3 b b b b
2 1 0 1 1

3
4

x x x x a x x x a
x 1

x x x x a x x x a

x x x x a x x 1 a
x 1

x x x x a x x 1 a

x x x x a x 2 a
x

x x x x a x 2 a

x x
x

     

     

   

   

 

 

     
 

     

     
 

     

    
  

    



1





b b b
1 0 2
b b b

3 0 1 2

x x a 3 a
1

x x x x a 3 a

............................................................................

   
 

   

       (5.9) 

olur. Görüldüğü gibi   olması durumunda 0x 1 i 1,2,...  için ix 1  olur. 
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(b)   olsun. O zaman (5.1) denkleminden 2 3x x   0

b b b b b b
0 2 3 1 0 2 2 1

1 b b b b b b
0 3 2 1 0 2 2 1

b b b b b b
1 1 2 0 1 2 0

2 b b b b b b
1 2 1 0 2 1 0

b b b b b
2 0 1 1 0 1

3 b b b b
2 1 0 1 1

x x x x a x x x x a
x 1

x x x x a x x x x a

x x x x a x x x a
x 1

x x x x a x x x a

x x x x a x x 1 a
x

x x x x a x

     

     

   

   

 

 

     
 

     

     
 

     

     
 

  





b
0

b b b b
3 1 0 2 0

4 b b b b
3 0 1 2 0

b b b
4 2 1 3

5 b b b
4 1 2 3

b b b
5 3 2 4

6 b b b
5 2 3 4

1
x 1 a

x x x x a x 2 a
x 1

x x x x a x 2 a

x x x x a 3 a
x 1

x x x x a 3 a

x x x x a 3 a
x 1

x x x x a 3 a

........................................................


  

    
  

    

   
  

   

   
  

   

....................

               (5.10) 

olur. Görüldüğü gibi    olması durumunda 2 3x x   0 i 1, 2,...  için  olur. ix 1

Tersine,  0  için  

1x                        (5.11) 

olduğunu kabul edelim. Lemmayı ispatlamak için 

1x n   ,  n 1                     (5.12) 

olduğunu göstermemiz gerekli.  

N 1  için                     (5.13) Nx 1

ve  

1 n N 1     için                    (5.14) nx 1

olduğunu varsayalım. 
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  
b b b

N 1 N 3 N 4 N 2
N N 1b b b

N 1 N 4 N 3 N 2

x x x x a
1 x x 1 x x 0

x x x x a
   

  
   

  
     

   N 3 N 4               (5.15) 

olur.  

 Eğer N 1x 1   ise (5.14) koşulu ile çelişir.  

 Eğer   ise  N 3 N 4x x

    
b b b

b bN 4 N 6 N 7 N 5
N 4 N 3 N 4 N 7 N 4 N 5b b b

N 4 N 7 N 6 N 5

x x x x a
x x x 1 x x 1 x a

x x x x a
   

     
   

  
       

  
0

0 1

 

olur.  olacağından   b b
N 7 N 4 N 5x x 1 x a      N 4x    olur ki bu da yine (5.14) koşulu ile 

çelişir. O zaman x 1 ’dir.  

Lemma 5.3.  n n 3
x




 (5.1) denkleminin x 1  pozitif denge noktasına eşit olmayan pozitif bir 

çözümü olsun. Buna göre aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(a)    için  n 1 n nx x x 1 0 , n    0

0(b)    için   n 1 n n 2 n 3x 1 x 1 x x 0 , n      

(c)    n 1 n n 3x 1 x 1 x 1 0 , n      3  

İspat.  

(a) (5.1) denkleminden 

   

b b b 2 b b b
n n 2 n 3 n 1 n n 3 n n 2 n n 1 n

n 1 n b b b
n n 3 n 2 n 1

b b
n n n 3 n 1

b b b
n n 3 n 2 n 1

x x x x a x x x x x x ax
x x

x x x x a

1 x a 1 x x x

x x x x a

     


  

 

  

      
 

  

     
  

             (5.16)  

Olur. Burada  ve   b b
n n 3 n 1a 1 x x x     

b b b
n n 3 n 2 n 1x x x x a        ifadeleri pozitif 

olduklarından 

  n 1 n nx x x 1   0  elde edilir. 
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(b) (5.1) denkleminden 

   

b b b b b b
n n 2 n 3 n 1 n n 3 n 2 n 1

n 1 b b b
n n 3 n 2 n 1

b 1 b 2 b 2 b 1
n n 2 n 3 n 2 n 2 n 3 n 2 n 3 n 3

b b b
n n 3 n 2 n 1

x x x x a x x x x a
x 1

x x x x a

x 1 x x x x x ... x x x

x x x x a

     


  

   
       

  

      
 

  

     


  

             (5.17) 

olur. Burada  p 1 p 2 p 2 p 1
n 2 n 2 n 3 n 2 n 3 n 3x x x ... x x x   
          ve  b b b

n n 3 n 2 n 1x x x x a      ifadeleri 

pozitif olduğundan    n 1 n n 2 n 3x 1 x 1 x x     0

3

 elde edilir. 

(c) (a) ve (b) şıklarından yararlanırsak,  

  n 2 n 3 n 3x x x 1 0 , n      ve    n 1 n n 2 n 3x 1 x 1 x x 0 , n   0    

0 0

3

1

 olur.  

Bu iki ifadeden,    elde edilir.  

olduğundan, 

    2

n 1 n n 2 n 3 n 3x 1 x 1 x x x 1         2

n 2 n 3x x  

   n 1 n n 3x 1 x 1 x 1 0 , n                       (5.18) 

olur.  

Lemma 5.4.  ise,  3 2 1 0x x x x      n n 3
x




 çözümü sonsuz terimli negatif bir yarı 

dönmeye sahiptir ve monoton olarak pozitif x 1  denge noktasına yakınsar. 

İspat.  ise, Lemma 5.3. (a) ve (b)’ye göre  için  3 2 1 0x x x x     1 3n  

      
      
      
      

1 0 2 3 1 1 0 0 0 1

2 1 1 2 2 2 1 1 1 2

3 2 0 1 3 3 2 2 2 3

4 3 1 0 4 4 3 3 3 4

x 1 x 1 x x 0 x 1 ; x x x 1 0 x x

x 1 x 1 x x 0 x 1 ; x x x 1 0 x x

x 1 x 1 x x 0 x 1 ; x x x 1 0 x x

x 1 x 1 x x 0 x 1 ; x x x 1 0 x x

...........................................

 

 



          

          

          

          

      n n 1 n 3 n 4 n n n 1 n 1 n 1

.................... ..................................................

x 1 x 1 x x 0 x 1 ; x x x 1 0 x x                n

  (5.19) 

elde edilir. (5.19) ’den kolaylıkla görüldüğü gibi  

0 1 n 1 nx x ... x x 1                                (5.20) 
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olur. Bu ifadeden    çözümünün sonsuz terimli negatif bir yarı dönmeye sahip olduğu 

ve monoton olarak pozitif 

n n 3
x





x 1  denge noktasına yakınsadığı görülür. 

Lemma 5.5.  n n 3
x




 (5.1) denkleminin denge noktasından küçük ya da eşit olmayan pozitif 

bir çözümü olsun. Uygun sayıda bazı ilk yarı dönmeler hariç aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(i) (5.1) denkleminin her pozitif yarı dönmesi dört, iki ya da bir terimden oluşur; 

(ii) (5.1) denkleminin her negatif yarı dönmesi üç, iki ya da bir terimden oluşur; 

(iii) (5.1) denkleminin pozitif ve negatif yarı dönmeleri 4 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2 ,1 , 3         

formundadır. 

Denklemin Kararlılığı 

Teorem 5.1.’e göre (5.1) denklemi x 1  denge noktasında yerel asimptotik kararlıdır. (5.1) 

denkleminin  denge noktasında global asimptotik kararlı olması için her pozitif  x 1 n n 3
x




 

çözümünün  iken  denge noktasına yakınsaması gerekir. Yani, n  x 1

nn
lim x x 1


                       (5.21) 

olmasıdır.  

(1) (5.1) denkleminin    çözümü xn n 3
x




1  denge noktasında salınımsız ise  

Lemma 5.2. ve Lemma 5.4’e göre ya x 1 ’dir ya da x 1  pozitif denge noktasına monoton 

olarak yakınsayan ve sonsuz sayıda terime sahip pozitif bir çözümdür.  Her iki durumda da 

(5.21) denklemi sağlanır.  

(2) (5.1) denkleminin    çözümü  n n 3
x




x 1  pozitif denge noktasında kesin salınımlı olsun. 

Lemma 5.5’e göre, (5.1) denkleminin pozitif ve negatif yarı dönmeleri 

 şeklindedir. Buna göre n4 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2 ,      1 , 3  0,1,...  için aşağıdaki diziyi elde ederiz: 

        t 15n t 15n 1 t 15n 2 t 15n 3 t 15n 4 t 15n 5 t 15n 6 t 15n 7 t 15n 8x , x , x , x , x , x , x , x , x
   

                

     t 15n 9 t 15n 10 t 15n 11 t 15n 12 t 15n 13 t 15n 14x , x , x , x , x , x
  

           

 ,


,

              (5.22) 

Buna göre, aşağıdaki ifadeler doğrudur:  

(a)  

 

t 15n t 15n 1 t 15n 2 t 15n 3 t 15n 7 t 15n 8 t 15n 10 t 15n 9x x x x , x x , x x                  

15n 14 t 15n 13 t 15n 12x x x      t
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(b)  

’dir. 

t 15n 3 t 15n 4 t 15n 4 t 15n 5 t 15n 5 t 15n 6 t 15n 6 t 15n 7x x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1,                 

t 15n 8 t 15n 9 t 15n 10 t 15n 11 t 15n 11 t 15n 12 t 15n 14 t 15n 15x 1 , x x 1 , x x 1 , x x 1                 



x

(a) Lemma 5.3. (a) ’dan yararlanırsak n 0,1,...  için 

   t 15n 1 t 15n t 15nx x x 1     0  ve t 15nx 1   olduğundan t 15n t 15n 1x x    ’dir.   

  0  ve t 15n 1 1    olduğundan  t 15n 2 t 15n 1 t 15n 1x x x 1       x t 15n 1 t 15n 2x x     ’dir.   

  0  ve 1    olduğundan  t 15n 3 t 15n 2 t 15n 2x x x 1       t 15n 2x t 15n 2 t 15n 3x x     ’dir.   

Buna göre, ’dir. t 15n t 15n 1 t 15n 2 t 15n 3x x x x        

  0  ve 1    olduğundan  t 15n 8 t 15n 7 t 15n 7x x x 1       t 15n 7x t 15n 7 t 15n 8x x     ’dir.   

  0  ve 1  t 15n 10 t 15n 9 t 15n 9x x x 1       t 15n 9x   olduğundan t 15n 10 t 15n 9x x     ’dir.   

  0  ve 1 t 15n 13 t 15n 12 t 15n 12x x x 1       t 15n 12x     olduğundan  ’dir.   t 15n 13 t 15n 12x x   

  0  ve 1 t 15n 14 t 15n 13 t 15n 13x x x 1       t 15n 13x     olduğundan  ’dir.   t 15n 14 t 15n 13x x   

Buna göre,  ’dir. t 15n 14 t 15n 13 t 15n 12x x x      

 (b) n  için 0,1,...

 

b b b
t 15n 3 t 15n 1 t 15n t 15n 2

t 15n 4 b b b
t 15n 3 t 15n t 15n 1 t 15n 2

b b b
t 15n 3 t 15n 1 t 15n t 15n 2

b 2 b b
t 15n t 15n 3 t 15n 3 t 15n 1 t 15n 3 t 15n 2 t 15n 3 t 15n 3

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a 1

x x x x x x ax x

      
 

      

      

              

  
 

  

  


  

 

 

b b b
t 15n 4 t 15n 2 t 15n 1 t 15n 3

t 15n 5 b b b
t 15n 4 t 15n 1 t 15n 2 t 15n 3

b b b
t 15n 4 t 15n 2 t 15n 1 t 15n 3

b 2 b b
t 15n 1 t 15n 4 t 15n 4 t 15n 2 t 15n 4 t 15n 3 t 15n 4 t 15n

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a 1

x x x x x x ax x

       
 

       

       

               

  
 

  

  


   4

 

 

b b b
t 15n 5 t 15n 3 t 15n 2 t 15n 4

t 15n 6 b b b
t 15n 5 t 15n 2 t 15n 3 t 15n 4

b b b
t 15n 5 t 15n 3 t 15n 2 t 15n 4

b 2 b b
t 15n 2 t 15n 5 t 15n 5 t 15n 3 t 15n 5 t 15n 4 t 15n 5 t 15n

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a 1

x x x x x x ax x

       
 

       

       

               

  
 

  

  


   5
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 

b b b
t 15n 6 t 15n 4 t 15n 3 t 15n 5

t 15n 7 b b b
t 15n 6 t 15n 3 t 15n 4 t 15n 5

b b b
t 15n 6 t 15n 4 t 15n 3 t 15n 5

b 2 b b
t 15n 3 t 15n 6 t 15n 6 t 15n 4 t 15n 6 t 15n 5 t 15n 6 t 15n

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a 1

x x x x x x ax x

       
 

       

       

               

  
 

  

  


   6

 

 

b b b
t 15n 8 t 15n 6 t 15n 5 t 15n 7

t 15n 9 b b b
t 15n 8 t 15n 5 t 15n 6 t 15n 7

b b b
t 15n 8 t 15n 6 t 15n 5 t 15n 7

b 2 b b
t 15n 5 t 15n 8 t 15n 8 t 15n 6 t 15n 8 t 15n 7 t 15n 8 t 15n

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a 1

x x x x x x ax x

       
 

       

       

               

  
 

  

  


   8

 

 

b b b
t 15n 10 t 15n 8 t 15n 7 t 15n 9

t 15n 11 b b b
t 15n 10 t 15n 7 t 15n 8 t 15n 9

b b b
t 15n 10 t 15n 8 t 15n 7 t 15n 9

b 2 b b
t 15n 7 t 15n 10 t 15n 10 t 15n 8 t 15n 10 t 15n 9 t 15n 10

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a

x x x x x x ax

       
 

       

       

             

  
 

  

  


   t 15n 10

1

x  

 

 

b b b
t 15n 11 t 15n 9 t 15n 8 t 15n 10

t 15n 12 b b b
t 15n 11 t 15n 8 t 15n 9 t 15n 10

b b b
t 15n 11 t 15n 9 t 15n 8 t 15n 10

b 2 b b
t 15n 8 t 15n 11 t 15n 11 t 15n 9 t 15n 11 t 15n 10 t 15n

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a

x x x x x x ax

       
 

       

       

            

  
 

  

  
   11 t 15n 11

1

x 




 

 

b b b
t 15n 14 t 15n 12 t 15n 11 t 15n 13

t 15n 15 b b b
t 15n 14 t 15n 11 t 15n 12 t 15n 13

b b b
t 15n 14 t 15n 12 t 15n 11 t 15n 13

b 2 b b
t 15n 11 t 15n 14 t 15n 14 t 15n 12 t 15n 14 t 15n 13

x x x x a
x

x x x x a

x x x x a

x x x x x x

       
 

       

       

           

  
 

  

  
  t 15n 14 t 15n 14

1

ax x   




 

elde edilir.  

(a) ve (b) eşitsizliklerinden yararlanırsak, 

t 15n 15 t 15n 11 t 15n 8
t 15n 14 t 15n 13 t 15n 12 t 15n 10 t 15n 9

t 15n 7 t 15n 5 t 15n 3 t 15n 2 t 15n 1 t 15n
t 15n 6 t 15n 4

1 1 1 1 1
x x

x x x x x

1 1
x x x x x x

x x

     
         

          
   

      

      

x 

           (5.23) 

olur. Denklem (5.23)’den kolaylıkla görüldüğü gibi   t 15n n 0
x


 

 dizisi azalan ve alttan 1 ile 

sınırlıdır.  
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





Bu yüzden  

t 15n 1n
lim x L

                      (5.24) 

limiti mevcut ve sonludur. Denklem (5.23)’e göre  

t 15n 15 t 15n 11 t 15n 8 t 15n 7
n n n n

t 15n 5 t 15n 3 t 15n 2 t 15n 1 1
n n n n

t 15n 14 t 15n 13 t 15n 12 t 15n 10
n n n n

t 15n
n

lim x lim x lim x lim x

lim x lim x lim x lim x L

lim x lim x lim x lim x

lim x

          

          

          



  

  

  

9 t 15n 6 t 15n 4
n n

1

1
lim x lim x

L     
  

                          (5.25) 

dir.   

b b b
t 15n 14 t 15n 12 t 15n 11 t 15n 13

t 15n 15 b b b
t 15n 14 t 15n 11 t 15n 12 t 15n 13

x x x x
x

x x x x
       

 
       

 


 
a

a




                (5.26) 

denkleminde her iki tarafın limitleri alınırsa 

   

b
1b b

1 1 1
1

b
1 b b

1 1 1

b b
1 1 1b 1 b 1 b

1 1

1
1 b 1

1

1 1 1
. L a

L L L
L

1 1 1
.L a

L L L

2 1 1
L aL L

L L L

2L 1
L 1 a 0

L

 



  


  

      

 
    

 

1

a                             (5.27) 

elde edilir. (5.27) denkleminde 
 1

b 1
1

2L 1
a

L 

 


 
 L 1 ifadesi her zaman pozitif olacağından 1   

elde edilir . Böylece (5.21) sağlanmış olur.
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6. n (2m 1)
n 1 k

n

x
x

x
 

     FARK DENKLEMİ 

Bu bölümde ise 

n (2m 1)
n 1 k

n

x
x , n 0,1,...

x
 

              (6.1) 

fark denklemini  

2m 1 2m 0x , x ,..., x R
    , ,m 0,1,...  0,  , ve  k 0,       (6.2) 

başlangıç koşulları altında inceleyeceğiz. (6.1) denkleminin denge noktası  

1 kg(x) x x                (6.3) 

fonksiyonunun bir köküdür.   

Lemma 6.1. (6.1) denklemini ele alalım. Buna göre aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(a)  ise, (6.1) denklemi k 1 x   1  denge noktasına sahiptir. 

(b) k  ise, (6.1) denklemi 1 x 1  denge noktasına sahiptir. 

İspat.  

(a)  ise, (6.3) denkleminden  k 1

 g x x 1 0 x 1                 (6.4) 

olduğu kolaylıkla görülür.  

(b) k  ise, iki durum söz konusudur: 1

      (i)  ise 0 k 1

(6.3) fonksiyonu  
1

k0, 1 k
  


  aralığında azalan ve  

1

k1 k ,
  
 

  aralığında ise artan bir 

fonksiyondur.  g 1 0    ve 
x
lim g(x)


   olduğundan g fonksiyonu x 1  olan bir denge 

noktasına sahiptir. 
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     (ii) 1  ise k

(6.3) fonksiyonu  0,  aralığında artan bir fonksiyondur.  g 1 0    ve 
x
lim g(x)


   

olduğundan g fonksiyonu x 1  olan bir denge noktasına sahiptir. 

Tanım 2.4.’e göre, 

  1
0 1 k

0

u
f u ,u

u
              (6.5) 

fonksiyonunu ele alalım. Buna göre, 

0 x k
0

1 x k
1

f k
P

u x

f 1
P

u x

 
 



 


           (6.6) 

olmak üzere (6.1) denkleminin x  denge noktasındaki lineerleştirilmiş denklemi  

n 1 n n (2m 1)k k

k 1
z z z

x x


              (6.7) 

ve karakteristik denklemi ise, 

2m 2 2m 1
k k

k 1
0

x x
      ’dır.         (6.8) 

Teorem 6.2. x  (6.1) denkleminin denge noktası olsun. 

(i) ,  

 
1 k

kk 1 k


               (6.9) 

koşulunu sağlıyorsa, x  denge noktası yerel asimptotik kararlıdır. 

(ii) ,  

 
1 k

kk 1 k


                       (6.10) 

koşulunu sağlıyorsa, x  denge noktası kararsızdır.  
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İspat. (i) Teorem 2.5.’e göre,  

   
1

k
0 1 k k k

k 1k 1
P P 1 1 k 1

x x x


         x                (6.11) 

koşulu sağlanırsa x  denge noktası yerel asimptotik kararlıdır. (6.9) koşulunun sağlandığını 

varsayalım.  

       

   

1 1 1 k 1

k k k k

1 1 k

k k

1
g 1 k 1 k 1 k 1 k 1

1 k

g 1 k k 1 k 0





                 

      
 



              (6.12) 

 ve  olduğundan, 
x
lim g(x)


   
1

kk 1 x   ’dir. (6.11) koşulu sağlandığından x  denge 

noktası yerel asimptotik kararlıdır. 

(ii) Teorem 2.6.’ya göre  
1

kk 1 x   koşulu sağlanırsa x  denge noktası kararsızdır. (6.10) 

koşulunun sağlandığını varsayalım.  

   
1 1 k

k kg 1 k k 1 k 0
      

 
                  (6.13) 

ve.  olduğundan, g(0) 0  
1

kx k 1  ’dır ve dolayısıyla x  denge noktası kararsızdır. 

Lemma 6.3.  ise, (6.1) denkleminin her  1  n n (2m 1)
x



 
 çözümü aşağıdaki eşitsizlikleri 

sağlar: 

 

 

 

n
n

02 m 1 n

n
n

12 m 1 n 1

n
n

2m 12 m 1 n 2m 1

1
x x , n 1, 2,...

1

1
x x , n 1, 2,...

1

.................................................................

1
x x , n 1, 2,...

1



 

  


     




     




     



                   (6.14) 
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Burada 
k

1
 


’dır. 

İspat.    için, n 0,1,... n (2m 1) n (2m 1)
n 1 k k

n

x x
x

x
  

       


 ’dır. 
k

1
 


 olarak alırsak  

n 1 n (2m 1)x x      

x

x

x

                   (6.15) 

elde edilir. Tümevarım yöntemi ile, 

1 (2m 1)

2 (2m 1) 1

(2m 1) 1 0

(2m 1) 2 1

(2m 1) 3 2

2
4(m 1) (2m 1) 1 0

4(m 1) 1 (2m 1

x x

x x

...............................

x x

x x

x x

...............................

x x x

x x

 

  

 

 

 

  

  

    

    

    

    

    

       

    

 

 

 

2
) 2 1

2
6(m 1) 1 2(m 1) 1 (2m 1)

2 3
6(m 1) 4(m 1) 0

2 3
6(m 1) 1 4(m 1) 1 1

x

...........................................................

x x 1

x x 1

x x 1

...................



    

 

   

  

        

        

        

.........................................................  
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 

 

 

n
n

2n(m 1) 02 n 1 (m 1)

n
n

2n(m 1) 1 12 n 1 (m 1) 1

n

2n(m 1) 2m 1 2 n 1 (m 1) 2m 1

1
x x x

1

1
x x x

1

............................................................................

1
x x

1

  

    

      


       




       




       


n

2m 1x 

               (6.16)

            

elde edilir.  

Teorem 6.4. x , (6.1) denkleminin denge noktası olsun. 
1

k1 k    ise, x  global asimptotik 

kararlıdır. 

İspat. k  olduğundan,  1

 
11 k
kkk 1 k k



                      (6.17) 

dir ve 
1

kk    olduğundan  
1 k

kk 1 k


    elde edilir. Teorem 6.2.(a)’dan x  denge noktası 

yerel asimptotik kararlıdır. 

 n n (2m 1)
x



 
 (6.1) denkleminin bir çözümü olsun. Lemma 6.3.’den    çözümünün 

sınırlı olduğunu biliyoruz.  

n n (2m 1)
x



 

nliminf x   ve                    (6.18) nlimsup x 

olarak tanımlayalım. Buna göre tüm  0,  ’lar için  

n 0x , n          n                    (6.19) 

koşulunu sağlayan bir  mevcuttur. Bu 0n 

   n 1 0k kx , n
     

        
     

n 1                (6.20) 

olduğunu gösterir. 
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   k k

     
        

     
’dir.                 (6.21) 

(6.21) eşitsizliğinde  giderse  0 

    

    

k k

k k k 1 k 1 k k k 1 k k k 1

k k 1 k k k k 1 k k

k 1 k 1 k k

  

 

 

 
        

 

             

          

       





                 (6.22) 

olur.  olduğundan    

k k
k 1 k 1   

  
 

                    (6.23) 

elde edilir.  


k k

k 1 k 2 k 2 k 1 k 1... k    
         

 
                 (6.24) 

’dir. Bu ise  kabulümüze aykırıdır. k k 

Teorem 6.5.  n n (2m 1)
x



 
 (6.1) denkleminin bir çözümü olsun.  

(i) 2m 1 2m 1 1x , x ,..., x x       ve 2m 2m 2 0x , x ,..., x x                   (6.25) 

ya da  

(ii) 2m 1 2m 1 1x , x ,..., x x       ve 2m 2m 2 0x , x ,..., x x                   (6.26) 

doğru ise,    çözümü n n (2m 1)
x



 
x  denge noktası civarında 1 uzunluğunda yarı dönme 

salınımına sahiptir. 

İspat. (6.1) denklemini ele alalım. 

(i) 2m 1 2m 1 1x , x ,..., x x       ve 2m 2m 2 0x , x ,..., x x     olduğunu varsayalım. O zaman  

 

 



 67

2m 1
1 k k k 1

0 0

2m
2 k k k 1

1 1

2m 1
3 k k k 1

2 2

2m 2
4 k k k 1

3 3

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

.............................................................

 





 


 


         

         

         

         

                 (6.27) 

elde edilir. Bu şekilde iterasyona devam edildiği taktirde salınımın aynı olacağı açıktır. 

(6.27) denkleminden (6.1) denklemi (6.25) koşulu altında  

1 2 3 4x x , x x , x x , x x ,...     şeklinde 1 uzunluğunda bir yarı dönme salınımına sahiptir. 

(ii) Aynı şekilde 2m 1 2m 1 1x , x ,..., x x       ve 2m 2m 2 0x , x ,..., x x     olsun. Buna göre, 

2m 1
1 k k k 1

0 0

2m
2 k k k 1

1 1

2m 1
3 k k k 1

2 2

2m 2
4 k k k 1

3 3

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

x x 1
x x

x x x

.............................................................

 





 


 


         

         

         

         

                 (6.28) 

elde edilir. Bu şekilde iterasyona devam edildiği taktirde salınımın aynı olacağı açıktır. 

(6.28) denkleminden (6.1) denklemi (6.26) koşulu altında  

1 2 3 4x x , x x , x x , x x ,...     şeklinde 1 uzunluğunda bir yarı dönme salınımına sahiptir. 

 



 68

Teorem 6.6.   olsun. (6.1) denkleminin iki periyotlu bir çözüme sahip olabilmesi için 

gerek ve yeter koşul  k  olmasıdır. 

1 

1

İspat. , 1   k 2,3,...  ve  

   , , , , , ,... , 1, 1                            (6.29) 

(6.1) denkleminin iki periyotlu bir çözümü olsun. Buna göre, 

k k
1 , 1

 
     

 
 ’dır.                   (6.30) 

Bu iki denklemden  

     
k k

k 1 k 1 k k

k k

             
   

  

               (6.31) 

elde edilir. 

  k 1 k 2 k 2 k 1... 1         k 2 k 3 k 3 k 2...                

denkleminde    olduğundan  

       
   k 1 k 2 k 3 2 k 2 k 2 k 3

1 1 ... 1 1

1 ... 1 ... 1     

                 

                     

k 1 k 2 k 3 2 k 2 k 1 1    


             (6.32) 

dir. (6.32) denkleminde  olduğundan  1 

       k 2 k 3 k 3 k 4 k 11 1 1 ... 1 ... 1 1 0                         ’dır. 

Yine  olduğundan 1 

     k 2 k 3 k 3 k 4 k 2 k 31 ... ... 1 ... 1 0                                    (6.33) 

bulunur.  ve  pozitif olduklarından (6.33) denklemi hiçbir zaman sıfıra eşit olmaz. Bu bir 

çelişkidir. Buna göre 

 

 k 2,3,... k  1 ’dir.
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7. SONUÇLAR 
 

Bu çalışmada, n n 2 n n 2
n 1 n 1

n n 2 n n 2

x y y x
x , y

1 x y 1 y x


 
 


 

 


 fark denklem sisteminin global asimptotik 

kararlı olduğu gösterildi ve yarı dönme analizi yapıldı. Daha sonra n 1
n 1 n 1

n 1 n 1

x1
x , y

y y


 
 

   

fark denklem sisteminin kararsız olduğu ve 6 periyotlu çözümlere sahip olduğu ispatlandı. 

Bundan başka, 
b b b

n n 2 n 3 n 1
n 1 b b b

n n 3 n 2 n 1

x x x x a
x

x x x x a
  


  

  


  
 rasyonel fark denklemi incelendi. Global 

asipmtotik kararlı olduğu ispatlandı. Ayrıca yarı dönme analizi yapıldı. Son olarak da 

n (2m 1)
n 1 k

n

x
x

x
 

     rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlı olması için gerek ve 

yeter koşulu saptandı. Yarı dönme analizi yapıldı.
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