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OZET

Bir lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiiniin bulunmasi homojen denklemin temel
¢Oziimlerinin belirlenmesine baglidir. Eger denklem sabit katsayili ise temel ¢dziimlerin elde
edilmesi sistematik islemlerle miimkiindiir. Degisken katsayili denklemlerin temel
¢oziimlerine ulagmak i¢in verilen bir fonksiyonun bir kuvvet serisi ile gosteriliminden
yararlanilir.

Bu tez c¢aligmasi alti béliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris olup, ikinci béliimde 6n
bilgiler ad1 altinda kuvvet serileri hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii boliimde bir adi nokta
civarinda seri ¢oziimii ele alinmistir. Burada katsayilari bagimsiz degiskenlere bagh
fonksiyonlar olan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri
incelenmistir. Dordiincii boliimde diizgiin tekil nokta tamimlanarak Euler denklemine yer
verilmistir. Euler denkleminin koklerinin gergel ve farkli, esit ve komleks eslenikli oldugu
durumlar ele alinmigtir. Besinci boliimde diizgiin tekil nokta civarindaki seri ¢éziimlerine yer
verilmis olup bu béliimde de bir 6nceki boliime benzer olarak indisel denklemin kdklerinin
durumlar1 ele alimmistir. Burada koklerin esit ve farklarinin tamsayr oldugu durumlar
incelenmigstir. Son olarak altinci béliimde ise Bessel denklemine yer verilmis, sirasiyla
sifirnc1 mertebeden, '2 -inci mertebeden ve birinci mertebeden Bessel denklemleri
incelenmistir.
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ABSTRACT

Finding the general solution of a linear differential equation depends on determining a
fundamental set of solutions of the homogeneous equation. It is possible to use a systematic
procedure for constructing fundamental solutions only if the equation has constant
coefficients. We can use power series expansions of a function to reach fundamental sets of
solutions of equations that have variable coefficients.

This thesis contains 6 sections. First section is named as introduction, second section is named
as preliminaries and it gives introduction of power series. We consider series solutions near an
ordinary point on the third section. Here we discuss the solution methods of second order
linear differential equations whose coefficiants are functions of the independent variables. On
the fourth section we define regular singular point and we discuss Euler equation. Then we
consider separetely the cases in which the roots are real and distinct, real but equal and
complex conjugates.

In fifth section, we discuss series solutions near a regular singular point and as preceding
section we consider the cases of the roots of indicial equation in which are equal or differ by a
positive integer.

Finally on the sixth section we consider Bessel equation and three special cases of Bessel
equation which are respectively Besssel equation of order zero, Bessel equation of order one-
half and Bessel equation of order one.
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1. GIiRiS

Bu tez caligmasinda, elemanter fonksiyonlar cinsinden ¢o6ziilemeyen degisken katsayili
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak ig¢in kuvvet serilerini kullanacagiz. Ana fikir
belirsiz katsayilar metoduna benzer olup burada amag verilen diferansiyel denklemin kuvvet

serisi agilim1 oldugunu kabul edip diferansiyel denklemi saglayan katsayilar1 belirlemektir.

Kuvvet serilerini kullanacagimiz i¢in analizde bilinen bazi 6zellikleri ikinci bolimde 6n
bilgiler adi altinda hatirlatilacaktir. Ugiincii boliimde bir adi nokta civarinda seri ¢oziimii ele
alinacaktir. Burada katsayilari bagimsiz degiskenlere bagli fonksiyonlar olan ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢dziim yontemleri incelenecektir. Dordiincii
bolimde diizgiin tekil nokta tammlanarak Euler denklemine yer verilecek ve Euler
denkleminin koklerinin gercel ve farkli, esit ve kompleks eslenikli oldugu durumlar ele
alinacaktir. Besinci boliimde diizgiin tekil nokta civarindaki seri ¢dziimlerine yer verilecek
olup bu béliimde de bir 6nceki boliime benzer olarak indisel denklemin koéklerinin durumlari
ele alinacaktir. Bunlar ise koklerin esit oldugu ve farklarinin tamsay1 oldugu durumlardir. Son
olarak altinci1 boliimde ise Bessel denklemine ve ti¢ 6zel durumuna yer verilecektir. Bunlar ise
strastyla sifirinct mertebeden, 2 -inci mertebeden ve birinci mertebeden Bessel denklemleri

olacaktir.



2. ON BILGILER

Bir kuvvet serisi,
o
n
:E:CL,(XT*'Xb)
n=0

bi¢imindedir. Burada a, (n=0,1,2,...) serinin katsayilar1 ,x, ise serinin yakinsaklik

merkezidir.

2.1 Kuvvet Serilerinin Baz1 Ozellikleri

1. Eger herhangi bir x i¢in lim Zan(x —-Xx,)" mevcut ise o halde Za” (x—x,)" kuvvet
m—xn"=0 n=0

serisi bu x noktasinda yakinsaktir denir. x=x, yakinsaklik merkezi noktasinda

kuvvet serisi daima yakinsaktir. Yine bu seri baz1 x’ler i¢in yakinsak ve bazi x’ler

i¢in de 1raksak olabilir.

2. Eger i‘an (x—x,)"

n=0

o0 o0
= Z \a, | |x = x, |" serisi yakinsak ise Z a,(x—x,)" serisine x
n=0 n=0

noktasinda mutlak yakinsaktir denir. Bir seri mutlak yakinsak ise bu serinin yakinsak

oldugu gosterilebilir. Fakat bunun tersi dogru olmayabilir.

3. Kuvvet serilerinin mutlak yakinsakligim1 gostermek igin oran testi kullanilir. Eger

a, # 0 ve herhangi bir x degeri igin

n+l

a,.i(x—=x)
a,(x—x,)"

anH

=|x—x0|L
a’l

=|x—x0|lim

n—»o

lim

n—w

ise 0 zaman kuvvet serisi |x—x,|L <1 oldugunda mutlak yakinsak ve |x—x,[L>1

oldugunda ise 1raksak olur. |x - x0| L =1 igin ise test sonugsuz olur.



Ornek 1. i W™ n(x-2)"

kuvvet serisinin hangi x degerleri i¢in yakinsadigini oran testini kullanarak gosterelim.

o (1)n+2(n+1)(x_2)n+l
T (1)n+ln(x_2)n

=|x—2|lim"7*' =|x—2|
n—»w

olup bdylece lx—2[ <1 ya da 1<x<3 i¢in mutlak yakinsak ve |x—2|>1 icin
1raksakt1r.‘x—2’=1 icin x degerleri x=1 ve x=3 olur.n — o iken serinin genel teriminin

limiti sifira yaklagsmadigindan bu degerlerde seri iraksaktir.

4. Eger ian (x—x,)" kuvvet serisi x =x, noktasinda yakinsak ise bu seri |x ~ x0| < |x] — X,
n=0

i¢cin mutlak yakinsak olur ve eger x =ux, igin wraksak ise |x—xo| > ]x, —x0] icin de raksak

olur.

5 ia,, (x -y )" kuvvet serisinin lx - xol < p i¢in yakinsak ,

sekilde bir p sayis1 varsa p ya bu serinin yakinsakhk yarigap: denir. Sadece x, noktasinda
yakinsak olan seriler igin p=0 , her x noktasinda yakinsak olan seriler i¢in p = olarak

tamimlanir. Eger p>0 ise bu durumda ’x—xo‘ < p araligma yakinsakhk arahg denir.

|x - xOI = p igin ise seri yakinsakta olabilir, iraksakta olabilir.

(x+1)
Ornek 2.
rne z_(; =

kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapini belirleyelim.

Oran testinden

e el

1
=—|x+1
n—>oo|(n+1)2n+l ( l)n 2|X+ |

2 soapsl




olup seri |x+1| <2 i¢in mutlak yakinsak (yani -3 <x <1 i¢in) ve ]x+1| > 2 ig¢in wraksaktir.

Bu serinin yakinsaklik yarigapt p =2 ’dir. Son olarak araligin u¢ noktalar1 i¢in yakinsakligi

inceleyelim.

ey g :
x =1 noktasinda serimiz Z— harmonik seri olup, 1raksaktir.
n=1 N

x = -3 noktasinda ise serimiz Z (_32+n D = Z G olur ve bu seri yakinsaktir ancak mutlak
n=l1 n n=1 n

yakinsak degildir. Ozetle, verilen kuvvet serisi —3<x <1 igin yakinsak, diger durumlarda

raksak , -3 < x <1 i¢in mutlak yakinsak olur ve yakinsaklik yarigap: 2’dir.

6. Eger ia" (x=x,)" ve ibn (x—x,)" kuvvet serileri aym bir |x—x,|<p arahgnda
n=0 n=0

yakinsak iseler ( p> O) bu seriler terim terim toplanip ¢ikarilabilirler. Birinci seri f (x) ‘e ve

ikinci seri de g(x)’e yakinstyor olsun. Bu durumda

F(x)*g(x) =D (a, £8,)(x—x,)

n=0

dir. Bu seriler yine garpilabilirler;
(#))= ()¢~ S (x-n) || St |- T (5

olup burada ¢, =ayb, +ab, , ++--+a,b, dir. Olusan seri |x—x,| < p arahginda yakinsar.

Ayrica, g(x) # 0ise seriler boliinebilir; Boliim ifadesi yine

PACIIR ik
20~ 2 )

seklinde bir kuvvet serisi olur. Cogu kez d, katsayisi asagidaki esitlik ile kolayca

hesaplanabilir:

S a,(-x) =[id"<x—xo)"][)fbn(x—xo)"]=i(idkb"_k )(x—xor
n=0 n=0 n=0

n=0 \ k=0

Bolme islemi ile olugan son seride yakinsaklik yarigap: p *dan kiigiik olabilir.



;3 ian (x—x,)" kuvvet serisi |x—x,|<p i¢in yakinsak ve f(x)’e yakinsiyorsa f(x),

n=0
|x—x0‘ < p araliginda siirekli ve tiirevlenebilirdir. Ayrica , f”, f”,... tiirevleri serinin terim

terim tiirevi alinarak elde edilir. Yani

f(x)=a +2a,(x~x,)+-+na,(x—x,)"" +---=ina,,(x—xo)"_l

f(x)=2a, +6a3(x—xo)+---+n(n—l)a,,(x—xo)"—2 +---=Zw:n(n—l)an(x—xo)"_2

olup her bir seri |x — x0| < p i¢in mutlak yakinsaktir.

(n) w £(n)
8. a, degeri a, =f—('x0) ile bulunur. ZL@(X*&))" serisi f(x) fonksiyonunun
n! ol

x = x, komsulugundaki Taylor serisi olarak adlandirilir.

9. Eger her x, merkezli agik aralifindaki x’ler i¢in ia,, (x-x,)" = ibn (x—x,)" ise o

n=0 n=0

zaman n=0,1,2,... igin a, =b, olur. Ozel olarak her bdyle x i¢in Y a,(x-x,)" =0 ise
n=0

a,=0,..=a,=...=0 ‘dir.

var ve bu komsuluktaki her x i¢in bu seri f(x) e yakinsiyorsa f(x)’e x, noktasinda

analitiktir denir. Polinom fonksiyonlar1 her noktada analitiktir. Rasyonel fonksiyonlar payday:



b e = X : - . T
sifir kilan noktalar disinda analitiktirler. Ornegin , sinx ve e¢* her yerde analitik , — ise
x

x =0 haricinde analitik ve tan x 5 "nin tek katlar1 harig¢ analitiktir.

Toplamda Indis Degisimi

Sonsuz seri toplamindaki indis, tipki belirli integralde ki degisken degisimi gibi bir takma

parametredir. Yani, toplamin indisinde hangi harfin kullamldig1 6nemsizdir. Ornegin,

n=0 n! Jj=0 J!

S
Z =

Tipki belirli integralde integrasyon degiskeninde yapilan degisiklikler gibi, diferansiyel
denklemin seri ¢oziimlerini hesaplarken toplamdaki indisleri degistirmek de kullanighdir.

Birka¢ 6rnekle bu islemi nasil yaptigimizi gosterelim.

Ornek 3. Z a,x" serisini ilk terimi » =0 ’dan baglayan bir seri haline getirelim.

n=2
m=n-2 olsun; bu durumda n=m+2 olurve m=0 ’a n=2 Kkarsilik gelir. Bylece

o

Zanxn = i am+2xm+2 (2'1)
m=0

n=2

olur. Bu serilerin ilk birka¢ terimini agarsak tam olarak ayni terimleri i¢erdiklerini goriiriiz.

Son olarak, (2.1) denkleminin sag tarafindaki seride, takma indis m , » ile degistirilirse;

2 axt= g g 22)
n=2 n=0

olur. Sonugta, indisi sifir ile degistirdik ve saymaya orjinalden iki seviye yiiksekten
baglayarak dengeledik.

Ornek 4. > (n+2)(n+1a,(x—x,)"" (2.3)

n=2



serisini genel terimi (x—x,)" olan bir seri seklinde yazalim.

Yine , n yerine n+2 koyarak indisi degistiriyoruz ve 2 asagidan saymaya basliyoruz. Bu

durumda,
i(n +4)(n+3)a,,,(x—x,)" (2.4)

elde edilir. (2.3) ve (2.4) serilerinin terimlerinin tamamen ayn1 oldugu kolayca dogrulanabilir.

Ornek 5. x*) (r+n)a,x""" 2.5

n=o0

r+n o

ifadesini genel terimi x""" yi i¢eren bir seri seklinde yazalim.

[lk olarak, x’yi toplamin igine atalim, boylece

i (r +n)a,x""" (2.6)

n=o0

elde edilir. Daha sonra, indisi 1 azaltalim ve saymaya 1 yiiksekten baslayalim. Boylece

0 0

D (r+max" = (r+n-1a, x"*" 2.7)

n=o n=1

olur. Yine, (2.7) denkleminde serilerin 6zdes ve her iki serinin (2.5) ifadesi ile ayn1 oldugu

kolayca dogrulanabilir.

Ornek 6. Herx igin

i hax" = i a,x" (2.8)
n=1 n=0

oldugunu farz edelim ve bunun a, kaysayilari i¢in ne anlama geldigini bulalim.

Iki serideki uygun katsayilari hesaplamak igin 6zellik 9’u kullanalim. Bunu yapmak igin,
oncelikle (2.8) denklemini yeniden yazmamiz gerekir ki boylece genel terimlerinde aym x
kuvvetlerini gostersinler. Ornegin, (2.8) denkleminin soldaki serisinde, » yerine n+1 yazip 1

asagidan saymaya baglanz. Boylece (2.8) denklemi,



S (n+1)a, ¥ =3 ax (2.9)
n=0 n=0

sekline gelir. Ozellik 9’a gore asagidaki sonuca variriz:

iR+la . .=a , 1=0,1,23,..

n+l — “n
ya da (2.10)
R 0.1,2.3,.
n+l1

Boylece, (2.10) denkleminde ardisik » degerlerini secerek,

i o R )

5 3 -at

a == n=123,.. @2.11)

seklinde ifade edilir. Boylece (2.8) bagintis1 asagidaki a, teriminin tiim katsayilarin1 belirler.

Sonug olarak , (2.11) denklemi ile verilen katsayilari kullanarak

0

) xn

§ : N 2 : 242 x
a,,x = ao —' —aoe

n=0 n=0 M-

elde edilir. (0!=1 oldugu g6z 6niine alind1)

2.1.2 Coziimlii Ornekler

1. z 2"x" serisinin yakinsaklik araligin1 ve yakinsaklik yarigapini bulunuz.

n=0

q. =2

n

n+l

= ’=2=L e S

lim

n—w 2

N | =

=
L

Buna gore |x| < % ise seri yakinsak , [x| > % ise seri 1raksak olur.



1
x =— olsun.
2

o

i e i 4 (%] = Zl => seri 1raksaktir
n=0 n=0

n=0

1
x =—— olsun.
2

Zz" : Zz"(——) Z( 1)" = seri iraksaktir

O halde yakinsaklik yarigapt R =% , yakinsaklik arahigi (-—21,%) "dir.

2. i , ( 1) serisinin yakinsaklik araligin1 ve yakinsaklik yarigapini bulunuz.
n 3" (n+
PSS L IR
5"(n+1)’
9= 2
T 1m——(n+1) 52=liml(n+l)2=l=L — R=l=5
n—»o a n—-)ws"*l(n_l_z) "—”"S(n+2) 5 i

> Sise seri 1raksak olur. |x| =5 i¢in siipheli hal vardir.

Buna gore |x| <5 ise seri yakinsak ,

x =35 olsun:

@

N X 2 S 1
= seri yakinsaktir.
nz=,:5"(n+1)2 215 "(n+1)’ ,,Z_,(nﬂ)2 £

i . . 3 i ( 5) Z( 1) = seri yakinsaktir.

n=l 9 (n+1) na1 3" (n+l) = (n+1)

O halde yakinsaklik yarigapt R =5 , yakinsaklik araligi [-5,5] dir.
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: 8 Z n!x" serisinin yakinsaklik araligim1 ve yakinsaklik yarigapini bulunuz.

n=|

a,=n!
n+1)!
lim |21 | = limu = lim(n+1) = = x=0 disindaki tim x degerleri igin seri
n—w a” n—w n. n—»w
raksaktir.

2n

4.ix

' serisinin yakinsaklik araligin1 ve yakinsaklik yarigapini bulunuz.
n=0 N:

1
a,=— ve
n!
Y e ! T | e = e
lim | = lim =lim—— =0 olup seri tiim x degerleri i¢in yakinsaktir.
n—wm an n—>wo (n+1)l n-o p 41

5. Asagidaki problemlerde verilen fonksiyonlarin verilen x, komsulugunda Taylor serilerini

belirleyiniz ve serilerin yakinsaklik yarigaplarini bulunuz.

f@=e,f"(x)=¢,f"x)=¢, -, fP@)=¢ = fP0)=¢"=1
© ('l) )

f0=3 L -0y F v
n=0 .

n=0 n!

1 : > n! s A 3 ReaTr
a,=— = lim =lim —=0 = sen tim x degerleri igin

st ' =1lim
n! ol g | mow(p4l)! e p+]

yakinsaktir.
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f@=01-x)" ,f"®=201-x)", - [P0 =n(1-x)"" = fO0)=n
o ¢(n) ©
Jf(x)= Z%(xw)" =5 o

Bu seri |x| <1 igin yakinsaktir.

x=] = Z(l)" = seri raksaktir
n=0

x=-1= Z(—l)" = seri raksaktir

n=0

Bu durumda yakinsaklik arahig (—1,1) *dir.

6. Asagidaki problemlerin dogruluklarini gésteriniz.

B Ya,(-1)" =Y, (x-1)

Za" (x —1)"+| serisinde n yerine n+1yazarsak(yani indis degisimi) ;
n=0

0

a, (x-1)""= 3 a, ,(x—1)" elde edilir.
1 n-1

n-1=0 n=1

o0 o0
b) Zak+1x" +iakx"“ =q +Z(a,r+1 +a,,)x*
k=0 k=0

k=1

Birinci seride ilk terimi agip daha sonra ikinci seride & yerine k+1 (yani indis degisimi)

yazalim.

o o0 o0 o0 o0

k o T k koo k

a, +Zak+|x + Z a2 =n +Zak+,x +Zak_,x =a +Z(ak+, +a,,)x
k=1 k-1=0 k=1 k=1 k=1
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3. ADi NOKTA KOMSULUGUNDA SERi COZUMU
3.1 L.LKisim

Burada katsayilar1 bagimsiz degiskenlere bagli fonksiyonlar olan ikinci mertebeden lineer
diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yo6ntemlerini inceleyecegiz. Bu bdliimde bagimsiz

degiskenleri x ile gosterecegiz. Homojen denklemi

dzy

M a

+0() %+ Ry =0 G.1)

seklinde gostermek yeterlidir. Ciinkii yontem homojen olmayan denklemlerin yontemi ile
benzerdir. Matematiksel fizikteki bir¢ok problemde (3.1) denklemindeki gibi polinom

katsayilari vardir. Ornegin,
Bessel denklemi ; x%y"+x)'+(x>—v*)y=0, v sabit
Legendre denklemi ; (1-x*))"—2xy'+a(a+1)y=0, a sabit

Bu sebepten, cebirsel hesaplamay: basitlestirmek i¢in P,Q ve R 'nin polinom oldugu durumu
ele aliyoruz. Bununla beraber, ¢6ziim yontemi P,Q ve R genel analitik fonksiyonlar iken de
gecerlidir.

P,Q ve R fonksiyonlarinin polinom oldugunu ve ortak ¢arpanlarinin olmadigin1 varsayalim.
Ayrica (3.1) denkleminin birx, noktas: komsulugundaki ¢6ziimiinii bulmak isteyelim. x,
noktasini igeren bir aralikta (3.1) denkleminin ¢oziimii bu aralikta P nin davramsi ile
iligkilidir.

P(x,)# 0 olacak sekilde bir x, noktas: adi nokta olarak adlandirilir. P siirekli oldugundan
P(x)’ in asla sifir olmadig1 x, civarinda bir aralik vardir. Bu aralik da (3.1) denklemini

P(x)’e bolerek

V'+p(x)y' +q(x)y=0 (32)

elde edilebilir. Burada p(x)=Q(x)/P(x) ve q(x)=R(x)/P(x) siirekli fonksiyonlardir.

Boylece varlik ve teklik teoremine gore, bu aralik da (3.1) denkleminin bir tek ¢éziimii vardir
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ve bu ¢oziim y, vey, keyfi degerleri i¢in y(x,) =y, ,y(x,) =y, baslangic kosullarini
saglar.

Diger taraftan, eger P(x,)=0 ise o zaman x, (3.1) denkleminin tekil noktas1 olarak
adlandinlir. Bu durumda QO(x,) ve R(x,)’dan en az biri sifirdan farklidir. Bu nedenle, (3.2)

denklemindeki p ve g katsayilarindan en az biri x — x,iken sinirsiz olur ve bylece varlik ve

teklik teoremi bu durumda kullanilamaz.

(3.1) denklemini x, adi noktas1 komsulugunda ¢6zmeyi ele alahm. Coziimleri
y=a,+a(x—x,)++a,(x—x)) +:-= Za”(x—xo)" (3.3)
n=0

formunda ariyoruz ve serinin ]x—x0| < p,p >0 araliginda yakinsak oldugunu varsayiyoruz.

Her ne kadar ilk bakista kuvvet serisi formunda bir ¢6ziim aramak pek ¢ekici gelmese de,
aslinda bu yontem ¢6ziim igin uygun ve kullamighdir. Yakinsaklik araliklar iginde, kuvvet
serileri polinomlara ¢ok benzer davranirlar ve hem analitik olarak hem de niimerik olarak
kolayca kullanilabilirler. Gergekten, iissel veya trigonometrik fonksiyonlar gibi temel
fonksiyonlar cinsinden bir ¢6ziim elde edebilsek de yinede onlar1 niimerik olarak ele almak ya
da grafiklerini ¢izmek igin kuvvet serisi ya da esdeger bir ifadeye ihtiyacimiz vardir. a,
katsayilarin1 belirlemenin en pratik yolu (3.3) serisini ve tiirevlerini (yani y,)" vey") (3.1)

denkleminde yerlerine koymaktir. Asagidaki drnek ile bu agamay1 gosterelim.

Ornek1. y"+y=0, —00 < X < (3.4)

denkleminin seri ¢oziimiinii bulunuz.

Bu sabit katsayili denklemin genel ¢6ziimii
y=a,cosx+a,sinx

seklindedir. sinx ve cosx lineer bagimsiz ¢oziimlerdir. Bu ¢dziimii kuvvet serisi kullanarak
elde edebiliriz. (3.4) denklemi igin , P(x)=1,0(x)=0 ve R(x)=1 dir; boylece her nokta bir

adi noktadir. Kuvvet serisinin ¢dziimiinii x, = 0 adi noktas1 komgulugunda arayacagiz,

o0
n

. 2 3
Yy=a,+ax+a,x +---+anx"+---—2ax (3.5)

n
n=0
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ve serinin |x| < p araliginda yakinsak oldugunu farz edelim.

y' =D nax"" (3.6)
n=l1

y"=j§n(n—1ﬁ%x“2 (3.7)
n=2

olur. (3.5) ve (3.7) serileri (3.4) denkleminde yerlerine yazilirsa

in(n—l)a,,x”‘2 +ia,,x" =0
n=0

n=2

elde edilir. ilk toplamda indisi » yerine n+ 2 yazarak degistirirsek

i(n+2)(n+l)an+2x" +ianx" =0

n=0 n=0

S {(n+2)(n+1)a,, +a,}x" =0

n=0

elde edilir. Bu denklemin her x noktasinda saglanmasi i¢in x ’in tiim kuvvetlerinin katsayilar

sifir olmalhidir; boylece

(n+2)(n+1)a

n+2

+a,=0,n=0,12.. (3.8)

elde edilir. (3.8) denklemi tekrarh bagmti olarak adlandirilir. Ardigik katsayilar tekrarli
bagintida 6nce n=0sonra n=1,2,3,... seklinde yazilarak teker teker hesaplanir. Bu drnekte,
(3.8) denklemindeki katsayilar bir 6ncekinin 2 fazlas1 seklindedir. Boylece ¢ift katsayilar

(ay,a,,a,,....) ve tek katsayilar ( a,,a;,a;,....) ayrn ayn belirlenir. Cift katsayilar igin baginti;

a __a e a,

a, =——=—— = - = —
BT R e TSR 55 - B

olur. Sonug olarak, eger » = 2k ise 0 zaman

B
a,=a,, =——ay,k=12,3,--- (3.9)
(2k)!
olur. (3.9) denklemini tiimevarim ile ispatlayabiliriz. Ik olarak denklemin k =1 igin dogru
oldugunu gorelim. Daha sonra, k keyfi degeri igin dogru oldugunu farz edelim ve & +1

durumunu ele alalim. Boylece



15

T A i -~ S i, e, bk ik
T (2k+2)(2k+1) (2k+2)(2k+1)2k)! 0 (2k+2)! i

elde edilir. Boylece (3.9) denklemi & +1 igin de dogru olur. Bunun sonucunda (3.9) denklemi

tim & pozitif degerleri i¢in dogru olur.

Benzer olarak tek katsayilar igin;

e T e 54 7 e
yada n=2k+1 igin
( ) a.k=1%3 (3.10)

h = Qg = Qk+1)! a,

olur. Bu katsayilar1 (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak,

y=4q, +a,x—&x2—ﬂx3+&x"+ﬂx5+...+(_l) a, x2n+ (_1) q, x2n+l+
9o 8 g (2n)! Q2n+1)!
L 2n I
y aO l—lx + — 1 x4_..._(_)_x2”+... +al x_lx:;_*_lxs ( ) 2n+l+
200 4 (2n)! 3-8 (2n+1)’

02(2 ), lz(2n+l)’ e (3.11)

elde edilir. Boylece (3.4) denkleminin iki seri ¢dziimiinii elde etmis oluruz. Oran testini
kullanarak (3.11) denklemindeki her iki serinin de her x igin yakinsak oldugunu gérmek
kolaydir. Gergekten, ilk serinin x=0’da ki cosx i¢in Taylor agilimi ikinci serinin ise
x=0’da ki sinx igin Taylor ag¢ilimi oldugu goriiliiyor. Boylece y=aq,cosx+a,sinx
¢oziimii elde edilir.

Goriildugii gibi a, ve a, tzerinde hicbir kosul yoktur; bdylece bunlar keyfi olur.
y(0) ve y'(0) baslangig kosullari keyfi segilebildigine gore 6zel bir baslangig kosulu
belirtilmedik¢e a, ve g, de keyfi olmalidir.

Sekil 3.1.1 ve 3.1.2, (3.11) denklemindeki kismi toplamlar serisinin cosx ve sinx

fonksiyonlarina nasil yaklastigini gosterir. Terim sayisi arttikga aralik tizerindeki yaklagimda

o kadar diizgiin olur. Buna ragmen, daha az terimli bir kuvvet serisi x = 0 baslangi¢c noktasi
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komsulugunda ¢6ziimiin sadece yerel bir yaklagimini saglar; daha biiyiik |x| igin uygun bir

¢Oziimii temsil etmez.

SEKIL 3.1.1 cosx ’e polinom yaklagimi. » degerleri polinom yaklasim dereceleridir.

SEKIL 3.1.2 sinx’e pohnom yaklagimi. n degerleri polinom yaklasim dereceleridir.

Omek 1°de cosx ve sinx fonksiyonlarmm (3.4) denkleminin temel ¢oziim kiimesi oldugu
 biliniyordu, Bununla beraber seri metodunu kullanarak da bu Sziimler bulunsbilir ve yine-

%

5o T R e S A L
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(3.11) ¢oziimii elde edilirdi. (3.4) diferansiyel denklemi karsimiza ¢ok sik ¢iktigindan (3.11)

denklemindeki iki ¢oziime 6zel isimler verebiliriz, 6rnegin

0

_1 2n+]
“”%Ezn ¥ Z 2n+1)'

olabilir. Sonrada bu fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyebiliriz, 6rnegin,
c(0)=1, s(0)=0, c(—x)=c(x) ves(—x)=-s(x)
Ayrica, s'(x)=c(x), ¢'(x)=-s(x) oldugu kolayca gosterilebilir.

Bundan bagka, sonsuz serileri hesaplayarak c¢(x) ve s(x) fonksiyonlarinin kosiniis ve siniis

fonksiyonlarinin tiim cebirsel ve analitik ©zelliklerine sahip oldugunu gosterebiliriz. Bu

fonksiyonlarin belli bir ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin kesin ¢oziimii olarak
tanimlanabilir olmasi ¢ok ilgingtir. Ozetle, sinx fonksiyonu y”"+y =0, y(O) =0, y'(O) =1
baslangi¢ deger probleminin tek c¢oziimii olarak tamimlanabilir; benzer sekilde, cosx
fonksiyonu y"+y=0, y(0)=1, y'(0)=0 baslangi¢ deger problemin tek ¢dziimii olarak

belirlenebilir. Matematiksel fizikte onemli birgok fonksiyon belli bir baglangic deger
probleminin ¢6ziimii olarak g6z Oniine alinabilir. Bu fonksiyonlarin ¢ogu i¢in onlara

yaklasmanin daha basit ya da temel bir yolu yoktur.

Ornek2. y"—xy=0,—0<x< (3.12)

Airy denkleminin X’in kuvvetlerine gore olan seri ¢éziimii bulunuz.

Bu denklem igin P(x)=1,0(x) =0 ve R(x) = —xdir; bdylece her nokta adi noktadr.
y=>as" (3.13)
n=0

olsun ve bu seri |x| < parahiginda yakinsar. )" i¢in seri (3.7) denkleminde verilmisti; bir

Onceki ornekte agiklandig: gibi,

e Z(n+2)(n+1) a,,x" (3.14)

yazabiliriz. (3.13) ve (3.14) serilerini (3.12) denkleminde y ve y” yerlerine yazarak,
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i(n+2)(n+l)a,,+2x" ® xianx” = i:a,,x"+l (3.15)
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Daha sonra, sag taraftaki seride » yerine n—1 yazilarak indis degisimi yapip ve

toplamlar1 0 yerine 1 den baglatirsak,

2.1.a, +i(n+2)(n+ a2 = ian_,x"

n=l1 n=l1

elde edilir. Tekrar, bu denklemin herx noktasinda saglanmasi i¢in x’in kuvvetlerinin

katsayilarinin esit olmasi gerekir; boylece a, =0 olur ve asagidaki tekrarl bagint1 elde edilir.

(n+2)(n+1)a,,, =a,, , 1o B 5 BE (3.16)

Buna gore katsayilar iger atlayarak belirtilmektedir. a,a,,q,,--- ve a,,a,,a,,--- gibi a, =0

oldugundan a; = a, = a,, =...=0 olur. Bu katsayilar1 bulalim.

a a
ol 3
a=—-,a

L a, a a,
52 65 teSNi2)

=98 (98)(65)(2)

Ay

Buna gore formiil,

a, = % , n>4
23.56....3n-1)(3n)

olur.

q q,
g T e
3.4.6.7.9.10

b

olur ve genel olarak,

a,, = ol ,n=4
3.4.6.7....3n)(3n+1)

olur. Bdylece Airy denkleminin genel ¢oziimii;

x3 x6 x3n
y=a,|1+—+ DL +-e
23 3338 2.3...3n—-1)(3n)

x4 x7 x3n+l
+a | x+—+ +oeet e (3.17)
: 34 346.7 3.4..3n)(3n+1)
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olur. Bu iki seri ¢6ziimiinii elde ettiimize gore, simdi onlarin yakinsakliklarini arastirabiliriz.
(3.17) serisinde paydalardaki terimlerin hizhi artis1 sebebiyle serilerin genis bir yakinsaklik
yarigapina sahip olmasini bekleyebiliriz. Gergekten, oran testi ile her iki serinin de her x i¢in

yakinsadig1 goriilebilir. Herx i¢in serinin yakinsak oldugunu kabul edelim.(3.17)

denkleminde birinci paranteze y, (x), ikinci parantez igine y, (x) dersek ve ilk olarak a, =1,
a, =0 ve sonrada a,=0, a, =1 olarak secersek y, vey, nin (3.12) denkleminin ¢6ziimleri
oldugunu goriiriiz. Dikkat edilirse y, .y, (O) =1 ve y (0) =0 baslangi¢ kosullarin1 saglar ve
¥,» »,(0)=0 ve »,(0)=1 baslangi¢ kosullarim saglar. O halde W (y,,»,)(0)=1#0 olup

¥, ve y, lineer bagimsizdir. Boylece Airy denkleminin genel ¢6ziimii
y=ayy,(x)+ay,(x), —®©<x<o©

olur.

Sekil 3.1.3 ve 3.1.4 de, sirasiyla, Airy denkleminin y, ve y,¢o6ziimlerinin grafikleri ve de
(3.17) denklemindeki iki serinin birgok kismi toplamlarinin grafikleri gosteriliyor. Kismi
toplamlar orijin komsulugunda ¢oziime yerel yaklagimlar saglar. Yaklagimin Kkalitesi
terimlerin sayist arttikga gelisiyor olsa da, higbir polinom biiyiik |x|’ler igin y, ve y,’yi
yeteri kadar temsil etmez.

Uygun dogruluk da verilen kismi toplamdaki aralig:1 ifade etmenin en pratik yolu kismi

toplama bir terim daha eklenerek, bu kismi toplammn ve bir sonrakinin grafiklerini

kargilagtirmaktir.
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SEKIL 3.1.3 Airy denkleminin y,(x) ¢dziimiiniin polinom yaklagimlari. n degerleri polinom
yaklagim dereceleridir.

Grafikler goriinebilir sekilde ayrilmaya basladiginda, asil kismi toplamin artik kesin
olmadigina emin olabiliriz. Ornegin, sekil 3.1.3 deki n=24 ve n=27 igin x=-9/2
civarinda ayrilmaya baslar. Boylece, bu noktanin diginda, 24 iincii derecedeki kismi toplam
¢oziime yaklagim olarak etkisiz kalir.
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Buradan y, ve y,’nin her ikisi de x > 0i¢in monoton ve x <0 igin saliniml oldugu goriiliir.

Salinim diizgiin olmadig: halde genlikteki bozulma ve orijinden uzaklik¢a da frekanstaki artis

sekillerden agikga goriiliir. Ornek 1’in aksine, Airy denkleminin y, ve y, ¢oziimleri analizde

kargilagilan temel fonksiyonlar degildir.

Ornek 3. Airy denkleminin (x —1)’in kuvvetlerine gore seri ¢oziimiinii bulalim.

x =1 noktas1 (3.12) denklemi i¢in bir adi noktadir, bu yiizden ¢6ziimii
y=>Y a,(x-1)

n=0
formunda arayalim ve serinin 'x - 1’ < paraliginda yakinsadigim varsayalim.

y = ina,, (x - 1)"_l = i(n + l)a,m (x —1)"
n=1 n=0

y'= in(n—l)a,, (x-1)"" = i:(n+2)(n+1)am2 (x-1)"

n=0

y vey" (12) denkleminde yerlerine yazilirsa,

i(n+2)(n+l)an+2 (x-1)" = xia" (x-1)" (3.18)
n=0 n=0
elde edilir.

Katsayilar1 esitleyebilmek i¢in x=1+(x—1) yazmaliyiz. Goriildiigii gibi bu da x=1 de

Taylor serisidir. Boylece (3.18) denklemi

3 (n+2)(n+1)ay,, (x-1) =[1+ -] 3 q, (x-1)’

=Ya, (x-1) +3a, (x-1)™
n=0 n=0

sekline doniisiir. Sag taraftaki ikinci serinin toplam indisini degistirirsek,

o

> (n+2)(n+1)a,,(x-1)" = ia,, (x-1)" +ia"_] (x-1)

n=0
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olur. (x—1) katsayilarim1 hesaplarsak,

2a, =a,
(3.2)a, =a, +a,
(4.3)a, =a, +q,
(54)a,=a,+a,

elde edilir. Genel baginti ise,
(n+2)(n+l)a,,=a,+a,,, n21 (3.19)

olur. Ilk birkag katsayiy1 ¢ozersek,

a,=2,0=21% 4=-5,5_%,9 ,_%5,%_%, G
2 6 6 12 12348 12 .20 30 120
olur. Boylece
2 3 4 5
y=a0[1+("’1) e (o i +}
2 6 24 30
3 4 5
+a.{(x—1)+(x_1) +(x_1) +(x_1) +} (3.20)
6 12 120

elde edilir. Genelde tekrarli bagintinin ikiden fazla terimi oldugunda ,(3.19) denklemindeki

gibi, g, formiilinin g, ve @, terimlerinde belirlenmesi olduk¢a zordur. Bu formiildeki
eksiklikle, (3.20) denklemindeki iki serinin yakinsakliginm1 oran testi gibi direk bir metotla
arayamayiz. Buna ragmen, ileride gorecegimiz gibi a,i¢in formiil bilinmese de (3.20)
denklemindeki serilerin her x i¢in yakinsadigim gérmek miimkiindiir. Dahas1, y, ve y,olarak

tanimlanan bu fonksiyonlar (3.12) Airy denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleridir. Yani, Airy

denkleminin genel ¢6ziimii
Y=ayy;(x)+a,y,(x), —-0<x<®
olur. Burada vurgulanmasi gereken, Ornek 3’de gordiigiimiiz gibi, (3.1) denklemi igin

y=Y a,(x-x,)" formunda bir ¢oziim ararsak o zaman (3.1) denklemindeki
n=0

P(x),0(x) ve R(x) katsayllari da (x-x,)’in kuvveti seklinde ifade edilmelidir. Bunun
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yerine, x—x, =¢ yazarak y’nin ¢ fonksiyonu cinsinden yazilmig yeni bir fonksiyon elde

edilir ve ¢oziim de ) a (" seklinde aranir. Hesaplamalar bittiginde  yerine (x—x,) yazilr.
n=0

Ornek 2 ve 3’de Airy denkleminin iki ¢6ziim kiimesini bulduk. (3.17) denklemindeki serilerle

tanimlanan y, ve y,fonksiyonlar: her x i¢in (3.12) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
ve aym sekilde (3.20) denklemindeki serilerle tammlanan y, ve y, fonksiyonlar1 ikinci

mertebeden lineer denklemlerin genel teorisine gore her bir ilk iki fonksiyon sonraki iki
fonksiyonun lineer kombinasyonu seklinde ifade edilebilir ve tersine bu, serileri yalmz olarak

incelemeyle elde edilemeyecek bir sonugtur.

2

Sonug olarak, eger drnek 3’deki gibi genel katsay1 a,’ i a, ve g, terimleri cinsinden ifade

etmedikge bunun 6nemli olmadigini belirtelim. Asil 6nemli olan istedigimiz kadar ¢ok katsay1
tanimlayabilmemizdir. Boylece genel terimi tanimlayamasak da seride istedigimiz kadar terim
bulabiliriz. Kuvvet serisi ¢oziimiinde bir¢ok katsayiyr hesaplamak zor olmasa da ¢ok

usandiricidir.

3.1.1 Ornekler

1. y"+xy'+(x2 +2)y=0

denkleminin x’in kuvvet serisi seklinde ( yani x, =0 noktas: komsulugunda ) ki kuvvet

serisi ¢oziimiinii buluruz.

x =0 verilen denklemin bir adi noktasidir. Bu nokta komsulugunda dogrusal bagimsiz iki

kuvvet serisi ¢dziimii vardir. Bu iki ¢dziimii bir kerede bulalim.

0 L
= =2
¥y =Y nax"', y'=) n(n-1)a,x"
n=| n=2

olup denklemde yerine yazilirsa
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o0

y"+xy'+(x2 +2)y = i:n(n—l)anx"_2 +xinanx"_' +(x2 +2)Zanx" =0
n=1

n=2 n=0

olur. Toplama iglemi » tizerinden oldugundan x toplama isleminden bagimsiz olur ve bunu

sOyle yazabiliriz.

in(n -1)a,x"?+ inanx" + ia,,x"+2 + 25: ax"=0
n=] n=0 n=0

n=2

Simdi yapacagimiz is denklemi ortak bir toplam islemi altinda toplamaktir. Bunun i¢in de x
in kuvvetlerini esit kilmak, sonrada toplam degiskenlerinin ortak araligini belirtmek olacaktir.

Once birinci ve igiincii terimlerdeki x in tislerini ayn1 kilalim. Ilk terim i¢in

i n(n-1)a,x"?

n=2

serisinde »—2 =m diyelim. » =m+2 olur. n =2 olmas1 m = 0 olmasim gerektirdiginden

in(n—l)anx”"2 = i(m+ 2)(m+1)a,,,x"
m=0

n=2

seklini alir. Toplam degiskeni gostermelik bir degisken oldugundan, bunu

i(m +2)(m+1)a,,,x" = i(n +2)(n+1)a,,x"

m=0 n=0

diye yazabiliriz. Yine tiglincii terim i¢in aymi yolu izleyerek n+2=m diyelim. n=m -2

olup » = 0olmasi m =2 olmasin gerektirir ve

@0

o0 L

L »oo n

E ax = E e X = E a, ,x
m=2 n=2

n=0

olur. Boylece

00

Y (n+2)(n+1)a,,x"+ ina,,x" +ia,,_2x" + 2ia,,x” =0
n=1 n=2 n=0

n=0

olur. x’lerin iistleri aym olmasina karsin degiskenlerin alacagi degerler hepsinde aym
degildir. Hepsinde, ortak aralik 2°den oo ’a kadar olan araliktir. O zaman her terimde bu ortak

arahia ait olmayan terimleri ayiralim. ilk terimde n=0 ve n=1 igin karsilik gelen toplami

yazarsak bu 2a, +6a;x olup ilk terim
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2a, +6a,x + i(n +2)(n+1)a,,,x"
n=2
seklini girer. Yine

0 0 0 L
Z na,x" = ax+ Z na,x" ve 22 a,x" =2a,+2ax+ 22 Ly

n=1 n=2 n=0 n=2

olup yerlerine yazilirsa

2a, +2a, +(3q, +6a3)x+Zm:{(n+2)(n+1)a”+2 +(n+2)a, +a,,_2}x" =0

n=2

ozdesligi bize q,,a,,..., katsayilarim belirleyecek esitlikleri verir.

2a,+2a,=0
3a,+6a, =0
(n+2)(n+1)a,,, +(n+2)a,+a,, =0 n>2

olur. Buradan

. _(n+2)a" 4

= >
ot Ty

elde edilir. Bu formiil her a,,, katsayisim g, ve g, cinsinden verir.

__5a3+al 223

o BT 12 A % @

__4a2—a0__4(—a0)+a0_1 -
- =

ve Gteki terimlerde ayni yoldan bulunup yerlerine yazilirsa

1
y=a,+ax—ax’ ———2—a1x3 +—ayx* +4—Oa,x5 +...

4

1 1 3
=g (l—x2 +Zx“ +...)+a1 (x—5x3 +4—0x5 +)
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bulunur. Parantez ig¢indeki kuvvet serileri denklemin dogrusal bagimsiz ¢dziimleridir. Bu
serilerin yakinsaklik durumlarn ve yakinsaklik yarigaplarn ile dogrusal bagimsiz olup

olmadiklarini simdilik gegiyoruz.

2. y"+xy'+y=0 denkleminin x, =0 noktasi komsulugundaki kuvvet serisi ¢oziimiinii

bulunuz.

x, = 0 adi noktas1 komsulugunda denklemin y = Za,,x" seklinde ¢6ziimii olsun.
n=0

¥ = i:na,,x"_l Y= in(n ~1)a,x"’
n=l|

n=2

yerine yazilirsa

i n(n-1)a,x"” + xi na,x"" + i axt =0
n=1 n=0

n=2

olur. Yine ilk terim i¢in n—2 =m dersek n=m+2 olup n=2 i¢in m=0 ve

in(n—l)a,,x""2 = i(m+2)(m+1)am2x”’ = i(n+2)(n+1)an+2x"
m=0 n=0

n=2

o0 0 0

Z(n +2)(n+1)a,,x" + Zna,,x" + Za”x" =0 veya
n=0 n=1 n=0

2a, +a0+i{a,,+2 (n+2)(n+1)+na, +a,}x" =0

n=2

a, =—%a0 ve (n+l)[(n+2)an+2+an:|=0 nz1
a
a,=——a,vea, A =—">2, (n21
2 2ao ne2 e ( )
bulunur.
1 X B U e Y
It e T Ry
a a a
a3_—"_l, 5=—_l_’ bl 7=_ ,
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ve denklemin ¢dziimii

y=a, 1-le+ : xt - : x6+---+(—1)";x2"
y 2-4 2:4-6 2:4-6---(2n)
+a, x—lx3+ 1 X° 4ot (=12 : e
3 }:3°5 1:3:5-7++(2n=1)
veya
© " K2 ( 1)"+1 2n-1

Zo i(21) '21357 (2n-1)

seklinde yazilirsa her iki serinin de yakinsakligi oran testi ile kolayca gosterilebilir.

: 4 y"+(sin x) y =e¢*  denkleminin X, =0 adi noktast komsulugundaki kuvvet serisi

¢Oziimiinii bulalim.

Gortildiigi gibi denklemde katsayilar x ’in polinomlar1 degil. Bu durumda yapilacak is sinx

2 - - - . - -
ve ¢* ’nin seri esitliklerini almaktir.

1 1
) P AR R s L
2! 3!

olup yerlerine yazilirsa

x 2 1 1 - 1 1
Zn{(n—l)a,,x"2 (x—§x3+5'x5+- )"oax =1+x +2!x +3'x e
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0
# 1 1
n(n—l)a"x" 2+aox+a,x2 +(a2 —zao x3+---:1+x2+5x4+---
=2 ! !

n

2a, =1,6a, =—a,,12a, +a, =0,20a, +a, +a, (—1)% =0,

y=ayy (x)+a,p, (x)+u(x) (6zel ¢6ziim)

seklindedir. Goriildiigi gibi seriler i¢in genel terimi yazmak olduk¢a gii¢ oldugundan ilk

birkag terimini yazmakla yetindik.

Katsayilarin polinom olmamasi durumunda nasil hareket edilmesi gerektigini g@stermesi

bakimindan bu 6rnegi verdik.

4. (x3 + 1) y"+x’y' —4xy =0 denkleminin x =0 komsulugundaki kuvvet serisi ¢6ziimiinii

bulunuz.

x =0 denklemin adi noktas1 olup yine ¢oziimii y = Za,,x" seklinde alacagiz.

n=0

Y= i na X", Y i n(n-1)a,x">
n=l1

n=2

(x3 + l)in(n -1)a,x"? +x’ ina,,x"”l - 4xi ax' =0
n=2 n=1 n=0
veya

i:n(n—l)a,,x"'2 +in(n—l)anx"-2 "'inanx"“ _4ianxn+1 -0
n=2 sl e

n=2 -
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n yerine n—1 yazlarak ilk seri i(n—l)(n—Z)a,,_,x"

n=3

n yerine n+2 yazilarak ikinci seri i(n+2)(n+1)an+2x”
n=0

olur.

i(n—l)(n—2)a"7,x” + i(n+2)(n+ Da,,,x" +i(n—l)an_,x" —4ia"_,x" =0 veya
n=2

n=3 n=0 n=l1

2a, +(6a, —4a,) x+(12a, + a, - 4a,) x’ +§:{(n+2)(n+l)a"+2 +(n+1)(n-3)a, }x" =0
n=3

a,=0, 6a,-4a,=0, 12a, -3a, =0 ve a”+2=—n—_3an_,, nx3
n+2
olup yine katsayilar lier atlayarak hesaplanacak ve a, =a, =, =...=0 olacaktir.
a —za a ———Ea a ——ﬁa —2'4'1a olup genel terim
S S T e i T T

(3n-5)(3n-8)...1(-2)

=(-1y dir. n=1,2,..
fy =(-1) Gois-n. 83 %

o w(3n-4)(3n-7)..2(-1)
a3n+1‘("1) (3n+1)(3n——2)...7.4

e (1 +§(“1)n (3n-5)(3n-8)...1(-2) x3"]+a, (H wl 1y (3n—4)(3n—7)...2(—1)x3"+,]

(3n)(3n-3)...6.3 (3n+1)(3n-2)..7.4

a, olup aranilan ¢6ziim

bulunur. Bu iglemler polinom Kkatsayili denklemlere uygulanir. Doniigiim formiiliinde iki
katsayili bir denklem bulursak burada genel terime ulasmak kolaydir. Ikiden ¢ok katsayiya

bagli doniisiim formiiliinde serilerin genel terimlerini bulmak zordur.

5 (x*=1)y"+3x" +xp=0, p(0)=4, »'(0)=6 denkleminin x in kuvvet serisi

¢Oziimiinii bulunuz.
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x = %1 noktalar diginda biitiin noktalar adi noktalardir. Baglangi¢ kosulu x =0 oldugundan

x = 0 komgulugunda bir ¢dziim arayalim.

y= ia”x", ¥y i:naﬂx”‘I , V= i:n(n—l)a,,x"_2
n=0 n=1

n=2

o

(x2 —I)Z:n(rz—l)a,,x"~2 +3xi na,x"" +xia”x" =0

n=2 n=1 n=0

in(n—l)anx"—in(n—])anx”‘z +3inanxn+ianxn+l =0
n=l n=0

n=2 n=2

in(n—l)anx” —i(n+ 2)(n+1)a,,,x" +3§:na,,x” +Zn:an_1x” =0

n=2 n=0 n=1 n=2

-2a, +(a, +3aq, —6a3)x+i{—(n+2)(n+l)a"+2 +n(n+2)a, +a,,_,}x" =(

n=2
a,=0, a,+3a,—6a,=0 ve (n+2)(n+1)a,,, =n(n+2)a,+a,,

_n(n+2)a, +a,,

e, ool

R
a, =0, a, —ga0+§al ve a,.,

Doniigtim(tekrar bagintisi1) formiilii ikiden ¢ok katsayiya baghidir.

1 1 1 1 3 P
a,=0, a, =ga0 +§al, a, =Ea,, a; =§a0+§a],--- ve ¢ozim

1 1 3 1 4 1 3 - |
y=a0+a|x+ ga0+5al X +Ealx 2 §00+§a1 b i AT

y=a0(l+lx3+lx5+---)+al(x+lx3+ix“+§x5+---)
6 8 2 12 8

x =0 i¢in y =4 oldugundan g, =4 ¢ikar. Yine

Y =a, lx2+§x“+---)+a,(1+2x2+ix3+gx“+---)
2 8 2 12 8

olup x =0 i¢in y’' =6 oldugundan g, =6 g¢ikar. Aranan ¢6ziim
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y(x)=4(l+lx3+lx5+---)+6(x+lx3+ix4+§x5+---)
6 8 2 12 8

dir.

NOT: Yukaridaki ornekte baslangi¢c kosulundaki x =0 yerine x =2 alinsaydi. O zaman

(x—2)nin kuvvet serisi seklinde ¢oziim arayacaktik yani y =Y a, (x—2)" alacaktik. Bu tiir
n=0

kuvvet serisi seklinde ¢oziim ararken en kolay islem 7=x-2 doniisiimii yapip baslangi¢

deger sorusunu
(t +4t+3)y+(3t+6)?ﬂ—+([+2)y20 y(0)=4, y (0)=6 sekline doniistiirtiriiz.

Boylece =0 komsulugunda ¢6ziim aranmis olur. O zaman y=Zant" seklinde 7’nin
n=0

kuvvet serisi ¢6ziim aranir.

6. y"-2xy'+Ay=0,—0<x <0

Hermite denkleminin ¢dziimiinii bulunuz. (4 bir sabit)

Denklemin x =0 da ki bir ¢dziimiinii arayalim.

= ia,,x" , Y= ina,,x"" sl in(n ~1)a,x"* olup
n=0 n=1

n=2

i n(n-1)a,x"’ - in na,x"" + li ax"=0

n=2 n=1 n=0

i(n +2)(n+1)a,,,x" —-i2na,,x" + i Aax" =0
n=0 n=| n=0

o

(2a, +4a, )+ > {(n+2)(n+1)a,,, —2na, +4a,}x" =0

n=0

2n—A

=——+———a,, n21bul 2
LY P S s

a, = '%a" olup doniigiim formiilii a,,,
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SR R (o PSR (=) () L
2

4! 6!

2-4 _(6-4)(2-4)  (10-4)(6-4)(2-4)

TR S L i 71 &
9-afs- L A
2! 41 6!
+a,(x+ 2_'1x3+(6_/1)(2_'1)x5+---]
31 51

Bu serinin her x igin yakinsakligi yukaridaki sonuglardan soylenebilir. Eger A negatif

olmayan ¢ift bir tamsay1 ise bu serilerden biri veya &teki sona erer. Ozellikle 4 =0,2,4,6
olursa sirayla, Hermite denklemin bir ¢6ziimii sirayla 1, x,1-2x” ve x— %x3 olur. A=2n’e

karsilik gelen polinom ¢oziim ise, 6zel bir sabitle ¢arpildiktan sonra Hermite Polinomu adini

alir ve H, (x) ile gosterilir.
7. xy'—y—x—1=0 denkleminin (x —1) in kuvvet serisi seklindeki ¢oziimiinii bulunuz.
z=x-1 dersek x=z+1 olur. Ve denklem ise

(z+1)y'-y-2z-2=0

seklinde doniigiir. z =0 komsulugunda ¢6ziim arayacagiz.

o0 o0
= n o= n-1 g
y= E az',y = E na,z"" yerlerine yazilirsa
n=0 n=l1

(1+ z)ina,,z"'l —ia,,z" =z+2
n=1 n=0

i(n+1)a,,+,z" +ina,,z" -—ianz" =z+2

n=0 n=1 n=0
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(a, —a0)+z:{(n+1)an+l (n—l)an}z" =z+2

n=l1

olup
a,-a,=2, 2a,+0.a,=1 ve (n+1)a,,+(n-1)a,=0, n22

(n-1)(n-2)..3.2.1

(n+1)(n)(n-1)..3 @

n+l

a,=2+a,, a, =% ve a =—n%an =(-1)"

————a, bulunur. Oyleyse

1)

n(n+ )

1 n+l

n(n+1)Z

J’(x)=a0+(2+a0)z+%zz —%23 +eet (1)

ve z = x —1 yazarak aranan ¢6ziim:
y(x)=a0+(2+a0)(x—1)+%(x—1)2—%(x—lf+---+(—1)"W1+15(x—1)"+1+

bulunur. Daha kisa yazarsak

n+l

y=a0x+2(x—1)+i(—1)"n—(n—l+—l)(x—l)

n=2

olur. Oran testini uygularsak

(x-1)" n(n+1)|_
(n+1)(n+2) (x-1)""

n+]

a"

=lim

n—w

lim

n—o0

|x 1|—|x 1<1

yani 0 < x <2 aralifinda yakinsaktir.

8. (x2 + 1) y"+ xy"— y =0 denkleminin x in kuvvet serisi seklindeki ¢6ziimiinii bulunuz.

x =0 adi noktadir.

y:ia"x", y’=ina,,x"", y"=i:n(n—1)a,,x”'2

n=0 n=1 n=2
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(x2 +l)i:n(n—l)a,,x"‘2 +xi:nanx”‘l —ianx" =0
n=2 n=1

n=0

Z(n+2)(n+l)an+2x +Z (n-1)a,x" +Znax —Zax =0

n=0

(2a,-a,)+(6a;—a, +aq, )x+i:{(n+2)(n+l)an+2 (n2 —l)a,,}x" =0

n=2
1 n—1 s
a, = an, a=0vea,,=- 2% a, bulunur. Katsayilar ikiser adim atlayarak hesaplanacak
* fas s 2k-3
ve a,=as;=a,=---=0 olacaktir. Buna gore n ¢ift ise n=2k yazarak a,, =—7a2k_2

doniistim formiilii(tekrar bagintisi) olur.

y2k-3. 3-8 - iy oatdd (oF-1)
250l =t 1) T

olup a, keyfi sabit alinarak

By . (1+%x2 —i(—l)k 1'3‘5""(2k—3)x“]+a1x
k=2

2% k!

bulunur. Serinin yakinsaklik aralig |x| <1’dir.

9. y"-2x’y +4xy=x> +2x+2 denkleminin x’in kuvvet serisi seklindeki ¢oziimiinii

bulunuz.

y= ia,,x", ¥= i:na,,x"'l sa) o in(n—l)a,,x"‘2
n=0 n=l1

n=2

i n(n-1)a,x"> - 2i na,x"" + i da x"" = x* +2x+2
n=1 n=0

n=2

‘Z(n+2)(n+1)a,,+2x ZZ(n a, x" +z4 X'=xP+2x+2
n=0

2a, +(6a, +4a,)x+(12a, +24,) x* +i:{(n+2)(n+l)a,,+2 -2(n-3)a, " =x* +2x+2
n=3
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2(n-3)

—_— =
(n+2)(n+1) s

a,=2, 6a,+4a,=2,12a,+2a, =1 ve a,,, =

1
a2 :1, a3 =§-—§a0, a4 :E—gal, aS :0, a6 :4—5a0+__,...

bulunur. Keyfi parametre bulundurmayan kismi 6zel ¢6ztimdiir.

3.2 II. Kisim

Bir 6nceki kisimda P,Q ve R 'nin polinom oldugu
P(x)y"+0(x)y' +R(x)y=0 (3.21)

denkleminin x, adi noktas: komsulugunda ¢oziimlerini bulma problemini inceledik. (3.21)

denkleminin y = ®(x) seklinde bir ¢dziimii oldugunu ve @ ’ninp >0,|x —x0| < p, araliginda

yakinsayan
y=0(x)= Za,,(x—xo)" (3.22)
=0

Taylor serisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda a,, (3.22) serisinin (3.21) denkleminde

y yerine yazilmasi ile direk olarak bulunur.

Simdi ifadenin dogrulugunu x,’in (3.21) denkleminin adi bir noktasi oldugunda nasil
kamtlayacagimizi ve (3.22) ¢oziimiiniin var oldugunu nasil gosterecegimizi inceleyelim.
Ayrica boyle bir serinin yakinsaklik yarigapim da belirleyelim. Bunu yaparak adi nokta tanimi
i¢in bir genellestirme elde ederiz. (3.21) denkleminin (3.22) formunda bir ¢oziimii oldugunu

kabul edelim. (3.22) denkleminin mdefa tirevini alarak ve x=Xx, yazarak
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m!la, =®"™(x,)elde edilir. Boylece (3.22) serisindeki a,’i hesaplamak igin, (3.21)
diferansiyel denkleminden » =0,1,2,...igin ®"(x,) 1 tanimlayabilecegimizi gostermeliyiz.

y=®(x)’in (3.21) denkleminin y(x,)=y,,»'(x,) =y, baslangic kogsullarim saglayan bir
¢oziimii oldugunu kabul edelim. Bu durumda a, =y, ve @, = y,olur. Eger herhangi bir
baslangi¢ kosulu belirtmeden sadece (3.21) denkleminin ¢6ziimiinii bulmak ile ilgileniyorsak
o zaman a, ve a, keyfi kalir. ®"(x,)ve n=2,3,... ’e karsilik gelen a, ’leri belirlemek igin ,

(3.21) denklemine dénelim. @, (3.21) denkleminin ¢6ziimii oldugu igin
P(x)®@"(x)+Q(x)@'(x)+ R(x)D(x)=0

olur. p(x)=0(x)/P(x) ve g(x)=R(x)/P(x) oldugunda P’nin sifir olmadifnt x,

civarindaki aralik i¢in bu denklemi

O"(x) =—p(x)D'(x)—g(x)P(x) (3.23)
seklinde yazabiliriz. (3.23) denkleminde x = x, yazarsak

D"(x,) = —p(xo ) D'(x,)—q (xo ) D(x,)

olur. Boylece a,,

2la, = D"(x,) =—p(x,)a, —q(x,)a, (3.24)

bagintisindan elde edilir. a,’i belirlemek igin (3.23) denkleminin tiirevini alalim ve x=x,

yazalim. Boylece,

3lay = @"(x)) = p®@"+(p'+ @' +¢'@]| (3.25)
=21 p(x)a, —[ (%) + 4 (x))a, — ¢ (x,)a, '

elde edilir.

(3.24) denkleminden a,’yi yerine yazarak a,’li a, vea, terimleri cinsinden buluruz.
P,Q ve R polinom oldugu igin ve P(x,)#0oldugu igin p ve g’nun tiim tirevleri x,
noktasinda mevcuttur. Boylece (3.23) denklemini sonsuz tiirevleyerek ve x = x, yazarak her

bir ardigik a,,a;,... katsayilarini belirlemeye devam ederiz.
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Dikkat edilirse a,’i belirlemede kullandigimiz 6nemli 6zellik p ve ¢ 'nun sonsuza gidecek
sekilde tiirevlerini hesaplamaktir. p ve ¢ fonksiyonlarmnin polinom katsayili olmasi ve x,

komgulugunda sonsuz tiirevlenebilir olmasi iddiamizi destekler. Ne yazik ki, bu durum

y=®(x,)i¢in sonu¢ serisinin yakinsakliginin ispatim1 saglamak igin oldukga zayiftir.
p ve g fonksiyonlarinin x, noktasinda analitik oldugunu farz etmemiz igin gerekli olan

onlarin x, noktas: komsulugunda bir aralikta yakinsadiklar1 Taylor serisi agilimlari olmasidir.

Yani,
P(x)=p,+ p(x=x)+--+ p(x—%)" +:+-= an(x—xo)", (3.26)
n=0
q(x) =gy +q(x—X) +++q,(x—x,)" +-= D q,(x—x,)" (3.27)
n=0

Bu fikirle (3.21) denklemi i¢in bir adi nokta ve tekil nokta tanimlarin1 genellestirebiliriz:

Eger p=Q/P ve q=R/P x, noktasinda analitik ise, o zaman x, noktas: (3.21)

denkleminin bir adi noktasidir denir; aksi halde bir tekil noktasidir.

Artik seri ¢dziimiiniin yakinsaklik araligimi inceleyebiliriz. Bunun i¢in her problemin seri
¢ozlimiinii hesaplamak ve daha sonra onun yakinsaklik yarigapim1 bulmak i¢in yakinsaklik
testlerinden birini uygulamak olasi yontemlerden biridir. Bununla beraber, asagidaki teorem

problemlerin genis bir sinifina cevap verebilir.

3.2.1 Teorem: Eger x, noktas: (3.21) diferansiyel denkleminin bir adi noktas: ise,

P(x)y"+0(x)y +R(x)y=0,

yani, eger p=Q/P ve g=R/P x, noktasinda analitik ise o zaman (3.21) denkleminin

genel ¢oziimii,
y=2a,(x=x%) =ay(x)+ay,(x) (3.28)
n=0

olur. Burada q, ve a, keyfi, y, vey, x,’da analitik olan lineer bagimsiz seri ¢oziimleridir.
Ayrica , y, vey, seri ¢gdziimlerinin her biri i¢in yakinsaklik yarigapi en az p ve g serilerinin

yakinsaklik yarigapinin minimumu kadar genistir.
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Seri ¢oziimii formunda dikkat dilmesi gereken  y,(x)=1+b,(x—x,) +--- ve
Y,(x) =(x—x)+¢,(x—x,) +--- *dir. Boylece y, , y,(x,)=1 y,'(x0)=0 baglangi¢ kosullarini

saglayan bir ¢oziimdir ve y, de ,(x,)=0 yz'(x0)=1 baslangi¢c kosullarin1 saglayan bir
¢oziimdiir. Ayrica, katsayilar1 diferansiyel denklemi ardigik tiirevleyerek hesaplamak teoride
miikemmel olsa da, genelde pratik bir hesaplama yontemi degildir. Bunun yerine, (3.22) serisi
(3.21) denkleminde yerine konulmali ve katsayilar belirlenmelidir. Boylece diferansiyel

denklem saglanir.

Ornek 1. x =0 komsulugunda (1+x?)™" i¢in Taylor serisinin yakinsaklik yarigap: nedir?
Bir yaklagim sorudaki Taylor serisini yazmaktir;

1

—=1-x"+x* =2+ (D)X 4
(1+x%)

Oran testi ile p=1"dir.

Diger bir yaklagim ise (1+x?)’nin koklerini bulmak ki bunlar x=i’dir. Kompleks
diizlemde O ile i ve —i ile 1 arasindaki uzaklik 1°dir, kuvvet serisinin x = 0 komsulugundaki

yakinsaklik yarigap: 1°dir.

Ornek 2. x=0 komsulugunda (x> —2x+2)"' i¢in Taylor serisinin yakinsaklik yarigapi
nedir?
Ik olarak goriildiigii gibi x> —2x+2=0"mn ¢oziimleri x=1%i dir. Kompleks diizlemde

x=0ilex=1+i ya da x=0 ilex=1-i arasindaki uzaklik J2 *dir; boylece x=0

komsulugunda Za”x” Taylor serisi agiliminin yakinsaklik yarigapi V2 'dir. Kompleks
n=0

diizlemde x=1 ilex=1+i yada x=1 ilex=1-i arasindaki uzaklik 1°dir; boylece x =1

komgulugunda Zb,, (x—1)" Taylor serisi agiliminin yakinsaklik yarigapi 1°dir.

n=0
3.2.1 Teoremine gore bir dnceki boliimdeki ikinci ve {iglincii 6rneklerde, sirasiyla, her bir
problemde P(x)=1oldugu ve boylece hi¢bir zaman sifir olmadig: igin Airy denkleminin seri

¢oziimii x ve x—1 ’in tim degerleri i¢in yakinsar. Bu seri ¢dziimii, 3.2.1 teoreminde
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gosterilmis olandan daha genis bir x alani i¢in yakinsayabiliyor. Boylece teorem sadece seri
¢oziimiiniin yakinsaklik yarigapinda alt sinir1 verir. Simdi Legendre denkleminin Legendre

polinom ¢6ziimii ile bu anlatilan1 gérelim.

Ornek 3. (1-x%)y"—2x) +a(a +1)y = 0,a sabit

Legendre denkleminin x =0 igin seri ¢Oziimiiniin yakinsaklik yarigapinin alt sinirim

belirleyiniz.
P(x)=1-x%,0(x) = —2x ve R(x) = a(a +1)

dir ve bunlar polinomdur. P nin kokleri x =+1"dir ve x=0 dan uzaklihig1 1’dir. Boylece

@

> a,x" formundaki seri ¢oziimii en az |x|<ligin yakinsar ve muhtemelen x’in biiyik

n
n=0

degerleri i¢in de yakinsar. Gergekten, gosterilebilir ki eger « pozitif tamsay1 ise seri

¢oziimlerinden biri sonlu sayida terimden sonra sinirlanir ve boylece sadece |x| >1i¢in degil

her x i¢in yakinsar. Ornegin, eger a =1ise polinom ¢éziimii y = x ’dir.

Ornek 4. x = 0 komsulugunda ve x = —% komsulugunda

(1+x*)y"+2xy' +4x’y =0 (3.29)

diferansiyel denkleminin seri ¢6ziimiiniin yakinsaklik yarigapinin alt sinirim belirleyiniz.

Yine P,QveR polinom ve P ninkoklerix+i’dir. Kompleks diizlemde olan 0ile *i

J5

arasindaki uzaklik 1 ve -% ile *+iarsindaki uzaklik J1+% =7’dir. Boylece ilk durumdaki

Za,,x" serisi en az |x|<1 igin yakinsak ve ikinci durumda Zb"(x+%)" serisi en az

n=0 n=0

< g i¢in yakinsaktir.

1
x+—
2

(9) denklemi igin 3.2.1 Teoremine bagh olarak ilging bir gézlem yapilabilir. Farz edelim ki
y(O)'= ¥, ve y'(0) = y, baslangi¢ kosullari verilsin. Herx igin (1+x%) # 0 oldugu igin (3.2.1
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teoreminden bilindigi iizere) —oo < x < oo araliinda baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

mevcuttur. Diger bir taraftan, 3.2.1 teoremi sadece —1<x <1 igin Za"x" (ay =Yy, =;)

n=0
formunda bir seri ¢dziimiinii garanti eder. —oo <x <o araligindaki tek ¢6ziim herx igin

yakinsayan x = 0 komsulugunda bir kuvvet serisine sahip olmayabilir.

Ornek 5. )" +(sinx)y’ +(1+x*)y=0

diferansiyel denklemi i¢in x=0 da bir seri ¢oziimii bulabilir miyiz ve eger bulunabilirse

yakinsaklik yarigapt nedir?

Bu diferansiyel denklemde p(x)=sinx,g(x)=1+x" ’dir. Analizden hatirlanacag: gibi sinx
fonksiyonunun her x i¢in yakinsayan x = 0igin Taylor seri agilimi vardir. Dahas1 ¢ ’nun da

x=0igin Taylor seri agilimi vardir ki g(x)=1+x""dir ve herx igin yakinsar. Boylece

o0
y= z a,x" formunda bir seri ¢oziimii vardir, a, ve a, keyfidir ve seri her x i¢in yakinsaktir.
n=0
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4. DUZGUN TEKIL NOKTALAR VE EULER DENKLEMLERI

4.1 Diizgiin Tekil Noktalar

Bu béliimde 6nce x, tekil noktas: komsulugunda

P(x)y"+0(x)y' +R(x)y=0 4.1)

denklemini inceleyecegiz. Hatirlanacagi gibi eger P,Q ve R fonksiyonlar1 polinom ise ve

hi¢bir ortak ¢arpanlar1 yoksa (4.1) denkleminin tekil noktalar1 p(x) = 0 olan noktalardir.

Ornek 1. x*y"+xy'+ (x> —v)y=0 4.2)

dereceden Bessel denkleminin tekil ve adi noktalarini belirleyelim.

p(x)=x* =0oldugundan x =0noktas1 tekil noktadir g¢iinkii (4.2) denkleminin diger tiim

noktalar1 adi noktadir.

Ornek 2. (1-x%))"—2xy' +a(a +1)y =0, sabit 4.3)

Legendre denkleminin tekil ve adi noktalarini belirleyelim.

p(x)=1-x*=0 = x> =1=> x+1 tekil noktalardir, diger tiim noktalar ise adi noktadur.

Ornek 3. x’)"-2y=0 (4.4)

Diferansiyel denkleminde x=0tekil noktadir. Kolayca goriilecegi gibi y,(x)=x" ve
y,(x)=1/x, x>0yadax <0 i¢in (4) denkleminin genel ¢dziimii y =cx’ +c,x ' *dir. (4.4)
denklemi y"—(2/x’)y =0standart formunda iken bile bu ¢6ziim orijinde analitiktir.

g(x)=-2/x* x =0 da analitik degildir ve boylece 3.2.1 teoremi uygulanamaz. Diger taraftan
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y,(x)=x"" in orijin komsulugunda Taylor seri a¢ilimi yoktur; boylece 3. boliimiimdeki

metot gegerli olmaz.

Bizim hedefimiz adi nokta komsulugunda (4.1) denklemini ¢6zen metodu genisletmektir.

Boylece x,tekil noktasinin komgsulugunda da uygulanabilir olacaktir. Coziim yontemi

genisledikge gorecegiz ki ‘zayif tekilligi’ ayirmak i¢in uygun kosullar

lim(x —x, ox) sonlu 4.5)
T p(x)

ve

lim(x —x,) e sonlu (4.6)
e p(x)

olmasidir. Bunun anlami ise Q/ P *deki tekilligin (x—x,)"' dekinden daha kétii olamamas: ve

R/ P deki tekilligin (x—x,)” dekinden daha kotii olamamasidir. (4.1) denkleminin béyle

noktalar1 diizgiin tekil nokta olarak adlandirilir. (4.1) denkleminin herhangi tekil

noktalarindan diizgiin tekil olmayan noktalara diizgiin olmayan tekil nokta denir.

Simdi ise (4.1) denklemini bir diizgiin tekil nokta civarinda nasil ¢6zecegimizi inceleyecegiz.

Ornek 4. Omek 2 de (1-x%)y"—2x)"+a(a+1)y=0 Legendre denkleminin tekil

noktalarinin x +1 oldugunu gordiik. Bu tekil noktalarin diizgiin olup olmadiklarini gérelim.

Ik olarak x =1noktasin ele alalim. Denklemi (1—x”) ye boldiigiimiizde;

g1 A ,+a(a+1) e
-2  a-2)°

¥

olur. Boylece,

lim(e-1)—2% =lim E0C2D) _ i, 22 )
x-1 =X x—1 1—x 1) %

ve

: -1)? L ik
llm(x - 1)2 a_(q_-%ll =]lim (x ) a(? i 1)) =lim (x l)( a)(a n g 1) =0
i 1-x x>l 1-x x-1 1+x
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Bu limitler sonlu oldugu i¢in , x =1 noktas: diizgiin tekil noktadir.
x = —1 noktasinin da ayn sekilde diizgiin tekil nokta oldugunu gésterelim.

Benzer sekilde,

11m(x+1) : X —lim (x+1)(—22x) =1im 2x =1
x—>-1 -X x-1 1=x -1 x —
2
B +1) a(a +21) — iy &D a(za D) _ i EHD@@+D
x—>-1 1-x x—>-1 =% =l 1—x

olur. Limitler sonlu oldugu i¢in x = —1 noktasi diizgiin tekil noktadir.
4.2 Euler Denklemleri

Diizgiin tekil noktalar igeren bir diferansiyel denklem
L[y] =x’y"+axy'+By=0 4.7)

Cauchy-Euler denklemidir. Burada a ve f gergel sabittir. x=0noktasinin (4.7)

denkleminin diizgiin tekil noktas: oldugunu gostermek kolaydir. Euler denkleminin ¢6ziimii
diizgiin tekil noktali tiim diferansiyel denklemlerin ¢éziimiiniin bir tipi oldugu i¢in, daha genel
problemlere gegmeden Once bu denklemi detaylar ile incelemek yararli olacaktir. Orijini

iceren  herhangi bir aralikta, (4.7) denkleminin y, vey,’nin lineer bagimsiz oldugu
y=cy(x)+c,y,(x) formunda bir genel ¢oziimii vardir. Basitlik i¢in ilk olarak x>0
araligim ele alalim. Daha sonra sonucu x <0 arahigs igin genisletelim. Oncelikle (x’ )’ ="
ve (x’ )” =r(r—1)x"? olur. Boylece, eger (4.7) denkleminin

Py (4.8)

formunda bir ¢6ziimii oldugunu varsayarsak

LI: :l—x +ax )+,Bx'
=X [r(r—1)+ar+ﬁ]

4.9)

elde edilir. Eger 7,
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F(ry=r(r-D)+ar+ =0 (4.10)

kuadratik denkleminin bir kokii ise 0 zaman L[x’] sifirdir ve y =x" (4.7) denkleminin bir

¢oziimiidiir. (4.10) denkleminin kokleri,

_—(a—l)i,/(a—l)z—w (4.11)

gy =
1972
2

dir ve F(r)=(r—r)(r —r,) dir. ikinci mertebeden sabit katsayil lineer denklemlerde oldugu

gibi, koklerin gercel ve farkli, gercel ve ayn1 ve kompleks eslenikli oldugu durumlar1 ayri

ayr1 incelemek gerekir.

Gergel, farkh Kokler:

n, #r, olmak tizere eger F(r)=0"1n r, ve r, kokleri varsa o zaman y,(x)=x"ve y,(x)=x"

r+n-1

(4.7) denkleminin ¢oziimleridir.  # 7, ve x> 0igin W( x",x*)=(r,—n)x sifir olmadig

i¢in (4.7) denkleminin genel ¢6ziimii
y=cx"+c,x%,x>0 (4.12)

seklindedir. Eger r rasyonel say1 degilse, 0 zaman x”, x” =e""* tarafindan belirlenir.

Ornek 1. 2x*)"+3xy'—y=0,x>0 (4.13)

denklemini ¢oziiniiz.

y=x""yi (4.13) denkleminde yerine yazarsak,

X [2r(r=1)+3r=1]=x"Qr’ +r=1)=x"Qr-1)(r +1)=0
elde ederiz. Boylece 7 =% ve r, =—1 olur. Bu durumda (4.13) denkleminin genel ¢oziimii

y=ex2gox" x>0 (4.14)



45

olur.
Esit Kokler:

Eger 1, ver, esit ise 0 zaman y,(x)=x" seklinde sadece bir ¢6ziim elde ederiz. ikinci bir
¢oziim mertebe diisiirme yontemi ile elde edilebilir.(fakat farkli bir yol izlenecek) r =r,
oldugunda F(r)=(r—r)’olur. Yani bu durumda hem F(r)=0 hem de F'(r,)=0’dir. Bu
ylizden (4.9) denkleminin r’ye gore tiirevini alip daha sonra r yerine 7, yazariz. (4.9)

denkleminin 7 ’ye bagh tiirevini alarak,

o r.,_90r.
o L ]=5|:x F(r)]

elde edilir.
F(r)’yi yerine koydugumuzda, x’e gére ve r’ye gore tirevleri degistirdigimizde ve

6(x' )/ or = x"Inx oldugunu dikkate aldigimizda

L[x’lnx]:(r—r])zx’lnx+2(r—r,)x’ (4.15)
elde ederiz. (4.15) denkleminin sag tarafi » =r, igin sifirdir; sonug olarak

Y,(x)=x"Inx,x>0 (4.16)

(4.7) denkleminin ikinci ¢oziimiidiir. Kolayca goriilecegi gibi W ( x",x"Inx)=x>"" “dir.

Boylece x"ve x"Inx x> 0igin lineer bagimsiz olur ve (4.7) denkleminin genel ¢oziimii

y=(¢+c,Inx)x", x>0 (4.17)
olur.
Ornek 2. x*)"+5x)' +4y=0,x>0 (4.18)

denklemini ¢oziiniiz.
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(4.18) denkleminde y=x"yazilirsa x" [r(r -1 +5r+ 4] =x"(r’ +4r+4)=0elde edilir.
Boylece r, =r, =-2"dir ve
y=x"(c +e,lnx)x>0 (4.19)

olur.
Kompleks Kokler:

Son olarak, 7 ver, koklerinin kompleks eslenikli oldugunu kabul edelim. Ornegin,
n=A+tig ver,=A—iu,u#0. rkompleks iken x"’nin ne anlam ifade ettigini agiklamaliyiz.
Hatirlanacag gibi x >0 ve r gergel iken

xr =erlnx (420)
idi. Bu denklemi » kompleks iken x"’yi tanimlamak i¢in kullanabiliriz. O zaman

xHi —g(Atiminx —gdinsgiuhnx _ 4 giunx — x *Teos(ulnx) +isin(uInx)],x >0 (4.21)
dir. r’nin kompeks degerleri i¢in olan bu tamimla, x"ve x" gergekten (4.7) denkleminin

¢oztimleridir. Bu genel cebir kurallar ve diferansiyel hesaplamalara dayanarak dogrulanabilir.

(4.7) denkleminin genel ¢6ziimii ise
P gt (4.22)

A+ip

dir. Bu ifadenin dezavantaji x*"* ve x*" fonksiyonlarinin kompleks degerli olusudur.

Benzer bir durumla ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemin karakteristik

Atip o:

denkleminin kokleri kompleks oldugunda karsilasmistik. Orda oldugu gibi, x™*’in gergel ve

sanal kisimlarini inceleyecegiz yani
x*cos(ulnx) ve x*sin(uInx) (4.23)
da (4.7) denkleminin ¢dziimleridir. Diizgiin bir hesapla

w I:x‘ cos(xIn x),x* sin(zIn x)] =
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oldugu goriiliir. Boylece bu ¢oziimler de x > 0igin lineer bagimsiz olur ve (4.7) denkleminin

genel ¢coziimii

y=cx" cos(ulnx)+c,x*sin(uInx),x >0 (4.24)
dir.
Ornek 3. x’y"+x)'+y=0 (4.25)

denklemini ¢oziiniiz.

(4.25) denkleminde y =x" yazilirsa

X [rr-D+r+1]=x"(*+1)=0

olur. Boylece r =i ’dir ve genel ¢dziim

y=c¢,cos(Inx)+c,sin(Inx),x >0 (4.26)

dir.

x =0 tekil nokta civarinda (4.7) denkleminin ¢éziimiiniin nitel davranigin1 inceleyecegiz. Bu

tamamen 7 ver, koklerinin davramgina baghdir. Ilk olarak, eger r gergel ve pozitif ise o

zaman x pozitif degerlerden sifira giderken x” — Oolur. Diger taraftan, eger r gercel ve
negatif ise x”sinirsiz olur. Son olarak eger r =0ise o zaman x" =lolur. Sekil 4.2.1 7 ’nin
degerleri i¢in bu ihtimali gosterir. Eger r negatif ise o zaman tipik bir ¢6ziim x* cos(xInx)
olur. Bu fonksiyon A negatif iken sinirsiz olur, A pozitif iken ise sifira yaklasir ve ayrica
fonksiyon x — 0iken fazla salinir. Bu davrams da segilmis 4 ve u degerleri igin sekil 4.2.2
ve 4.2.3°de goziikiir. Eger A = 0ise salimm sabitin genligi olur. Son olarak eger tekrar eden

kokler varsa, o zaman bir ¢6ziim x” In x formunda olur ve r > 0 iken sifira yaklasir, » <0 iken

ise sinirsiz olur. Bu durumlara bir 6rnek ise sekil 4.2.4 *de gosteriliyor.



SEKIL 4.3 Euler denkleminin kokleri kompleks ve reel kisimlan pozitif iken gdziimii
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| |
0 1 15

v=xinx

N -
e 1

e y=xlihx

SEKIL 4.2.4 Euler denkleminin kokleri tekrarli iken ¢6ziimii

x < 0arahiginda ki (4.7) denkleminin genislemesi nispeten dogru bir anlama gelebilir. Isin

zorlugu x negatif ve rtamsayr olmadiginda x"’nin ne anlam ifade ettigini anlamaktadir.

Benzer sekilde, Inx, x<0 ig¢in tamimlanmamigtir. x> 0igin verilen Euler denkleminin
¢ozlimiinlin, x <0 i¢in de gegerli oldugu gosterilebilir ama genelde onlar kompleks degildir.

Yani 6rnek 1°de x"? ¢oziimii x <0 igin sanaldir.

Her zaman, asagidaki degisken doniisiimii ile x <0 araliginda (4.7) Euler denkleminin reel

degerli ¢ozlimiinii elde etmek miimkiindiir.

& >0iken x =—¢ olsun ve y =u(&)diyelim. Bu durumda

& _dudi du d'y_d( duldl_ d'u 4.27)
de dédx df. @& dE\ dF)dx dE :

olur. Boylece (4.7) denklemi x <0 ig¢in

dy dudé  du ,du du

D e R P ar T Pun0,E50 4.28
R e e bRl e

formunu alir.
Bu ise daha 6nce ¢0zdiigiimiiz problemin aymisidir; (4.12), (4.17) ve (4.24) denklemlerinden
e +o8"

u(€)=4(c, +c,In&)&" (4.29)
& cos(uIné) +c,&* sin(uIn &)
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elde edilir. Bu da F(r)=r(r—1)+ar+ f’nin koklerinin reel ve farkl, reel ve esit yada

kompleks eslenikli olmasina baghdir. x’e bagli bir uelde etmek i¢in (4.29) denkleminde

& yerine (—x) yazariz.

x >0 iken ]x‘ =x ve x <0 iken ‘x| = —x oldugunu dikkate alarak x> 0ve x <0 igin sonuglari

birlestirebiliriz. Béylece orijin hari¢ her aralikta gegerli reel degerli ¢dziimler elde etmek igin

yapilmasi gereken tek sey (4.12), (4.17), ve (4.24) denklemlerinde x yerine ’x[ yazmaktir. Bu

sonuglar asagidaki teoremle 6zetlenir.

4.2.1 Teorem: (4.7) Euler denkleminin genel ¢6ziimii
X'y +axy'+ By =0,

orjini igermeyen her aralikta
F(ry=r(r-D+ar+p=0

denkleminin 7, ve r, kokleri tarafindan belirlenir. Eger kokler reel ve farkli ise o zaman

y=clx" +c, x| (4.30)

olur. Eger kokler reel ve esit ise 0 zaman

y=(c +c, ln|x|)|x|r' (4.31)
olur. Eger kokler kompleks ise o zaman

y=o I:c, cos(In|x|)+ ¢, sin(In |x|):| (4.32)
olur ve r,r, = Atipu dir.

(x=x,)’y"+a(x—x,)y'+ By =0 (4.33)

formundaki Euler denkleminin ¢6ziimleri 4.2.1 teoreminde verilenlere benzerdir.

y=(x—x,) formundaki ¢dziimlere bakarsak, genel ¢oziimiin (4.30), (4.31) yada (4.32)
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5. DUZGUN TEKIiL NOKTA CiVARINDA SERi COZUMLERI

5.1 I. Kisim

x = x,, diizgiin tekil nokta komsulugunda

P(x)y"+0(x)y'+R(x)y=0 (5.1

ikinci mertebeden genel lineer denklemi ¢6zme sorusunu inceleyelim. Yakinsaklik ig¢in x, =0
oldugunu kabul edelim. Eger x, # Oise x—x, = yazarak denklemi, diizgiin tekil noktanin
orijinde oldugu denkleme doniistiirebiliriz. Isin gergegi x =0 (1) denkleminin bir diizgiin tekil
noktasidir. Bunun anlami ise xQ(x)/ P(x)=xp(x) ve x’R(x)/ P(x)=x’q(x) mn x — 0 iken

sonlu limitleri olmasi ve x=0’da analitik olmalaridir. Boylece p>0iken orijin

komsulugunda bir lx] < p araliginda,

p(x)=Y px", xq(x)=) q,x" (5:2)
n=0 n=0

formunda yakinsak kuvvet serisi agilimlarina sahip olurlar.

xp(x) ve x’q(x)degerlerini (5.1) denkleminde meydana gikarmak igin (5.1) denklemini dnce

P(x)’e boliip daha sonra x”ile carpmak gerekir. Bu durumda

X’y +x[xp(x)]y' + I:xzq(x):ly =0 (5.3)
ya da
xzy"+x[po+p,x+p2x2+---+pnx"+---]y' e
+|:qo+q,x+q2x2+---+q,,x"+---]y=0 :
elde edilir.
=l v gl 9

den bagka tiim p, ve g, katsayilan sifir ise 0 zaman (5.4) denklemi daha &nce incelenen
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X’y + pexy' +4,y =0 (5.6)

Euler denklemine indirgenir. Genel olarak, tabi ki, baz1 p, ve g, ’ler (n>1) sifirdan
farklidir. Bununla beraber (5.4) denkleminin esas ozelligi (5.6) Euler denkleminin

¢oziimlerininki ile Ozdestir. Yalniz, Dot DX+ P X"+t p X"+ ve
g +qx+q,x" +...+q,x" +... terimlerinin varhig1 hesaplamalari karigtirir.

Incelememizi x > 0 arahigs ile sinirhyoruz. Ciinkii x <0 arahginda x = —¢ degisken doniisiimii

ile Euler denklemi gibi davranilabilinir ve sonra en son olusan denklem & > Oigin ¢oziiliir.

(5.4) denklemindeki katsayilar Euler katsayilar1 ¢arp1 kuvvet serisi seklinde oldugundan

¢oziimii de Euler ¢oziimleri ¢arp1 kuvvet serisi seklinde aramak gayet dogaldir. Boylece,

a, # 0iken

o0 o
y=x"(a,+ax+--+ax"+:)= x’Zanx" =Za,,x'”’ (5.7
n=0 n=0

oldugunu kabul ediyoruz. Diger bir deyisle, r serideki ilk terimin kuvveti ve a,’da onun
katsayisidir. Coziim i¢in asagidakileri belirlemeliyiz:
1. (5.7) formunda ¢oziimleri olan (5.1) denklemi i¢in » degerlerini
2. a,katsayilar i¢in tekrarli baginti
3 Zanx" serisinin yakinsaklik yarigapi
n=0

Genel teori Frobenius tarafindan kurulmustur ve olduk¢a karigiktir. Bu teoriyi agiklamaya
¢alismak yerine belirtilen formda bir ¢6ziimiin var oldugunu kabul ederiz. Ozellikle, ¢oziim
ifadesindeki herhangi bir kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapimin sifirdan farkli oldugunu

varsayacagiz ve boyle bir serideki katsayilar1 nasil belirleyecegimize karar verecegiz.

Frobenius metodunu agiklamak igin 6nce bir 6rnek inceleyelim.

Ornek 1. 2x*y" —xy' +(1+x)y =0 (5.8)

diferansiyel denklemini ¢ozelim.
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x = 0denklemin diizgiin tekil noktasidir. Ayrica xp(x)=-1/2ve x’q(x)=(1+x)/2 dir.
Boylece p,=-1/2ve q,=1/2, g, =1/2 ve diger tim p ve g ’lar sifirdir. (5.6) denkleminden
(5.8) denklemine uygun

2x*y" —xy'+y=0 (5.9)
Euler denklemi elde edilir.

(5.8) denklemini ¢ozmek i¢in (5.7) formunda bir ¢6ziim oldugunu kabul ediyoruz.

o

y=Za,,x"+’, a,#0

n=0

Boylece ,

Y= ian(nﬂ)xm‘”' (5.10)
n=0

y":ia,,(n+r)(n+r_1)x"+r—2 (5.11)
n=0

olup yerine yazilirsa

2x%y"—xy' +(1+x)y = i2a” (n+r)(n+r-1x""
% (5.12)

o0 o0 0
n+r n+r n+r+l
= a,(n+rp™ +Y ax" +) ax
n=0 n=0 n=0

olur. Yine (5.12) denkleminde son terim Za,,_lx”*’ seklinde yazilabilir. Boylece (5.12)

n=1

denkleminde terimler birlestirilerek

2x°y"—xy' +(1+x)y =ap[2r(r-1)—r+1]x’

+ (2 + ) (ntr-1)~(n+r)+1]a, +a, 5 =0 (5.13)

elde edilir.(5.13) denkleminin her xigin saglanmasi i¢in x ’in her kuvvetinin katsayilar sifir

olmalidir. g, # 0 oldugunda

2r(r=1)-r+1=2r =3r+l=(r-1)Q2r-1)=0 (5.14)
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olur ve (5.14) denklemi (5.8) denklemi i¢in indisel denklem olarak adlandirilir. Dikkat
edilirse denklem (5.8) denklemine bagl (5.9) Euler denklemi i¢in elde edilebilecek polinom

denklemidir. Indisel denklemin kokleri ise

1
rlzl’r2:§ (5'15)

dir.
r degerlerine x = 0 diizgiin tekil noktasi i¢in tekillikteki iisler denir.

Bunlar (5.7) ¢6ziimiiniin tekil nokta komsulugundaki davranigina gore belirlenir.

(5.13) denklemine donerek x"""’nin katsayilarim sifira esitleyelim. Bu bize asagidaki

bagintiy1 verir.

[2(n+r)(n+r—1)—(n+r)+1:|an+a"_,=0 (5.16)
yada
a =— an—l =

g 2(n+r)2—3(n+r)+1 (5.17)

By = >1

[2(n+r)-1]-[(n+r)-1]"

dir.
r=r, =1 igin (17) denklemi

= _L ot |
e (2n+1)n ’
seklinde olur. Yani,

=_&a =—i=—-—-——————a0 a:—&Z——go— aes

oA NGRS 73 (3503
ve genel olarak

(1) ool v (5.18)

“[357..2n+1)]n!

olur. (5.18) denkleminin sag tarafinda pay ve payday1 2.4.6....2n =2"n! ile ¢arparak denklemi
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seklinde yazabiliriz. Boylece a,sabit ¢arpanini atlarsak (5.8) denkleminin bir ¢oziimii

»(x)= {HZ((;’)H?: ] >0 (5.19)

olur. (5.19) denkleminin yakinsaklik yarigapi i¢in oran testi uygulanabilir.

n+l
a

n+l

o
ax" | m=(2n+2)(2n+3)

lim

n—>w

olup her x igin yakinsaktir.

e :
r,= 3 icin benzer iglemler yapilir.

= a,, a

s n—1

ikl 2n(n_%J “n(2n-1)"

elde edilir. Genel olarak,

o
BN I e -

olur. Pay1 ve payday1 2.4.6...2n=2"n! ile ¢arparsak,

olur ve yine a,sabit ¢arpanini atarsak, ikinci ¢oziim elde edilir.

»{x)= xz[”Z( Lz J,x>0 (5.21)

m (2n)!

olup oran testinden her x igin yakinsak oldugu gosterilebilir. y (x) ve y,(x) seri

¢oziimlerinde bas terimler sirasiyla xve x'? oldugu igin ¢oziimler lineer bagimsizdir. Bu

durumda (5.8) denkleminin ¢dziimii
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.V(x) =GN (x)+czyz (x),x >0

dir.

Bir onceki 6rnek eger x =0 diizgiin tekil nokta ise bazen bu nokta komsulugunda (5.7)
formunda iki ¢6ziim oldugunu gosterir. Benzer sekilde x = x,bir diizgiin tekil nokta ise o

zaman x = x, civarinda gegerli

0

y=(x-x%) Y a,(x-x) (5.22)

n=0

formunda iki ¢6ziim olabilir. Bununla beraber, sadece Euler denklemi olarak y = x” seklinde
iki ¢oziimii olmayabilir. Bu yiizden diizgiin tekil noktas1 daha genel bir denklemin (5.7) ve ya

(5.22) seklinde iki ¢oziimii olmayabilir. Ozellikle, eger indisel denklemdeki 7, ve r, kokleri

esitse ya da farklar1 tamsayi ise o zaman ikinci ¢dziimiin daha karmasik bir yapisi olur.

Her durumda, (5.7) veya (5.22) formunda en az bir ¢éziim bulmak miimkiindiir; eger r, ve

r,’nin farki bir tamsay1 ise bu ¢oziim daha biiyiik r degerleri igin uygundur. Eger boyle

sadece bir tek ¢6ziim varsa o taktirde tipki Euler denkleminin karakteristik denklemindeki esit
kokler durumuna benzer ikinci ¢oziim bir logaritmik terim igerir. Boyle durumlarda ikinci

denklemi belirlemek igin mertebe diisiirme yontemi veya baska baz1 yontemler kullanilabilir.

Indisel denklemin kokleri kompleks ise o zaman kokler esit olamaz yada koklerin farklar
tamsay1 olamaz, bdylece her zaman (5.7) yada (5.22) formunda ¢6ziimler bulunur. Bununla
beraber, Euler denklemindeki gibi, kompleks ¢dziimlerin reel ve sanal boliimlerini ayirarak

reel-degerli ¢oziimler elde etmek miimkiindiir.

Son olarak, pratik bir noktadan bahsedelim. Eger P,Q ve R birer polinom ise genellikle (5.3)
denklemi yerine direk olarak (5.19) denklemi ile c¢alijmak daha iyidir. Boylece
xO(x)/ P(x) = xp(x) ve x’R(x)/P(x)=x’q(x) terimlerini kuvvet serilerinde ifade etmeye
gerek kalmaz. Ornegin, denklemi

F "+ﬁ "+ £
Y e Thd

y=0

formunda yazarak 2x/(1+x)ve x”/(1+x) ifadelerini kuvvet serilerinde agmak yerine

x(1+x)y"+2y +xy=0
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formunda diisiinmek daha kullamghdur.

5.2 I1. Kisim

L[y]=x"y"+x[xp(x)]y +[ x’q(x) |y =0 (5.23)
denkleminin ¢6ziimiinii belirlemeyi inceleyelim. Burada p > 0 igin ‘x[ < p arali@inda yakinsak

olan
p(x)=) px" ve x'q(x)=) q,x" (5.24)
n=0 n=0

serilerini goz Oniine alalim. x = 0 noktas: diizgiin tekil noktadir ve buna karsilik gelen Euler

denklemi ise
X’y + poxy’ +q,y =0 (5.25)

olur. x> 0igin (5.23) denkleminin ¢éziimiinii arayalim ve ¢dziimiin a, # 0 olmak iizere,
ye¢r.x)y=x) ax" =¥ x> (5.26)
n=0 n=0

seklinde oldugunu varsayalim. y = ¢(r,x)yazmamizin nedeni ¢ 'nin hem r’ye hem de x’e

bagli oldugunu vurgulamaktir. Daha sonra,
e Z (r+myax™",y" = Z (r+n)(r+n-1)a,x""? (5.27)
n=0 n=0

bulunur ve (5.24),(5.26) ve (5.27) denklemleri (5.23) denkleminde yerine yazilirsa

agr(r—Dx" +ar(r+Dx"™ +-+a, (r+n)(r+n—1)x"+---
+(po+ px+-+px"+-)
x[ao’x'+an(’+1)x’+'+---+a,,(r+n)x’+"+...:|
+(qy +qx+-+q,x"+-)

x(agx" +ax™ +-+ax"" +--)=0

elde edilir. Sonsuz serileri beraber garpip serileri diizenledigimizde
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a,F(r)x" +[a,F(r+1)+a,(pr+q,)]x™"
+{a,F(r+2)+a0(p2r+q2)+al [p,(r +1)+ql]}x
+“.+{anF(r +n)+a0(pnr +qn) +al[pn~l(r +1)+qn—l]

+eta [p(r+n-1)+ql}x™" +--=0

r+2

elde ederiz. Bunun daha kisa ifadesi ise

L[¢] (r,x)=a,F(r)x

7 n-1 (5.28)
+ Z F(r+n)a, + Zak [(r +k)p, .+ q"_k] ot~ |
n=1 k=0
seklindedir. Burada
F(r)=r(r=1)+ pyr+gq, (5.29)

dir. (5.28) denkleminin 6zdes olarak saglanmasi igin her x kuvvetinin sifir olmasi gerekir.
a, #0 oldugundan x"’yi igeren terim F(r)=0 denklemini verir. Bu denkleme indisel
denklem denir. Ayrica goriildiigii gibi bu denklem (5.25) Euler denklemi i¢in y = x” seklinde
¢oziimler arandiginda elde edilecek denklemdir. indisel denklemin reel koklerini 7 > r, olmak
lizere r,ve r, ile gosterelim. Eger kokler kompleks ise koklerin se¢imi dnemsizdir. 7 *nin

sadece bu degerleri igin (5.23) denkleminin (5.26) formunda ¢6ziimlerini bulmak

beklenebilir. 7 ve r, koklerine tekillikteki iisler denir; tekil nokta komsulugunda ¢6ziimiin

nitel karakterini belirlerler.

(5.28) denkleminde x"*"’in katsayilari sifira esitlenerek

n-1

F(r+n)a, +Zak [(r+k)pn_k +qn_k]=0,n21 (5.30)
k=0

tekrarh bagintisi elde edilir.

(5.30) denklemi genelde a,,q,.a,, --,a, ,,a, katsayilarinin r ’nin degerlerine bagh oldugunu
gosterir. Ayrica, a,,a,,**,a, ,,a,, a,terimi cinsinden ve F(r+1),F(r+2),---,F(r +n),--- sifir
olmayacak sekilde xp(x)ve x’q(x) igin serideki katsayilar hesaplanabilir. F(r)=0 olan tek
rdegeri r=r, ver =r,’dir. r, 2r,oldugundan n2>ligin r,+n, r, ya da r,’ye esit olamaz.

Sonug olarak n>1 igin F(r,+n)#0’dir. Boylece her zaman (5.23) denkleminin (5.26)

formundaki bir ¢oziimiinii elde edebiliriz, yani
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Y, (x)=x" |:1+ia,,(r,)x"],x>0 (5.31)

Burada a, ’in (5.30) denkleminden r =7, ile belirlendigini gostermek i¢in a,(r,) notasyonunu

kullandik. Coziimdeki keyfi sabitleri belirlemek i¢in g, =1 aldik.

Eger r,, n e esit degil ve r, —r, pozitif tamsay1 degil ise, 0 zaman herhangi »>1 degeri igin

r,+n e esit olmaz. Boylece F(r, +n) # 0olur ve ikinci ¢6ziimde elde edilmis olur;

Yy(x) =x" {1+ian(rz)x"],x>0 (5.32)

Daha 6nce goriilen adi nokta civarindaki seri ¢oziimleri gibi xp(x) ve x’g(x) igin iki seride

yakinsadiginda (5.31) ve (5.32) denklemlerindeki serilerde en azindan |x|<parallgmda

yakinsar. Yakinsaklik yarigaplar ile beraber 1+Za,,(r,)x" ve 1+Za,,(r2)x" kuvvet serileri

n=1 n=1

x = 0 noktasinda analitik fonksiyonlar1 belirtir. Boylece, eger varsa, y,ve y, ¢oziimlerinin

tekil davramisi bu iki analitik fonksiyonun ¢arpimi olan x" ve x” igin olacaktir. Daha sonra,

x <0 igin reel degerli ¢6ziimler elde etmek igin &£ > 0 i¢in x = =& yazilir. Euler denklemindeki
calismadan beklendigi iizere, yapilmas: gereken sadece sirasiyla (5.31) denklemindeki x" ve
(5.32) denklemindeki x” yerine |x|"ve |x|” yazmaktir. Son olarak, efer 1 ve r,kompleks
sayilar ise 0 zaman bunlar kompleks eslenik olmak zorundadir ve r, # r, + N ’dir. Bu nedenle

boyle bir durumda her zaman (5.26) formunda iki ¢6ziim bulunabilir; buna ragmen bunlar
x ’in kompleks degerli fonksiyonlaridir. Reel-degerli ¢oziimler, kompleks degerli ¢oziimlerin

reel ve sanal kisimlarini ayirarak elde edilir. , =r,ya da r,—r, = N, N pozitif tamsay1 olan

istisnai durum daha fazla ¢aligma gerektirir.

Tekil noktadaki kuvvetler 7 ve r,’nin bulunmasimn kolay oldugunu ve ¢oziimiin dogal
davramigini  belirlediklerini fark etmek Onemlidir. 7 ve r,’yi hesaplamak icin sadece,

katsayilar

po=limxp(x), g =limx’q(x) (5.33)

ile verilen
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r(r-D+p;r+gq,=0 (5.34)

kuadratik indisel denklemi ¢ozmek gerekir.

Bu limitlerin tekilligi diizgiin tekil nokta olarak siniflandirmak i¢in hesaplanmasi gereken
limitler olduguna dikkat edelim. Boylece bunlar genelde aragtirmanin erken asamasinda

belirlenir.

Dahasi eger x =0, P,Q ve R fonksiyonlarinin polinom oldugu

P(x)y"+Q(x)y'+ R(x)y =0 (5-35)
denkleminde  diizgiin  tekil nokta ise, o zaman xp(x)=xQ(x)/P(x) ve
x’q(x) = x*R(x)/ P(x) *dir. Boylece,

p, =limx =2 | qozlimxzm

i im 2 (5.36)

olur. Son olarak, (5.31) ve (5.32) denklemlerindeki serilerin yakinsaklik yaricapi x=0"mn

kendisinden baska en azindan orijinden P ’nin en yakin kdkiine olan uzaklhigina esittir.

Ornek 1. 2x(1+x)y"+(3+x)y' —xp=0

denkleminin ¢dziimlerinin tekil nokta civarinda karakterini inceleyin.

Bu denklem, (5.35) denkleminin P(x)=2x(1+x),0(x) = (3 + x) ve R(x)=— x olacak sekilde

bir formudur. Tek tekil noktalari x=0ve x=-—1noktalaridir. x=0noktas: diizgiin tekil

noktadir ¢iinkii,

Olx) 2 gy

limx—=hmx—=3
0 Plx) 9 Zfle x) 2

lim 2 RO g 5H)

=0 P(x) =0 2x(1+x)
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Ayrica, (5.36) denkleminden p, :% ve ¢,=0 olur. Boylece indisel denklem

3 : 5
r(r—l)+§r =0 olur ve kokler r =0,r, = —% “dir. Bu kokler esit olmadigindan ve farklar

tamsay1 olmadigindan 0 < ]x‘ < pigin

»,(x) :1+ia,,(0)x" ve y,(x) =|x[_”2[l+ian(%l)x"}

formunda iki lineer bagimsiz ¢6ziim mevcuttur.

Her bir seri igin yakinsaklik yarigapimin alt sinir1 1°dir.( x =0'dan x =-1'eolan uzaklik)

¥, ¢0ziimiiniin x — Oile smirli olduguna ve hatta burada analitik olduguna dikkat edelim.

Ikinci ¢oziim y, x > 0 iken simirsizdir.

x = —1 noktasi1 da bir diizgiin tekil noktadir ¢iinkii,

O(x) ST (x+1)(3+x)=_

lim(x+1)=—=

#-1 P(x) > 23l +%)
llm( x+1)? R(x) = lim w =
x—-1 (x) x—>-1 2x(1 + x)

dir. Bu durumda p,=-1ve g, =0olur. Bdylece indisel denklem r(r—1)—r =0halini alir.

Indisel denklemin kokleri 7 = 2,7, =0 dir.

Daha biiyiik koklere karsilik
»(x)=(x+1)’ [1 +2.a4,(2)(x+ 1)"]
n=1

seklinde bir ¢oziim vardir. Seri en az |x+1/<ligin yakinsar ve y burada bir analitik
fonksiyondur. Iki kikiin farki bir pozitif tamsay1 oldugu igin

(@) =1+ 3 a,0)x-+1)"

n=1

seklinde ikinci bir ¢dziim olabilir de, olmayabilirde. Daha genis arastirma olmadan fazlas:

sOylenemez.
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Bu 6rnekte bulunan ¢oziimler igin higbir karmagsik hesaplamanin bulunmasi gerekmedi. Tek

ihtiyacimiz olan birkag limiti hesaplamak ve iki kuadratik denklemi ¢6zmekti.

Simdi indisel denklemde koklerin esit yada farklarimin bir pozitif tamsayi, 7 —r, = N oldugu
durumu inceleyelim. Daha dnce gosterilen gibi, her zaman indisel denklemin biiyiik 7 kikiine
karsilik (5.31) formunda bir ¢6ziim vardir. Euler denklemine benzerlikten, eger r =r,ise o

zaman ikinci ¢oziimiin bir logaritmik terim igermesini bekleyebiliriz. Bu koklerin farkinin

tamsay1 olma durumunda da dogru olabilir.

indisel denklemin koklerinin esit olmasi durumu:

Ikinci ¢oziimii bulmak igin kullamlan yontem Euler denkleminde indisel denklemin
koklerinin esit oldugu durumda ikinci ¢6ziimii bulmak i¢in kullanilan denklemin aymisidir.

r’yi siirekli degisken kabul edelim ve (5.30) tekrarli bagintisimi ¢dzerek a,’i r’nin bir
fonksiyonu olarak belirleyelim. » > 1i¢in bu a,(r) ¢ziimii igin (5.28) denklemi
L[#](r,x) = a,F(r)x" = ay(r —r)’x" (5.37)

Denklemine indirgenir. Ciinkii #, () "nin tekrarlanan kokiidiir. (5.37) denkleminde r =r,
alinarak L[¢](r,x) =0 oldugu bulunur; bdylece, bildigimiz gibi, (5.31) denklemi ile verilen

»(x) (5.23) denkleminin ¢6ziimiidir. Daha onemlisi, (5.37) denkleminden, Euler

denkleminde oldugu gibi,
a¢ a r 2
Ll —|(r,x)=a,— -r
|:am:|(r| X) aoar[x (r-n) ]ml o

=a, [(r—r,)zx’lnx+2(r—r,)x’:| =0

r=n

dir. Bu durumda, (5.23) denkleminin ikinci ¢oziimii
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osr®)| o f e
y,(x) = arx ,:,,:5{ [a0+;lan(r)x ]}
=(x"In x)[ao + ia"(r)x"} + x" i:a;(r1 ¥’ (5.39)
=y,(x)lnx+x"ia;(rl)x" x>0

n=1
olur. d,(r) r=r, de hesaplanan da,/dr ’yi gosterir.
(5.30) tekrarh bagintisinda a,(r)’yi r ’nin fonksiyonu gibi belirlemek ve daha sonra sonug

ifadelerinin r’ye gore tiirevini almak zor olabilir. Alternatif olarak basitce y ’nin (5.39)

denklemi formunda oldugunu farz edelim. Bu ise,

y=y@)hx+x") bx", x>0 (5.40)

n=1

dir ve y,(x)bulunmugtur. b, katsayilar ise genellikle diferansiyel denklemde yerlerine yazilip

terimleri toparlayip her x’in kuvvetlerinin katsayilarim sifira esitlemek ile bulunur. Ugiincii

bir yol ise y,(x)bilindikten sonra y,(x) ’i mertebe diisiirme yontemi ile bulmaktir.

Indisel denklemin koklerinin farkinin tamsayi olma durumu:

Bu durumda ikinci ¢dziimiin tiirevi ¢ok karmasiktir ve burada verilmeyecektir. Bu ¢6ziim

formu bir sonraki teoremde (5.46) denklemi ile verilmistir. (5.46) denklemindeki

c,(r,) katsayilari

c,(n)= g;[(r —rz)a,,(r)]|r=r2 , n=123,.., (5.41)

ile belirlenir. Burada a,(r) (5.30) tekrarli bagintisinda a, =1ile bulunur. Ayrica, (5.46)

denklemindeki a katsayisi

a = lim(r —ry)ay(r) (5.42)

ror,

dir. Eger a, (r,)sonlu ise 0 zaman a = 0’dir ve y, ’de higbir logaritmik terim yoktur.
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Pratikte, a’nin ikinci ¢6ziimiinde sifir olup olmadigini belirlemenin en iyi yolu uygun
r,kokleri igin a,’i hesaplamaya ¢alismak ve a,(r,)’nin bulunup bulunmayacagina
bakmaktir. Bulunursa problem biter. Bulunamazsa (5.46) formu a # 0 ile kullanilmalidir.

r,—r, = Noldugunda yine ikinci ¢oziim i¢in 3 yol vardir. Birincisi, yigin (5.46) ifadesini
(5.23) denkleminde yerine yazarak a ve c¢,(r,)’yi hesaplamaktir. Ikincisi, (5.46)
denklemindeki c,(r,) ve a’y1 (5.41) ve (5.42) formiillerini kullanarak hesaplamaktir. Eger bu
planli bir islemse, r =7 ’e gore hesaplanan ¢oziimde a,(r) ’den ziyade a,(r)igin bir genel

formiil elde edileceginden emin olabiliriz. Ugiincii yol ise mertebe diisiirme yontemidir.
5.2.1 Teorem

x = 0 bir diizgiin tekil nokta iken,
Xy +x[xp(x)]y + I:xzq(x)]y =0, (5.23)
diferansiyel denklemini ele alalim.
p(x)=3 px"s  Xq(x)=3 q,x"
n=0 n=0

yakinsak kuvvet seri ag¢ilimlarinda p >0 serilerin yakinsaklik yarigaplarimin minimumu

oldugunda |x| < p i¢in xp(x) ve x’q(x) x = 0’da analitiktir.
F@r)=r(r-1)+pyr+q,=0

indisel denkleminin kokleri 7, ve r, olsun ve eger kokler esitse 7, >r, yazalim. O zaman ya

—p < x <0arah@mnda ya da 0 <x < parah@inda

» () =] {1 + ian(r. )x”} (5.43)

formunda bir ¢6ziim mevcuttur. Burada a,(r) (5.30) tekrarh bagintisinda a, =1ve r =7, ile

bulunur.
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Eger r,—r, sifirdan farkli ya da bir pozitif tamsayr degil ise 0 zaman —p<x<0 ya da

0 < x < paraliklarinin birinde

y,(x) =|+ {1 + ia”(rz)x"} (5.44)

formunda ikinci lineer bagimsiz ¢oziim mevcuttur. a,(r,)’de (5.30) tekrarh bagintisinda

a, =1ve r =r,olmasu ile belirlenir.
(5.43) ve (5.44) denklemlerindeki kuvvet serileri en az |x| < p igin yakinsaktir.

Eger r, =r,ise o zaman ikinci ¢6ziim

¥,(x) = y,(x) In|x|+|x|" ib”(r, " (5.45)

olur. Eger r, —r, = N, bir pozitif tamsayi, ise 0 zaman

Y,(x)=ay,(x)Inx+ ]x”’ {1 + icn(rz)x"} (5.46)

dir.

a,(n),b,(r).c,(r,) katsayillart ve asabiti y’nin seri ¢oziimlerinin formunun (5.23)

denkleminde yerlerine konmasi ile belirlenebilir. (5.46) ¢oziimiinde higbir logaritmik terim

olmamasi durumunda a sabiti sifir olabilir. (5.45) ve (5.46) denklemlerindeki her bir seri

|x{ < pigin yakinsar ve x = 0’ baz1 komsuluklarinda analitik olan bir fonksiyon belirtir.
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6. BESSEL DENKLEMIi

Bu béliimde, bir 6nceki biliimde inceledigimiz teoremi anlatan

xzy”+xy’+(x2—v2)y=0, v sabit (6.1)
Bessel denklemi igin {i¢ 6zel durumu inceleyecegiz. x =0 noktasinin bir diizgiin tekil nokta
oldugunu géstermek kolaydir. Basitlik igin sadece x > 0 durumunu ele alalim.

6.1 Sifirinc1 Mertebeden Bessel Denklemi

Bu 6rnek indisel denklemde koklerin esit olma durumunu anlatiyor. (6.1) denkleminde

v = 0 yazarak

L[y]=x2y"+xy'+x2y=0 (6.2)

elde edilir.

y=¢(r,x)=ax +Y ax™"" (6.3)
=l

yerine yazilarak

LA %) = 30, [+ mr+m=D)+ (4 w5 +3 a6
=a,[r(r-D)+r]x" +a[r(r+D)+(r+D]x"™ (6.4)

+i{an [(r+n)(r+n—l)+(r+n)]+an_2}xr+n -0

n=2

bulunur. F(r)=r(r—1)+r =0indisel denkleminin kokleri n =0ve r, =0 dir. Bu durumda

kokler esit olur. Tekrarl bagint: ise

an—Z(r) e a, ., (r)
(r+n)r+n-1)+@r+n)  (r+n)*’

a,(r)=- (6.5)

r+l s:

dir. y,(x)’i bulmak i¢in r =0aliyoruz. (6.4) denkleminden """ ’in katsayilarimin sifir olmasi

i¢in a, = 0 segmek zorundayiz. Boylece, (6.5) denkleminden a, = a; =a, =---= 0 olur. Ayrica
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a,(0)=-a, ,(0)/n*, n=2,4,6,8,...
olur ya da n = 2m alirsak
a,,(0) =-a,, ,(0)/(2m)’>, m=1,2,3,...

elde edilir. Boylece

a,

a, a,
02(0) = -'2%’ 04(0) = 24_;2, 06(0) - _25_(32_)29

ve genel olarak,

( )"a
a,,(0)= 7 (m ')"2, me=l 23l | (6.6)
bulunur. Bu durumda

( l)m 2m
»(x)=a, 1+222. e S (6.7)

olur. Parantez icindeki fonksiyon sifirinci mertebeden 1. gesit Bessel fonksiyonu olarak
adlandirilir ve J(x)ile gosterilir. 5.2.1 Teoremine dayanarak serinin her xigin yakinsadigi
ve J,’1in x =0 ’da analitik oldugu goriiliir. J,’1n bazi 6nemli zellikleri sorularda bahsedildi.
Sekil 6.1.1 y =J,(x) 1 grafigini ve (6.7) serisindeki bazi kismi toplamlar1 gdsterir.

© Sekil 6.1.1 J,(x) e polinom yaklasimu. » degerleri polinom yaklasim dereceleridir.
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r+l s

¥,(x)’i bulmak igin a(0)’1 hesaplamaliyiz. ilk olarak, (6.4) denklemindeki x"*'’in
katsayilarindan (r+1)’a,(r) =0 oldugunu goriiriiz. Buradan goriiliir ki sadece @,(0)=0 degil
ayni zamanda a;(0)=0"dur. (6.5) tekrarh bagintisindan kolayca

a;(0)=d}(0)=---=d,,,,(0)=---=0sonucu ¢ikar; bdylece sadece a,(0),m=1,2,3,... 'mn

hesaplanmasi yeterlidir. (6.5) denkleminden
a,,(r)=-a,, ,(r)(r+ 2m)’, m=123,..

vardir. Bu tekrarh bagintiy1 ¢6zerek

= — ao - ao
S e
ve genel olarak,
a,, (r)= A m>3 (6.8)

(r+2)--(r+2m)*’

elde edilir. ), (r)hesabi daha kullanigh hale getirebilir. Bu ise asagidaki islem dikkate

alindiginda gergeklesir. Eger
f(X) = (x_a])ﬂ: (x—az)ﬂZ (x—a:;)ﬂ3 ”.(x_an)ﬁ,,,

ise ve x a,,a,,a,, --,a, den farl ise o zaman,

L0 A A
f(x) G-a) (x-a3) (x-a,)

olur. Bu sonucu (6.8) denkleminden a,, (r) 'ye uyguladigimizda

M=_2(_1_.+L+...+ ! ),

a,,,(r) r+2 r+4 r+2m

bulunur ve r = 0 alarak

| & 1
aQ,,.(O)=-2(§+Z+'“+%)azm(0)

elde edilir. (6.6) denkleminde a,, (0) yerine yazilarak ve
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Hm:1+l+l+---+l (6.9)
y £98 m

alinarak, sonug olarak,

a;m(0)=—Hm2(+f()%, m=123,..
m!

elde edilir. Sifirinci mertebeden Bessel denkleminin 2. ¢oziimii a, =1 alinarak ve 5.2

Boliimiindeki (5.45) denkleminde y,(x)ve d),,(0) =b,, (0) yerlerine yazilarak bulunur.

y,(x)= J(x)lnx+zgz,1) H)"' " x>0 (6.10)

¥, ‘nin aksine, ikinci ¢oziim genellikle J;ve y,’nin belirli bir lineer kombinasyonuna gore

segilir ve Y, ile gosterilir.

Y (x) = %[yz(x) +(7 —In2)J,(x)] 6.11)

seklinde ifade edilir. Burada y Euler- Mascheroni sabiti olarak bilinir ve

y =lim(H, —Inn) = 0.5772 (6.12)

denklemi ile ifade edilir. y,(x) (6.11) denkleminde yerine konularak,

Yo(x)——[wm—w (x)+Z(223m+f)’ x? } x>0 6.13)

elde edilir. x > 0i¢in sifirinc1 mertebeden Bessel denkleminin genel ¢dziimii
y = (x)+ 6,1 (%)

olur. Dikkat edilirse x = Oiken J (x) —>1 oldugu gériiliir. Ayrica ¥,(x)’in x =0 da pozitif
degerler arasindan x —>0 iken (2/7)Inx gibi davranan bir logaritmik tekilligi vardir.

Boylece, eger orijinde sonlu olan sifirnci dereceden Bessel denkleminin g¢oziimleri ile

ilgileniyorsak Y, ’1atmaliyiz. J; ve Y, fonksiyonlarimn grafigi sekil 6.1.2°de gosteriliyor.
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¥
e
y=Ahx
e i y=Yo(x)
P\ ey /\L 1 A‘_
2 \ e e e NmnNEhior gy ta
05

Sekil 6.1.2 J, ve Y, Bessel fonksiyonlar.

Sekil 6.1.2°den goriildiigii lizere biiyiik x degerleri i¢in hem J (x) hem de ¥ (x)salimimlidir.
Boyle bir davranig orijinal denklemden beklenebilir; gergekten bu v-inci mertebeden Bessel

denkleminin ¢oziimleri igin dogrudur. (6.1) denklemini x*’ye bolersek
2
y”+ly'+(l—v—2Jy =0
x x

elde edilir. x ’in ¢ok biiyiik olusu ile (1/x)y’ve (v*/x*)y terimleri ok kiigiik olur ve boylece

ihmal edilebilirler. Boylece v-inci mertebeden Bessel denklemi
Y'+y=0

denkleminden yaklasik olarak elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimleri sinx ve cosx ’dir; bu
nedenle bilyiik x’ler igin Bessel denkleminin ¢6ziimlerinin sinx ve cosx’in lineer
kombinasyonuna benzer oldugu belirlenebilir. Bessel fonksiyonlarinin salimmli oldugu

boliime kadar dogrudur; ama sadece bir boliimii dogrudur. Biiyiik x ’ler igin hem J;, hem de
Y, fonksiyonlar: da x arttik¢a bozulur; bu nedenle y"+y =0denklemi biiyiik x’ler i¢in

Bessel denklemine uygun yaklasimi saglamaz ve daha ince analizler gerekir. Aslinda,

2 1/2
x —> oiken Jy(x)= (——) cos(x —-’5) (6.14)
X 4
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1/2
x — oo iken Y (x)= (i) sin(x —%) (6.15)
X

oldugunu géstermek miimkiindiir. x — coiken bu asimptotik yaklagimlar aslinda ¢ok iyidir.
Ormegin, sekil 6.1.3 (6.14) asimptotik yaklagimimn her x >1ligin J,(x) ’e makul kesinligini
gosterir. Bu yiizden sifirdan sonsuza kadar olan tiim alandaki J(x)yaklasimi igin (6.7)
serisinden x<1 i¢in iki ya da i¢ terim ve x2>1 igin (6.14) asimptotik yaklagimi
kullanilabilir.

Sekil 6.1.3 J,(x) ’e asimptotik yaklagim.

6.2 % -inci Mertebeden Bessel Denklemi

Bu 6rnek indisel denklemde koklerin farkinin pozitif tamsayi oldugu durumu anlatiyor ama

ikinci ¢oziimde bir logaritmik ¢6ziim yoktur.(6.1) denkleminde v = % yazarak

L[y]=x’y’+xy'+(x’-%)y=0 (6.16)

elde edilir. y =¢(r,x) (6.3) serisinde diizenlendiginde
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L[¢](",x) = i[(r +n)(r+n—-1)+(r+n) —%:lanx”" +ianx’*”+2

n=0

=(r’ - %)aox’ + [(r +1)° - ﬂ & (6.17)

+ Z{{(r +n)’ —i}a" +a,, }x”" =)
n=2

elde edilir. indisel denklemin kokleri r1 =%, v, =—% ‘dir; boylece koklerin farki bir

tamsayidir. Tekrar bagintisi

{(r+n)2 —ﬂan =g, H22 (6.18)

dir. (6.17) denklemindeki x"*'’in katsayilarindan daha biiyiik kok 7 =%’ye karsilik olarak
a, =0oldugunu buluruz. Boylece, (6.18) denkleminden a;,=4a5=---=a,,, =---=0olur.

Dahasi, r = —]2— icin

a=-—22_ n=2456,.
n(n+1)

olur yada »n =2m alirsak

a, = ———az”'—‘z, m=123
2m(2m+1)

elde edilir. Bu tekrarh bagintiy1 ¢ozerek

. A

a, =— a. = coe
SR .

ve genel olarak

4 N SRS
2m+1)!

elde edilir. Boylece, a, =1alarak

Se=4y9 c (_l)mxzm i E (—l)mxzml
nx)=x {1+;———(2m+l)!} x 2 om D x>0 (6.19)
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elde edilir. (6.19) denklemindeki kuvvet serisi sinx igin Taylor serisidir; bu durumda 1/2-
inci mertebeden Bessel denkleminin bir ¢oziimii x "?sinx *dir. 1/2-inci mertebeden birinci
1
cesit Bessel fonksiyonu, J,,,, (2/7)2 y, olarak tammlanir. Yani

Iy (%)= (ﬂ%)z sinx, x>0 (6.20)

dir.

" L kokiine karsilik, N =7 —r, =1 oldugunda a,’i hesaplamakta zorluk ¢ekilebilir.

r+l s

Bununla beraber, (6.17) denkleminden r, =—% icin  x"ve x""’in katsayilarinin ikisi de

a,ve a,’in se¢imine bakilmaksizin sifirdir. Bu nedenle a,ve a, keyfi secilebilir. (6.18)
tekrarli bagintisindan a,’a karsilik ¢ift sayili katsayilar kiimesi ve a,’e karsilik tek sayili

katsayilar kiimesi elde edilir. Boylece bu durumda ikinci ¢dziim igin higbir logaritmik terim

elde edilmesine gerek yoktur. 7, = —% i¢in,

a2n =m’ a2n+] = (_1) al 5io il =l,2’39"°
(2n)! 2n+1)!

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle

Lo ) (_l)nx2n ) (_l)nx2n+l
() =x {“°§ (2n)! +a‘,,z=(; Qn+1)! }

6.21)

COSX sin x

=q——+a——, x>0
0 1 4
x|/2 x1/2

olur. g, sabiti basitge y,(x)’in bir katim tanitiyor. E-mm mertebeden Bessel denkleminin

1
ikinci lineer bagimsiz ¢dziimii genellikle a, =(2/ 7z)5 ve a, =0 olan ¢6ziim olarak alinir.

J_,,, ile gosterilir. Yani,

1

| =
J_,,;(x)=(;;) cosx, x>0 (6.22)
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6.(16) denkleminin genel ¢ézimii y=cJ,,(x)+c,J ,(x) ‘dir. (6.20) ve (6.22)
denklemlerini (6.14) ve (6.15) denklemleri ile karsilastirarak, 7/4’iin degisim evresi harig
biiyiik x’ler igin J_,,, ve J,, fonksiyonlarimn sirasiyla Jve Y, ’a benzedigi goriilir. J_,,,

ve J,,, fonksiyonlarinin grafikleri sekil 6.2.1’de gosterilyor.

Sekil 6.2.1 J_,,, ve J,,, Bessel fonksiyonlar

6.3 1-inci Mertebeden Bessel Denklemi

Bu 6rnek indisel denklemde koklerin farkinin pozitif tamsay1 oldugu ve ikinci ¢dziimiin bir

logaritmik terim i¢erdigi durumu anlatiyor. (6.1) denkleminde v =1alarak
Lly]=x*"+xy'+(x’=1)y =0 (6.23)

elde edilir. y =¢(r,x) (6.3) serisinde yerine yazilirsa ve bir 6nceki durumdaki gibi terimler

toplanirsa,

L[#](r,x) =@ -Dayx" +[(r +1)? —l:lalx’+l

+i{[(r+n)2 —l]a" +an_2}x’+" >0 (6.24)
n=2
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elde edilir. Indisel denklemin kokleri 7, =1, r, =—1 ‘dir. Tekrar bagintisi
[(r+n)-1]a,(r)=-a,,(r), n>2 (6.25)

dir. Daha biiyiik r =1 kokiine karsilik gelen tekrar bagintis

e MR Y
n(n+2)

r+l s:

olur. Ayrica (6.24) denkleminde x""’in katsayilarinda @, =0oldugu bulunur. Bu nedenle

tekrar bagintisindan a, = a, =---=0olur. »’nin ¢ift degerleri i¢in » =2m olsun. Bu durumda,

P g ot e o R T =123
o 2m@2m+1)  22m(m+1)’

elde edilir. Bu tekrarli bagintiy1 ¢ozerek

o s e, P L (6.26)
" 22"(m+1)!m!

bulunur. 1-inci mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonu J, ile gosterilir ve a,=1/2
olarak elde edilir. Yani,

J(x)=2 i Ch"x (6.27)

2532 (m+1)!m!

Seri kesinlikle her x igin yakinsar, bu yiizden J; fonksiyonu her yerde analitiktir. 1-inci

mertebeden Bessel denkleminin ikinci ¢éziimiinii bulmak i¢in direk yerine koyma y6ntemi
gosterilir. Asagidaki (6.28) denklemindeki genel terimin hesabi oldukga karmagiktir ancak ilk

birkag terim basit gsekilde bulunabilir. 5.2.1 Teoremine gore

n=1

y,(x)=al,(x)Inx+x" [l+ icnx”], x>0 (6.28)

oldugunu varsayalim. yz'(x), yz"(x) hesaplanip (6.23) denkleminde yerine konularak ve .J,’in
(6.23) denkleminin ¢dziimii oldugu kullanilarak

2axJ](x)+ i [(n-D)(n-2)c, +(n-1)c, —c,]x"" +i X" =l g o=l (6.29)
n=0 n=0
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elde edilir. (6.27) denkleminde J (x) yerine konulup, iki serideki toplamlarin indisleri
degistirilip birkag adim daha ileri gétiiriiliirse
—¢, +[0.c, +co]x+2|:(n =1e. .+ ]x”

3 a[HZ( )" (2m+1)x2'"+1}

= 2)(m+1)!m!

(6.30)

ortaya ¢ikar. (6.30) denkleminde ilk olarak ¢, =0ve a=-c¢,=-1 oldugunu gozlemleriz.

Dahasi, sagda yalnizca x’in tek kuvvetleri oldugu i¢in sol tarafta x ’in her ¢ift kuvveti sifir

olmak zorundadir. Boylece, ¢, =0 oldugu igin ¢;=c¢;=---=0o0lur. x’in tek kuvvetlerine

karsilik gelen tekrar bagintisi ((6.30) denklemindeki sol taraftaki seride » =2m +10lsun)

=D"(2m+1)

, m=123,.. 6.31
22" (m+1)!m! pe.

[(2m +1)° —1]02,,,+2 +¢,, =

olarak elde edilir. (6.31) denkleminde m =1 alirsak,
[3%-1]c, +c, = (-1)3/(2%2)

olur. ¢, keyfi segilebilir ve bu denklem ile ¢,bulunur. Ayrica denklemde x’in katsayisi

olarak ¢, sifirin kat1 olarak ortaya ¢ikar ve denklem a’y1 belirlemek i¢in kullanilir. ¢,’nin
n=1

keyfi olmas: sagirtici degildir glinkii x~' l:l +chx"} ifadesinde c,, x’in katsayisidir. Buna

gore, ¢, basitge J,’in bir ¢arpimini meydana getiriyor ve y, sadece J,’in toplamsal

carpimina bagli olarak belirleniyor. Genel pratige uygun olarak, c, =1/2”seklinde segilir.

Daha sonra,
-113 -1 1
- —+1|= 1+ |+1
£ 2‘-2[2 J 2‘-2![( 2) }
i 2'(H ,+H)

elde edilir. (6.31) tekrarli bagintisinin ¢éziimiiniin /#;, =0 oldugunu bilerek

o VU, )

= 3 s— m=k2,3,..
27" m!(m—1)!
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oldugunu gostermek miimkiindiir. Béylece,

yz(x)=—J,(x)lnx+l[1—i(_l)m(H”’+H")xz”'}, x>0 (6.32)

X ~ 2"m!(m-1)!

olur.

¢,(r,) 'nin belirlendigi alternatif prosediir ile y,(x) ’in hesaplamasi biraz daha kolaydir (5.2

Boliimiinde (5.41) ve (5.42) denklemlerinden goriiliir). Ozel olarak, son prosediir (6.31)

formunda bir tekrarli bagintinin ¢oziilmesine gerek duymazsizin c,,igin genel formiiliin

bulunmasin saglar.

(6.23) denkleminin ikinci ¢dziimii, 1. mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonu, Y, genellikle

J, ve y,’nin belirli bir lineer kombinasyonu seklinde alinir. Y, asagidaki sekilde tanimlanir.

K(x) = —f;[—yz(x) +(7 =In2)J,(x)] (6.33)
7 (12) denkleminde tanimlanmisti. x >0 i¢in (6.23) denkleminin genel ¢6ziimii
y=cJy(x)+c)(x)

dir. Aynica, J,’in x=0’da analitik olmasina ragmen, ikinci ¢dziim Y, x — Oiken aym

durumda -] olarak simirsiz olur. J; ve ¥, ’in grafikleri sekil 6.3.1°de gosterilir.

¥4
3 s
y=Ax
o B y =Yy
| I | 1 1 [\
2 4\7 8 10N 12/ 147 2
-0.51-

~Sekil 6.3.1 J; ve Y, Bessel fonksiyonlar
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oldugunu géstermek miimkiindiir. Boylece,

Y,(x)=-J,(x)Inx +l[1 —i CD"(H, + H,) xz'”}, x>0 (6.32)

x| & 2*™mi(m-1)

olur.

¢,(r,) 'nin belirlendigi alternatif prosediir ile y,(x) ’in hesaplamasi biraz daha kolaydir (5.2

Bolimiinde (5.41) ve (5.42) denklemlerinden goriiliir). Ozel olarak, son prosediir (6.31)
formunda bir tekrarli bagintinin ¢oziilmesine gerek duymazsizin c,,i¢in genel formiiliin

bulunmasini saglar.

(6.23) denkleminin ikinci ¢éziimii, 1. mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonu, Y, genellikle

J, ve y, nin belirli bir lineer kombinasyonu seklinde alinir. Y, asagidaki sekilde tanimlanur.

X(x)=;2z-[—y2(x)+(y—1n2)J,(x)] 633)

y (12) denkleminde tanimlanmigti. x > 0 i¢in (6.23) denkleminin genel ¢ézlimii
y=¢cJ,(x)+c,F(x)
dir. Aynca, J,’in x=0’da analitik olmasina ragmen, ikinci ¢6ziim Y, x— Oiken aym

durumda £ olarak simirsiz olur. J; ve Y] ’in grafikleri sekil 6.3.1’de gosterilir.
x

Vi
1—
y= A
051 -
~r=h
o Ny Nepo lpaaNsaing /?
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Sekil 6.3.1 J, ve ¥, Bessel fonksiyonlari
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