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OZET

“Iki Regiiler Sturm-Liouville Operatoriiniin Ozdegerler Farkinin Toplami Hakkinda” adli bu
tez calismasinda L,[0,7] uzayinda sirasiyla

Lo(y) ==y"(x)

0(y) ==y (x)+q(x)y(x)

diferansiyel ifadeleri ve ayn1 y’(0) = y(m) =0 sinir kosullar ile iiretilen kendine es A ve B
operatorlerinin gesitli spektral o©zellikleri incelenmigtir. Ayrica p,<u, <..<p,6 <... ve
Ay <A, <..<A, <.. swrasiyla A ve B operatorlerinin 6zdegerleri olmak iizere, bu
operatorlerin 6zdegerler farkinin toplami i¢in

i(kn—un)f[q(orq(n)]

formiiliiniin saglandig1 gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kendine es operator, 6zdeger, cekirdek operator, matris izi, rezolvent,
spektrum.
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ABSTRACT

In this thesis, entitled “On the Sum of Differences of Eigenvalues of Two Regular Sturm-
Liouville Operators”, some particular spectral properties have been examined of two self-
adjoint operators A and B generated by the differential statements

Lo(y) ==y"(x)
2(y) =-y"(x) +q(x)y(x)

and with the same boundary conditions y’(0) = y() =0 in the space L,[0, 7] . Moreover it has

been shown that the formula
= 1

20, -u,)= Z[q(@) —q(m)]

n=0

held for the sum of differences of eigenvalues of these operators. Here, 1, <, <...<u, <...

and A, <A, <..<A, <... were assumed to be the eigenvalues of A and B, respectively.

Key Words: Self adjoint operator, eigenvalue, kernel operator, trace of matrix, resolvent,
spectrum.
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1. GIRIS

Bu calismada L,[0,t] uzayinda sirasiyla

Lo(y) ==y (x) (1.1)
U(y)=-y'(x) +q(x)y(x) (1.2)
diferansiyel ifadeleri ve ayni

y(0)=y(m=0

sinir kosullart ile olusturulan A ve B operatorlerinin spektral ozellikleri incelenmis ve bu

operatorlerin 6zdegerler farkinin toplami icin bir formiiliin ger¢eklendigi gosterilmistir.
A ve B operatorlerinin tanim kiimesi L,[0, 7] uzayinin

1. y(x) ve y'(x) fonksiyonlari [0,7] araliginda mutlak siireklidir,

2. y(0)=y(m)=0,

3. y'(x)e L,[0,m]

kosullarini saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarimin kiimesidir. (1.2) ifadesinde yer alan q(x)
fonksiyonunun [0,7] araliinda tanmli, ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan reel

degerli bir fonksiyon oldugu ve
I q(x)dx =0
0

kosulunu sagladig: varsayilmistir.

A ve B operatorlerinin kendine es, sinirsiz ve saf ayrik spektruma sahip olan operatorler

olduklar1 gosterilmistir.

o <M, <...<M, <... Ve Ay <A <..<A,<.. swrastyla A ve B operatorlerinin dzdegerleri

olsun. A operatoriiniin 6zdegerleri

2
u, :(n+—) (n=0,1,2,...)

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlari



9, =9,(x)= 2 COS(n + ljx (n=0,12,...)
T 2

seklindedir.

Bu calismada B operatoriiniin {ln }: Ozdegerleri i¢in
N 17 .

hy = n+= | +=[qe)dx +0m™)
2 Ty

seklinde bir asimtotik formiil bulunmustur. Ayrica B ve A operatorlerinin 6zdegerler

farkindan olusan Z(kn - I,Ln) serisinin toplaminin
n=0

oo

7 (kn—un)=i[q<0>—q<n>]

formiiliinii sagladig1 gosterilmistir.

Saf ayrik spektruma sahip olan iki diferansiyel operatoriin 6zdegerler farkinin toplami igin
formiil ilk olarak Gelfand ve Levitan’ 1n (1953) caligmasinda bulunmustur. Bu calismadan
sonra Dikiy (1953, 1955, 1958); Gelfand (1956); Gasimov ve Levitan (1963); Lidskiy ve
Sadovniciy (1967); Sadovniciy (1967, 1974); Halilova (1976); Marchenko (1977); Maksudov,
Bayramoglu ve Adigiizelov (1984, 1993); Bayramoglu (1987); Almamedov, Bayramoglu ve
Katanova (1991); Bayramoglu ve Adigiizelov (1997); Adigiizelov, Avci ve Gil (2001);
Adigiizelov, Baykal ve Bayramov (2001); Adigiizelov ve Baksi (2004); Adigiizelov, Baksi ve
Baykal (2004) calismalarinda ve bir¢ok baska caligmalarda cesitli diferansiyel operatorlerin

0zdegerleri i¢in formiiller bulunmustur.



2. ONBILGILER

2.1 Mutlak Siirekli Fonksiyonlar

Tanmm 2.1.1: { sonlu bir [a,b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Her € >0 verildiginde

[a,b] araliginin ikiserli ayrik agik alt araliklarinin

n

Z(bi_ai)<8

i=1

kosulunu saglayan her sonlu {(ai,bi )}i1 toplulugu i¢in
Y| fb)-f(a)|<e
i=1

olacak sekilde bir d=29(g) pozitif sayisi varsa f fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak

sureklidir denir.

Bu tanimdan her mutlak siirekli fonksiyonun diizgiin siirekli oldugu goriilmektedir. Oysa her

diizgiin siirekli fonksiyon mutlak siirekli degildir. [a,b] araliginda Lipschitz kosulunu

saglayan her fonksiyonun bu aralikta mutlak siirekli oldugu aciktir.

Teorem 2.1.1: Bir f fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak siirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosul her € >0 verildiginde [a,b] araligimin ikiserli ayrik agik alt araliklarinin

n

> (b, —a;)<d (2.1)

i=1

kosulunu saglayan her sonlu {(ai,bi) };’ toplulugu i¢in

Zn:[f(bi) —f(a)]|<e (2.2)

olacak sekilde bir & = 8(¢) > 0 sayisinin var olmasidir.

Ispat:

Gereklilik:

Y0~ (@)

< Z| f(b,)—1 (ai)| oldugundan gereklilik aciktir.
i=1



Yeterlilik: Her €>0 verildiginde [a,b] aralifinin ikiserli ayrik acgik alt araliklarinin

z (bi - ai)< d kosulunu saglayan her sonlu {(ai,bi) };’ toplulugu i¢in

i=1

S [£(b,) — f(a))]

i=l1

€
<=
2

olacak sekilde bir 6 =9(¢) >0 sayisinin var oldugunu kabul edelim. f(b,)—f(a,)>0 olacak
sekilde (a;,b;) araliklarmin toplulugu A, geri kalan araliklarin toplulugu B olsun.

z -, <5vez . —a.)< & oldugundan

D f(b)—f(a)|=

Z[f(bi) —f(a))]

<E 2.3
> (2.3)

2.4)

%

3 I (by) ~f(a)l=

2l (b) =1l <

dir. (2.3) ve (2.4) ten
2l fb)-f@)[<e

elde edilir. m

Teorem 2.1.2: f ve g sonlu bir [a,b] araliginda mutlak siirekli herhangi iki fonksiyon olmak
tizere f+g, f—g, f.g ve her xe[a,b] i¢in g(x)#0 ise é fonksiyonlar1 da [a,b]
araliginda mutlak siireklidir.

Ispat: Once f +g fonksiyonunun mutlak siirekli oldugunu gosterelim. f ve g fonksiyonlari

[a,b] araliginda mutlak siirekli olduklarindan her € >0 verildiginde [a,b] araliginin ikiserli

ayrik agik alt araliklarinin z L= a < § kosulunu saglayan her sonlu {(a ,b,) }T toplulugu

i=1

icin Z| f(b,)—f(a, )| < — ve Z| g(b)—g(a,) | < — olacak sekilde bir d=203(¢) >0 sayisi

i=1

vardir. Dolayisiyla

Y| [6cb) + 2ol [fca) + 2] |= 3 [ o) - )]+ b)) - 26a)]|



2| [Eo)+gy]-[f @) +g@)][< X[ fb)—f@) [+ | b)) - g@) [<e

elde edilir.

Benzer sekilde f —g fonksiyonunun da [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugu gosterilebilir.

Bu kez f.g fonksiyonunun mutlak siirekli oldugunu gosterelim. f ve g fonksiyonlarindan biri
sifir ise f.g=0 olup mutlak siireklidir. f#0 ve g#0 oldugunu varsayalim. Ayrica

max|f(x) |: A ve max| g(x) |: B olsun. A>0 ve B>0 dir. Her € >0 verildiginde [a,b]
xe[a,b] xe[a,b]

araliginin ikiserli ayrik acik alt araliklarimin Z:(bi —al) <0 kosulunu saglayan her sonlu
i=1

{(a;,b,) }' toplulugu icin

n

) -] <55 2.5)
ve

= €

;Ig(bi)—gwi)l <7x (2.6)

olacak sekilde bir 5= 8() >0 sayist vardir.

|£(b,)2(b) —F(@)z(a)] =| £(b)a(b)—(b)a(a) +(b)g(a,) ~F(ag@,)|
<[ t®) 2b)—2(@) | +] g@)Lfb) —F@,)|
<A|g(b)—g(a)|+B|f(b)—f(a)].

(2.5), (2.6) ve son bagintidan

g|f<bi>g(bi) N Aglg(bi) —g(ai)|+Bg|f(bi) ~f(a)| <e

bulunur.

f fonksiyonunu f ve 1 fonksiyonlarinin carpimu olarak diisiinebiliriz. Su halde f
g

fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugunu gostermek i¢in yukaridaki ispattan



dolay1 1 fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

Hipotez geregince her x € [a,b] icin g(x) # 0 oldugundan, | g(x)| >2C>0 ( x € [a,b] ) olacak

sekilde bir C >0 sabiti vardir. g(x) fonksiyonu [a,b] araligmmda mutlak siirekli oldugundan,

[a,b] araligimin ikiserli ayrik acik alt araliklarinin Z ) <& kosulunu saglayan her

i=1

sonlu {(a,,b,) J' toplulugu igin

Zn:|g(bi)—g(ai)| <e.C’ (2.7)

olacak sekilde bir & = §(¢) > 0 sayis1 vardir. Ote yandan

| 1 1| _[g®)-g@)]|_[e®)-g)] 2.8)

gb) g@)| |egbig@)| —  C?

dir. (2.7) ve (2.8) den

n

2

i=1

1 1

ab)  g@)| CzZlg( )-gla)| <t

elde edilir. m

Teorem 2.1.3: f [a,b] aralifinda mutlak siirekli ve degerleri [A,B] araligina ait olan bir
fonksiyon olsun. Eger F(y), [A,B] aralifinda Lipschitz kosulunu saglayan bir fonksiyon ise

F [f (x)] bileske fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siireklidir.

Ispat: F fonksiyonu [A,B] araliginda Lipschitz kosulunu sagladigindan dolayr her
y,y'€[A,B] icin |F(y")-F(y)| <K|y’—y]| olacak sekilde bir K>0 sabiti vardir.
Dolayisiyla [a,b] araliginin ikiserli ayrik agik alt araliklarinin her sonlu {(ai,bi) };’ toplulugu
icin

3| FIF(b)1- FIf @)1 <K Y| (b,) = f(ay)

dir. Bu esitsizlikten ve f fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak siirekli olmasindan, F[f(x)]

fonksiyonunun da [a,b] araliginda mutlak stirekliligi elde edilir. m



Tanmm 2.1.2: Verilen bir 6zellik ol¢iilebilir bir E kiimesinin sifir 6l¢iimlii bir alt kiimesi
disinda her noktasinda saglaniyorsa bu 6zellik E kiimesinde hemen hemen her yerde ( hhhy )

saglaniyor denir.

Teorem 2.1.4: [a,b] araliginda mutlak siirekli bir f fonksiyonunun hemen hemen her
x € [a,b] noktasinda sonlu tiirevi vardir ve f’(x) [a,b] aralifinda Lebesque anlaminda

integre edilebilirdir.

Teorem 2.1.5: f [a,b] (—oco<a <b <o) araliginda integre edilebilir bir fonksiyon ise

00 = [0 (a<x<b)

fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siireklidir.

Teorem 2.1.6: f [a,b] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon ise her [a, 3] —[a,b] icin

B
[r@dt=f(@)-f (o)

dir.

Teorem 2.1.7: f ve g [a,b] araliginda mutlak siirekli herhangi iki fonksiyon ise

[F00g 0 dx = f(D)g(b) - f(a)g(@) - [ £ (X)e(x)dx

dir.

2.2 Lineer Operatoriin Spektrumu
Tanmm 2.2.1: X bir lineer uzay ve D(A) c X olmak iizere A :D(A) — X bir lineer operator
olsun. Ax, =A,x, olacak sekilde sifirdan farkli bir x, € D(A) ve bir A, sayisi varsa, A, a A

operatdriiniin bir 6zdegeri ve x, a da bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektorii denir.

Tamm 2.2.2: Bir A lineer operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim 6zvektorlerin ve

sifir elemaninin olusturdugu N, lineer manifolduna A nin A o6zdegerine karsilik gelen

0zuzay1 denir.



Tanmm 2.2.3: Bir A lineer operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen N, 6zuzayinin

boyutuna A 6zdegerinin kathiligi denir.

Teorem 2.2.1: A bir lineer operator ve A herhangi bir sayr olsun. A —AI operatdriiniin
tersinin varlig i¢in gerek ve yeter kosul A sayisinin A nin bir 6zdegeri olmamasidir.

Tanmm 2.2.4: X kompleks bir Banach uzayr ve D(A) c X olmak iizere A:D(A)—> X
herhangi bir lineer operator olsun. Bir Ae C i¢in A —AI operatoriiniin (A —AI)™ tersi var,

sinirh ve Di(A—M)’1 )= X ise bu A sayisina A operatoriiniin bir regiiler degeri veya bir

regiiler noktas1 denir. A operatdriiniin tim regiiler degerlerinin kiimesine A operatdriiniin

rezolvent kiimesi denir ve p(A) ile gosterilir. p(A)cC kiimesinde tanmimh

R, (A)= (A —=AI)" operator fonksiyonuna A min rezolventi denir.

Tanmm 2.2.5: X kompleks bir Banach uzay1 ve D(A) c X olmak ilizere A:D(A)— X bir

lineer operator olsun. 6(A) = C\p(A) kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir.

Teorem 2.2.1, tanim 2.2.4 ve tamim 2.2.5 ten bir A lineer operatoriiniin 6zdegerlerinin A nin
spektrumuna ait oldugu goriillmektedir. Sonlu boyutlu uzaylarda her lineer operatoriin

spektrumu sadece 6zdegerlerden ibarettir.

Tanmm 2.2.6: (Dunford ve Schwartz, 1957) X kompleks bir Banach uzay1 ve D(A)c X
olmak iizere A:D(A)— X bir lineer operator olsun. A —Al operatoriiniin tersinin var

olmadigi tim A e C sayilarinin kiimesine bir bagka deyisle A nin tiim 6zdegerlerinden olusan

kiimeye A nin spektrumunun noktasal kismi denir.

A — A operatdriiniin (A —AI)™ tersinin var, simrsiz ve Di(A -M)™ )=X oldugu tim Ae C

sayilarinin kiimesine A nin spektrumunun siirekli kismi denir.

A —Al operatoriiniin tersinin var ve Di(A—M)‘l);tX oldugu tim Ae C sayilarinin

kiimesine A nin spektrumunun kalan kismi denir.

2.3 Eslenik Operatoriin Genel Tanim ve Kendine Eg Operatorler

Teorem 2.3.1: Bir H Hilbert uzayinin bir M lineer manifoldunun H de yogun (ﬁ = H) olmasi

icin gerek ve yeter kosul H nin M ye ortogonal olan sifirdan farkli bir elemana sahip

olmamasidir.



Tanmm 2.3.1: H bir Hilbert uzayr ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)— H bir lineer
operator olsun. x € D(A) ve ye H olmak lizere (Ax,y) ifadesini géz 6niine alalim. 3ye H

elemanlar1 vardir ki
(Ax,y) =(x,y") (vxe D(A)) (2.9)

dir. Burada y*, H nin y ye bagh olan bir elemamidir. (2.9) bagintisin1 saglayan y

elemanlariin kiimesini E ile gosterelim. E — H kiimesi bostan farklidir. Gergekten
(Ax,0) = (x,0) (vxe D(A))

dir. Yani O E dir. Her ye E i¢in (2.9) bagintisin1 saglayan y* elemaninin tek oldugunu

gosterelim. y|,y, € H i¢in

(AX,y) = (X,y)) (Vxe D(A))
(AX,y) = (X,Yy5) (Vxe D(A))
olsun. Son iki esitlikten

(%,y; ;) =0 (vxe D(A))

yani y; —y, L D(A) bulunur. O halde teorem 2.3.1 geregince y, —y, =0 veya y, =y, dir.

Burada her y e E elemanina (2.9) kosulunu saglayan bir y* elemammi karsilik getiren bir A"

operatoriiniin tanimlandigi goriilmektedir. Dolayisiyla
(AX,y) = (x,A"y) (vxe D(A) ve Vye E) (2.10)

dir. Bu A" operatériine A min eslenik operatorii denir.

A":D(A") > H (D(A*) = E) operatdriiniin lineer oldugunu gosterelim. Her y,,y, € D(A")

ve her a,,a, € C i¢in
(Ax,0uy, +0,y,) = E(AX, y)+ Oc_z(AX, Y,)

=0, (X, A"y, + 0L,y (X, Ay,)
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(Ax, 0y, +0,y,) = (X,0,A"y, + 0, A"Y,) (Vxe D(A)) (2.11)
dir. (2.11) den eslenik operatoriiniin tanimi geregince
A(oyy, +0,y,) = ATy, +0L,ATY, .

Tamm 2.3.2: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)— H bir lineer

operator olsun. Eger
A=A"
ise A ya kendine es operator denir.

Tanmm 2.3.3: H bir Hilbert uzayr ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)— H bir lineer

operator olsun. Eger her x,ye D(A) icin

(Ax,y) = (x,Ay)
ise A ya simetrik operator denir.

Tanim 2.3.2 ve tamim 2.3.3 ten her kendine es operatoriin ayni zamanda simetrik oldugu

goriilmektedir. Ancak, her simetrik operatoriin kendine es olmasi gerekmez. Ayrica A

simetrik bir operator ise A < A* dir. Yani A", A operatériiniin bir genislemesidir.

Teorem 2.3.2: H bir Hilbert uzayr D(A) =H olmak iizere A:D(A) — H bir lineer operator

ve B:H — H simnirh lineer bir operator olsun. O zaman
(A+B)'=A"+B"
dir.
ispat: xe D(A)=D(A +B) ve ye D((A +B)’) olsun.
((A+B)x,y)=(Ax,y)+(Bx,y)
=(Ax,y) +(x,By)
=(x,(A+B)y) ( vxeD(A) ve vyeD((A+B)) ).

Bu son ifadeden
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(Ax,y) = (x, (A+B)’y )~ (x,By)
(Ax,y) =(x,(A+B)'y-B'y ) ( vxe D(A) vevye D((A +B)) ) 2.12)

bulunur. (2.12) den ye D(A") ve A'y=(A+B) y—B"y oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla

D((A+B) )c DY) 2.13)
ve
(A+B)y=A'y+B'y=(A"+B)y (vyeD((A+B))) (2.14)

dir. (2.13) ve (2.14) ten
(A+B)' c A" +B’
elde edilir. Bu kez x€ D(A) ve ye D(A") oldugunu varsayalim.
((A+B)x.y )=(Ax,y) + (Bx,y)
=(x,A’y) +(x,B'y)
=(x,A'y+By) ( vxe D(A) ve Vye D(A") ). (2.15)
(2.15)ten ye D( (A+B) ) oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla
D(A") cD((A+B)) (2.16)
dir. (2.13), (2.14) ve (2.16) dan
(A+B)’'=A"+B"

bulunur. m

Teorem 2.3.2 den asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 2.3.1: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A) >H, B:H—>H

herhangi iki kendine es operator ise A+ B:D(A) — H operatorii de kendine estir.

Teorem 2.3.3: (Smirnov, 1964) H bir Hilbert uzay1 ve D(A) =H olmak iizere A :D(A) - H

simetrik bir operator olsun. Eger R(A —AI) =R(A —7_\1) =H olacak sekilde bir Ae C sayisi
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varsa A operatorii kendine estir.

H bir Hilbert uzayr ve D(A) =H olmak iizere A:D(A) — H kendine es bir operatér olsun.
Her xe D(A), x #0 icin (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A ya pozitif (negatif) operatér denir
vebu A>0 (A <0) seklinde yazilir. Her x € D(A) i¢in (Ax,x)=0 ((Ax,x) < 0) ise A ya

negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operator denir ve bu A >0 (A <0) seklinde gosterilir.

A ve B kendine es herhangi iki operator olsun. D(A) c D(B) ve D(A) dan H ye A—B
operatorii pozitif (negatif olmayan) bir operator ise A ya B den biiyiiktiir (kiiciik degildir)
denir ve A >B (A = B) olarak yazilir.

Tanmm 2.3.4: A negatif olmayan kendine es bir operatér ve B de B* = A olacak sekilde

kendine es bir operator ise B ye A nin karekokii denir.

Teorem 2.3.4: Negatif olmayan kendine es bir A:H — H operatoriiniin bir tek negatif

olmayan kendine es B karekokii vardir. Eger C:H — H

AC=CA (2.17)
olacak sekilde herhangi bir sinirli lineer operator ise

BC=CB (2.18)

dir (Lysternik ve Sobolev,1955).

Tanmm 2.3.5: H sonsuz boyutlu ayrlabilir bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak
tizere A : D(A) — H kendine es bir operator olsun. Eger A operatoriiniin spektrumu sadece
her birinin katlilig1 sonlu olan

PV U B (2.19)
ozdegerlerinden ibaret ve

lim

n—oo

A,

ise A operatorii saf ayrik spektruma sahiptir denir.

(2.19) da her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir.
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2.4 Kapal Operatorler

Tanmm 2.4.1: X ve Y herhangi iki Banach uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A:D(A) —>Y

bir lineer operator olsun. Eger

limx, =x ve IlimAx,6 =y

n—oo n—oo

kosullarim saglayan her {xn}c D(A) dizisi i¢in xe D(A) ve Ax=y oluyorsa A ya kapal

operator denir.
Teorem 2.4.1: Kapali bir A operatdriiniin A~ tersi varsa A~ operatorii de kapalidir.

Teorem 2.4.2: X ve Y herhangi iki Banach uzayr D(A) c X olmak iizere A:D(A) > Y
kapali bir operator ve B:X —Y sl lineer bir operatér olsun. O taktirde

A+B:D(A) > Y operatorii kapalidir.

Teorem 2.4.3: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)— H herhangi bir

lineer operator olsun. A operatoriiniin eslenigi olan A" operatorii kapahdir.
Ispat: {yn}c D(A"), limy,=y ve limA'y, =z kosullarimi saglayan herhangi bir dizi

olsun. Bu durumda ye D(A") ve A’y =z oldugunu gostermek gerekir. I¢ carpimin siirekli

fonksiyon olmasindan yararlanarak her x € D(A) icin

(Ax,y) = (AX, limy,)
= lim (Ax,,)
= lim (x,A"Y,)
=(x,limA’y,)
=(X,2)

bulunur. Buradan eslenik operatoriin tanimi geregince ye D(A") ve A’y =z dir. m

Teorem 2.4.3 ten asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 2.4.1: Her kendine es operator kapalidir.

Teorem 2.4.4: X kompleks bir Banach uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A:D(A)—> X

kapali bir operatér olsun. O taktirde her Ae p(A) igin (A—AD~" operatorii tim X te

tanimhidir.

Teorem 2.4.5: X kompleks bir Banach uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A:D(A) > X

kapal1 bir operator ise V A,lLe p(A) igin
R, -R, =(A-pwR,R,

R,R, =R R,

dir.

Teorem 2.4.6: X bir Banach uzayr ve D(A) c X olmak iizere A:D(A)— X bir kapali

operatdr olsun. Eger A min A™' tersi varsa
s(A"No}={ A" Ae o) \{0} }

dir.

ispat: Ae p(A)\{0} olsun.

AT =NT=X"M-A)A™

dir. Buradan

(A =21 =-AA(A =) = —MA = AT+ AL A =AD" = A1 - (A = AI)” (2.20)

elde edilir. (2.20) den A™' —A"'T operatériiniin (A'l —7(11)_1 tersinin var ve smirl oldugu

goriilmektedir. Ote yandan teorem 2.4.4 geregince D((A—M)_l):X tir. Dolayisiyla

(A" =2'1)™" operatorii tiim X te tanimhdir. O halde
Aep(AT)

dir. Teorem 2.4.1 geregince A™':R(A) — X operatérii kapalidir ve (A™)™ = A oldugu goz

oniine alinirsa yukaridaki ispattan dolay1 Ae p(A™)\{0} ise A'ep(A) dir. Bu nedenle



15

Le 6(A)\{0}ise X' e 6(A™) ve pe o(A™)\{0} ise p™' € 6(A) dir. Sonug olarak
(A N}={ A" Ae oA \{0} }

dir. m

2.5 Tam Siirekli Operatorler

Tanmm 2.5.1: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. Bir A: X — Y lineer operatorii
X in her sinirh alt kiimesini Y nin rélatif kompakt bir alt kiimesine doniistiiriirse A ya tam

siirekli (kompakt) bir operatdr denir.

Bu tanmimdan her tam siirekli operatoriin sinirlhi yani siirekli oldugu goriilmektedir. X ve Y
herhangi iki normlu lineer uzay olmak iizere X ten Y ye tiim smirli lineer operatorlerin

kiimesini B(X,Y) ile gosterecegiz.
Teorem 2.5.1: Bir A: X — Y lineer operatoriiniin tam siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul her sinirl {xn}cX dizisi icin {Axn}cY dizisinin yakisak bir alt diziye sahip

olmasidir.
Ispat:

Gereklilik: A nin tam siirekli oldugunu kabul edelim ve {xn}c X sinirlt bir dizi olsun. Tam
siirekli operatoriin tanimindan {Axn}c Y kiimesi rolatif kompakttir. Ote yandan rolatif

kompaktligin tanimindan {Axn} dizisi yakinsak bir alt diziye sahiptir.

Yeterlilik: Her sinirh {xn}c X dizisi igin {Axn}c Y dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip
oldugunu varsayalim. Ec X smirh bir kiime olsun. Bu durumda A(E)={Ax: xcE}

kiimesinin rolatif kompakt oldugunu gostermek gerekir. {yn}c A(E) olsun. O taktirde
y, = Ax, (n=12,...)

olacak sekilde bir {xn}c E dizisi vardir. E kiimesi sinirli oldugundan {xn} dizisi sinirhdir.
Varsayim geregi {Axn} dizisi yani {yn}c A(E) dizisi yakinsak bir alt diziye sahiptir.

Dolayisiyla A(E) ={ Ax: x € E } kiimesi rlatif kompakttir. m

Teorem 2.5.2: X ve Y herhangi iki lineer uzay ve D(A) c X olmak iizere A:D(A) — Y bir

lineer operator olsun. Eger dimD(A) < o ise dimR(A) <dimD(A) dir.
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Teorem 2.5.3: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve T:X — Y bir lineer operator

olsun. Eger
a) T simirli ve dimR(T) < o ise T operatorii tam siireklidir.

b) dimX < = ise T tam siireklidir.

Ispat:

a) {xn}c X herhangi bir sinirl dizi olsun. T operatorii sinirli oldugundan {Txn}c Y dizisi
de smirlidir. Ote yandan varsayim geregi dimR(T) < oo dir. Dolayisiyla {Txn} sonlu boyutlu

R(T) uzayinda sinirl bir dizidir. Lineer cebirden bdyle bir dizinin yakinsak bir alt diziye sahip

oldugu bilinmektedir. O halde teorem 2.5.1 den dolay1 T operatorii tam siireklidir.

b) dimX =dimD(T) < oldugundan teorem 2.5.2 geregince dimR(T) < dir. Dolayisiyla

T sonlu boyutlu uzaydan sonlu boyutlu uzaya bir lineer operatordiir. Bu tiir operatorlerin

sinirli oldugu bilinmektedir. O halde bu teoremin a) sikkindan dolay1 T tam siireklidir. m
Yardimei Teorem 2.5.1: ( Riesz, 1965) X herhangi bir normlu lineer uzay ve M, X in X ten
farkli herhangi bir alt uzay1 (M= M) olsun. O taktirde her &€>0 icin X in ||x|| =1 ve

p(x,M) =inf ||X - u||> 1—¢ olacak sekilde bir x eleman1 vardir.
ueM

Teorem 2.5.4: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ve {xl,xz,...,xn,...} X in sonsuz ve
lineer bagimsiz bir alt kiimesi olsun. O halde E, :span{xl,xz,...,xn} (n=1,2,...) olmak

tizere asagidaki kosullart saglayan bir {yn } X dizisi vardir:

1.y, €E, (n=12,..),

2.

y.|=1 (m=12,.),

1
3‘ p(yn+1’En) > 5

Ispat: y, € E, ve ||y1|| =lolsun. E, cE ,, (n=12,..) oldugu agiktir. Ayrica her ne N igin

{x,,X,,....x, } kiimesi lineer bagimsiz oldugundan E_#E__, dir. Yardimci teorem 2.5.1

n+1

geregince

yn+1 € E Yn+1

n+l?

|=1ve p(yn+1,En)>% (n=12,.)
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olacak sekilde y, ., eleman vardir. m
Teorem 2.5.4 ten asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonu¢ 2.5.1: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ve B[O,l]:{xe X:||x|| Sl} olsun.
B[0,1] kapal1 birim yuvar1 rolatif kompakt degildir.

ispat: {xl,xz,...,xn,...} X in sonsuz ve lineer bagimsiz bir alt kiimesi olsun. Teorem 2.5.4
geregince E = span{xl,xz,...,xn} (n=1,2,...) olmak iizere

1.y, €E,,

2.

yn =1’

1
3. ,E)>—
p(yn+l n) 2

olacak sekilde bir {yn } c B[0,1] dizisi vardir. n>m olmak iizere

yn—u||>% (n=22).

P(Ya:Yn) 2Py, E,) = inf [y, —uf> inf

Boylece her n # m i¢in

1
p(Yn’Ym) >E (2'21)

dir. (2.21) den {yn}c B[O, 1] dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip olmadig1 goriilmektedir.
Sonug olarak B[0,1] kapali birim yuvari rolatif kompakt degildir. m

Sonug 2.5.2: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ise Ix =x (x € X) birim operatorii tam

siirekli degildir.
Aciklama: I operatorii simirli B[O, 1] :{xe X ||x|| < 1} birim yuvarin1 kendisine yani rolatif

kompakt olmayan B[0,1] birim yuvarma doniistiirdiigiinden dolay1 tam siirekli degildir.

Teorem 2.5.5: X, Y, Z herhangi ii¢ normlu lineer uzay ve A:X — Y, T:Y — Z herhangi
iki sinirl lineer operator olsun. Eger A ve T operatorlerinden biri tam siirekli ise TA: X — Z

operatoril tam siireklidir.

Ispat: A:X — Y operatorii tam siirekli olsun. {xn}c X herhangi bir sinirh dizi ise teorem
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2.5.1 geregince {Axn}c Y dizisi yakinsak bir {Axni }L alt dizisine sahiptir.

limAx, =y

1—00
olsun. T operatorii siirekli oldugundan

limTAx, =Ty

i—>oo

dir. Boylece her sinirlt {xn}c X dizisi icin {TAxn}c Z dizisinin yakinsak bir {TAxn‘ }L alt

dizisine sahip oldugunu gosterdik. O halde teorem 2.5.1 den dolayr TA :X — Z operatorii

tam siireklidir.

Bu kez T nin tam siirekli oldugunu kabul edelim. {xn}c X herhangi bir simirh dizi olsun. A

operatoril sinirli oldugundan {Axn} dizisi de simirhidir. T tam siirekli oldugundan {TAxn}c Z
dizisi teorem 2.5.1 geregince yakinsak bir {TAxnm }::1 alt dizisine sahip olacaktir. Yine

teorem 2.5.1 geregince TA operatorii tam siireklidir. m

Teorem 2.5.6: X, Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A: X - Y, B: X — Y herhangi iki
tam siirekli operator olsun. O taktirde her o, B sayilari icin A +B:X — Y operatérii de

tam siireklidir.
Tanmm 2.5.2: (X,p) herhangi bir metrik uzay, E ve M de bu uzaym herhangi iki alt kiimesi

ve B(x,€) = { ye X:p(y,x) <€ } olsun. Eger bir € >0 icin

Ec U B(x,¢)

xeM
ise M ye E nin bir €-ag1 denir.

Bir bagka deyisle her ye E i¢in p(y,x) <€ olacak sekilde bir xe M varsa M ye E nin €-ag1

denir.

Teorem 2.5.7: X herhangi bir tam metrik uzay olsun. Bir E < X kiimesi her € > 0 i¢in rolatif

kompakt bir € -aga sahipse E kiimesi rolatif kompakttir.

Teorem 2.5.8: X normlu lineer bir uzay, Y bir Banach uzay1 ve {An} X ten Y ye tam siirekli

operatorlerin bir dizisi olsun. Ae B(X,Y) ve 1im||An —A||:0 ise A operatorii de tam

sureklidir.
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Ispat: £>0 herhangi bir say1 ve E c X sinirli bir kiime olsun.E kiimesi sinirl1 oldugundan

her xe E i¢in

x| <e (2.22)

olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir. lim”An - A||: 0 oldugundan

A, - A<= (2.23)
C

olacak sekilde bir ie N vardir. Ax, A(E) kiimesinin keyfi bir eleman1 olsun. (2.22) ve
(2.23) ten

lax—Ax| =] (A-A)x|<|a-A.|x|<e (Vxe E)

elde edilir. Goriildiigii gibi A,(E), A(E) kiimesinin bir €-agidir. Ote yandan A, operatorii
tam siirekli oldugundan A, (E) kiimesi rolatif kompakttir. Boylece A(E) kiimesinin her € >0

icin rolatif kompakt €-aga sahip oldugunu gostermis olduk. O halde teorem 2.5.7 geregince

A(E) kiimesi rolatif kompakttir. Sonug olarak A operatorii tam siireklidir. m

Teorem 2.5.9: H bir Hilbert uzay1 ve . A:H—H smirh lineer bir operatdr olsun.

A'A:H — H operatorii tam siirekli ise A operatorii de tam siireklidir.

Teorem 2.5.10: H bir Hilbert uzay1 olsun. A :H — H operatérii tam siirekli ise A":H — H

operatorii de tam siireklidir.

Teorem 2.5.11: X bir Banach uzayr ve A:X — X tam siirekli bir operatdr olsun. A

operatoriiniin spektrumunun sifirdan farkli her noktast A nin ayrik bir 6zdegeridir.

Teorem 2.5.12: X bir normlu lineer uzay ve A :X — X tam siirekli bir operator olsun. A nin

sifirdan farkli her 6zdegerinin katlilig1 sonludur.

Teorem 2.5.13: X bir normlu lineer uzay ve A:X — X tam siirekli bir operator olsun. O
taktirde her €>0 i¢in A nin |K| >¢ esitsizligini saglayan farkli A 6zdegerlerinin sayisi

sonludur.
Teorem 2.5.13 ten sdyle bir sonug elde edilir:

Sonug 2.5.3: Tam siirekli bir operatoriin 6zdegerler kiimesi bir tek sifir yigilma noktasina



20

sahip olabilir.

2.6 Cekirdek Operator
H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun. H den H ye tiim tam siirekli operatorlerin kiimesini

G, (H) ile gosterecegiz.

1
A operatoriiniin pozitif karekokii A2 seklinde gosterilir. A€ o_(H) olsun. Bu durumda A*A

1
kendine es negatif olmayan bir operatordiir ve (A*A)5 € 6 (H) dir (Gohberg ve Krein, 1969).

1
(A*A)5 operatoriiniin sifirdan farkli 6zdegerleri s, >s, >...2s, (0<k <oo) olsun. Burada

1
her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir. (A*A)E negatif olmayan bir operator

oldugundan s,,s,,...,s, pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatoriiniin s sayilar1 denir. Eger

k<eo ise s;=0; j=k+1,k+2,.. kabul edilir. A mn s sayilar1 bazen s;(A) (j=12,..)
seklinde de yazilabilir. sl(A):"A” oldugunu belirtelim. Eger A normal operator yani

A*A = AA” ise o taktirde
5,(A) :\ A (A) \ (i=12,..) (2.24)
dir (Gohberg ve Krein, 1969). Burada

(A 2[R, (A 2. 2| (A)

, A operatdriiniin sifirdan farkli 6zdegerleridir.

s sayilari
D stA) <=, (p21) (2.25)
=1

kosulunu saglayan tim Ae o, (H) operatorlerinin kiimesini 6, veya o, (H) simgesiyle

gosterecegiz. Burada

c, (p21)

Al = [isﬁ(m}p (Aes,mm) (2.26)
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fonksiyonu ile ayrilabilir bir Banach uzayidir (Gohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.6.1: 6, uzayina ait olan, baska bir deyisle s sayilar
D si(A)<eo
j=1

ozelligine sahip olan A € ¢,(H) operatoriine ¢ekirdek operatorii denir.

A€o, (H) ve B:H — H simirli lineer bir operator ise AB,BAe€ 6, (H) ve

|AB|, ., < B[ [A]

G, (H) o, (H)

|BA

<[B]- A

G, (H) G, (H)

dir. Ayrica p, <p, ise 6, <o, dir (Gohberg ve Krein, 1969).

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Tamm 2.6.2: A:H — H bir sinirli lineer operator olsun. Eger her {ej }T ortonormal tabani

oo

icin Z(Ae i€ j) serisi yakinsak ise A operatorii sonlu matris izine sahiptir denir.

=1

Teorem 2.6.1: A bir ¢ekirdek operatorii ise her {ej }T ortonormal tabani i¢in Z(Aej,e j) serisi

yakinsaktir ve bu serinin toplami {e J}T tabaninin se¢imine bagli degildir (Gohberg ve Krein,

1969).

Bu z (Ae i€ j) toplamina A operatoriiniin matris izi denir ve trA ile gosterilir.

j=1

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatorii ve o, herhangi iki say1 ise
tr(aA + BB) = arA + BtrB

trA” = trA

dir.

(2.30)

2.31)

Teorem 2.6.2: Ae ¢_(H), B:H — H sinirli lineer bir operatdr ve AB,BAe€ 6,(H) ise

tr(AB) = tr(BA)

(2.32)
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dir (Gohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.6.3: A:H — H bir sinirh lineer operator olsun. Bir ¢ H, @ #0 vektorii ve A

sayist i¢in
(A=AI)"9=0 (2.33)

olacak sekilde bir n dogal sayisi varsa ¢ ye A operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen esas

vektori denir.

Tamm 2.6.4: Sinirli lineer bir A : H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim

esas vektorlerin ve Oe H elemaninin olusturdugu K, lineer manifolduna sdz konusu

operatoriin A 6zdegerine karsilik gelen esas lineer manifoldu denir.

Tanim 2.6.5: Sinirh lineer bir A :H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen K,
esas lineer manifoldunun boyutuna A 6zdegerinin cebirsel katlilig1 denir.
Teorem 2.6.3: A cekirdek operatoriiniin matris izi icin

V(A)

trA =Y A ,(A) (2.34)

dir. Burada her A, ozdegeri kendi cebirsel katlilik sayisi kadar toplanmustir. V(A) sifirdan

farkli 6zdegerlerin cebirsel kathiliklarinin toplamidir (Gohberg ve Krein, 1969).

Eger Aeo,(H), (1Sp<oo) ve {e i }1(” (1£ @< ) H de bir ortonormal elemanlar sistemi ise
e, )< (1AL, )

_1‘ Aej’ejl - ”A"cp(H) (2.35)

J

dir. Bu esitsizlikten 6zel olarak A ¢ekirdek operatorii icin

lrAl <A (2.36)

o (H)

elde edilir (Gohberg ve Krein, 1969).
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3. IKi REGULER STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN OZDEGERLER
FARKININ TOPLAMI HAKKINDA

3.1 Kendine Es Regiiler Sturm-Liouville Operatorleri

H=L, [O,TC] uzaymin asagidaki kosullar1 saglayan tiim y = y(x) fonksiyonlarinin kiimesini

D(A) ile gosterelim:

1. y(x) ve y'(x) fonksiyonlari [0, n] araliginda mutlak siireklidir.
2. y(0)=y(m)=0.

3. y'(x)e L,][0,7].

A:D(A) - L,[0,7] ve B:D(A) — L,[0,7] olmak iizere

(Ay)(x) ==y (x)

By)(x) ==y (x) +q(x)y(x)

gibi iki lineer diferansiyel operatorii géz oniine alalim. Burada q(x) [O,TC] araliginda tanimli,

reel degerli, 2. mertebeden siirekli tiireve sahip olan ve
j q(x)dx =0 3.1)
0

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. q fonksiyonunun normunu

ol = maxjq o)l (3.2)
seklinde tanimlayalim. A ve B regiiler Sturm-Liouville operatorleridir. Ayrica D(A) = D(B)
ve D(A) = L,[0,x] dir.

Teorem 3.1.1: A ve B operatérleri kendine estir.

Ispat: Once A operatdriiniin kendine es oldugunu gosterelim. y ve z D(A) nin herhangi iki

fonksiyonu olsun. O zaman
y(0)=y(m)=7(0)=2(m)=0

dir. Bu bagintidan yararlanarak
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(Ay,2) ==y ()z(x)dx
= ey @ - 20y O+ [y )2 (xxx

y ()2 (x)dx

O ey 3

- [y - 70y [ yooz o

= —I y(0)z"(x)dx = (y, Az)

elde edilir. Goriildiigii gibi A operatorii simetriktir. Bu kez R(A):LZ[O,TC] oldugunu

gosterelim. f =£(x) L2[0, n] nin herhangi bir fonksiyonu olmak iizere
(AY)(x)==y"(x)=f(x) (y = y(x)e D(A)) (3.3)

denklemini goz oniine alalim. f(x) fonksiyonu [O,TC] aralifinda integre edilebilirdir. Gergekten

1

2

]E|f(x)|dx = ]El.|f(x)|dx < Ulzdxj (I |f(x)|2dxj =]

dir. (3.3) ten
y'(x)= —jf(t)dt +c, 3.4)

elde edilir. Buradan da

X

y(x) = j {—jf(t)dﬂw cl}dt +c,

0

X

= —j{ f(r)dr}dt +ex e,
0

0
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y(x) = —j{ | f(t)dt}t'dt +ex+cC,

0L0

X

=— j'f (t)dt.t
0

+ J't.f(t)dt +cx+c¢,
o O

=—x j f(t)dt+ j tf(t)dt +cx +c,
0 0

=—x j f(t)dt + j tf (D)dt+cx +c, (3.5)
0 0

bulunur. (3.4) ve (3.5) ten teorem 2.1.5 geregince keyfi ¢, ve c, sabitleri igin y(x) ve y'(x)
fonksiyonlarinin mutlak siirekli oldugu elde edilir. (3.4) ten ve y’(0)=0 kosulundan ¢, =0,

(3.5) ten ve y(m) =0 kosulundan
y(m) = —njf(t)dt + ]Et.f(t)dt +c,=0
0 0
bulunur. Buradan
c, = T(n— t)f (t)dt (3.6)
0
elde edilir. ¢, =0 oldugu goz Oniine alinirsa (3.5) ve (3.6) dan

y(x) = —xjf(t)dt + jt.f(t)dt + ]E(n— t)f (t)dt
0 0 0

O Sy ¢

(t—x)f (H)dt + ]I'(n —t)f(t)dt

elde edilir. Goriildiigii gibi her f =f(x)e L,[0,7] icin
Ay=f

olacak sekilde bir ye D(A) elemani vardir. Bu nedenle R(A) = LZ[O, ﬂ:] dir. A nin simetrik

bir operator oldugu goz oniine alinirsa A operatorii kendine estir (Smirnov, 1964).
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Ote yandan T:L,[0,7] — L,[0,7]

(Ty)(x) =q(x)y(x)

sinirlt lineer operatorii kendine es oldugundan sonug 2.3.1 den dolay1
B=A+T:D(A) - L,[0,7]

operatorii kendine estir. m

Teorem 3.1.2: B:D(A) — L, [0, 7]
(By)(x) ==y (x) +q(x)y(x)
operatorii sinirsizdir.

Ispat: ¢, (x)= cos(n + %)x (n=12,..)

fonksiyon dizisini goz oniine alalim. Her ¢, fonksiyonu sonsuz tiiretilebilir bir fonksiyon

olup

' (X) = —(n + lj sin(n + ljx
PnlX)= 2 2
¢,(0)=0, ¢,(m) =0

dir. Dolayistyla {(pn}c D(A) dir. q(x) [O,n] araliginda siirekli oldugundan |q(x)| < c olacak

sekilde bir ce (0,00) sabiti vardir. Ayrica

;= —(n + l)2czos(n +1jx = —(n +lj2
P, ) > AL

dir. Bu son bagintidan yararlanarak

=~ ¢/ (x) +q(x)9, ®)| 2 |¢ )| - [ax)e, x)|

3
> n+—
2

ve buradan da

|Be,

2 e
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|Bo, 0, (n=12,..)

1 2
>|n+=| —c
(-3~
elde edilir. Son bagintidan B operatoriiniin sinirsiz oldugu goriilmektedir. m

3.2 B Operatoriiniin Spektrumunun Ozellikleri

q(x) [0,71;] araliginda tanimli, reel degerli ve 2. mertebeden siirekli tiireve sahip olan bir

fonksiyon olmak iizere
~ Y () +g(x)y(x) = Ly(x) (0<x<m y'(x)eclo.x]) 3.7)
y'(0)=y(m)=0 (3.8)

sinir deger problemini g6z Oniine alalim. (3.7), (3.8) probleminin Ozdeger ve

ozfonksiyonlarinin B operatériiniin de 6zdeger ve dzfonksiyonlar1 oldugu agiktir.
Teorem 3.2.1: (3.7), (3.8) probleminin 6zdegerler kiimesi alttan sinirlidir.

Ispat: A, (3.7), (3.8) probleminin bir 6zdegeri y, = y,(x) de A, 6zdegerine karsilik gelen bir

ozfonksiyonu olsun. Lz[O,TE] uzayinda

0(y) =—y"(x) +q(x)y(x) (0<x<m y'(x)eclon]) (3.9)

diferansiyel ifadesini gdz oniine alalim.
(EY1,Y1 ) = J.f}ﬁy_ldx = 7‘1]|Y1(X)| zdx :7‘1"}’1” ’ . (3.10)
0 0

Ote yandan (3.9) dan ve kismi integrasyondan yararlanarak

T

(ey,,y,) = [ £y,yidx = [ (= y160 + a(x)y, (0)y, (x)dx

0

= [ ¥7()y, (dx + [a(x)y, (x)y, (x)dx

- —{Myi(x)\:— [i (x)%dx} + [a0y, (0, (x)dx
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(ey,,y,) = [ i GOl dx+ [ qely, (x)] dx
0 0

elde edilir. Burada I |y;(x)|2dx >0 oldugu g6z Oniine alinirsa son bagintidan
0

(¢y,,y,)2 [q(0ly, (x)] dx > min q(]X)||Y1||2 G.11)
0

xel0,m

bulunur. (3.10) ve (3.11) den

(EYI’ Y ) = 7‘1”}’1” ’ 2 min q(x)||Y1” ’

xe|0,7

ve buradan da

A, =2 minq(x) (3.12)

xel0,n]

elde edilir. A, keyfi bir 6zdeger oldugundan (3.12) esitsizligi tiim 6zdegerler i¢in saglanir. m

(3.7), (3.8) problemini incelemek i¢in (3.7),

y(0)=0, y(0)=1

3.13
y(m) =0 G-

(3.13) problemini g6z Oniine alalim. (3.7), (3.8) ve (3.7), (3.13) problemlerinin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarn arasinda asagidaki iliskiler vardir:

I. A, (3.7), (3.13) probleminin bir 6zdegeri ve y, bu d6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyonu
olsun. A, 1n (3.7), (3.8) probleminin de bir 6zdegeri ve y, in da bu 6zdegere karsilik gelen bir

ozfonksiyonu oldugu agiktir.

II. A, in (3.7), (3.8) probleminin bir 6zdegeri ve y, in de bu 6zdegere karsilik gelen bir

ozfonksiyonu oldugunu varsayalim. O zaman
—y7(x) +q(x)y, (x) = Ay, (x) (0<x<m,y/eClon])

y1(0)=y,(m)=0
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dir. y,(x) Ozdes olarak sifir olmadigindan y,(0) # 0 olmalidir.

zl(x)=% olsun. z;(x)=% ve 2/(0)=0,
:M:() 0 :ﬂzl
z,(T) NONE z,(0) v.0)

y,(X)

M

dir. Goriildiiga gibi A, (3.7), (3.13) probleminin bir dzdegeri ve z,(x) = bu 6zdegere

karsilik gelen bir 6zfonksiyonudur.

III. A, (3.7), (3.8) probleminin bir 6zdegeri ve y,, z, de bu 6zdegere karsilik gelen herhangi
iki 6zfonksiyonu olsun. IT de gosterildigi gibi A, (3.7), (3.13) probleminin de bir 6zdegeri ve

L0, 27
¥,(0) z,(0)

Hem y,, hem de z, fonksiyonu

y;(x) = fonksiyonlar1 bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

-y (x)+q(x)y(x) = A,y(x)
y(0)=1, y(0)=0

¥2(%) _ 2,(x)

Cauchy probleminin ¢6ziimii oldugundan y,=z; yani
¥2(0)  2,(0)

z,(0)
¥2(0)

(3.8) probleminin her 6zdegerinin katlilig1 birdir.

z,(x)= y,(x) dir. Yani y, ve z, fonksiyonlar lineer bagimhidir. Dolayisiyla (3.7),

L, II ve III ten asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 3.2.1: (3.7), (3.8) problemi yerine (3.7), (3.13) probleminin O6zdeger ve

ozfonksiyonlarinin asimtotik davranisini incelemek yeterlidir.

¢(x,A) (3.7) denkleminin
o(0,M) =1, ¢ (0,A)=0 (3.14)

kosullarini saglayan bir ¢oziimii olsun.
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Teorem 3.2.2: L=s> (s #0) olmak iizere

O(X,A) =cossx +

»n | =

J.smsx 7)q(t)e(t,A)dT
0

dir.

Ispat: @(x,A) (3.7) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan
— ¢/ (xA)+g(0p(x.1) = s’p(x,1)

dir. Buradan

a(x)(x.A)=s"0(x,1)+ ¢ (x.2)

elde edilir. (3.15) esitligi kullanilarak

[sins(x—ta(@e(erkt = [sins(x - Dol ) + om0 )e

0

0

bulunur. Ayrica kismi integrasyondan yararlanarak

X

[sins(x — o)z MMz = sins(x — D (£ 1), + 5[ coss(x — o (.M e

0

= sj.cos s(x =)' (T, A )dt

0

=5/ coss(x —1)o(, 7»)| jsms(x 7)o(t, A M7 |,

Isin s(x — 7)ol (1, A)dt = s¢(x,A) — s cossx — szjsin s(x —t)p(t,A)dt
0

0

bulunur. (3.16) ve (3.17) den

jsin s(x =t (t)e(t,A)dT = s@(x,A)—scossx

= szjsin s(x —t)o(t, A )t + Jsin s(x =)o’ (t, A)dT
0

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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bulunur. Son ifadeden
o(x,A) = cossx +ljs1ns (x —t)q(t)ep(t,A)dT
§ 0

formiiliine ulasilir. m

(3.18)

Teorem 3.2.3: s=G+it (0,te (—o0,00);5#0) olsun. O taktirde oyle bir s, >0 sabiti vardir

ki V[s|>s, ve Vxe [0,7] icin
o(x.1)=0[c™)
¢(x.1)=cossx +O(|s "¢

dir. Yani Vs 2 s, ve Vx e [0,7] icin
p(x, )< A
[p(x, 1) —cossx| < A, Js| '™

olacak sekilde A;,A, >0 sabitleri vardur.

Ispat: (p(x,k) = h(x)eMX olsun. O zaman teorem 3.2.2 den

h(x) =e | cossx +

@ | =

j. sins(x —t)q(oh(t)e"dz
0

elde edilir. Ote yandan

elSX +e—1sx el(G-Hl)X +e—1(6+1t)x elcx‘e—tx +e—16x‘etx
COSSX = = =

2 2 2

dir. Buradan

e[l

Mx] ix
=

1
lcos x| < 5[

+ |e‘i"x e

bulunur. Benzer sekilde

|sin sx| <l

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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oldugu gosterilebilir. (3.19), (3.20) ve (3.21) den

h(x)| <e""lcossx|+e " ﬁ]‘ sins(x —1)|.[q(t).[n(z).e"dz
0

<e gt +l]£eM(H) q(t).Jn(z). e 110=")gqe
§ 0

=1+éj|q(r)|.|h(r)| dr

dir. max|h(x)|: o olsun. O halde (3.22) den

0<x<m
n

h(x)<1+ EI lq(t)|dr.,

ik

o< 1+gj|q(t)|dr

1%

ve buradan da

oc[l -~ ﬁjlz |q(r)|er <1

elde edilir. Burada |s| 2 ZJ. |q(’c)|dr +1 oldugu varsayilirsa son ifadeden
0

<2

bulunur. Dolayisiyla

|(p(x,k)| = |h(x)|e‘t‘X <ae®< e

ve O-simgenin tanimi geregince (3.24) ten
olx.1)=0lc"")

elde edilir.

Teorem 3.2.2 den

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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lp(x,A)— cossx| < J.Isms x —1)|.]q(t) . |n(z) el*dr
0

j lq(t)dr. (3.26)

(3.23) ve (3.26) dan

Hxn

lo(x,A)— cossx| < |s| “q Jdt< A2|s| tx
ve buradan da
o(x,A) = cossx + O( |s|7leMx) ( |S| > SO) (3.27)

dir. m

Simdi (3.7), (3.13) probleminin 6zdegerleri i¢in bir asimtotik formiil bulalim. Bunun i¢in

oncelikle @(x,A) i¢in asimtotik formiiller elde edecegiz.
Teorem 3.2.3 ten s =5, >0 olmak iizere
o(x,A) = cossx + O(s“) (3.28)

bulunur. Teorem 3.2.2 ve (3.28) den

o(x,A) = cossx +ljsms (x—1)q(7) [coss’c+ O(s'l)d’c
§ 0
17 17 4
= COssX +—J.sms x —1)q(t)(cosst d’c+—jsms X—1)q (s )d’c (3.29)
§ 0 § 0
dir. Burada

X

é [sins(x—1)q(t)O(s ™ Jdr=0(s)

0
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oldugu goz 6niine alinirsa (3.29) dan

(p(x, A)=cossx + lj (sinsx cossT —sinsTcossx )q(’c) (cosst)dt+ O(s_z)
0

SX | _ COSSX o
= COSSX + I cos’ S’C J. sinstcosst)q(t)dt+ Ols
0 0

COSSX

j (sin2st)q(t)dT+ O(s_2 ) ,

0

= cossx + X J. (1+ cos2st)q(t)dT—
S 9 2s

¢(x,1) = cossx 4+ j (t)dt +2 J. (cos2st)q(t)dt—
S 0
COZS i j (sin2st)q(t)dt+O(s ) (3.30)
S

0

bulunur. Burada q(x) fonksiyonunun siirekli tiireve sahip oldugu goz Oniine alinirsa kismi

integrasyondan yararlanarak

X

[ leos2st)q(t)dr=0ls") (3.31)

0
X

[ in2st)q(t)dr=0(s") (3.32)

0

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (3.30), (3.31) ve (3.32) den

(p(x,?»):cossx+ J. d’c+O (3.33)
0
elde edilir. Burada
f(x) = % [a(t)d (3.34)
0

olarak tanimlanirsa (3.33) formiilii

sin sx

o(x,A) = cossx +f(x) 222 1+ 0(s ) (3.35)
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seklini alir.

Bukez ¢(x,\) igin baska bir asimtotik formiil bulalim. Teorem 3.2.2 ve (3.35) ten

o(x,1) = cossx + lJ‘sin s(x —1)q(t) {coss‘c +f(7)22 Ty O(s’2 )} dt. (3.36)
s% s

Burada

lIsmsx 7)q ( )d’c O( )

S 0

dir. Son iki ifadeden

1
SZ

sins(x—’t)q( cossT)dt+

¢(x,A) = cossx +l
S

O ey %

](.sm s(x — ’C 7)f(t)(sinst)dT+ O(s'3 ) (3.37)

elde edilir.

X

l_[sin s(x —1)q(t)(cosst)dt= SN SX Iq(‘c)d‘c+ SINSX j (cos 2st)q(t)dt—
S 2 2

0 S 0 $ 0

cosSSX j (sin 2s7)q(t)dt (3.38)

0

2s

dir. Ote yandan

j (cos2st)q(t)dt= Zi{q(x)sin 28X — Iq'(ﬂ:) (sin 2s1:)dt} (3.39)
0 §

j[(sin 2s1)q(t)dt= —%[q(x)cos 2sx —q(0 Jq (cos2st)d } (3.40)
0 S

oldugu bilinmektedir. (3.34), (3.38), (3.39) ve (3.40) tan

éIsin s(x —1)q(t)(cosst)dt=f(x) sinssx + sigssx (é) {q(x)sin 28X — lq'(’c) (sin 2s’c)d‘c} -
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cossX (— ij [q(x)cos 2sx —q(0 Jq (cos2st)d }

2s 28

lIsm s(x — ’C )(cosst)dt=f(x) SIS | s ix q(x)sin 2sx — 21 s2x J.q'(’c) (sin 2st)dt+

$% S 4s 4s™ v

CZS ix [q(x) COS28X — q(O)] - CZﬁjq'(’c) (cos 2s’c)d’c 3.41)
S S

bulunur. q(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip oldugu gz oniine alinirsa

kismi integrasyondan yararlanarak

sin s Iq (sin2st)dt=0(5") (3.42)
CZZSX [q'(x) (cos 2st)d=0(s~) (3.43)
oldugu gosterilebilir. (3.41), (3.42) ve (3.43) ten
lIsm s(x — ’C )(cosst)dt=f(x) SIS % [ (sinsx sin 2sx + cossx cos 2sx )q(x) -
S S S
-3
q(0)cossx ]+ O(s )
bulunur. Son bagintidan
lIsm s(x — ’C )(cosst)dt=f(x) SISX (q(x) — q(O)j coszsx + 0(8_3) (3.44)
$% S 4 S
elde edilir. Ote yandan
izjsin s(x —1)q(t)f(t)(sinst)dt=— | (sinsx cosst —sinstcossx )q(t)f(t) (sinst)dt
s 0 s 0
= 51n2sx J (cosstsinst)q(t)f(t) dT— cosSx J. (sm ST )q(‘c)f(‘c)d‘c
s 0 S 0
_ sinsx j (sin 257)q(t) £ (t)dt— 23~ [ (1 — cos 2st)q(c) £ (1)dv (3.45)

2s* 0

0
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dir. (3.45) ten

sm SX |
® I sin ZS’C

0

1
SZ

X
Isms x —1)q(t)f(t)(sinst)d
0

C;#J. (cos2st )q(’C) f(t)dr
S 0

elde edilir. Burada

Slznssx j (sin2st)q(7)f(r)dr=0(5")

0

C;SSSX I[ (cos2st)q(t)f(t)dt= O(s’3)

oldugu dikkate alinirsa (3.46), (3.47) ve (3.48) den

2

S 2s?

bulunur. (3.37), (3.44) ve (3.49) dan

sin sx COS SX
+g(x)

S s’

o(x,A) = cossx +f(x)

asimtotik formiilii bulunur. Burada

o)= 90790 10y

dir. Diger yandan

FCICRS %(j)q(r)uq(t)dt}dt

+0(s™)

iiism s(x —1)q(t)f(t)(sinst)dt=— cossx Iq(T) f(t)dt+ 0(3_3)

COSSX |

2s

O Sy

q(t)f(t)dt+

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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’

=% | q(t)dt} (3.52)

oldugundan (3.51) ve (3.52) den

g(X):M—%(Iq(t)dth (3.53)

4

(3.7), (3.13) probleminin 6zdegerleri

o(m,A)=0 (3.54)
denkleminin ¢6ziimleridir. (p(ﬂ;,k) = (p(n,sz)z (s) olsun. O zaman dzdegerler

o(s)=0

denkleminin ¢dziimlerinin kareleri olacaktir. ®(s) nin tam fonksiyon oldugu bilinmektedir
(Levitan ve Sargsjan, 1991). Ote yandan w(s) 6zdes olarak sifir olmadigindan kompleks

analizden (s) =0 denkleminin her de (0,) icin
B[0,d]={ze C:[z|<d}

kapali dairesine ait olan ¢oziimlerinin sayisinin sonlu oldugu bilinmektedir. Ozdegerler reel

sayilar oldugundan ®(s) =0 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ya reel sayidir ya da s =it
(te (—oo,00)) seklindedir. Ozdegerler kiimesinin alttan simirh oldugu goz oniine alinirsa
negatif ©zdegerlerin sayisinin sonlu oldugu ortaya ¢ikar. Ayrica ®(s) cift fonksiyon

oldugundan ®(s) =0 denkleminin pozitif ¢oziimlerinin asimtotik davranisinin incelenmesi
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yeterlidir.

(3.50) ve (3.54) ten

COSST + f(n) SIST + (n) coszsn + O(s_3 ) =0
S

elde edilir. (3.55) ten

COSSTT = O(s_l) (s>s,>0)

bulunur. (3.56) denkleminin sol ve sag tarafindaki fonksiyonlarin grafigini ¢izelim.

COSST

D=
D=
S
S
S
S}

Sekil 3.1 O(s’l) ve cossTt fonksiyonlarinin grafigi.

(3.55)

(3.56)

Bu sekilden goriiliiyor ki; dyle bir m dogal sayis1 vardir ki (3.55) denkleminin m den biiyiik

coziimleri g, e (O,i) bir sabit olmak iizere

(n+%—80,n+%+80J (n=m,m+1,m+2,..)

. 1 1 9 . e <
araliklarina aittir. Her (n+5—80,n +5+80j araligina ait olan ¢oziimiin tek oldugunu
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gosterelim.

(3.55) denkleminin sol tarafindaki fonksiyonun tiirevi i¢in

i[ cossT+ f (n) SIN ST + (Tt) coszsn
S

+0(s™) } =sinst+0(s™)
ds

S

formiiliiniin saglandig1 gosterilebilir. sin sn+O(s‘1) fonksiyonunun n dogal sayisinin biiyiik
< o 1 1 9 .

degerleri icin n+§—80,n+5+80 araligina ait olan sifin  yoktur. Dolayisiyla

S1n ST " (TC) COSST

cosst +f(m) 5
S

+ O(s_3 ) fonksiyonu (n + % —€,,n+ % + 80) araliginda ya
s

artan ya da azalandir. Bu nedenle n dogal sayisinin biiyiik degerleri icin (3.55) denkleminin

her (n + 1 €, + 1 + 80) araligina ait olan bir tek ¢dziimii vardir.
2 2
(3.55) denkleminin ¢éziimlerini
1
S, :n+5+8n (3.57)
seklinde arayalim. O halde

n+1+8njn

) sin( cos(n +;+8n jn
cos(n +—+5nj7r+f(7r) i +g(m) —+
. n+-+39, (n+1+8j

2 hoom

O((n +%+ anj_} =0 (3.58)

dir. Ote yandan

sin(n + % +9, Jn = sin(n + %}t .cosd m=(~1)"cosd,7 (3.59)
cos(n + % +9, jn = —sin(n + %)n sind,m=(~1)""sind n (3.60)

ve n nin bityiik degerleri i¢in

8,

1 C
< 2 oldugu g6z Oniine alinirsa



sin[n + l +90, jn
2

1
>

V2
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dir. (3.58), (3.59), (3.60) ve (3.61) den

f(n)

—tand, w+

g(m)

_tand w+0(n)=0

elde edilir.

n+_+8, (n+1+8
2 y O

() i) _f(n)(n+;—n—;—8nj
n+-+9, n+; (n+;+8‘“j[n+;j

f(m)3,
== 2 O(l)
dir. Buradan
ffn) _ f(ni ~ f(nzﬁn o(1)
n+_+8, n+_ "
2 2
bulunur. Ayrica
2
g(n) g(n)

g(n)(n -n’ —2n@+8nj—(;+8nn

2 2
(n+1+8nj 1
2

dir. Buradan da

o)

1 2
nz(n++5nj
2

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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bulunur. (3.62), (3.63) ve (3.64) ten

~18Ru o) £ ans x4 0fa)=0 369
n n

f(m
—tand, T+ (
n-+

[\)‘»—l\_f

elde edilir. (3.65) ten

)

n

tand,w=0(n") ( < 1) (3.66)

bulunur. Bu formiilden yararlanarak 1imd, =0 oldugunu gosterelim.

n—oo

Aksini varsaylp limd, limitinin var olmadigin1 ya da varsa limd, #0 oldugunu kabul

n—oo n—oo

edelim. O taktirde {8, } dizisinin

S

a |28,>0

olacak sekilde bir {Snm } . altdizisi ve bir §, >0 sayisi vardur.

oo
m=

0<9, <

5,

1
< J—

4
dir. Buradan

Oy <

I
d, TC‘<—
m 4

elde edilir. Bu bagintidan

tan}ﬁnmn‘z tand,m >0,
‘ tand, n‘ > tan 9,7t > 0

bulunur. Bu sonug

limtand, =0

esitligine aykiridir. Dolayisiyla

lim3, =0 (3.67)

n—oeo
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olmalidir.

(3.65) ve (3.66) dan

tan 8,7 = 20(1)+0(n)=0 (3.68)

elde edilir. Ayrica (3.66) ve (3.67) den

o n——a“n

" tand O(n"l)

ve

. O T
lim—=
e tan o, 1

=1

bulunur. Son iki bagintidan

5, = o(lj (3.69)

n

elde edilir. x in kiiciik degerleri icin

tanx = X+O(X3)

formiiliinden yararlanarak

tand =8 m+ O((Snn)3)= §,m+0(n") (3.70)

bulunur. (3.68), (3.69) ve (3.70) ten

5=t 4 o),

[\

5 =ﬂ+o(n-3) 3.71)

elde edilir. (3.57) ve (3.71) den
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bulunur. Buradan

2
A =82 =(n +%) +2@+O(n_2) (3.72)

formiililne ulagilir. (3.34) ve (3.72) den (3.7), (3.13) probleminin yani B operatériiniin

Ozdegerleri icin
1) 17

A = (n + —j +—[qx)dx+ o(n™) (3.73)
2 T

asimtotik formiilii elde edilir.
Teorem 3.2.4: B operatorii saf ayrik spektruma sahiptir.

Ispat: A, <A, <..<A_ <.. (3.7), (3.8) probleminin dzdegerleri ve V,(x),V,(X),...,V, (X),...
sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik gelen reel degerli ortonormal 6zfonksiyonlart olsun. Burada

her fe L, [0, Tc] icin

T

f(x)V, (x)dx
0

]E|f(x)|2dx=i
0

n=0

Parseval esitliginin saglandigir bilinmektedir (Levitan ve Sargsjan, 1991). Bu nedenle
{Vn }:CLZ[O, ﬂ:] dizisi tamdir, yani Lz[O,n] uzaymin ortonormal bir tabamdir. {Kn}: B
operatoriiniin de Ozdegerleri ve {Vn }: de sirastyla bu oOzdegerlere karsilik gelen
0zfonksiyonlaridir. B kendine es bir operator oldugundan sonu¢ 2.4.1 geregince kapalidir.
Teorem 2.4.2 den B—AI operatoriiniin ve teorem 2.4.1 den (B—AI)™ operatériiniin kapali
oldugu elde edilir. Ayrica teorem 2.4.4 geregince her Ae p(B) icin D((B-A1)")=L,[0,x]
dir. O taktirde her Ae p(B) igin RK(B):LZ[O,TC]—>L2[O,TC] siurh lineer bir operatordiir.
Dolayisiyla her y =y(x)e LZ[O, n] icin

y= i(y,Vn)Vn

n=0
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ve

(y.V,)
A -\

R,(B)y =Y (y.V,)R,B)V, =3 P Voly (3.74)
n=0 n=0

dir. Burada lim

n—oo —_
n

=0 oldugu goz Oniine alinirsa teorem 2.5.8 ve (3.74) ten yararlanarak

her Aep(B) igin R,(B) nin tam siirekli bir operatdr oldugu gosterilebilir. R, (B)

operatoriiniin spektrumu

0 1 1 1
g A A AR AT

kiimesidir. Her

(n=0,1,2,...) sayis1 R, (B) operatoriiniin katlili§1 1 olan 6zdegeridir.

n

Teorem 2.4.6 geregince B — Al operatoriiniin spektrumu {kn -\ }: kiimesidir. Dolayisiyla B
operatoriiniin spektrumu {7\.n }::0 kiimesidir. Her A, (n=0,1,2,...) sayis1 B nin katlilig1 bir

olan 6zdegeri ve limA_ =co oldugundan B operatorii saf ayrik spektruma sahiptir. m

n—oo

A operatérii, B operatoriiniin ifadesinde yer alan q(x) fonksiyonunun q(x)=0 (xe [0, Tt])

alinmasi ile elde edildiginden teorem 3.1.2 ve teorem 3.2.4 ten asagidaki sonuclar elde edilir:
Sonug 3.2.2: A operatorii sinirsizdir.

Sonug 3.2.3: A operatorii saf ayrik spektruma sahiptir.

3.3 B ve A Operatorlerinin Ozdegerler Farkimin Toplam i¢in Formiil

A operatoriiniin 6zdegerleri

no= (n + %j (n=012,..) (3.75)

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar
2 1

9, =, (x)=q/—cos| n+ " Ix (n=012,..) (3.76)
T

seklindedir. {(pn }: dizisi LZ[O, TE] uzayinin bir ortonormal tabanidir.
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Ayrica q=n+1 igin

2 2
1 1 2 1 2 1 2 2
—u =|g+—| -|n+=| =¢*+q+—-n*-n—-—>q*-n n=0,1.2,... 3.77
Ky~ K1, (q 2) ( 2) a+q+y 24 ( ) (3.77)

dir.

q(x) fonksiyonu (3.1) kosulunu sagladigindan (3.73) formiiliinden B ve A operatorlerinin

A —U, (n = 0,1,2,...) ozdegerler farkindan olusan

io(xn—m

serisinin yakinsak oldugu elde edilir. Bu calismada bu serinin toplami i¢in bir formiiliin

saglandig1 gosterilmistir.

Teorem 3.3.1: m nin biiyiik degerleri i¢in

2w < 2

serileri |k| =b, = (m+ 1)2 cemberi iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: m nin biiyiik degerleri icin
7\’m < bm < 7\’erl (378)

dir. Ote yandan n<m igin A, <A, ve n>m igin A, 2L, oldugu goz Oniine alinirsa

(3.78) den

A |#b (n=0,1,2,...)

m

n

elde edilir. Dolayisiyla x A x fonksiyonlart m nin biiyiik degerleri i¢in |7\,|=bm cemberi

tizerinde tamimlidir ve

P
ol v

m

-b

m |

oo

oldugundan Z x A

n=0 n

serisinin |7\,| =b,, cemberi lizerinde diizgiin yakinsakligin1 gostermek
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icin

| serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. limA, =+4oo

n—oeo

n=0

oldugundan keyfi n > N icin
A, >2b,

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Bu nedenle n > N i¢in

o]

dir. Ayrica (3.73) ten n — o iken

[EPYS W (3.79)
2 2

A, ~n’

dir. Dolaysiyla keyfi n > N i¢in

A, >d,n’ (3.80)
olacak sekilde bir d, >0 sabiti vardir. (3.79) ve (3.80) den

1 2
<
-b d,n’

: (n>N) (3.81)

n m |

elde edilir. Ote yandan z2dl_ln'2 serisinin yakinsak oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

n=l

(3.81) den

| serisinin yakinsak oldugu | serisinin yakinsak

n=0

oldugu elde edilir. Benzer sekilde Z(

A XJ serisinin de |%| m+1) cemberi
n=0 -

tizerinde diizgiin yakinsak oldugu gosterilebilir. m

Her Ae p(A) icin R,(A) operatoriinii R), her Ae p(B) igin R,(B) operatoriinii R, ile

gosterecegiz.
(3.73) ve (3.75) ten n — o iken

2
7\‘11’ un~ n



48

bulunur. Buradan goriiliiyor ki A#A_,u, (n=0,1,2,...) i¢in

serileri yakinsakur. Dolayisiyla R) ve R, cekirdek operatorleridir ve

tr(Rk—R({):trRl—tngzi( S J

o] VO TR

dir (Gohberg ve Krein, 1969). Bu esitligi % ile carpip |7u| (m+1)* cemberi iizerinde
T
integre edersek

1 1 o 7\’ ) 7\’
o, AR TR = e d) 3.82
21 x;’.bm r( A X) i 2, (; A=A j 2mi )”J‘b (; I — A j ( )

n

elde edilir. Teorem 3.3.1 geregince

= A < A
g(kn—kj N %—

Dolayisiyla (3.82) den

j serileri |7u| =b,, cemberi iizerinde diizgiin yakinsak serilerdir.

dA (3.83)

L aelR, -RO :ii A

2mi 2, 2mi M\mnx 2mmb u, —A

bulunur. m nin biiyiik degerleri i¢in

A,<b <A, vepn, K <b_ <u._, oldugundan
{A.1, 1 cBO,b,)={A:A]<b,}
Aoty € BlOb, [={A:[M<b,} (=m+lLm+2,..)

elde edilir. Bu nedenle

, n<m ise
LI R L !
2mi W:bmk—un 0 , n>m+1 ise
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1 A A, n<m ise
—dA=< "
A=A {

2mi 0O, n=2m+1 ise

‘M:bm

olur. Bu degerler (3.83) te yerine konursa

Z(h -, )= jxtr(R —RY)dA

271:1m b
bulunur. Asagidaki formiiliin saglandigi bilinmektedir:
R, =R} ~R;qR} (ke pB)np(A)).

Buradan p > 2 herhangi bir dogal say1 olmak {izere

o _ 3 (1)i o( o)j 1)+l ( o)p+1
R; RK_Z( 1) R; dR; +( 1) R;aR;

=1

formiilii elde edilir. Bu da (3.84) bagintisinda yerine yazilirsa

S P S0 r)'s ) o

bulunur. Burada

D, _En” Iktr[RO (rR?)" ]dk (G=12,..)

21 A b,

_( +1
by’ = 2mi ijmr[R qR‘))p ]dk

dir.

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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Teorem 3.3.2: gR) operator fonksiyonu p(A) bolgesinde o,(H) uzayindaki norma gore
analitiktir ve

’

2
(ar}) =a(R})
dir.
Ispat: Her A€ p(A) icin R} ¢ekirdek operatorii oldugundan ve
Rgﬂ-A?\, - Rg = AKR&-AKR%
formiiliinden yararlanarak

R() _ R() 2
% _ q(RO)

2
= H qR?ﬁMR(}t - q(Rg)

6, (H) o (H)
= |aRIR Y. ;. —a(R})’
o, (H)
R R,
< || ng csl(H)'"R;)“’ML B R?‘”
elde edilir.
lim R}, , —R} =0
oldugundan buradan
fim | Raewn =2 _ oy2 | g
A}llr—{lo Al RN GI(H)_

bulunur. Dolayisiyla 6,(H) uzayindaki norma gore

. ng)u+A7» _ng _ 0)2
lim o a(R})

veya



51

’

(GR?) =q(R})*
dir. m

Teorem 3.3.3: B(A) kompleks diizlemin bir acik G bolgesinde tanimli, degerleri o,(H)

uzayina ait ve bu uzayin normuna gore analitik bir operatr fonksiyon ise her n dogal sayist

icin

tr{ (B" (k)), } = tr[ dB(;ik) } =nu[ BB ) |

dir.

Ispat: Teoremi ispatlamak icin 6nce tiimevarimla

B ) = iBi(k)B'(k)B“‘l‘i ) (3.88)

i=0

formiiliiniin saglandigim gosterelim. Bu formiilin n=1 i¢in saglandigr agiktir. n=2

oldugunda

4 ’

(B°() =(BAB()) =B’ WBM) +BA)B (L)

veya

’ 1 . .
(B> ) =Y B WBMWB )

i=0

dir. (3.88) formiiliiniin n = m i¢in saglandigin1 yani
/7 m-1
B ) =Y BAMBMB™ 1) (3.89)

i=0

oldugunu varsayip n = m+1 i¢in saglandigin1 gdstermek gerekir.

(B ) =(B"MW)BM) = (B"L) BOY+ B LB'R)

’

dir. (Bm(k)) niin (3.89) ifadesi burada yerine yazilirsa

(B ) =[ S B OB MB™ (M) }B(x) +B"(WB'()

i=0
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7 m=1 )
(B™) =Y B WBMWB™ M)+B"WB'(W)

i=0

veya

(B W) =3 BB MB™ ()

i=0
elde edilir ki bununla da (3.88) formiilii ispatlanmais olur.

Varsayim geregi her Le G i¢in B(A) e o,(H) oldugundan (3.88) den

tr{ (B") } - ritr[ B (MB' (LB (W) |

i=0

elde edilir. B'(A)e o,(H) ve her i>0 tamsayisi i¢in B'(A)e o,(H) oldugundan bu son

esitlikten

tr[ (B" %) } = 2&[ B(WB" ' WB' ) |
veya

tr[ (B"h) } = n.tr| BB (V) |

bulunur (Gohberg ve Krein, 1969). m

Teorem 3.3.4: Eger degerleri o,(H) uzaymna ait olan bir B(A) operator fonksiyonu bir
A=A, noktasinda o,(H) uzayindaki norma gore analitikse trB(A) skaler fonksiyonu da bu

A =, noktasinda analitiktir ve

B'(A) =[ tBOV] ;.
dir.
Ispat: B(A) A, noktasinda c,(H) uzayindaki norma gore analitik oldugundan

B(A, + AL) - B(A,)
AL

lim
AL—0

~B'(A,) =0 (3.90)

o, (H)
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dir. Ote yandan

B\, +AM)-B(R,) . } B\, +AM)-B(QA,) .,
-B'(\)||< -B'(A
‘t{ AL (o) AL (o) 0,011
veya
trB(A, +AL) —trB(A,) TBOL)| < B(A, +AM)-B(A) BOL)

AL 0 AL 0 0,11

oldugundan (3.90) dan

aB(\, +AL) — B,

=0
AL

lim
AL—0

trB’(A,)

elde edilir. Dolayisiyla
tB'(Ay) =[ B ;.

dir. m

Teorem 3.3.5:

-G JellaryJon

mj

dir.

Ispat: Teorem 3.3.2 ye gore her j dogal sayist icin (qR;’)j operatdr fonksiyonu p(A)

bolgesinde o,(H) uzayindaki norma gore analitiktir. O taktirde teorem 3.3.3 e gore
of L)} e awe) |

dir. Teorem 3.3.2 geregince

’

(aR}) =q(R})

dir. Son iki esitlikten
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= ju (arS) 'R} |

= jur R (ar?) |

bulunur. Bu baginti D ; nin (3.86) ifadesinde yerine yazilirsa

D, = (—2 L)i;“x jb m{ [ (GrR?) j]}dk

elde edilir. Bu formiil

D= S J U{ [K(qR‘i) j]—(qR(i) J}dk

27ij M b

:(_l)j J'tr[(ng)j}&w(_l)H _[ trﬂl(ng)j]}dk

27 3, 2T i,

seklinde yazilabilir. Teorem 3.3.4 ten dolay1

| i ]

dir. Buradan

’

’

. J tr{ [ Mar?)’ } }dxz . j{ tr[ MaRY)’ } } dA

(3.91)

bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki integrali asagidaki gibi iki egri integralin toplamu

seklinde gosterelim:
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’ 7 7

| {tr[?t(ng)J}}dkz | {tr{l(ng)J}}dk+kJ.b {tr{x(ng)j}}dx. (3.92)

[A|=b, [A|=b,,
ImA>0 ImA<0

m

€,, b, +€,<W,,, olacak sekilde bir pozitif say1 olmak iizere tr[ k(ng) J} fonksiyonu

G, ={\: b, g <[\<b, +¢,, ImL>—¢, }
G,={A: b, —g,<[\|<b, +¢,, Ink<g, }
basit baglantili bolgelerinde analitiktir. Ayrica
{x: }=b, , mr20}cG,

{r: W=b, , mrzo0}caq,

oldugu dikkate alinirsa Leibnitz formiiliinii kullanarak (3.92) bagintisindan

x_Ibm { tr[ MaR) J} },dx B { tr{_ b, (GRS, ) J} - tr{bm(ngm ) J} }+

Pofoulars,) |-l -valare, )]0

elde edilir. (3.91) den ve bu son bagintidan

D, = 1) j J. tr[ (ng) J}d?u

2T 15,

bulunur. m

Teorem 3.3.6:
. 1
limD,,, = a(0) - q(m]

dir.
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Ispat: Teorem 3.3.5 geregince

D,=— jtr(ng)dk

(3.93)

dir. qR} her Aep(A) icin cekirdek operatorii ve {(pn }("; H:LZ[O,ﬂ;] uzaymin bir

ortonormal tabani oldugundan

ulaRY)=3 R?9,.0, )

n=0

dir (Gohberg ve Krein, 1969). Ote yandan

-1

R)g, =(A-A1) g, =(u,-2) g,
oldugundan (3.93), (3.94) ve (3.95) ten

oo

D= | {Z(qRicpn,cpn)}d%

n=0

1 oo
=T (q(pn’(pn ):|d7\'
2M )5, [; K, =2
C 1 dA
:Z(q(Pn’(Pn) i X
n=0 U S, MMy

elde edilir. (3.76) dan ve

1 dA _{1 , n<m ise

omi A—u 0,n>m ise

o, &M

formiiliinden yararlanarak

m

D, =>.(49,.9,)=>(a(x)9,(x).9,(x))
n=0

n=0

S 2 1 1
= q(x),/—cos| n+— [x,cos| n+— |x
=0 i 2 2

(3.94)

(3.95)
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2% 1
D, = rlﬂ);}[q(x)cos [n + 2jxdx
%i.[ (x)(1+ cos(2n +1)x )dx (3.96)
n=0 0

elde edilir. q(x) fonksiyonunun (3.1) kosulunu sagladig1 g6z 6niine alinirsa (3.96) dan

lz.[q(x)cos(Zn +1)xdx
Tizo

bulunur. Bu son esitlikte m — oo iken limite gegilirse

limD, , = lZ:J-q(x)cos(Zn +1)xdx 3.97)
m—>oo n=0

elde edilir. (3.97) ifadesi

m—>oo

limD = —Z {J.q(x)cosnxdx jq(x)cos nxdx }
{ i{ J.q(x)cosnxdx}cosnO}

i{ 3 L jq(x)cosnxdx}cosnn}

seklinde diizenlenebilir. Burada (3.1) kosulunun saglandigi tekrar hatirlanacak olursa son
esitligin sag tarafindaki toplamlar, ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan q(x)

fonksiyonunun [O,TC] araliginda kosiniis serisine ac¢iliminin sirasiyla O ve 7 noktalarindaki

degerleridir. Dolayisiyla
. 1
limD,,, =~ la(® -q(m]

dir. m
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oo

Yardimcei Teorem 3.3.1: Q= Z
j=m+1 My =My

olsun. Q_ icin

1
Q <m'+m?2
esitsizligi saglanir.

Ispat: (3.77) esitsizliginden yararlanarak

TR M

:ml“’l !"Lm Jm+1J —m

= 1

= +

(m+1) P A em?

<Ly > ‘21 . (3.98)

m icpe2 ) —M

bulunur. Ayrica

oo 1 oo M+i+l d
Z -2 2:ZJ . X2 2

Fme2 ] T G TG (m+1+1) -m

dir. m nin bilyiik degerleri ve x e [m +i,m+i+ l] icin

1 1
(m+i+1)2—m X" —m

oldugundan
m+i+1 dX - m+i+1 dX
. 2 2 = 2 2
m+i (m+1+l) —m m+i X —m
ve buradan da
imTH imTH d T dX
2 2
i=l m+i (m+1+1 =l m+i - mHX —m

bulunur. Son baginti (3.98) de gbz 6niine alinirsa

Q. <l+ dx
m X —m

2 (3.99)
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oo

elde edilir. Burada yer alan I de > integralini sinirlandirmak i¢in
X —m

m+1

degisken doniisiimiinii yapalim. O taktirde

[odx 71 2\
m[lxz_mz _2rﬁl.+12t(t+m ) o

bulunur. (3.100) den

2m+1

t—o0

L 1
= —[limt 2 —(2m+ 1)2}

=(2m+ 1)_%

1
<m 2

elde edilir. (3.99) ve (3.101) den

1
Q <m'+m?2

bulunur. m

Teorem 3.3.7: [\|=b,, cemberi iizerinde

“Rg“ " < const
oy

dir.

Ispat: L ¢ {un}::o icin R) normal operatér oldugundan

0
IR

N 1
G](H)_;|un_7\‘|

(3.100)

(3.101)
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dir (Gohberg ve Krein, 1969). m nin biiyiik degerleri i¢in |%| =b, = (m+ 1)2 cemberi iizerinde

[k

- 1 N - 1
61<H>S§|Mn—|k||_zb .3 b

1
n=0 m _l"l’n n=m+1 l"l’n - m

bulunur. Burada

i 1 < m+1 m+1 _ m+l1
“~b —u b -u 2 3
=0 Ym I"Ln m l"Lm (m+1)2_(m+;j m+Z

dir. Ote yandan

n=m+1 I"Ln _bm n=m+1 _ um + ,'Lm+1
M, )

i 1 <i (1 j“i :

o

n=m+1 un - um

=2Q

dir. Yardimci teorem 3.3.1 ve (3.104) ten yararlanarak

oo

2

1
! <2lm'+m?
n=m-+1 ,"Ln _bm

elde edilir. (3.102), (3.103) ve (3.105) ten

1
R? <1+3m™"+2m 2 <6
Mo

o (
bulunur. m

Teorem 3.3.8: [A|=b,, cemberi iizerinde
IR, [ < const. m™
dir.

Ispat: \|=b, icin

=m+1 2I"Ln - “‘m _I"Lm+1

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)
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7\’1’1

dir. n <m ve m nin biiyiik degerleri i¢cin

- M=

7\’1’1

—b,,| (3.107)

7\’1’1

<A, oldugu goz 6niine alinirsa

A,

2 b, ~ Wy — (M = Ay (3.108)

bulunur. Ayrica q(x) fonksiyonu (3.1) kosulunu sagladigindan (3.73) formiiliinden her me N

icin

M — | <d, (3.109)
olacak sekilde bir d, > 0 sabitinin varlig: elde edilir. (3.108) ve (3.109) dan

b, —[A,|>m-d, (3.110)

elde edilir. Ote yandan n > m+1 igin

A,

=A, 2\, oldugundan

n — m+

A

n

- bm 2 7\’m+1 - bm = “’m+l - bm + (xmﬁ-l - “’mH)

2 I"Lm+1 - bm - |7\’m+1 - “’m+l|
dir. Burada (3.109) esitsizligi bir kez daha kullanilirsa son ifadeden n =2 m+1 i¢in

A,|-b,, >m~d, (3.111)

elde edilir. lim (m — d, )= co oldugu dikkate alinirsa |%| =b,, ve m nin biiyiik degerleri i¢in

m-—>co

xn—x|>? (3.112)

oo

-1
bulunur. R, operatoriiniin s sayilart {P\n - k| } oldugundan
n=0

IR,|= max{ A, =\ _1} (3.113)

dir (Gohberg ve Krein, 1969). Dolayisiyla (3.112) ve (3.113) ten
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IR, [ < 4m™

bulunur. m

Teorem 3.3.9: j>2 icin

limD, ;=0

m—oco

dir.

Ispat: Baksi (1999) calismasindakine benzer sekilde

limD_,=1limD_,=0

m-—oo m-—oo

oldugu gosterilebilir. j>3 i¢in lim D, ;=0 oldugunu gosterelim.

m—>c0

Bunun i¢in teorem 3.3.5 ten yararlanarak D ; yi simrlandiracagiz.

Pl 5y ] [wlar)’ |
< 2%] g @r?)’ HGI(H).|dx|
SZL’U'Hm (@r2)" ‘.||ng ol
< zinjk _jbﬂq” TR R ol
_ 2%] ) _jb|lq|| IR RYJan

6, (H)
dir. q(x) =0 olmast halinde R, =R} oldugundan teorem 3.3.8 den
|R?[ < 4m™

bulunur. Teorem 3.3.7, (3.115) ve (3.116) dan

(3.114)

(3.115)

(3.116)
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D,,[<const. [ fm™ )" <const.b,, . m (3.117)

m:bm

elde edilir. Burada b = (m+1) < const.m”> oldugu goz oniine alinrsa (3.117)

bagintisindan
‘ij‘ <const.m " (3.118)
bulunur. (3.118) den j>3 icin

lim D =0

elde edilir. m
Bu caligmanin temel sonuglarindan birini asagidaki teoremle ifade edelim:

Teorem 3.3.10: B ve A operatorlerinin 6zdegerler farkinin toplami i¢in
N 1

20, —1,)=~la0) ~qm]
=0 4

formiilii saglanir.

Ispat: Teorem 3.3.6 ve teorem 3.3.9 kullanilarak (3.85) formiiliinden B ve A operatérlerinin

ozdegerler farkinin toplami
> 1 ‘
2 0, — 1, )=2la©) -]+ lim DY (3.119)

elde edilir. Burada

dir. D icin sunlar yazilabilir:

‘D(p)‘ < - J' |7»|

s,

<b, | Rk(ng)pH‘ ]

[A|=b,, 6, (H)

o RaR)’ ‘ ]
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|D(p)

(R?) H o]
o, (H)

W b

<b, IR, “ R?)"| Jar?

[M=bn

|d

o, (H)

IR fal R

A 01<H>'|d7”|

Teorem 3.3.7, teorem 3.3.8 ve (3.116) dan

|D§§)| <const. b .(m™) o

bulunur. Burada b,, <const.m” oldugu bir kez daha kullanilacak olursa

‘Dg’)‘ <const.m*.m™" =const.m™*" (3.120)
elde edilir. (3.120) esitsizliginden p >3 iken

[}Iiill D =0

oldugu goriilmektedir. (3.119) formiiliinden ve bu son esitlikten
- 1

>0, -1, )=—~la® -qm)]
rd 4

bulunur. m

3.4 Ornek
[O,n] araliginda tamimh

2
q(X)=X2+ﬂ:X—5%

fonksiyonunu g6z oOniine alalim. Bu fonksiyon her mertebeden siirekli tiireve sahiptir, reel

degerlidir ve

T T 2 > T
Iq(x)dx:j xz+7tx—5i X = lx3+£x2—5ix
0 0 6 3 2 6

0

3
_w. o sT_
3 2 6
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dir. O halde teorem 3.3.10 geregince L2[0,7t] uzayimda sirasiyla

Lo(y)==y'(x)
” 5 5w’
L(y)=-y (x)+ [x + X — ?JY(X)

diferansiyel ifadeleri ve aym y'(0)=y(m)=0 smr kosullar1 ile olusturulan A ve B

operatrlerinin p, <p, <...<U, <... ve Aj <A, <..<A, <... ozdegerleri i¢in

oo

Z(kn —H, ) = %[q(O) - q(n)] =_

n=0

Ll
2

formiilii saglanir.
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4. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda D(A) Lz[O,n] uzaymin belirli kosullar1 saglayan bir lineer manifoldu

olmak iizere D(A) dan L,[0,7] ye kendine es
(Ay)(x) =~y (x)

ve

(By)(x) =y (x) +q(x)y(x)

operatorlerinin bazi spektral ozellikleri incelenmistir. Ayrica {p,Ln }::0 ve {kn }::0 sirastyla A

ve B operatorlerinin 6zdegerleri olmak iizere bu operatorlerin 6zdegerlerinin A, —L,

oo

(n=0.,1,2,...) farkindan olusan z (kn —un) serisinin toplami i¢in bir formiiliin saglandig
n=0

gosterilmistir. Burada q(x) [O,Tt] araliginda 2. mertebeden siirekli tiireve sahip olan reel

degerli bir fonksiyondur.
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