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ONSOZ

Kinematik; kuvvet ve kiitle kavramlarinin hi¢ rol oynamadig mekanigin bir alt dahdir. Bir
diger ifadeyle, kinematik sadece bir nokta veya bir sistemin (cismin) zamana bagli meydana
getirdigi yer degistirmeleri inceler. Bu tezde diizlemsel kinematigin 6zellikle geometriyi

ilgilendiren kismini inceleyecegiz ve elde edilen verilerin geometrik sonuglarini verecegiz.

Bu c¢alismada tamamen diizlemsel kinematik ele alinacaktir. Yani bir diizlem pargasinin
diizlemsel bir yiizey iizerindeki hareketini inceleyecegiz. Ayrica kompleks sayilar yardimiyla

diizlemsel kinematik ele alinacaktir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda higbir yardimi benden esirgemeyen ¢ok degerli Saygideger
Hocam Sayin Do¢. Dr. Salim YUCE’ ye en igten duygularimla sonsuz saygi ve

tesekkiirlerimi sunarim.
Mayis 2009

Serdal SAHIN
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OZET

DUZLEMSEL HOMOTETIK HAREKETLER ALTINDA YUKSEK MERTEBEDEN
IVMELER VE POLLER

Serdal SAHIN
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi

Bu tezde, kompleks diizlemde 1-parametreli homotetik hareketler altinda yiiksek mertebeden

hiz ve ivmeler ile yiiksek mertebeden poller incelenmistir.

Ayrica, Ozel olarak hareketin “¢” parametresi yerine hareketin donme agis1 alinmasi

durumunda yiiksek mertebeden hiz ve poller yeniden diizenlenmistir.

Hareketin *“/4” homotetik oran1 #=1 olmasi durumunda ise (Miiller, 1956, 1963) tarafindan

verilen sonuglar 6zel hal olarak elde edilmigtir.
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ABSTRACT

HIGH-ORDER ACCELERATIONS AND POLES ON THE 1-PARAMETER PLANAR
HOMOTHETIC MOTIONS

Serdal SAHIN
Mathematics, M.S. Thesis

In this work, high ordered velocities, accelerations and poles are analyzed under the 1-

parameter homothetic motions on the complex plane.

Also, particularly high ordered velocities and accelerations are presented by taking the angle

of the rotation instead of the “¢” parameter of the motion.

In the case of the homothetic rate 4 =1, same results, which were given by (Miiller, 1956,

1963) are obtained.

Keywords: Homothetic motions, Relative velocity, Absolute velocity, Sliding velocity, Pole

point, Pole curves, Angular velocity, High order velocity and acceleration.
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1. GIRIS

Oklid diizleminde 1-parametreli hareketler altinda hizlar ve ivmeler ile ilgili bagnti ve
sonuglar ile kompleks diizlemde 1-parametreli hareketler altinda iz ve ivmeler ve aym
zamanda kompleks diizlemde 1-parametreli hareketler altinda yiiksek mertebeden ivmeler ve

ivme polleri; (Miiller, 1956, 1963) tarafindan incelenmistir.

Oklid diizleminde 1-parametreli homotetik hareketler altinda hizlar ve ivmeler ile ilgili bagint:
ve sonuglar (Tutar ve Kuruoglu, 1999) tarafindan elde edilmis ve # homotetik oran1 “A=1"
olmasi durumunda (Miiler, 1956, 1963) tarafindan verilen sonuglar 6zel bir durum olarak elde
edilmigtir. Aymi sekilde kompleks diizlemde 1-parametreli homotetik hareketlerde hiz ve
ivmeler ise (Kuruoglu vd., 2001) tarafindan verilmis ve homotetik oranin “/4=1" olmasi
durumunda ise (Miiller, 1956, 1963) tarafindan verilen sonuglar 6zel bir durum olarak

bulunmustur.

Bu c¢alismada ise kompleks diizlemde 1-parametreli homotetik hareketler altinda yiiksek
mertebeden ivmeler ve ivme polleri i¢in genel bir ifade bulunmus ve “A=1" olmasi

durumunda (Miiller, 1956, 1963) tarafindan verilen sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezin orijinal kisminda kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir.
2.1 Afin Uzay ve izometri

2.1.1. Tammm

A#D bir cimle ve V' ; K cismi tizerinde bir vektdr uzayir olsun. Asagidaki 6zellikleri

saglayan bir

fi AxA—>V
(P.Q)—> f(P.0)

fonksiyonu varsa A4 ya V' ile birlesen bir afin Afin Uzay denir.

i. VP,O.Re A igin f(P,Q)+f(Q.R)=f(P.R)
ii. VPe A ve Ya eV igin f(P,0)=a olacak sekilde bir tek Q € 4 noktas: vardur.

2.1.2. Tanim

V' n-boyutlu reel vektor uzayr ve 4 da V ile birlesen bir afin uzay olsun. Eger V' bir ig-

¢arpim uzay1 ise 4 ya Oklid Uzay denir ve E” ile gosterilir.
2.1.3. Tanim
K cismi iizerinde iki vektor uzayr ¥, ve V, olsun. V| ve V, ile birlesen afin uzaylar 4, ve

A, olmak tizere f:4, — A, doniisiimii P,Q € 4, i¢in

vyt h =V,
PQ -y, (PQ)=f(P)f(Q)

seklinde tanimlansin. Burada y, doniisiimiine f ile birlesen doniigiim adi verilir. Eger v/,

doniigiimii lineer ise f ye bir Afin Doniisiim denir.



2.1.4. Tanmim

E' ve E}, sirastyla V, ve V, n-boyutlu ig-garpim uzaylari ile birlesen birer Oklid uzay

olsun. Bir
[:E —>E

afin doniisimii Va, f €V, i¢in

(v(a).v(B)=(a.B)

olacak sekilde bir

yih ="

lineer doniigtimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir.

2.1.5. Tanim

f,n-boyutlu E” Oklid uzay: iizerinde bir izometri olsun. E” deki bir dik koordinat

sistemine gore f nin matrisel ifadesi; A€ O(n).(yani 44" =A"A=1,, detA=+1)

ve C ell”| olmak lizere

Mgk

formundadir. f ye E" de bir hareket adi verilir. Eger, det A =1 ise f hareketine direkt

hareket, det 4 = —1 ise karsit hareket denir.
2.1.6. Tamim

E", n-boyutlu Oklid uzaymin bir f izometrisi i¢in f(0)=0 olacak sekilde bir O€ E"

noktasi varsa f ye O noktasi etrafinda E" nin bir dénmesi ad1 verilir. Eger hareket direkt

hareket ise f ye direkt donme, karsit hareket ise karsit donme denir.



E" de baslangi¢c noktast O olan bir dik koordinat sistemi {x,,xz,...,xn} olsun. f:E" > E"

izometrisi O noktasi etrafindaki bir donme ise f nin bu dik koordinat sistemine gore ifadesi

-2 T

seklindedir. Burada A€ O(n) ve x,x'e0”, dir.

2.1.7. Tanim

E", n-boyutlu Oklid uzaymun bir f izometrisi ve VX € E” i¢in [ (X ):X +1t olacak
sekilde bir tek 1=(1,,t,,....,1,)€ E" noktasi varsa f ye E" in ¢ ile belirtilen bir dtelemesi

denir.

E" de baslangi¢ noktas1 O olan bir dik koordinat sistemi {x, ,xz,...,xn} olsun. f:E" - E"

izometrisi = (1,,t,,...,t,) noktasi ile belli olan bir 6teleme olmak iizere, / nin dik koordinat

sistemine gore ifadesi

Nt

X =x+t

dir.



2.2 1- Parametreli Diizlemsel Hareket

E=E =E* Oklid diizlemlerinde sirasiyla {O;e,.e,} ve {O;e',,e;} koordinat sistemlerini

tespit edelim. Eger re /(] igin,
e, =¢ (1),e,=¢,(r)

ise bu takdirde {O;e,,ez} koordinat sisteminin, {0';e',,e'2} koordinat sistemine gore hareket
ettigi kabul edilir. Bundan dolayr {O;e,,e,} koordinat sistemine hareketli koordinat sitemi,
{O;e;,e;} koordinat sistemine ise sabit koordinat sistemi denir. Dolayisiyla E diizlemi, E

diizlemi iizerinde hareket ediyor kabul edilir. e, ile e, arasindaki ag1 ¢ olmak iizere ¢ ye

donme acis1 denir. OO =u hareketin 6teleme vektorii olmak iizere:

Sekil-1
00 =u =ue, +u,e, 2.2.1)
yazilabilir. Eger,

u, =u, (1)
u, =u,(t)

p=0(t)

seklinde reel bir ¢ parametresinin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar iseler, £ nin E

ne gore hareketine 1-parametreli diizlemsel hareket denir ve B=E/E ile gosterilir. Buradaki

“t” parametresi genel olarak ‘zaman’ parametresi olarak alinir.
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Sekil-2

O =0 oldugu zaman, e, ve e, vektorleri, e, ve e, dogrultularinda bilesenlerine ayrilabilir

ve buradan

e,= cospe, +sinpe, 222)
e, =—singe, +cospe, 3

esitlikleri elde edilir, (sekil-2).

Diizlemin bir X noktas: hem hareketli sistemdeki (x,,x,) koordinatlari ve hem de sabit

sistemdeki (x]',x'z) koordinatlar1 yardimiyla goz 6niine alinabilir. Buna gore her iki sistemde,

X noktasina ait konum vektérleri i¢in

x=0X=xe, +x,e,

x =0'X =x/e] + x€;

yazilabilir. Béylece

0X=00+0X=-00 +0X

veya

X =x-u=(x—u)e, +(x,~u,)e, (2.2.3)

vektorel denklemi elde edilir. Bu denkleme 1-parametreli diizlemsel hareketin vektorel

denklemi denir. Buradan,

x,e; +x,e, =(x, —ul)el +(x2 _uz)ez



esitliginin e, ve e, ile ig-carpim1 sonucunda,
x, =(x, —u,)cosp—(x, —u,)sing
x, =(x,—u,)sinp+(x, —u,)cosp

veya

(2.2.4)

x| =(x,cosp—x, sinp) +(-u, cos @ +u, sin @)
x, =(x, sin@ +x, cos ) +(—u, sin @ —u, cos p)

bulunur. Bu ifadeye B = E/E’ hareketinin kartezyen denklemi denir. Bu son esitlik

[x,’ } . I:COS¢ —sin (p:i[x, ]+ |:a0]

A sing cos@ || x, | |b

veya

X' =AX +C

seklinde matris formunda da gosterilebilir.

Tiirev Denklemleri

Hareket esnasinda bir X € E noktasimn her iki E ve E -diizlemlerine gore hizlarim

arasgtirmak i¢in once hareketimizin tiirev denklemlerini teskil edecegiz. Bunun igin (2.2.2)

denklemlerinin, e,', ez' vektorlerini sabit kabul ederek, ¢ zamanma gore tiirev alinirsa,

e . R L A e A ] :
=~ & =—psnge, +@cospe, :(p(—-smgoe, +c05(pe2)
. . : iy : fur v ey
T & = -posee, - gsinge, =—¢(cos¢e, +smqoe2)

bulunur. Buradan kisaca
e, =ge, , &, =—ge, (2.2.5)
yazilabilir.

Benzer sekilde (2.2.1) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

E=u=u,el +u e, +i,e, +u,é,



elde edilir. ¢, ve e, nin (2.2.5) deki degerleri burada yerine yazilirsa
u = (i, ~w,0)e, + (i, +up)e, (2.2.6)

bulunur. (2.2.5) ve (2.2.6) denklemlerine B = E/E hareketinin tiirev denklemleri denir.
Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E -diizlemi E'-diizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X' noktasi da hareketli
E -diizlemindeki yerini ¢ zamam ile degistirsin. Bu durumda, bu iki hareket esnasinda

noktanin hizlarinin nasil terkip edildigini arastiracagiz.
2.2.1. Tamim

X noktasmin E -diizleminde hareket ederken sahip oldugu hiz vektoriine, yani X noktasi
E -deki yoriingesini ¢izerken sahip oldugu vektorel hiza X noktasinin relatif (izafi) hiza

denir ve V, ile gosterilir. Bu hiz

X =xe, +xe,

denkleminden e, ve e, yi sabit tutup tiirev alarak

V, = xe, +x,e, 2.7
seklinde bulunur. Eger X noktasi E -de sabit ise V, relatif hiz1 sifirdr.

2.2.2. Tamm

X noktasinin E -diizlemine gore sahip oldugu hiz vektoriine X noktasinin mutlak hizx
denir ve V, ile gosterilir. (2.2.3) denkleminin ¢ ye gore tiirevini alirsak V, igin asagidaki
ifade bulunur:

V, =(% -t )e, +(x —u )&, +(%, — 11, ) e, +(x, —u, )¢, .

Burada ¢, ve €, mn (2.2.5) deki degerleri dikkate alinirsa

V.= {—12, +(u, —x2)¢1}eI +{—122 +(—u, +x,)qb}e2 +Xe, +X,€,

veya

V= {_ﬁl +(u2 _x2)¢}el +{_’i2 +(_“1 +x1)¢}ez *V,



elde edilir. Burada

V, ={~ti, +(u, - x,) @} &, +{—tt, +(-u, +x,) p} e, (2.2.8)
vektoriine X' noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir.

O halde hizlarin terkibine ait su teorem verilebilir:

2.2.1. Teorem

B=E/E'"; 1-parametreli diizlemsel hareketi esnasinda eger X € E noktas: her iki sisteme

gore hareketli ise X € E noktasinin hiz vektorleri arasinda
V.=V, +V, (2.2.9)
bagintis1 vardir.

2.2.3. Tanim

d . : i i
Ddénme agisinin 7¢ =@ tlirevine B hareketinin a¢isal haza denir.
1

Bundan sonra sirf 6teleme hareketinden kaginmak i¢in ¢ # 0 kabul edecegiz.
Dionme Polii ve Pol Egrileri
Simdi B hareketinin her ¢ aninda siiriiklenme hizi sifir olan noktalari arastiralim:

Boyle noktalar, + amnda, yalniz hareketli E -diizleminde degil aym zamanda sabit £ -

diizleminde de sabit bulunmak zorundadir. O halde
V, =0

olacagindan (2.2.8) denkleminden

-ty +(uy—x,)p=0 , =il +(-u,+x)p=0

elde edilir. @ #0 olduguna gore bu iki denklem her zaman tek tiirlii ¢oziilebilir. Bu ¢oziimler

p, ve p, olmak iizere,
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p=x=u+t=u +'d—ul
P do
d (2.2.10)
h=%= 2“ﬂ— 2_i
@ do
bulunur.
2.2.4. Tanim

OP =p = pe, + p,e,

yer vektoriine karsihk gelen P =(p,,p,) noktasma B=E/E hareketinin ¢ anindaki
pol(kutup) noktasi, donme polii veya ani donme merkezi denir.

Bundan dolay1 su teorem verilebilir:

2.2.2. Teorem

Agisal hiz1 sifir olmayan bir 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, her ¢ aninda
stiriiklenme hiz1 sifir olan yani her iki diizlemde de sabit kalan bir tek nokta (pol noktast)

vardir.[]

P pol noktas1 yardimui ile herhangi bir X' noktasinin V; siiriiklenme hiz1 agsagidaki sekilde de

yazilabilir:

Bunun i¢in (2.2.10) denkleminden

h=(u,-p)¢ ., w=—(u-p)¢

ifadeleri hesaplanir ve (2.2.8) denkleminde yerine yazilirsa,

Ve={-(x,-p,)e, +(x, - p)er} & (2.2.11)
elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu son ifadesi kullanilarak agsagidaki 6nemli sonug ve

teoremler verilebilir:
2.2.1. Sonug¢

P poliinden X noktasina giden pol igimnin
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PX=(x-p)e +(x - p,)e;
vektorii V; ye diktir; ¢linkii
(PX’Vr> =—(x%-p,)(x-p)+(x-p)(x,-p,)=0
dir. Yani pol 1511, hareketin her ¢ aninda siiriiklenme hizina diktir.

2.2.2. Sonug

V, vektoriiniin uzunlugu i¢in su bagint1 vardir:

"Vf" ¥ \/(xl = )2 +(x2 - D )2 7
=[PX|¢

2.2.3. Teorem

B=E/E; 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda hareketli £ -diizleminin her X noktasi,

t aninda, P (pol noktas1) merkezli ve ¢ agisal hizli bir ani donme hareketi yapar.
2.2.3. Teorem

B=E/E; 1-parametreli diizlemsel hareket ¢ aninda, hareketli £ -diizleminin P ani dénme

polii etrafinda ¢ agisal hiz1 ile donmesinden olusur.

2.2.4. Teorem

B=E/E" 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda FE -diizleminin X noktalar, E’-

diizleminde yoriinge normalleri, P dénme poliinden gegen, yoriingeler ¢izerler.
2.2.5. Tanim

Her ¢+ aminda bir P dénme polii olacagindan B hareketi esnasinda P pol noktas: her iki £
ve E -diizlemlerinde gesitli konumlarda bulunur. P noktasinin hareketli E -diizlemindeki

yeri genel olarak bir egridir. Bu egriye hareketli pol egrisi denir ve (P) ile gosterilir. P
noktasimin  E -diizlemindeki geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve (P) ile

gosterilir. [
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Simdi pol hizlarin, yani (P) ve (P) pol egrilerini ¢izen P noktasimin hizlarinin arastiralim:

Doénme poliiniin V, =0 oldugu noktalar oldugunu daha 6nce séylemistik. Buna gore (2.2.1)

teoreminden, X = P noktasi i¢in

V.=V

bulunur.
Buna gore asagidaki teorem verilebilir:
2.2.5. Teorem

E' -sabit ve E -hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P dénme poliiniin her ¢ anindaki

hizlar1 birbirinin aymisidir.[]

Bu teoremden dolayi, her ¢ aninda (P) ve (P) pol egrileri P ani donme poliinde birbirine

tegettir ve

ds' =|V,|dt =|V,|dt = ds

VI"

oldugundan P donme polii df zaman araliginda her iki pol egrisi tizerinde esit uzakliklar
kat eder.

Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

2.2.6. Teorem

1- parametreli diizlemsel B =E/E' hareketinde E -diizleminin (P) hareketli pol egrisi E’-

sabit diizleminin (P) sabit pol egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanir.

ivmeler ve ivmelerin Terkibi

B=E/E'; 1- parametreli diizlemsel hareket esnasinda X noktasinin £ -diizlemine gore olan

ivme vektoriine relatif ivme vektorii denir. Bu ivme vektorii V, relatif hizimin 1 ye gore

tiirevi alinarak bulunur ve b ile gosterilir:

b, =V, =ie, +ie,. (2.2.12)
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Burada e, ve e, sabit olarak kabul edilmistir.

X noktasinin E'-diizlemine gére olan ivme vektoriine mutlak ivme vektorii denir ve b, ile

gosterilir. Ayrica V, nmin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

b, = V. ={—(fc2 _pz)el —(x2 _pz)él '*'(xl _pl)ez +(x| _P|)éz}¢

+{—(x2 - py)e +(x —p,)e2}¢+5c']e, +X,, +¥,e, +X,€,
bulunur. Burada (2.2.5) denklemindeki €, ve ¢, degerleri yerine yazilirsa,

b, ={p2¢_(x1 _Pl)(bz _(xz —Pz)éj}el'*'{—p@_(xz —p2)¢2 +(x| "px)é}ez

(2.2.13)
+2p{-x,e, +Xe,} +b,
elde edilir. (2.2.13) denklemindeki
b, = {pz(/)—(x] —p])(b2 —(x2 —pz)()i} e, +{—p1¢—(x2 —pz)(j)2 +(xI —p,)(b} e, (2.2.14)
vektoriine X' noktasinin siiriiklenme ivme vektorii ve
b, = 2(b{—5c2e, + %€, } ' ' (2.2.15)

vektoriine de Coriolis-ivme vektorii denir.
Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
2.2.7. Teorem

B=E/E" 1- parametreli diizlemsel hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme vektorii,
siiriiklenme ivme vektorii ile Coriolis-ivme vektorii ve relatif ivme vektoriiniin toplamina

esittir. Buna gore

b, =b,+b_+b, (2.2.16)
dir.

2.2.3. Sonug¢

b, Coriolis-ivmesi ve V_ relatif hizinin ig-garpimu

(b, V,) =20 (-%%, + %,%,) =0
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oldugundan b, Coriolis-ivmesi, V, relatif hizina diktir. [J

E -de sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis-ivmesinin sifir olmasi ancak ve ancak ¢ =0

olmasiyla saglanir. ¢ =0 ise B hareketi bir kaymadan (6telemeden) ibarettir. Boylece
b, =0 ise ivmeler arasinda,
b, =b, +b,

bagintis1 bulunur. Yani, ancak bir kayma hareketinde ivmeler hizlar gibi terkip edilirler.

Simdi bir B hareketinde, hefhangi bir ¢ aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan noktalar

aragtiralim:

b, =0 igin

(xl —P1)¢2 +(x2 'pz)(ﬁ:pz(j’
(xl _Pl)(b_(xz _Pz)(bz =P

elde edilir. p#0 ise (x, - p,) ve (x, - p,) ye gore homojen olmayan denklem sisteminin A

katsayilar determinanti

2

P @

=2

¢ —@

A= =—("‘+¢2)¢0

dir. Buna gore yukaridaki sistemin Cramer yontemi ile bir tek ¢6ziimii bulunur.
2.2.6. Tamm

¢ # 0 olmak iizere, herhangi bir / aninda siiriiklenme ivmesi sifir olan bir tek nokta vardir.

Bu noktaya ivme polii denir.[]
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2.3 Diizlemsel Hareketlerin Kompleks Sayilarla ifadesi

E ve E ( E=E = Ez) sirastyla hareketli ve sabit diizlemler olsun. {O;e,.e,} ve {O';e',,e;}

de E ve E -diizlemlerinde tespit edilen koordinat sistemleri olsun. Bir X noktasimin her iki

sistemdeki koordinatlarim sirasiyla,

x=x+ix, , x=x+ix,

kompleks sayilari ile ve O'O vektoriinii de sabit sistemde

u =u, +iu,

kompleks sayisi ile gosterelim. Buna gore,

-u=-u, —iu,

dir. O halde +u, OO vektoriine karsilik olan vektérdiir. (2.2.4) denkleminden x| ve X,
ifadeleri, x = x, +ix, de yerine yazilirsa

x =(x, +ix, )(cosp+isinp)—(u, +iu, )(cosp+isinp)

veya

X =xe’ —ue”

elde edilir.

u =-ue” (2.3.1)
olmak iizere

X =u +xe* 23.2)

yazilabilir. Boylece @,u,u bir 7 (zaman) reel parametresine bagh olmak iizere, (2.3.2)
denklemi ile tammlanan harekete kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel hareket
denirve B=E/E ile gosterilir.
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Hizlar ve Hizlarin Terkibi

E -diizlemi, E -diizlemine gore 1-parametreli hareket yaparken, bir X noktasi da hareketli
E -diizlemindeki yerini ¢ zamam ile degistirsin. Boylece iki hareketi bir araya getirerek

hizlarin nasil terkip edilecegini arastiracagiz:

X € E noktasinin hareketli sistemine gére X relatif hizi;
X =—=x (2.3.3)

dir.

X noktasinin £ -diizleminde sahip oldugu X relatif hiz vektoriiniin sabit sisteme gore ifadesi
i¢in,

X =X "=k (2.3.4)

yazilabilir. X noktasinin £’ diizleminde sahip oldugu X! mutlak hizi, sabit sistemine gore;

dx’

X =—=x =u +igxe” +xe”
dt
veya
X, =u +ip(x' —u')+xe” (2.3.5)

seklinde bulunur. Buna gére, X noktasinin X| siiriiklenme hizi, sabit sistemine gore;
X} =l'1'+i(j)(x’—u') (2.3.6)

seklindedir.

Simdi, (2.3.5) ve (2.3.6) denklemleri ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda X € E
noktasimn E' diizleminde sahip oldugu hiz vektorlerinin E hareketli diizleminde ki

karsiliklarin ifade edelim:

X noktasinin E -diizleminde sahip oldugu X relatif hizim (2.3.3) denkleminde vermistik.
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X noktasinin hareket esnasinda E’-diizleminde sahip oldugu mutlak hiz vektoriiniin E -

diizlemindeki ifadesi i¢in
e, ’ —i¢ e -—i(p .o .
X, =X e’ =ue” +ipx+x

yazilabilir. @' =—(i+iugp)e” oldugundan,

X, =—(a+iugp)+igx+x 2.3.7)

elde edilir. Bu durumda X noktasinin X, siiriiklenme hiz,

X, =—u+ig(x—u)=w'e™ +ipx (2.3.8)
seklinde ifade edilir.

(2.3.4), (2.3.5),(2.3.6) ve (2.3.3),(2.3.7),(2.3.8) ifadelerinden asagidaki teorem verilebilir:
2.3.1. Teorem

Kompleks diizlemde, B=E/E 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda bir X noktasinin

mutlak hiz, siiriklenme hizi ile relatif hizinin toplamina esittir, yani hizlar kanunu korunur:

X =X +X
ve . (2.3.9)
X, =X, +X,

]

Donme Polii ve Pol Egrileri

Simdi B hareketinin her ¢ anindaki sabit diizlemde ki siiriiklenme hiz1 sifir olan noktalari,

yani pol noktalarini aragtiralim:

X, =u +i¢(x' —u') =0

olmak iizere

X =p =u’+i% (2.3.10)

elde edilir. Ayrica bu son denklemden elde edilen
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u =i(p(u' —p')
ifadeyi (2.3.6) denkleminde yerine yazarsak siiriiklenme hiz vektoriinii pol noktasi cinsinden
X; =i (x' —p') (2.3.11)

seklinde yazilabilir.

Simdi, (2.3.10) denklemi ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda E' diizleminde ki pol
noktasinin ve (2.3.11) denklemi ile verilen siiriiklenme hiz vektoriiniin E hareketli diizleminde

ki karsiliklarint ifade edelim:

X, = 0 olan noktalar arastiracagiz: O halde (2.3.8) denkleminden
we  +ipx=0

olmak tizere

. P (2.3.12)

ip P
elde edilir. Burada W’ nin degeri p cinsinden bulup (2.3.8) de yerine yazilirsa siiriiklenme

hizin p pol noktasi cinsinden E -diizlemindeki ifadesi,
X, =ip (x-p) (2.3.13)

seklinde yeniden yazilabilir. [J

X  noktasiin siiriiklenme hizinin (2.3.11) ve (2.3.13) ifadelerinden asagidaki sonuglar

verilebilir:
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2.3.1. Sonug¢

(X0 PX) = (i (x ~p).(x' )
=((~(x=p).xi = ) (= Pl = 1) 9

=[x = p5) (31 = Pi)+ (31 = pi) (3 = 1) ] = 0.

Benzer sekilde E hareketli diizleminde X, = i(/')(x—p) siiriiklenme hiz vektorii ve PX pol

15101 i¢in,
(X PX) =(io(xp).(x-))
={(-(x-p,)% —ﬁ.)’(x. —PuX, = P,)) 9
=0
oldugundan pol 111 hareketin her 7 aninda siiriiklenme hizina diktir.

2.3.2. Sonug¢

X, vektoriiniin uzunlugu i¢in,

x| = (X0 X0)
= \Ki(ﬁ(x’ -p').ip(x' - p')>

= (G =2 =) (%= P = )

= o[- pi) + (- pi)' ]
=¢[PX]|
elde edilir.

Benzer sekilde, E hareketli diizlemde X, siiriiklenme hiz vektériiniin uzunlugu igin;

[l = (X0 X)
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= J(ip(x-p).ip(x~p))

= J¢2 [(xz _p2)2 +(x1 - D )2]
=¢|Px]

elde edilir.[]

Simdi (P) ve (P) pol egrilerini ¢izen P pol noktasinin hizlarin aragtirahm:
Pol noktas1 X, =0 ile tanlmlapdlglndan (2.3.9) esitliginden X = P igin

X; = X'r =pe”

bulunur.

Boylece asagidaki teoremleri ispatsiz verebiliriz.

2.3.1. Teorem

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P pol noktasinin her ¢ anindaki hizlari

birbirinin aynisidir.
2.3.2. Teorem

Kompleks diizlemde, B = E/E'; 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda FE -diizleminin
(P) hareketli pol egrisi E'-diizleminin (P') sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin

yuvarlanir.
ispat:
Teorem(2.3.1)” e gore her ¢ aminda (P) ve (P') pol egrileri P pol noktasinda birbirine

tegettir. Ayrica, (P) nin f,ve f, parametrelerine kargilik gelen noktalar arasindaki yay

uzunlugu
ds = |X:||dt

dir. (P') niin 7, ve f, parametrelerine karsilik gelen noktalan arasindaki yay uzunlugu
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ds' =|X. || dr
olur. P pol noktas: igin X! = X! oldugundan
ds'=ds

bulunur. O halde (P) ve (P') pol egrileri her ¢ aninda birbirine teget ve aldiklar1 yollar aym

oldugundan (P) hareketli pol egrisi (P') sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin yuvarlanr.

ivmeler ve ivmelerin Terkibi

Kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda X noktasinin relatif ivme
vektorii, X noktasinin E -diizlemine gore olan ivme vektoriidiir ve X in E -diizlemine gore

X, vektorel hizinin ¢ zamanina gore tiirevi alinarak bulunur. O halde (2.3.3) denkleminden

b =X =i (2.3.14)

r

elde edilir. Bu vektor sabit koordinat sistemine gore,
b =be” =% _ (2.3.15)

seklinde ifade edilebilir. X noktasimn mutlak ivme vektorii, X noktasmnin E -diizlemine

gore ivme vektoriidiir. Buna gére bu ivme vektorii
X, =X, +X =ip(x—p)e” +xe”
mutlak hizinin ¢ ye gore tiirevi alinarak
b,=X, = ip(x—p)e” +ip(x —p)e” ¢’ (x—p)e” +xe” +igxe”
=(x—p)(ip— ¢’ )€ +igxe” —igpe” +igxe" + e
bulunur. Bu son esitligi diizenlersek
b, =(x—p)(ip— ¢ )€ —igpe"® +2igxe” +b, (2.3.16)
elde edilir. Buradaki

b, =(x—p)(i{o'—¢2)e" ~ippe'® (2.3.17)
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vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektorii ve
b, = 2igxe” (2.3.18)
vektoriine de Coriolis-ivme vektorii denir.
O halde ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:
2.3.3. Teorem

Kompleks diizlemde, 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda, bir noktanin mutlak ivme

vektorii; siiriiklenme ivme vektorii, Coriolis-ivme vektorii ve relatif ivme vektoriiniin

toplamina esittir:
b, =b,+b_+b_. , (2.3.19)
0

(2.3.16), (2.3.17) ve (2.3.18) ile verilen ivme vektorleri hareketli sisteme gore sirasiyla

b, =b.e™® = (x—p)(iip— @)~ ighp +2ipk +b, : (2.3.20)
b, =be™ =(x—p)(ip—¢" )—igp (2.3.21)
b, =b.e™ = 2igx (2.3.22)

vektorleri ile ifade edilir.

2.3.3. Sonug¢

(23.4) ve (23.18) denklemleri kullanarak <X'r,b'c>=<i&e"”,2i¢ie"”> ig-carpimini

hesaplayalim:

a=a, +ia,, b=Dh +ib, kompleks sayilar i¢in,
(ae’”’,be“") = ((aI +ia,)(cosp+ising), (b, +ib,)(cosp+isin ¢7)>

= ((a, cos ¢ —a, sin@,a, sin p+a, cos @), (b, cos @ —b, sinp, b, sinp +b, cos ¢))
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=ab, +a,b,
oldugundan
(ae”, be'”) =(a,b) (2.3.23)
bulunur.

O halde (2.3.23) denklemi kullanilirsa,
(X ) = e, 2
= (X, 2igx)
=2((%, +i%, ), ig (%, +ix, )
=2((%,1,). (%, %))
= 2(—gpk,, + o, ,)
=0

bulunur. Yani b, Coriolis-ivmesi X relatif hizina diktir.[]

(2.3.19) esitligi ile ivmelerin hizlardan farkhi bir yapr ile birbirleri arasindaki iliski
verilmektedir. £ diizlemindeki X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir oldugunda ancak ivmelerde

hizlardaki gibi benzer sekilde

b, =b, +b,

esitligine sahip olurlar. Bununla ilgili su sonug verilebilir:
2.3.4. Sonug

Kompleks diizlemde, E/E' 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda £ -hareketli

diizleminde hareketli X noktasinin Coriolis-ivmesi sifir ise E/E hareketi bir kayma

(6teleme) hareketidir ve bu ifadenin tersi de dogrudur.
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ispat:
b, = 2igxe”” =0
olsun. Bu durumda
p=0

elde edilir. Bu ise ¢ nin sabit oldugunu, dolayisiyla E/E hareketinin bir kayma hareketi

oldugunu gosterir.

Tersine, E/E hareketi sadece bir kayma hareketi olsun. Buna gore ¢ =sabit olacagindan

b, =0 olacaktir.[]

Simdi de bir E/E hareketi esnasinda, herhangi bir t amnda, sabit diizlemde siiriiklenme

ivmesinin sifir oldugu noktalar: yani ivme pollerini arastiralim:

Buna gore
b, =0
olmak iizere

(x —p)(i(ﬁ—(pz)e'“’ —igpe’” =0

esitliginden
«-p-t2
p—=@

elde edilir. Boylece ivme polii i¢in,

Z=prath (2.3.24)
i~
veya
Eais o
pop__ . P
X=pt—re—i—
P+t P +¢

elde edilir.
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2.4 Yiiksek Mertebeden ivmeler ve ivme Polleri
Yiiksek Mertebeden ivmeler

Kompleks diizlemde, E/E’' 1-parametreli diizlemsel hareket esnasinda X, E -hareketli
diizleminde sabit bir nokta olsun. Bu noktayr kompleks x sayisi ile gosterelim. Bu nokta
hareketli diizlemde sabit oldugundan E’-sabit diizleme gore hizi (mutlak hizi) siiriiklenme

hizina esittir. Bu hiz ise,

X =i +ip(x —u') (2.4.1)

bagintisi ile ifade edilir. Bu ifadenin ¢ ye gore tiirevini alarak X noktasinin
X =i +ig(x —u')+ip(X —0)

siiriiklenme ivmesini buluruz. (2.4.1) denklemindeki X nin degerini bu esitlikte yerine

yazarsak
X =i +(ig+ipig)(x —u') (2.4.2)

bulunur. (2.4.2) esitliginin bir defa daha tiirevini alarak 3.mertebeden hiz (2. mertebeden

ivme) vektori i¢in

X =+ (i - 290 ) (X' —u')+(ip+ig ig) (X' —')

elde edilir. Eger (2.4.1) denklemindeki X' nin degerini bu esitlikte yerine yazarsak,

X =+ ( (i — 209) + (i — ¢ ) (X' —w') (2.4.3)

elde edilir. (2.4.3) ifadesinin bir defa daha tiirevini alarak 4.mertebeden hiz (3. mertebeden

ivme) vektorii

19 @) .2 A ciZ e e T 5 ¥

X =w'+| (i 939" — 3¢9 —3i’§) + (i) —3pp—ig )i |(x' —n') (2.4.4)
seklinde elde edilir. (2.4.1) denklemindeki (x’—u’) niin katsayisina ¢ denilirse;

4 =ip=0,

(2.4.2) denkleminde (x'—u’) niin katsayisina ¢, denilirse;



27
¢ =ip+ip ip =4+ 44 =0,
(2.4.3) denkleminde (x’—u’) niin katsayisina ¢, denilirse;
8. = (5 —29) + (i —¢")ig) = 4, + $4 # 0,

ve (2.4.4) denkleminde (x'—u’) niin katsayisina ¢; denilirse,

“) :
2 =((i¢—3¢2 —3¢$—3i¢2¢)+(i¢3—3¢¢—i¢3)i¢}=¢; +¢i4#0,

elde edilir.

Benzer sekilde ardisik tiirevler alarak yilksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yiiksek mertebeden ivmelere aym
zamanda yiiksek mertebeden hiz da denilebilir. Béylece asagldaki teoremi verebiliriz:

24.1. Teorem
Kompleks diizlemde E/E’; ¢ donme acili, 1-parametreli diizlemsel hareket olsun.

(0)
é=ip, §=1, xX'=x' wve

6 =9¢, ., +6, .6 =0, (24.5)

olmak iizere hareketli diizlemdeki sabit bir x noktasinin yiiksek mertebeden ivmeleri i¢in

(m) (n)

X' =u'+g)(x' —u') (2.4.6)
bagintis1 mevcuttur.
ispat

Ispatimizi tiimevarim yoluyla yapalim.
n=1,n=2,n=3 ve n=4 igin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmigtir.

Simdi n=k igin (2.4.5) ve (2.4.6) esitliklerinin dogru oldugunu kabul edip n=k+1 igin

k) W

dogrulugunu gosterelim, Yani ¢ = g, +4.8 ve X =u'+g(x'~u') olsun.
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Eger bu son denklemin bir defa daha tiirevi alimirsa

(ks1)  (k#1)
y = u'+¢,:(x'—u')+¢,:()k'—d')

elde edilir. Ayrica (2.4.1) denkleminden X min degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

(k+1) (k1)

X ='w +(¢,: +¢,:¢,’)(x' ~u')
elde edilir. Buradan,

R O

oldugu goriiliir.[]
Yiiksek Mertebeden Poller

p'=p;, donme poliinii siiriiklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktasi E -diizleminde

sabit olmak iizere X| =X =0 olmasiyla tarif etmistik. Buradan (¢, #0 oldugu gz niinde

bulundurulursa)
X =p,=u —i
e

oldugunu biliyoruz.
p; ivme polii ise, X =0

veya

elde edilir. Dolayisiyla p; ivme poliine

Al "’
P=0r
2
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kompleks sayisi karsilik gelir.
Benzer sekilde (n—1). mertebeden ivmenin sifir oldugu p, noktasina (n-1). mertebeden

(n)
ivme polii (yada n. mertebeden hiz polii) denir ve bu pol x'=0 olmak iizere

p.=u'-2 (2.4.7)

(m)
elde edilir. Buradan u’ nin degeri bulunup (2.4.6) denkleminde yerine yazilirsa, (2.4.6)

denklemi pol noktalar: cinsinden

(n)
x =¢,(x' -p,) (2.4.8)

seklinde yeniden diizenlenebilir.

Simdi, (2.4.7) denklemi ile verilen, diizlemsel hareket esnasinda E' diizleminde ki yiiksek
mertebeden ivme polii ve (2.4.8) denklemi ile verilen yiiksek mertebeden hiz vektoriiniin E

hareketli diizleminde ki karsiliklarint ifade edelim:

p =p, donme poliinii siiriiklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktas: E -diizleminde sabit

olmak iizere X, =0 olmasiyla tarif etmistik.
x=X; =w'e™” +igx

olmak iizere

u'e ™ +ipx=0

esitliginden,

elde edilir.

p, ivme polii ise ¥ = 0 olmasiyla elde edilir.
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.sp

E=Xe"=iie™+ (l(p -’ )(x' -u')e™
ve X =(x'—u")e™ oldugundan, X =x'e =ii'e”"” + ¢)x bulunur. Buradan,

—u’

= —-—e_iq’
?,

X=pP,

elde edilir.

Benzer sekilde (7—1). mertebeden ivmenin sifir oldugu p, noktasi yada (n—1). mertebeden

(m)
ivme poliinii x =0 olmasiyla elde edilir:

(n)  (m ) _
¥ = ¥ -y r ’ ’ =
x=xe’=ue+g (x'-u)e™

o)1) T :
ve x=(x"—u")e™ oldugundan, x =u’e”” +¢/x bulunur. Buradan,

x=p,=——e"* (2.4.9)

elde edilir. Boylece (2.3.13) formiiliiniin genellestirilmesinde (2.4.8) yerine

(n)
x =¢,(x-p,) (2.4.10)

ifadesi yazilabilir.[]

(2.4.8) bagintisindaki kompleks biiyiikliiklerimizin mutlak degerini alir, X noktasinin P,

ile ifade edilirse asagidaki teoremi ispatsiz verebiliriz:

poliinden uzakhignin |x' - p),

2.4.2. Teorem

Yiiksek mertebeden ivmelerin mutlak degeri, X noktasinin ilgili mertebeden ivme poliinden

uzakligi ile orantilidir ve merkezleri bu pol olan daireler iizerinde ayni degeri alir.[J
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(2.4.8) de P'X’ vektoriine karsilik gelen x'—p! kompleks sayis1 X noktasindan bagimsiz

olan ¢/ kompleks sayisi ile garpildig igin asagidaki teorem verilebilir:

2.4.3. Teorem

Her ¢ aninda hareketli diizlemin biitiin X noktalarinin yiiksek mertebeden ivme vektéorleri

pol 1sinlart ile ayni1 agiy teskil ederler.
Ispat:

Kompleks bir ¢arpan ile ¢arpma koordinat sisteminin ilk durumundan bir dénme-uzama

(donme+uzama) sina karsilik gelir.

Her bir X noktasinda bu noktaya ait yiiksek mertebeden ivme vektorlerini olusturur ve bu
vektorleri X noktalar etrafinda sabit ag1 kadar dondiiriirsek, bu takdirde dénmiis olan bu

vektorlerin hepsi, ilgili mertebeden ivme poliinii gosterir.[)

(2.4.2) ve (2.4.3) teoremlerini n=1 ve n=2 6zel durumlan i¢in agiklayalim:

i) n=1 igin ¢ =i¢p tam sanal olup hizlar pol 1ginlarina diktirler.

ii) n=2 igin hareketli diizlemimizin X noktalarmin 1.mertebeden ivmeleri elde edilir. Bu

ivmelerin dagilimi asagidaki sekilde verilmistir:

a) p, ivme poliinde ivme sifirdir.

b) p, merkezli daireler iizerindeki ivmeler aym mutlak degere sahip ve dairenin yarigap: ile

orantilidir.

¢)ivmelerin P,X pol 1gm ile teskil ettikleri y agis1 ¢, =ip—¢’ kompleks sayisinin

argiimenti ile tammlanir ve genel olarak ¢ zamanina bagh olup

¢ dfl
t = —— —| —
Ty di(d’)

ile verilir.
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Parametre Olarak Donme Ac¢isi

Parametre olarak ¢ agisinin segilmesiyle yukarida elde edilen denklemlerde biiyiik
sadelikler elde edilir. Bu takdirde ¢ donme agis1 hareketimizin bir dogal parametresi roliinii

almus olur.
¢ =ip olmak iizere, p =1 igin ¢ =1 oldugundan,
¢ =i

elde edilir. Benzer sekilde islemlere devam edilirse

¢ =-1=i";

b=

ve

$ =i (2.4.11)

oldugu goriiliir. Buna gére p/, ivme polii i¢in, (2.4.7) denkleminden

“’ (n)
p,=u'——=u-i"u
veya
)
p,=u'+i"u (2.4.12)

yazilabilir. p, ivme polii igin ise, (2.4.9) denkleminden

P, =—de =i ue ™ (2:4.13)

(n)
ifadesi elde edilir. Boylece x' igin,

(n (1)
x') = :l'+i" (x' -u') (2.4.14)

yazilabilir. Bu ifadeyi p, cinsinden tekrar diizenlersek
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() ;
x =i"(x -p,) (2.4.15)

elde edilir. Buradan

x =i""(p, -x)

veya

b =X (2.4.16)
bulunur.

Bir vektorii 7 ile ¢arpmanin, baslangi¢ etrafinda +7/2 agis kadar donmeye karsilik geldigini

diistiniirsek asagidaki teoremi verilebilir:
2.4.4. Teorem

Donme agist parametre olarak secilen bir 1-parametreli diizlemsel kompleks hareket

esnasinda hareketli diizlemin herhangi bir sabit X noktasina (2-n)z/2 agqis1 kadar

(n)
dondiiriilmiis »#. mertebeden x tiirev vektorii eklenirse, bu toplam vektériiniin ug noktas

(n - 1). mertebeden p/, ivme poliine karsilik gelir.
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2.5 1-Parametreli Diizlemsel Homotetik Hareket

E -diizleminde hareketli koordinat sistemi {O;e,,e,} ve E -diizleminde sabit koordinat

sistemi {O';e',,e;} olsun. E -diizleminde alinan bir X' noktasinin herhangi bir ¢ aninda,
x =hx—u=(hx,—u)e, +(hx,-u,)e, (2.5.1)

denklemi ile tamimlanan harekete 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket denir ve

H=E/E" ile gosterilir. Burada & ,u,,u, t reel parametresinin siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyonlar1 olmak iizere / ya hareketin homotetik oram denir.

Hareketli diizlemin baslangi¢ noktasindan, sabit diizlemin baslangi¢ noktasina giden OO =u

oteleme vektori
u=ue, +u,e, (2.5.2)

seklindedir. Ayrica ¢ =t¢, gibi bir an i¢gin iki koordinat sistemini gakisacak sekilde kaydirilmig
olarak diiginelim. Bu durumda e, ve e, arasindaki donme agisi ¢  olmak iizere,

e, = cospe, +singe, (2.5.3)
e, =—sinpe, +cospe, o2

yazilabilir. 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketin vektérel denklemi x =hAx—u

oldugundan ve X € E noktasinin E’-diizlemindeki koordinatlar1 (x{,x)) olmak iizere,
xe, +x,e, = (hx, —u, )e, +(hx, —u,)e,
esitligi yazilabilir. Bu esitligin e, ve e, ile ig-carpim1 sonucunda,

x, = (hx, —u,)cos p —(hx, —u, )sin g
x, = (hx, —u,)sing + (hx, —u, )cos ¢

veya

(2.5.4)

x| = h(x, cosp—x, sing)+(-u, cosp+u, sinp)
x}, = h(x, sing+x, cos @) +(~, sinp —u, cos )

elde edilir. Bu son esitlik,
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[xl' :l & h{cosqp —sin q)J[x, }_ [ao}
x sin g cos@ || x,| | b,
veya

X'=hAX +C

seklinde matrisel olarak gosterilebilir.

Hizlar ve Hizlarin Terkibi

X noktasinin hareketli ve sabit diizlemlere gore hizlarim hesaplamak i¢in once H

hareketinin tiirev denklemlerini bulalim. Bunun i¢in (2.2.5) ve (2.2.6) denklemlerinden
b=, & =—ge,

ve

u= (i —u,p)e, + (i, +up)e,

oldugunu biliyoruz. iste bu denklemlere H hareketinin tiirev denklemleri denir.

X € E noktasmin hareketli sistemdeki koordinatlar (x;,x,) olmak lizere,

X =Xe, + X8, (2.5.5)
yazilabilir.

H hareketinin relatif hizi, (2.5.5) denkleminden tiirev alarak

V., =xe, +x,e, (2.5.6)

bulunur. Mutlak hiz ise (2.5.1) denkleminden tiirev alarak

\% =—={—u,+(u2—hx2)¢+hx,}e,+{—u2+(—u,+hx1)(o+hx2}e2+h(xle,+x2e2)

Y
veya
v, =%’t_={—a, +(ty — o, )+ o, Y, +{ ity + (<, + P, )+ o e, + AV, 2.5.7)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlikte
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/g {_al +(1‘2 -h‘x2)¢)+i’xl}el +{—122 +(‘"1 +hx,)gb+fzx2}e2 (2.5.8)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir. Eger X noktasi E -de tesbit

edilmis ise V, =0 olacaktir. Bu durumda mutlak hiz siiriiklenme hizina esit olur.

2.5.1. Teorem

H = E/ E homotetik hareketinde bir X noktasinin hiz vektérleri arasinda

V.=V, +hV, (2.5.9)

bagintis1 vardir.[]

(Calismamiz boyunca, yalmzca 6teleme yada yalmizca donme durumlarindan kaginmak igin

¢#0 ve h=h(r)#sabit, kabul edecegiz.

Pol Noktalari ve Pol Egrileri

Simdi siiriiklenme hizinin sifir oldugu noktalar: yani, pol noktalarin aragtiralim:

Bu noktalar sadece hareketli diizlemde degil, sabit diizlemde de sabit olmalidir. Buna gére,
V,=0

ise (2.5.8) denkleminden,

i, +(u, —hx, ) ¢+ hx, =0
~tt, +(~u, + hx, ) ¢+ hx, =0

yazilabilir. Bu denklemleri x, ve x, ye gore diizenlersek

};xl —hox, =1, — 1, P
hox, +i'1.)c2 =, +u,Q

elde edilir. Bu sistemin ¢oziimleri p, ve p, ile gosterilir ve A’ +h’¢p’ #0olarak kabul

edilirse,
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h(i, —u,p) + he (1, +u,g0)
W+ h¢’

h(it, +u,p) — he (11, — 1, )
W+ h¢’

P =

=

bulunur. Bu durumda,

OP =p=pe, + p,e,

(2.5.10)

yer vektoriine karsilik gelen P =(p,,p,) noktasma H = E/E' homotetik hareketinin ¢

anindaki pol noktasi denir. Bu pol noktasindan faydalanarak bir X noktasinin (2.5.8) de

verilen siiriiklenme hiz vektorii asagidaki sekilde ifade edilir. Bunun igin

denkleminden #, ve #, nin degerleri hesaplanirsa

U = p]h = pyh¢ +u,p
U, = phgp+ p,h—u,p

bulunur. Bunlari (2.5.8) denkleminde yerine yazarsak
Wy {(xl _px)h“(xz —pz)h(b}e, +{(x| - p)ho+(x, _pz)h}ez

elde edilir, (Tutar ve Kuruoglu, 1999; Diildiil, 2000).

Siiriiklenme hizinin bu ifadesinden asagidaki sonuglar elde edilir:

2.5.1. Sonug¢

P poliinden X noktasina giden
PX = (xl — P )el +(x2 = Pz)ez
pol 111 ile V, nin i¢-¢arpimi

<V,,PX>=(x, "pl)(xl _pl)h_(xl _Pr)(xz _Pz)h(b
+(x2 —p2)(xl _pl)h¢+(x2 “pz)(xz _Pz)h

veya

(2.5.10)

(2.5.11)
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(V;,PX) = [(xI -p )2'+(x2 -p, )2]h

=[px| 5

seklinde elde edilir.
2.5.1. Ozel Durum
h=1 alimirsa,

(V. PX)=0
bulunur, (Miiler, 1956, 1963).
2.5.2. Sonug¢

V, vektoriiniin uzunlugu i¢in

Vol= (7 +#6*)[ (5 - 2)' + (52~ 22)']
=i+ ¢’ [PX]
bulunur.
2.5.2. Ozel Durum
Bu son esitlikte # =1 olarak alinirsa,
[vel = o[Px]

elde edilir, (Miiller, 1956, 1963).

Ayrica, diizlemsel homotetik hareketler ile ilgili ayrintihi bilgi igin (Tutar ve Kuruoglu 1999;
Kuruoglu ve Yiice, 2001; Yiice ve Kuruoglu, 2002; Kuruoglu vd, 2003) ¢aligmalara bakimz.
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Simdi (P) ve (P') pol egrilerini ¢izen P pol noktasimin hizlarim arastiralim:
Pol noktas1 V,; =0 ile tanimlandigindan (2.5.9) esitliginden X = P i¢in

V. =hV (2.5.12)

bulunur.
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

2.5.2. Teorem

H=E/E; l-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda sabit ve hareketli

diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P donme poliiniin her ¢ amindaki hizlar1 birbirinden

farklidir.

2.5.3. Teorem
H=E/E; l-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda E diizleminin (P)
hareketli pol egrisi £ diizleminin (P) sabit pol egrisi iizerinde kayarak yuvarlanir.
ispat:
(P) nin 7, ve t, parametrelerine kargilik gelen noktalar1 arasindaki yay uzunlugu
ds =||V, |t

dir.(P') niin 7, ve f, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu

ds'=|lV

dt

olur. P pol noktasi i¢inV, = hV_ oldugundan

ds #ds

dir. O halde (P) hareketli pol egrisi (P') sabit pol egrisi iizerinde kayarak yuvarlanir,

(Dildiil, 2000).
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2.5.3. Ozel Durum

h=1 olmasi durumunda ds'=ds elde edilir. Bu durumda pol egrileri birbiri iizerinde

kaymaksizin yuvarlanir, (Miiller, 1956, 1963).

ivmeler ve ivmelerin Terkibi
X noktasiin relatif ivme vektorii (2.5.6) ile verilen relatif hizin ¢ ye gore tiirevi

alinmasiyla
b, =Xe, +Xe, (2.5.13)
elde edilir.

X noktasinin E -diizlemine gére olan ivme vektoriine mutlak ivme vektorii denir ve b, ile

gosterilir. Ayrica V, nin ¢ ye gore tiirevi alinarak,

b, :va ={(xl _pl)(h'_h(pz)_(xz _pz)(2h¢*h¢)_plh+p2h¢}el
H{(x, =) (2ho— )+ (x, = p,) (h = hg? )~ i~ prho}e, (2.5.14)
+2(hst, —hiygp ), +2(hgs, + i, ), + hb,

bulunur. Bu son ifadede

b, = {(xl —p,)(ii—h¢2)—(x2 _Pz)(2h¢_h¢)_p1h+pzh¢}el

: - - (2.5.15)
+{(x, —Pl)(2h¢_h¢)+(x2 —Pz)(h-h(/"z)-pzh_plh(p} €
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektorii ve
b, =2/, — i, ) e, +2(hs, + ik, e, (2.5.16)

vektoriine de Coriolis-ivme vektorii denir.
Buna gore ivmelerin terkibi su teoremle ifade edilebilir:

2.5.4. Teorem

H =E/E' 1- parametreli diizlemsel homotetik hareketi esnasinda bir noktanin mutlak ivme
vektoril, siiriiklenme ivme vektorii ile Coriolis-ivme vektorii ve relatif ivme vektoriiniin A

katinin toplamina esittir. Buna gére
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b, =b, +b_+hb, (2.5.17)

dir.0)

Simdi bir H=E/E' hareketi esnasinda, herhangi bir t aninda siiriiklenme ivmesinin sifir

oldugu noktalar: yani ivme pollerini arastiralim:

(2.5.15) denkleminden b, =0 igin

(5= 2 )= hg" )= (x, = p,) (2 — hip) = prh— pyhg
(x, = ) (2h¢ —hip )+ (x, — p, ) (= hg" ) = prh+ prhgp

elde edilir. Bu ise homojen olmayan bir lineer denklem sistemidir. 2 # 0 ve ¢ # 0 oldugundan

sisteminin katsayilar determinant: sifirdan farklidir. O halde sistem ¢oziiliirse ivme poliiniin

koordinatlar:
“geaa. phh+ phhg’ — p,hhg + i’ @ +2p, o+ I’ P+ p,hhg
e o >
: (5i—hg?) +(2hep+his)
2 phh+ phhg — p g’ + p.hhg® —2ph’p—hphd+ ph’ o
s i ¥
(i —h¢" )2 +(2he+ hp)

(2.5.18)

X, =Dy

seklinde elde edilir.
2.5.4. Ozel Durum

(2.5.18) esitliginde ~#=1 alinmasi durumunda 1-parametreli diizlemsel hareketin (2.2.17)

esitligi ile verilen ivme poliiniin koordinatlar elde edilir, (Diildiil, 2000).
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2.6 Kompleks Diizlemde 1-Parametreli Homotetik Hareket

EveE (E: E' = E*) sirastyla hareketli ve sabit diizlemler olsun. {O:e,.e,} ve {O';e',,e;}

de E ve E -diizlemlerinde tespit edilen koordinat sistemleri olsun. Bir X noktasinin her iki

sistemdeki koordinatlar: sirasiyla,

x=x+ix, , X :x" +ix2'

kompleks sayilari ile gosterelim. O'O  vektoriinii de sabit sistemdeki kompleks gosterimi
u =u, +iu,

olmak iizere

-u=-u, —iu,

dir. O halde +u, O'O vektoriine karsilik olan vektordiir. (2.5.4) denkleminden x| ve x)

ifadeleri x = x, +ix, kompleks sayisinda yerine yazilirsa
X =h(x, +ix,)(cosp+ising)—(u, +iu, )(cosp+ising)
veya

X =hxe'” —ue”

elde edilir. Ayrica

u =-ue

olmak {izere
X =u +hxe” (2.6.1)

elde edilir. Eger 4 homotetik oran, ¢ dénme agisi ve x,x,u vektorleri reel bir ¢

parametresinin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise, (2.6.1) déniigtimii ile tanimlanan
harekete kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket denir ve

H=E/E' ile gosterilir.

Calismaniz boyunca, yalnizca dteleme yada yalmzca donme durumlarindan kaginmak igin

@#0 ve h= h(t) # sabit, kabul edecegiz.
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Hizlar ve Hizlarin Terkibi

Kompleks diizlemde, H =E/E 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketi esnasinda

X, E diizleminde bir nokta olsun. X noktasinin X, relatif hizi, X in hareketli E

diizlemine gére hizidir. Bu hiz hareketli sistemine gore
X =—=x (2.6.2)

dir.

X noktasinin E -diizleminde sahip oldugu X relatif hiz vektoriiniin sabit sisteme gore ifadesi
i¢in,

X =X ¢” =ic" (2.6.3)
yazilabilir. X noktasimin E"’de sahip oldugu X mutlak hizi, sabit sisteme gore;

X' = (h+ihp)xe” —(a+iug)e” + hxe”

veya

X, = (h+ih@)xe” —(u+iug)e” +hX. (2.6.4)
seklinde bulunur. Buna gore, X noktasinin X; siiriiklenme hizi, sabit sistemine gore;

X, = (h+ihg)xe” — (i +iugp)e” (2.6.5)
seklinde ifade edilir. Ayrica, u = —ue” oldugundan

i = — (i +iug)e”

yazilabilir. Bu son esitlik ve (2.6.1) denkleminden xe” nin degeri (2.6.5) denkleminde

yerine yazilirsa X{ i¢in,
X, =i +(%+i¢)(x'—u'), Vtel igin h(t)#0 (2.6.6)

bulunur.
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Simdi, (2.6.4) ve (2.6.6) denklemleri ile verilen, diizlemsel homotetik hareket esnasinda
X € E noktasimin E' diizleminde sahip oldugu hiz vektorlerinin E hareketli diizleminde ki
karsiliklarim ifade edelim:

X noktasinin E -diizleminde sahip oldugu X relatif hizini (2.6.2) denkleminde vermigtik.

X noktasinin hareket esnasinda E’-diizleminde sahip oldugu mutlak hiz vektoriiniin £ -
diizlemindeki ifadesi i¢in
X, =X e = (h+ihg)x —(a+iup)+hX, (2.6.7)

elde edilir. Bu durumda (2.6.5) denklemi kullanilirsa X' noktasimin X, siiriiklenme hiz,
X, = X;e ™ = (h+ih@)x — (i +iug) (2.6.8)

seklinde ifade edilir.

(2.6.3),(2.6.4), (2.6.5) ile (2.6.2), (2.6.7), (2.6.8) denklemleri kullanilarak agagidaki teorem

ispatsiz verilebilir:
2.6.1. Teorem

Kompleks diizlemde, H = E/ E 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketi esnasinda bir X
noktasinin mutlak hiz, siiriiklenme hiz ile relatif hzimin 4 katinin toplamina egittir, yani

X, =X +hX
ve (2.6.9)
X, =X, +hX,

dir.C

Bundan sonra, cahsmamiz boyunca sirf donme ve sirf Steleme durumlanindan kagmak igin

(1) #0 ve h=h(r)=sabit, kabul edecegiz.
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Pol Noktalar: ve Pol Egrileri
Simdi A hareketinin her ¢ anmindaki sabit diizlemde siiriiklenme hizi sifir olan noktalari, yani

pol noktalarini arastiralim:

Boyle noktalar, ¢ aninda, sadece E hareketli diizleminde degil, aym zamanda E sabit

diizleminde de sabit olmak zorundadir.
X, =0
olan noktalar1 aragtiracagiz:

(2.6.6) denkleminden
. (h s
u+|—+ig||x —u )=0

olup, buradan

X —p'—u'——ﬁ'
é+i'
h @

elde edilir. (Burada, H hareketi esnasinda V7 € / igin h(r)# 0 kabul edilmistir.)

(2.6.10)

Ayrica (2.6.10) denklemden @' min degeri bulunup, (2.6.6) denkleminde yerine yazilirsa

stirtiklenme hiz vektorii, pol noktasi cinsinden
’ h .. ’ '
o =(;1—+zqoj(x -p’) (2.6.11)
seklinde yeniden diizenlenebilir.
Simdi, (2.6.10) denklemi ile verilen, diizlemsel homotetik hareket esnasinda E' diizleminde ki

pol noktasimin ve (2.6.11) denklemi ile verilen siiriiklenme hiz vektoriniin E hareketli

diizleminde ki karsiliklarin ifade edelim:
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Simdi X, =0 olan noktalar aragtiracagiz:
(2.6.8) denkleminden,
(h+ih@)x —(a+iug) =0

olmak tizere

sl (2.6.12)

p~h+ih¢>

elde edilir.

Burada @' nin degeri p cinsinden bulunup (2.6.8) de yerine yazilirsa siiriiklenme hizinin E -

diizlemindeki ifadesi, p pol cinsinden

X, =(iz+ih¢)(x-p) (2.6.13)

seklinde yeniden yazilabilir.

2.6.1. Ozel Durum
h=1 o6zel hali i¢in (2.6.10) ve (2.6.12) denklemlerinden (Miiller, 1978) tarafindan verilen

(2.3.10) ve (2.3.12) esitlikleri elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin (2.6.11), (2.6.13) ifadelerinden asagidaki sonuglar
verilebilir:

2.6.1. Sonug¢

P' poliinden X' noktasina giden

PX = (x'-p)

pol 1gmni ile X siiriiklenme hizimn i¢ garpimu

<X;,P'X'>=<(§+i¢)(x’-p’),(x'—p')>



47

}.l ’ ' ° ’ ’ }'I ’ ’ 4 ’ ’ ’ r ’ 4
= <[;(xl -p)—9(x, _pz),;(xz - Py)+o(x _pl)]’(x] = PisX— D))

hi[u; -p) +(x-py)’ |
-2 x|
olur. Benzer sekilde P poliinden, X noktasina giden pol isiinin X, ile i¢ garpimi igin
(X, PX) = ((+ihp) (x~p),(x~P))
=h[(x-p) +(x-P.) |
- i{pxf
ifadesi elde edilir.

2.6.2. Ozel Durum

Sonug (2.6.1) deki her iki esitlik i¢cin # =1 olmas1 durumunda Sonug¢(2.3.1) de verilen

(X, . PX)=0
ve
(X;,PX)=0

esitlikleri bulunur, (Diildiil, 2000).
2.6.2. Sonug¢

X, vektoriiniin uzunlugu igin

[xil-

- \E.:- +ip)(x'—p’), (%+ ip)(x'—p))
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}'.12 .2 ’ ’ ’ ’
:\/(?+¢ )((X —P),(x _p)>

2
- (%+¢2)\/<(x'—p'),(x'—p')>

]:12
- o]

elde edilir.

Benzer sekilde X, vektoriiniin uzunlugu

%] = Vex,. x>
=\/<(h+ih¢)(x—p)a(h+ih¢)("_p)>
=i + 1 |PX|

seklinde bulunur.

2.6.3. Ozel Durum

Sonug (2.6.2) de h=1 alinmirsa, sonug (2.3.2) de verilen

x| = oPx]
ve
x| = olPx]

esitlikleri bulunur, (Diildiil, 2000).

Simdi (P) ve (P') pol egrilerini ¢izen P pol noktasimn hizlarin arastiralim:
Pol noktas1 X, =0 ile tammlandigindan (2.6.9) esitliginden X = P igin

X, =hX, =hpe” (2.6.14)
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bulunur.
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

2.6.2. Teorem

Kompleks diizlemde, H = E/E 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketi esnasinda sabit

ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P donme poliiniin her ¢ anmindaki hizlan

birbirinden farklidir.

2.6.3. Teorem

Kompleks diizlemde, H = E/E 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketi esnasinda E
diizleminin (P) hareketli pol egrisi £ diizleminin (P) sabit pol egrisi iizerinde kayarak

yuvarlanir.
ispat:

(P) nin ¢, ve ¢, parametrelerine karsilik gelen noktalar: arasindaki yay uzunlugu
s = "Xr " dt
dir. (P) niin 7, ve t, parametrelerine karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu

ds' =[x | at

olur. P pol noktasi igin X, =X, oldugundan

ds #ds

dir. O halde (P) hareketli pol egrisi (P') sabit pol egrisi iizerinde kayarak yuvarlanr,
(Diildiil, 2000). '

2.6.3. Sonug¢

h=1 olmasi durumunda ds'=ds elde edilir. Bu durumda pol egrileri birbiri iizerinde

kaymaksizin yuvarlanir, (Miiller, 1956, 1963).
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ivmeler ve ivmelerin Terkibi

X noktasinin relatif ivme vektorii (2.6.2) ile verilen relatif hizin ¢ ye gore tiirevi alinmasiyla
b, =X =& (2.6.15)
elde edilir. Bu vektor sabit koordinat sisteminde
ST Wag't "ad (2.6.16)
ile ifade edilir.
X noktasiin mutlak ivme vektorii, mutlak hizin ¢ ye gore tiirevi alinarak bulunur. O halde,
X, =X, +hX, = (h+ihg)(x—p)e” + hxe”
mutlak hizinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
b, = X, = (h+ihg +ih@)(x—p)e” + (h+ihg)(x —p)e”
+(h+ihg)(x —p)ige” + hxe” + hie'” + ihgxe'”
= (h+ihe+ihp)(x —p)e” + (h+ihp)ke” —(h+ ih(/'))p‘e‘”
+(h+ihp)(x—p)ige” +x(h+ihp)e” + hie”
yazilabilir. Buradan
b, = [ii —h¢? +i(hj+ 2h¢)] (x—p)e” —(h+ihp)pe” +2x(h+ihg)e” + hb, (2.6.17)
elde edilir. Bu son esitlikteki
b, =[ h—h’ +i(hj+ 2h¢](x —p)e’ —(h+ihg)pe” (2.6.18)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektorii ve
b, = 2x(h+ih@)e” (2.6.19)

vektorine X noktasimin Coriolis-ivme vektorii denir. O halde siiriiklenme ivme vektdrii,
hareketli sistemdeki sabit noktalarin sabit sisteme gore ivmesidir.
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(2.6.17), (2.6.18) ve (2.6.19) denklemlerinden ivmelerin terkibine ait asagidaki teorem

ispatsiz verilebilir:
2.6.4. Teorem

Kompleks diizlemde, bir parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda bir noktanin
mutlak ivme vektorii, siiriiklenme ivme vektorii ile Coriolis-ivme vektorii ve relatif ivme

vektoriiniin 4 katinin toplamina esittir:

b, =b, +b_+hb, . (2.6.20)
0

(2.6.17), (2.6.18) ve (2.6.19) esitlikleri ile verilen ivme vektorleri hareketli sistemde sirasiyla,

b, =b,e” =[ h—h¢’ +i(hjp+2hp) | (x—p) — (h-+ihg)p

s _ (2.6.21)
+2x(h+ih@)+ hb,

b, =be™ = [h —hg® +i(hp + 21%(;;)] (x—p)—(h+ih@)p (2.6.22)

b, =b.e " = 2x(h+ihp) (2.6.23)

vektorleri ile ifade edilir.
2.6.4. Sonug

(2.3.23), (2.6.3) ve (2.6.19) denklemlerinden
(X,.b.) = (%€, 2%(h+ihp)e” )
= <i, 2k(h + ih(b))
=((% +i%,),2(% +i%,) (h-+ ihg))
=2h(% +%;)

bulunur.
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2.6.4. Ozel Durum

Sonug (2.6.4) de A=1 almrsa (Kuruoglu vd., 2001) tarafindan verilen (2.3.3) sonucu elde
edilir.[]

Simdide H =E/E', kompleks diizlemde I-parametreli homotetik hareket esnasinda

stiriiklenme ivmesinin sifir oldugu, yani ivme poliinii arastiralim:

(2.6.18) denkleminden,
[ 71— 1" +ihis+2hp) | (x—p)e” —(h+ihp)pe” =0
olmak tizere

(h+ihp)pe”
h—hgp” +i(hip+2hgp) |

-y

veya

(h+ih@)p
h—h¢® +i(hp+2hg)

X=p+

elde edilir, (Kuruoglu vd., 2001).
2.6.4. Ozel Durum

Teorem 2.6.5 de 6zel olarak h =1 alinirsa 1-parametreli diizlemsel hareketler i¢in (2.3.24)
denklemi ile verilen
ipp

3o s

ip—@

x=p+

ivme polii elde edilir, (Kuruoglu vd., 2001).

Ayrica Kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketler ile iligili ayrintih
bilgi igin (Diildiil, 2000) ve (Kuruoglu vd., 2001) ¢alismalara bakiniz.
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3. BULGULAR

Tezimizin orijinal kismu olan bu béliimde, (Miiller, 1956, 1963) tarafindan verilen kompleks
diizlemde 1-parametreli diizlemsel hareketler altinda yiiksek mertebeden ivme ve poller,
homotetik hareketlere genellestirilmigtir. Ayrica “homotetik oramin” 4 =1 olmasi durumunda

(Miiller, 1956, 1963) tarafindan verilen sonuglar 6zel bir durum olarak elde edilmigtir.

Ayrica 6zel olarak hareketin donme agis1 1 parametresi olarak alinarak kompleks diizlemde,
| -parametreli hareket esnasinda yiiksek mertebeden ivme ve poller tekrardan diizenlenmigtir.

3.1 Kompleks Diizlemde Bir Parametreli Homotetik Hareketler Altinda Yiiksek
Mertebeden ivmeler ve Poller

H = E/E ; kompleks diizlemde homotetik oram V7 e/ igin h(t):t 0 olan 1-parametreli

diizlemsel homotetik hareket ve X € E de hareketli diizleminde sabit bir nokta olsun. Bu

noktay1 kompleks x sayisi ile gosterelim.

Bu noktanin E -sabit diizlemine gore hizi (mutlak hiz1) siiriikJenme hizina esittir. Bu hiz ise;
X =u + Li(p (x'—u) (3.1.1)
h

bagintisi ile ifade edilir.

Bu ifadenin bir defa daha ¢ ye gore tiirevini alarak homotetik hareketler altinda 2.mertebeden
hiz vektorii (1. mertebeden ivme vektérii) igin

12

WY RN R
“I=--' & 3 3 2 '_ ’ _l-z
X =i +((—h 7 +t¢)+(—h +t¢)(—h +z¢)](x u') (3.1.2)

bulunur. (3.1.1) deki (x'—w’) nin katsayisina @] denilirse,

yazlabilir. (3.1.2) deki ifadede (x'—w’) nin katsayisina @), denilirse,
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3 NOTRECT R UV S
@), =[(;—?+l(p)+(;+l(p)(;+l(p)]¢0

olmak tizere @) i¢in,

D)) = D) + DD

ifadesi elde edilir.

Buna gore,

X' =i +@)(x'—u)

esitliginin bir defa daha tiirevi alinirsa,

e bag
X = u'+ & (x' —u') + D) (%' - )

elde edilir. (3.1.1) denkleminden X’ nin degeri bu son esitlikte yazilirsa

3)23) fuu
X =u'+ ((I)'2 + DD )(x' ~u')

elde edilir. Ayrica @, + ®,®] =@} #0, denilirse

(3 06
X =u'+ @) (x' —u')

yazilabilir.
Bu son ifadeye 3. mertebeden hiz vektorii (veya 2. mertebeden ivme vektorii) denir.

Buradan bir defa daha tiirev alarak,

@

X =u'+ @) (x' —u')+ D) (X —i)

elde edilir. (3.1.1) denkleminden X' nin degeri bu son esitlikte yazilir ve @} + ®,®; =d/, =0,

denilirse

4 @
X =u'+ @) (x'—u')

bulunur. Bu son ifadeye 4. mertebeden hiz vektérii (veya 3. mertebeden ivme vektorii) denir.
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Ardigik tiirevler alarak devam edilirse yiiksek mertebeden ivmeler elde edilir. (n-1).
mertebeden ivme n. mertebeden hiza esittir. Dolayisiyla yiiksek mertebeden ivmelere aym

zamanda yiiksek mertebeden hiz da denilebilir. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz:

3.1.1. Teorem

Kompleks diizlemde homotetik oran1 V7 e/ igin h(t)#0 olan, ¢ dénme agih H=E/E ,

1-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda
h g
D = ;+i(b i @, =1, X =X ve

O =@ +D D %0 (3.1.3)
olmak {iizere, hareketli diizlemdeki sabit x noktalarinin yiiksek mertebeden ivmeleri i¢in

(n ()
X =u'+ @) (x —u') (3.1.4)

ifadesi mevcuttur.

Ispat:

[spatimiz1 tiimevarim yontemi ile yapalim.

n=1,n=2,n=3 ve n=4 igin teoremin dogru oldugu yukarida gosterilmistir.

Simdi n=k igin (3.1.3) ve (3.1.4) nin dogru oldugunu kabul edip » =k +1 i¢in dogrulugunu

® ;
gosterelim. Yani x =u + @, ( ) ve @, =@, +D, @ olsun.

Bu son esitligin bir defa daha tiirevi alinirsa

(k+1)  (k+1) -
x =u +d>;(x'-u')+q>;(x'-ﬁ')

elde edilir. Burada (3.1.1) denkleminden X" nin degeri yerine yazilirsa

(k+1)  (k+1)
x =u +(d] +<D;<D;)(x'—u')

bulunur, Burada @), + ®,®| =®, , #0 olmak iizere
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(ke1) (k1) :
X =u +(D;M(x'—u')

elde edilir.[]

3.1.1. Ozel Durum

Teorem (3.1.1) de 6zel olarak # =1 alinirsa, teorem (2.4.1.) de verilen

| =¢ =i,
D, = ¢ =ij— ¢
veE

@, =4,

sonuglar1 bulunur, (Miiller, 1956, 1963).

Yiiksek Mertebeden Poller
p'=p; donme poliinii igin X noktas1 E -de sabit oldugundan (®/, # 0 oldugu goz oniinde

alinarak)

X' =u'+®)(x'-u’)=0

olmak tizere
Bl oo

pl @;
elde edilir.

X' =0 olmak iizere p =p, dénme polii igin

bulunur.

(m)
Benzer sekilde (3.1.4) denkleminin kullanilmasiyla (n—1). mertebeden ivme poliinii x =0

igin,
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(n)
v d ' u
X =p,=u —— 3.15

seklinde elde edilir.
(m)

(3.1.5) ifadesinden wu nin degeri (3.1.4) denkleminde yerine yazilirsa (3.1.4) denklemi ile

verilen n . mertebeden hiz vektorii pol noktalar cinsinden tekrardan

(n)
X =@, (x -p,) (3.1.6)

seklinde yazilabilir.

3.1.2. Ozel Durum

h=1 ve n=1olmasi durumunda (Miiller, 1956, 1963) tarafindan (2.3.10) denklemi ile

verilen
@)= ¢ =ip

ve

P, =u'—fl—‘=u'+i3.-
p [

ifadeleri elde edilir.
3.1.3. Ozel Durum

h # sbt. ve n=1 olmasi durumunda,

By
D) =| —+i
(i)

ve

y e * -

" h+ihg

p,=u

olduguna gire, daha dnce p, igin elde edilen,
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. uh+uhg’ +i(uhp—ihg)
< R 2 +h2(i)2

elde edilir, (Kuruoglu vd., 2001).

Simdi, (3.1.5) denklemi ile verilen, diizlemsel homotetik hareket esnasinda E' diizleminde ki
yiiksek mertebeden ivme polii ve (3.1.6) denklemi ile verilen yiiksek mertebeden hiz

vektoriiniin E hareketli diizleminde ki karsiliklarin ifade edelim:

p = p, dénme poliinii siiriiklenme hizinin sifir olmasiyla yani, X noktas: E -diizleminde sabit

olmak iizere X, =0 olmasiyla tarif etmistik. (2.6.8) denkleminden
x=X, = X,e ™ = (h+ihg)x - (a +iug)

olmak tizere

’

x=p =S 0P__U_
h+ihgp h®d,
elde edilir.

p, ivme polii ise X = 0 olmasiyla elde edilir.

X=Xe" =i'e” +0,(x'-u')e™

(x'—u')e™ - Rt kR :
ve X= gt oldugundan, X =X'e™ =ii'e”"” + h®)x bulunur. Buradan,
e
xX= = — e
i)
elde edilir.

Benzer sekilde (n—1). mertebeden ivmenin sifir oldugu p, noktasi yada (n—1). mertebeden

n)
ivme polii x =0 olmasiyla elde edilir:

()

i ™
x=xe?’=u

e+ @ (x'—u')e™
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(x'—u")e™ (n) ()
ve X = —T_ oldugundan, x =u'e "’ + A®/ x bulunur. Buradan,
("2
u .
R e 1.7
pn h(D' ( )

elde edilir. Boylece (2.4.10) formiiliiniin genellestirilmesinde (3.1.6) yerine

(n)
x =h® (x-p,) (3.1.8)

ifadesi yazilabilir.

(3.1.6) bagintisindaki kompleks biiyiikliiklerimizin mutlak degeri alinir ve X' noktasinin P,

poliinden uzakhginin Ix’—p; ile ifade ifade edildigine dikkat edilirse, su teoremi ispatsiz

verebiliriz:
3.1.2. Teorem

Kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda ». mertebeden
ivmelerin mutlak degeri, X' noktasinin ». mertebeden ivme poliinden uzakligi ile orantilidir

ve merkezleri bu pol olan daireler tizerinde ayni degeri alir.[]

(3.1.6) de P'X' vektoriine karsilik gelen x'—p! kompleks biiyiikliigii X noktasindan

bagimsiz olan @/, kompleks ¢arpani ile ¢arpildig: igin asagidaki teorem verilebilir:

3.1.3. Teorem

Kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketler esnasinda her ¢ aninda
hareketli diizlemin biitiin X noktalarinin yiiksek mertebeden ivme vektorleri pol 1ginlan ile

ayni ag1y1 yaparlar.
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ispat:

Kompleks bir ¢arpan ile ¢arpma koordinat sisteminin ilk durumundan bir dénme-uzama

(donme+uzama) sina tekabiil eder.

Her bir X noktasinda bu noktaya ait yiiksek mertebeden ivme vektorleri olusturulur ve bu
vektorleri X noktalar etrafinda sabit a¢1 kadar dondiiriirsek, bu durumda donmiis olan bu

vektorlerin hepsi ilgili ivme poliinii verir.[J

(3.1.2) ve (3.1.3) teoremlerini n =1,2 6zel durumlar igin tekrar agiklayalim:

i) n=1 igin @] = (%H’(/}J bulunur. Bu durumda hizlar pol isinlarina dik degildir, (Diildiil,

2000). Ancak s =1 olmasi durumunda diktir, (Miiller, 1956, 1963).

ii) »=2 i¢in hareketli diizlemin X noktalarinin 1.mertebeden ivmelerini elde ederiz. Bu

ivmelerin dagilim asagidaki tarzda verilmistir:

a) p, ivme poliinde 1.mertebeden ivme sifirdir.
b) p, merkezli daireler iizerindeki ivmeler ayn1 mutlak degere sahip ve dairenin yarigap:
ile orantilidir.

¢) lvmelerin P,X pol 1gim ile teskil ettikleri y agist

RS T EETRLD TR S o W R
(DZ:(;_;17+1¢)+(Z+1¢)(;+1¢)=71_—¢2+{¢+2¢ZJ

kompleks sayisinin 7 argiimenti ile belirtilir ve genel olarak ¢/ zamanina olup

¢+2(/')ﬁ
tam//=—..—-ﬁ

h_

A @

ile verilir.



3.14. Ozel Durum | . | .

= | almsnas: dusndn (Mllier, 1956 1963) tarafisdsn vestion

¢ df1 | .
e = : ,,

|
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3.2 Parametre Olarak Donme Ag¢isi

Simdi, kompleks diizlemde 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda hareketin ¢

donme agisim hareketin ¢ parametresi segerek daha once (3.1.4) ve (3.1.5) ile verilen ifadeleri

daha sade olarak elde etmek istiyoruz:

@ =t ise ¢ =1 oldugundan,

h h
O =|—+ip |=—+i
1 (h 1¢J s

yazilabilir. @), i¢in,

), =(%+2i%}+(—l)

elde edilr. @} i¢in ise,

®;=[%+3i%—3%J+(—i)

bulunur. Bu sekilde devam edilirse,

(1)
n-1 h
D) = Z(:) — (G + (3.2.1)

k=0

(n)
elde edilir. Buna gore (3.1.4) denkleminde verilen, x igin

(n-k)

op whlaardl S E o |
X =u+ Z(;(kj e (i) +i (x —u) (3.2.2)

ve (3.1.5) deklemi ile verilen p, igin ise,

P, =u - 5 (3.2.3)

ifadesi elde edilir.
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(n) (n)
Buradan u nin degerini bulup (3.2.2) de yerine yazarsak x’ ». mertebeden ivme vektorii

tekrardan

(n') n-1 n (”l;k) B :

X = Z(k) —h— (l) +i" (X —p;)
k=0

seklinde diizenlenebilir.

Ayrica bu son esitlikten

(n-k)
- =n h k (n)
X +|- — (i) +i" X =p 3.24
[k] ~ ) b, (3.24)
=
] (n;lk)
=ifn
yazilabilir. Burada | — Z(k) 5 (i)k +i" ifadesine a+ib seklinde bir kompleks say1
k=0

karsilik geleceginden asagidaki teorem verilebilir:
3.2.1. Teorem

Kompleks diizlemde, 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket esnasinda donme agisi

parametre olarak segilir ve hareketli diizlemin herhangi bir sabit X' noktasinda arg (a+ib)

(n)
agis1 kadar donmiis, a +ib nin modiilii kadar uzamig (yada kisalmig) ». mertebeden x’ tiirev

vektorii ile x vektdriiniin toplami (7 —1). mertebeden p), ivme poliinii verir.
3.2.1. Ozel Durum
Ozel olarak (3.2.1) denkleminde /4 =1alimirsa (2.4.11) denkleminde verilen

(nk)

Z](:J % (i) +i" | ="

ifadesi ve Teorem (3.2.1) de ise a+ib=i*"

elde edilir, (Miiller, 1956, 1963).
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4. SONUC

Bu c¢alismada, kompleks diizlemde 1-parametreli homotetik hareketler altinda yiiksek
mertebeden hiz ve ivmeler ile yiiksek mertebeden poller incelenmis ve geometrik olarak
yorumlanmistir. Ayrica, 6zel olarak hareketin “¢” parametresi yerine hareketin donme agisi
alinmasi durumunda yiiksek mertebeden hiz ve poller i¢in daha sade ifadeler elde edilmistir.
Hareketin “/4” homotetik oran1 #=1 olmasi durumunda ise (Miiller, 1956, 1963) tarafindan

verilen sonuglar 6zel hal olarak elde edilmistir.
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