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SIMGE LISTESI

U X Banach uzayinda bir lineer operator

1 Banach uzayinda verilen birim operator
Vv X — X lineer operator

A Kendine es operator

H Hilbert uzay1

K(s,t) Yozlagmis cekirdek
) Yeterince kiiciik keyfi say1
x Hilbert uzayinin bir elemant

F(x) Siirekli fonksiyon

n Pozitif degisken

H, Sinirli boyutlu uzay

Q, Bilinmeyen katsayilar

m, A kendine es operatoriiniin indirgenmis siniri
{x,} Minimize eden dizi

M, A kendine es operatdriiniin 6zdegeri

E(x) Fonksiyon
0, ||x|| =1 icin kapali H, elemanlarindan olusan dizi

£ Sifirdan biiyiik keyfi say1

y7i Belirsiz ¢arpan
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OZET

Bu tez caligmasinda fonksiyonel denklemlerin yaklasik ¢oziim yoOntemleri incelenmistir.
Ozellikle Ritz yontemi, Bubnov-Galerkin yontemi ve Kollakasiya yontemi iizerinde durulmusg
ve konunun daha iyi kavranabilmesi i¢in birer denklem ¢6ziimii ile 6rneklendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach Uzayi, integral Denklem, Lineer Operatdr, Spektrum, Sturm-
Liouville Problemi, Ters Operator



ABSTRACT

In this thesis approximate solutions of functional equations were studied. Especially, Ritz’s
Method, The Bubnov-Galerkin Method and Kollakasiya Method were taken into
consideration and for better understanding of the issue, each of these was illustrated by a
solution of a given equation.

Keywords: Banach Space, Integral Equation, Invertable Operator, Linear Operator,
Spectrum, Sturm-Liouville Problem
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1. GIRIS

Fonksiyonel analizin en onemli uygulamalarindan biri de c¢esitli denklemlerin yaklasik
¢cOziimiiniin arastirilmasidir. Bu denklem cesitleri; diferansiyel denklemler, integral

denklemler, cebirsel denklemler vb. dir.

Yaklasik yontemler konusu cok sayida kitapta yer almig ve bu konuda yayilanan makaleler
ile gliniimiizde de giincelligini korumaktadir. Bu konuda yazilmis kitap ve yayinlanmis

makaleler kaynaklar boliimiinde belirtilmistir.

Bu tez c¢aligmasinda, fonksiyonel denklemlerin yaklagik ¢oziim yontemleri iizerinde
durulacaktir. Fonksiyonel denklemlerin ¢6ziimii bircok uygulama icin vazgecilmezdir. Eger
¢cOziimii aranan fonksiyonel denklem cok karmasik ise bu denkleme yakin bir denklem
bulunarak yakin denklemin ¢odziimii bulunur ve bulunan sonug istenen denklemin yaklasik

sonucu olarak kabul edilir.

Konuyu daha kolay anlatabilmek icin bazi ilave teoremlerden de bahsedilecektir. Ama bu
ilave siirlamalara bakmaksizin genel teoremlerden 6zel problemlere kadar birgok uygulama

verilebilir.



2. KESIN DENKLEMIN ‘YAKLASIK’ OLANIYLA DEGISTIiRILMESI

Incelenen denklem cok karmasik oldugunda bu denklemin yaklasik ¢oziimii aranir. Bunun
icin ‘Yaklasik’ denklemi yazilir ve bu ‘Yaklasik’ denklemin c¢oziimii kesin denklemin
‘yaklagik® ¢oziimii kabul edilir. Konuya baslarken once uygulanacak bir genel teoremi ifade

edelim.

Teorem 8.7.4 (Vulikh sayfa 235): U, X Banach uzayini biitiin ¥ Banach uzayina doniistiiren

ve tersi olan lineer operatdr olsun. O zaman X’ i ¥’ ye doniistiiren ve
1

o

kosulunu saglayan her bir V lineer operatoriiniin de tersi vardir. Bu takdirde, q sayist icin

lv-ul<

v-ul|u|<q<i

kosulu saglaniyorsa

. 1oy
I Erwn Ul
dir.
(I-Ux=y (2.1)

denklemi ele alinir ise; burada

U : X Banach uzayinda bir lineer operator

I : Banach uzayinda verilen birim operatordiir.

Bilindigi iizere fonksiyonel denklemlerin yaklasik ¢oziim yontemleri bir¢ok uygulamada
kullanilmaktadir. Eger verilen denklem c¢ok karmasik ise bu kesin bir yolla kolaylastirilabilir.
‘Yaklasik’ denklemin ¢6ziimii yukarnida ifade ettigimiz gibi denklemin yaklagik ¢oziimii

olarak kabul edilir. Bu yontemi agiklamak i¢in ikinci bir denklem g6z 6niine alinir ise:
(I-V)x=y 2.2)
Burada

V: X — X lineer operator ve (2.2) denklemi (2.1) e yaklasik denklemdir.



0 > 0 herhangi sabit olmak iizere
IV-U <3,

oldugu varsayilsin.

TEOREM 2.1. Eger I - U tersi olan bir operator ve
sfa-v)| <1,
ise I — V nin de tersi vardir. Ayrica, eger
x=I-U)"y ve
x=(-V)"y ise
e < o -yl 23)

olur.

Ispat:

Teoremin birinci boliimii teorem 8.7.4(Vulikh sayfa 235)’ iin tekrar1 niteligindedir. U yerine

I —-U ve Vyerine I —V konulabilir. (2.3) esitsizliginin ¢dziimil i¢in;

X =(I-V)y=(I-V)(I-U)x=(1-V)' [(I-V)+(V-U)jx
=(I-V)(I-V)x+(I-V)(V-U)x

=x+(I-V)(Vv-U)x

seklinde olur.

Buradan;

X-x =(I-V)(V-U)x

IX-xll <I(I=V)INUV-=UINx<dU(I-V )" Il

olur.

Teoremin ispat1 V operatorii U ya yaklasirken (2.2) denkleminin ¢dziimiinii de saglamaktadir.
Ama bu teorem bazi agilardan tatmin edici degildir, ciinkii Il x Il normu (2.1) denkleminin

bilinmeyen ¢oziimiidiir.



TEOREM 2.2. Bir 6nceki teoremin isaretleriyle eger d Il (1 -V )< g <l1ise,

0 zaman

Ix-x<—2 1z (2.4)
l-g¢

dir.

Ispat:

(2.3) esitsizliginden yararlanarak
Ix-xll<gllxll<g(lx-Xll+1IxIl)=qglix-xll +¢qll XxII
Buradan

(1-gq)lx-xll<glixll

olur. Buda (2.4) esitsizligine karsilik gelir.



3. KEYFi INTEGRAL DENKLEMIiN YOZLASMIS CEKiRDEKLi INTEGRAL
DENKLEMLE DEGIiSTiRILMESI

Stirekli ¢ekirdek ve siirekli serbest fonksiyonlu Fredholm integral denklemi g6z Oniine alinir

ise:

x(s) = j'K (s,H)x(t)dt + f(s) 3.1)
Eger K(s,1) cekirdegi;

K(s,t>=§co,» (W, (3.2)

seklinde ise o zaman (3.1) e yozlagmis ¢ekirdekli integral denklem denir.

Yozlasmis cekirdekli denklemin ¢oziimii belirli cekirdekli denklemin ¢oziimiinden daha
kolaydir. Eger x(s) denklemi, (3.1) denkleminin ¢oziimii ise (3.2) yi (3.1) denkleminde yerine

koyulursa

n b
x(5)= 20, () [ W, (Ox(D)dt + £ (5)
veya

b
a, = J‘Wl_ Ox@)dt (i=12,...,n) iken

x(s)=iai¢)i )+ f(s) (3.3)

olur.

(3.3) formiilii ile aranilan x(t) fonksiyonunun yapist belirlenmis ve problem ¢, bilinmeyen
katsayilarint bulma sekline doniigsmiistiir. Katsayilar lineer cebir denklemleri ile bulunabilir.
Bu sistem genel hali ile ¢ikarilamaz ama ¢, katsayilar1 determinant metoduyla aciklanabilir.

Ciinkii yozlagmis cekirdek denkleminin ¢oOziimii cebir problemi haline gelmektedir. Farz
edelim ki, (3.1) denkleminin ¢ekirdegi siirekli ve keyfi olsun ve K;(s,t) yozlasmis cekirdek
olsun. K(s,t) ve K;(s,t) ¢ekirdeklerini integral operatorlerde kesinlestirilir ve K ve K; ile

gostererek (3.1) denkleminde yazilir ise:

x—Kx=f x-Kx=f



X uzayi yerine C uzay1 alinsin.
Eger,

max |K(s,l) - K, (s,1)

a<s,t<b

<9, ise

0=0,(b—a) iken
|k, -K|<o (3.4)
dir.

Eger 0, yeterince kiiciik ise 7 — K operatorii ters ¢evrilebilir olma 6zelliginden ve TEOREM
2.1 ve TEOREM 2.2 den yararlanilabilir.
Ornek olarak asagidaki denklem alinir ise;

172

x9= sin(st)x(t)dt+1+%(cos%—l) (3.5)

0

Biitiin 0< 5,1 < % icin

0<sin(st) <sin— <

NG
NG

oldugundan

K operatoriiniin normu

|Kl<7-5 =

Py
N | =
0 | —

olur.

Teorem 8.7.3(Vulikh sayfa 234) ten eger U, normu ||U || <1 olan, X Banach Uzayinda bir

lineer operatdr ve I, X uzayinda 6zdes operatdr ise [ —U operatoriiniin tersi vardir. Bu

teoremden yararlanarak /-K operatoriiniin tersi vardir. Buradan

_ 1 8
=) 1H<j=7

8

sin(st) yi Taylor serisine agilirsa;
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sin(st) = st—és3t3 +$s £ —.. (3.6)

sin(st) ¢ekirdeginin ilk terimi yaklagim teorisine gore st sayilsin.

K, (s,t) = st ¢ekirdegi dejenere olur.

(3.6) serisi monoton artan oldugundan

lsin(st) — st| < és3t3 < %(%)6 = 3%2
ve (3.4) den
1
Ik, - K=
olur.

S=—1 alrsak ﬂ\([ - K)‘IH <18 1 olur ve TEOREM 2.1 den
784 784 7

K, (s,t)=st
1/2

x(s) = j stx(t)dt + £(s) (3.7)

0

seklini alir.

(3.7) denklemi ¢oziiliirse
1/2
x(s) = s [x(t)dt + £ (5)

0

1/2
a= I tx(t)dt seklinde yazilirsa

0
x(s)=as+ f(s) (3.8)
olur.

a i1 belirlemek i¢in bu ifade (3.7) denkleminde yerine koyulursa

1/2

as+ f(s)=s [tlar+ f O+ £ (5)

0



gerekli degisiklikleri yaptiktan sonra

241/2

o= 3 0 if (t)dt (3.9)

-1

a igin (3.8) formiilii (3.7) denkleminin ¢oziimiinii vermektedir ve (I —K)~ operatoriinii

belirlemektedir. Normu hesaplanirsa;
0<r <L icin lif (1) < S| ]
2 2
oldugundan (3.9) denkleminden
<ZT. 2. -

dir.

Eger x:(I—Kl)_1 - f ise

o<+l < el < 2]

26
A <171
olur.
Bu da ”(I - Kl)"l|| < é demektir.
23

Buradan TEOREM 2.2 yi kullanarak hata degerlendirilebilir.
Bagimsiz degisken kolaylikla hesaplanabilir.

a =0,126 ile 0,001 araliginda
1

f@) =1+ —(cosi —lj
t 2

(3.7) denkleminin ¢oziimii

X(s) = 0,1265 +1+ l(cosi - 1)
) 2



1 ). . ..
cos ES in Maclaurin serisine agilirsa

3

%(s) = 1+0,001s + —
16

Eger sadece iki terimi alinirsa yaklasik ¢oziim
x(s)=1+0,001s

seklinde olur.

Ayrica, atilan terimler hesaplandiginda _ i asmamaktadir ve L den
8-16-24 3000

kiigiiktiir. X(s) ifadesindeki @ dan kaynaklanan hata 0,001 den kiiciiktiir. Tkinci kisimdaki
0,001s <0,0005 oldugundan Xx(s)=1 alinabilir ve Xx(s) ifadesindeki hata 0,0015 den

kiigiiktiir.
Buradan ||)_c|| <1,0015 olur.

Simdi x(s) yaklasik ¢oziimiindeki sapma (2.4) esitsizligi ile degerlendirilirse;

q:L%<0’0015

784 23
4 L e |z <0,002
1—g 600

yani biitiin s i¢in

[x(s) — x(s5)| < 0,002

dir.

(3.5) esitliginden x(s) =1, st cekirdegi 0,0035 ten kii¢iik oldugundan
0,0965 < x(s) <1,0035

olur.

Sonug olarak (3.5) esitliginin sonucu olarak x(s) =1 denilebilir.
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4. INDIRGEME YONTEMIiYLE SONSUZ CEBIiRSEL DENKLEM SiSTEMININ
CcOzUMU

Sonsuz tane ¢, bilinmeyenli

fi_iaikfk =1, i=12,.) 4.1
k=1

sonsuz sistemi goz Oniine alinsin.

Indirgeme yontemi kesilmis sonlu
&->aé, =, (i=1.2,..) (4.2)
k=1

sistemlerinin ¢dziimiinden ibarettir.

Eger yeterli biiyiikliikteki n i¢in (4.2) sisteminin verilen 7), serbest terimi i¢in tek bir ¢6ziimii

varsa ve n — oo iken (4.2) nin ¢oziimii verilmis herhangi bir uzaklik anlaminda (bu uzaklik
say1 dizilerinin olusturdugu uzayda verilir) (4.1) in ¢Oziimiine yaklasiyor ise o zaman

denilebilir ki (4.1) sistemi i¢in indirgeme yOntemi yakinsaktir.
Bu boliimde indirgeme metodunun yakinsakliina dair bir teoremin ispat1 verilecektir.

7, serbest terimli dizisinin y = {77,-}5 ¢* oldugunu farz edelim. Ayrica (al.k) matrisinin

ia; < oo

=

kosulunu sagladigini1 kabul edelim.

Biliyoruz ki; (aik) matrisi /> de siirekli matris operatorii olan A ile belirlenebilir. Bulunan
sonu¢ x = {‘51} olarak sinirlanabilir.

xe 0* ve (4.1) sistemi

(1—A)x=y (4.3)

seklinde yazilabilir.

Ek olarak (al.k) matrisinin simetrik oldugunu kabul edilsin. A operatorii kendine estir. Ama

asagidaki teorem bu kabul varsaymadan da ispatlanabilir.
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TEOREM 4.1 Eger (4.1) sistemi yukarida sozii edilen kosullar dahilinde ¢° uzaymnda her
y= {ni}e £* icin bir tek ¢oziime sahip ise o zaman (4.1) sistemi i¢in indirgeme metodu bu

uzayda yakinsaktir.

Ispat:

Sanilardan (4.1) sistemi veya (4.3) denklemi her ye ¢ icin tek bir ¢oziimii oldugundan

A=1 A operatoriiniin 6zdegeri olamaz. Bagta kabul edilecek olan Teoreml11.3.1 (Vulikh
sayfa 318)’ e gore: H uzayinda verilen her siirekli kendine es A operatoriiniin en azindan bir

0zdegeri vardir. Bu teoreme gore diizenlidir.

(1- A)_1 ters operatdrii ¢* de ve lineerdir. ¢° uzayinda operatorleri A (n=1,2,...) seklinde

gosterilsin.
&= a, & i=1.2,... icin
k=1

& =0 i>n i¢in
A, — A seklinde ispatlanir.

>0 ve yeterince biiyik n igin |

A —A||<§ esitsizligi gerceklenir. Bu nedenle

5”(1 - A)_l“ < g <1 ise (4.3) denklemi i¢in teorem 2.1 kullanilabilir. Buradan;

(14, < ﬁ”([ -a)'| (4.4)

olur.

(2.3) esitsizliginden ye ¢* icin x=(I-A)"y ve x, =(I-A,)"y oldugu farz edilirse

yeterince biiyiik n ve x, — x giderken

b= ol - <52 -

olur.

Verilen y = {771.} den y, = {77(”)} yazilirsa

i
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i=1,2,....ni¢in " =7,

(n)

i>ni¢in 77;" =0 olur.

Daha sonra x, = (I — A )"y, oldugu farz edilsin. (4.4) esitsizliginden

<= sl -4

n n
olur.
Ama y, — y giderken x, - x, -0 ve x, — x e gider.

x, in tammi izlendiginde denklemler sisteminin ¢oziimii elde edilebilir.

&->a,é, =, i=1,2,...,n i¢in
k=1

& =0 i=n+1,n+2,... i¢in
Bu sistem (4.2) sistemine ilave olarak i>n i¢in &, =0 esitligini de igermektedir.

Eger ucu agik (4.2) sistemindeki (£,,&,...£,) ¢oziimlerine sifir elemanlan (&,,¢,,..£,,0,0.,...)

seklinde eklenirse (4.1) sisteminin ¢6ziimiiniin normu ile ilgili yakinsak dizi elde edilir.

Boylece indirgenmis yontem ile yakinsaklik ispatlanmis olur.
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5. RITZ YONTEMI

Bu boliimde H Hilbert uzayindaki denklemlerden bahsedilecektir. Incelenecek denklem
Ax=y (5.1)
seklinde olacaktir.

[lk olarak verilen tanimlanmis samlardan baslangi¢ sonuglari ¢ikarilsin.

Kendine es A operatdriiniin pozitif tanimli oldugu varsayilmaktadir.

(Ax,x)2 m, | (5.2)
m, >0 oldugundan (Ax,x) = Oesitliginden x =0 ¢ikar(Vulikh sayfa 287).
Cauchy-Buniakovskii esitsizligine gore (5.2) den

o <A+

olur.

Buradan biitiin xe H ig¢in

[Ax] 2 m,

olur.

Yardimci teorem 10.5.2 (Vulikh sayfa 294) e gore kendine es A operatoriiniin diizenli A

sayist i¢in gerek ve yeter kosul £ >0 ve xe H icin
(A =202 kx|
dir. Bu yardimc1 teoreme dayanarak pozitif belirli A operatoriinde A =0 sayist A nin diizenli

sayisidir. Boylece A operatdrii tersi alinabilirdir ve HA’IH < € dir.
m

Buradan her ye H icin (5.1) denkleminin tek bir ¢oziimii vardir. y elemani sabit tutulsun ve

H de
F(x)=(Ax,x)—2(x,y) (5.3)

fonksiyoneli tanimlansin.
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TEOREM 5.1 A pozitif tanimhi kendine es operator olsun. Verilen ye H igin x,€ H

elemaninin (5.1) denkleminin ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter kosul F'(x) fonksiyonunun

en kii¢iik degerini x = x, noktasinda almasidir.

Ispat:
X,,2€ H vea reel say1 olsun.

F(x,+o0z)=(A(x, + az); x,02) — 2(x, + az, y)
= (Ax,,x,) + a(Az,x,) + a(Ax,,2) + o’ (Az,2)— 2(xy,y)—20a(y,z2)

Buradan (Az,x,) = (Ax,,z)

F(x,+o0z)=F(x,)+20(Ax, - y,2) + o’ (Az,2)

olur.

Eger x, (5.1) denkleminin ¢6ziimii ise ¢ =1 i¢in (5.4) denklemi
F(x,+2)=F(x,)+(Az,z) 2 F(x,)

olur.

Biitiin xe H i¢in x = x,, + z seklinde yazilirsa

F(x)=F(x,)

olur.

Diger taraftan, eger F(x), x = x, i¢in en kiiciik degerini aliyorsa «, z i¢in

F(x,+az) 2 F(x,)

olur.

(5.4)

(5.5)

Her zicin F(x, +0z) fonksiyonu ¢ =0 i¢in minimum olur. Buradan fonksiyonun tiirevi

o =0 i¢in sifir olur. Ama (5.4) den

d
F(x,+02), =2(Ax, — y,2)
dx
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ifadesi elde edilir.
Bu yiizden Ax,—y L z olur.
Sonu¢ olarak keyfi z ye gore Ax,—y=0, x, (5.1) denkleminin ¢Oziimiidir. (5.3)

fonksiyonunun minimum tek elemaninin (5.1) denkleminin ¢dziimii oldugu ispatlanmis olur.

Eger F(x,) — min F(x) ise, x, elemanlar dizisine minimize eden dizi denilir.

TEOREM 5.2 Eger A pozitif tanimli kendine es operator ise, o zaman her minimize eden {xn}

dizisi (5.1) denkleminin ¢6ziimiine yakinsar.

Ispat:

X, , (5.1) denkleminin ¢6ziimii olsun.

(5.5)de z=x, — x, olsun.

F(x,)=F(x,)+(A(x, —x,),x, —X,)

Ama F(x,)=min F(x) ve {xn} dizisi minimum oldugundan F(x,) — F(x,)
(A(x, —x4),x, —x,) >0

olur.

(5.2) esitsizliginden x, — x, a giderken

|

n

2 1
— x| Sm—(A(xn —Xy), X, — X,)
A

F(x) fonksiyonunun yaklasik ¢oziimii i¢in; Alman matematik¢i W. Ritz (1878-1909) un
yontemi kullanilabilir. H keyfi sisteminde {(pi }T =1 bagimsiz elemanlart secilsin ve bu
mantik eger xe H ve x L @, her i i¢in x =0 seklinde tanimlansin.(H uzay1 ¢ok boyutlu ve
ayrilabilir olsun.). Ote yandan, n pozitif degiskenini belirlensin ve ¢,,¢,,...0,
elemanlarindan olusan sinirl boyutlu bir H, alt uzay: olsun. H, alt uzayindaki bir x eleman1

F(x) fonksiyonunun en kii¢iik degeri verdigi bulunursa;
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H,’deki biitin xe H, elemanlarinin formu x= Zai(oi seklindedir. x,’in determinanti
i=1

bilinmeyen ¢, katsayisi ve cebirsel problemin ¢oziimii olan n’yi verir. x, elemaniyla (5.1)

denkleminin yaklagik ¢oziimii elde edilmis olur. Bu plan ile cesitli hesaplamalar (tahminler)

gerceklestirilebilir. Farz edelim ki; A pozitif tanimli ve kendine es operator olsun.

YARDIMCI TEOREM 5.1 F(x) fonksiyonu H, alt uzayinda en kiigiik degere sahiptir.

Ispat:

Ortadaki degerlendirmeler 1s181inda F'(x) in tanimi;

F ) 2 my o] = 2l = [om, o] - 2D

seklinde olur.

Bu nedenle ||x|| > M (F(x)>0 iken)’dur.
m

A

Ote yandan F (@) = 0’dir. Sonug olarak F fonksiyonunun en kiigiik degeri H,’dedir. Eger bu

varsa, s — H, kapali alaninin elemani olur ve bu kosullar ile xe H, igin ||x|| < M olur.
m,

Teorem 5.3.2(Vulikh sayfa 143)’ ye gore: sinirlt boyutlu normlu bir uzayda her sinirlanan alt
kiime kopmaktir. Bu teoremden yararlanarak bu alan kopmaktir. Aym1 zamanda A siirekli

operatoriinde ve F siirekli fonksiyonunun skaler sonuglarinda yer alir. F(x)’in en kiiciik

degeri s dir ve H, dedir. Boylece yardimci teoremin ispati tamamlanmus olur.

xe H, i¢in x = Zaigoi seklindedir. H, deki F(x) fonksiyonunun formu

i=l
F(x)= (Zai (AQ' )7Zai¢i)_2(zai¢i’ y)

= Zaiak (A¢i’¢k )_zzai(¢i’y)
i=1

ik=1

Yani ¢(e,,@,.,...,a,) fonksiyonu n tane @,,a,.,...,a, degiskeni seklindedir. F fonksiyonunun
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en kii¢lik degeri olan x elemaninin ¢, katsayilar1 n kosulunu saglar.

99 =0 (i=12,..n)
o,

Tiirev ve bolme islemi yapilirsa
Zak(A¢i’¢k)_(ys¢i) =0

k=1

veya

D4 (@A) =(y.p) (=120 (5.6)

k=1
elde edilir.

Bu yolla (5.6) sistemiyle n lineer cebirsel denklemlerin determinant katsayilarini elde edilmis
olur. (5.6) sisteminin ¢ determinantinin sifirdan farkli oldugu gergeklemis olur. Bunu denk

homojen sistem olarak

iak (0., A@,)=0 (i=12,..n) (5.7)

k=1
seklinde sadece sifir ¢6ziimlii olarak gostermek uygundur.

(5.7) sisteminin denklemlerini tek tek yazilirsa

(0. AY 2,0 =0

k=1
Buradan goriiliiyor ki, &, degeri (5.7) sisteminin ¢Oziimiinii gostermektedir. Bu durumda her

i=12,..,n igin
AQ ap) Lo,

k=1

olur. Ama A(z a,,) tim H, ye ortogonaldir (diktir). Ozet olarak

k=1

AY ap, LY a0,
k=1 k=1
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dir.

Paragrafin bagindan bu yana aciklananlara uygun olarak Zak% =0 ve ¢, lineer
k=1

bagimsizinin sonucunda biitin ¢, =0 dir. § #0 oldugu ispatlanmisti. Buda (5.6) sisteminin

a”,a”,...,a"" seklinde tek ¢oziimii oldugunu ispatlar.

Coziim tektir ¢iinkii x, = Zai(o)q’i , I fonksiyonunun H, deki en Kkiigiik degeri seklinde

i=1
tamimhdir. Biitiin miimkiin pozitif n degiskenlerini alinirsa x, dizisinin yaklasik ¢oziimleri

bulunmus olur. Yakinsama yontemi ispatlanirsa:

TEOREM 5.3 Eger A operatorii hakkindaki varsayimlar saglaniyorsa o zaman Ritz

yontemiyle elde edilen x, elemanlari (5.1) denkleminin ¢dziimii olan x, a yakinsar.

Ispat:
TEOREM 5.2 ye gore {xn} minimize eden dizidir. {(pi}sistemini ortagonalize ederek

ortanormal {hl.} baz1 elde edilebilir. {hl.} sisteminin tamligindan {(Dl.} sisteminin tamligindan

cikar. x, ¢oziimii x, = Zaihi seklinde yazilsin ve z, = Zaihi olarak kabul edilirse;
i1 i=1

z,€ H, ve z, — x, iken
F(z,) = F(x,)
olur.

F(x,) :miln F(x) F(x,) :milgl F(x)

Buradan F(x,)< F(x,)< F(z,)
F(x,) > F(x,)

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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x, ile x, degistirilince olusacak yanlislik hesaplanirsa;

x, —x,=A"Ax, —A"'y=A""(Ax, - y)

n

5, = x| <47 JAx, ] <[ ax, -] (5.8)
m,

olur.

[k 6rnekteki sonsuz sistemdeki lineer cebirsel denklem dikkate alinirsa
> aé, =n, (i=12,.) (5.9)
k=1

ve Ritz yontemi indirgeme yontemine ¢evrilmis olur.

{¢.}e 77 kabul edilsin ve operator determinanti almirsa (a,,) lineer matrisi olusur ve ¢2,¢>
ye eslenir. Matris simetrik oldugunda A operatorii kendine es olur ve pozitif olur. Eger

{fk}e ¢? dizisi igin d > 0 smmrh ve siirekli ise

>a,bé 2dY 8

ik=l1

(5.3) deki F(x) fonksiyonuigin x=1{&,}, y =1y, } igin

F(x)= iaiké:ié:k _2251'771'

ik=1

{p.} gibi {e,}diizenli birim vektorler sistemi ele alinsin. Ondan sonra xe€ H, in formu

xX= Zfiei ve diizenli &, @, nin yerini alir.
i=1

(e;,Ae,)=a, (y,€;) =7,

(5.6) sistemi kesik sisteme rast gelir.

(5.9) dan
Zaiké:k =17, (i=12,..,n)
=1

elde edilir.
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Buda 7 den biiyiik satir ve siitunlarin reddi anlamina gelir.
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6. STURM-LIOUVILLE DiFARANSIYEL DENKLEMININ COZUMUNE RiTZ
YONTEMININ UYGULANMASI

Ritz yonteminin 6nemli uygulamalarin1 vermek icin onceki boliimiin sonuglar1 genel bir fikir
verir. (5.1) denklemindeki A operatoriiniin simetrik oldugunu ve sinirsiz oldugu kabul edilsin.
D lineer kiimesinin H uzayimin her yerinde yogun oldugu varsayilsin. Onceki boliimde oldugu

gibi A nin pozitif tanimli oldugu kabul edilsin. Yani, d >0 olmak iizere biitiin x€ D i¢in
(Ax,x) 2 d”x”2
olur.

Bu yiizden eger Ax=0 ise, o zaman x=0 dir ve buna gére A~ operatorii vardir. (5.1)

denkleminin A nin deger kiimesine ait her y i¢in bir tek ¢oziimii vardir.

(5.3) fonksiyonunda F'(x) her xe D elemaninda tanimlandigini varsayalim.

A operatorii hakkindaki yeni varsayimlar icin de TEOREM 5.1 ve TEOREM 5.2 teoremleri

gegerlidir ama min F(x), D de saptanmalidir. Ispatta D deki x,,z, x elemanlarini alarak m,

yerine d kullanilacaktir.
Ritz yontemi uygulanirsa; @, € D lineer bagimsiz elemanlarindan olusan {¢i} sisteminin

tamami D dedir. Her xe D ve € >0 i¢in n ve xe> H, vardir.

(A(x—x),x—x) <&
Buradan son esitsizlik
— 2 £
fr=af <5
d
olur.

£ keyfi ve her xe D i¢in D sistemi {(pi} sisteminde tiiretilmis uzaya aittir ve D her yerde

yogundur. Bu uzay A ile cakisir. Bu yiizden {¢i} sistemi Onceki anlamda da tamdir.

Yardimci teorem 5.1 gegerliligini korur. Ispatinda A operatérii siirekli olarak kullanilmist: ve

simdi A operatoriiniin D de siirekli olmas1 gerekmemektedir. Ama sonlu boyutlu H, uzayinda

bu operator hala siireklidir. TEOREM 8.2.3 (Vulikh sayfa 216) e gore: Sinirli boyutlu normlu

bir uzayda her homojen operator lineerdir. Bu teoremden ve sistem (5.6) dan yararlanarak H

uzaymin her yerinde F fonksiyonunun minimum degerinin bulunmasi problemi ¢6ziilecektir.
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TEOREM 5.3 teki yakinsama yontemiyle dogru elde edilir fakat ispattaki x, dizisinin

minimumlugu 6nemsizlesir. Yeni ispatta;

H cH,cH,c..cD

ElelgllF(x) > EIEI}{IZI F(x) 2 Elelli}}F(x) >..2 rggl F(x)
Ornegin;

F(x)2F(x,)2..2F(x,)2...2 F(x,)
Buradaki x,, (5.1) denkleminin ¢oziimiidiir. Keyfi £ >0 ve N ve xe>H v Olsun.
(A(x=x,),Xx—x)) < €

(5.5) den z=x—x, olsun.

F(x)< F(x))+¢&

Buradan F(x,)< F(x,)+&

olur.

Sonug olarak her n > N igin

F(x,) = F(x,) a giderken

F(x,) < F(x,))<F(x,)+¢€

olur.

(5.8) formiiliindeki tahmini hataya dikkat etmek gerekir.

Sturm-Liouville diferansiyel denklemi gbz 6niine alinirsa;

d dx
—E(P(I)EJ—Q(I)X(I)—JC(I) (6.1)
x(a)=x(b)=0 (6.2)

sinir kosullari ile p(t), p (t) ve g(¢) nin [a,b] araliginda siirekli oldugu farz edilsin.
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(6.2) deki sinir kosullari ile farz edilsin ki
p)>0ve gr) <0
U operatorii pozitif ve belirli iken (5.5) ifadesinden;

her xe D i¢in
r 2
Ux,x) = J. px dt

r =min p(t) ve r >0 icin

b
Ux,x) > r'[xyzdt

a

Buradan

Lo 1
J'x' dt < —(Ux, x)
r

a
olur.

x(a) =0 olsun.

: 2
(0| =[x(0) —x(@)| =|[ xat

a

b
<( ‘x"dt)z <
, “ (6.3)
<b- a)J.xlzdt < b%a(Ux, X)

Buradan

b 2
o =[x < L=

a

(Ux, x)

veya

Ux02 o= |

olur.

D, [a,b] dogru parcasinda kurulmus L’ uzayinin her yerinde yogundur. Bu yolla tiiretilmis

Ritz yontemi (6.1) denklemi icin uygulanabilir ve yakinsama gerceklesir. Bu durumda (5.3)
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denklemi
b "
F(x)zj(px —qx® =2xf)dt

olur.
D’ den alinan ¢, (x) fonksiyonlar sisteminin eksiksizligini giiclendirmek i¢in;

xe D ve € >0 da ¢,(¢) smirhl lineer kombinasyon fonksiyonlarini bulmak yeterlidir.

[a, b] araliginda
x(0)=Y. a0,
i=1

x(t)—x(t)| < € X () -x @) <€
30)=50) o

Vulikh sayfa 308 deki

b o b b . b
Ux,x) = —J. (px) xdt — J. gx’dt = Jpx dt — J.qxzdt
formiiliinden

(U(x=x),x—x) =T[p(?—x')2 —q(}—x)z]dz <

a

<eX(b- a)[max p()+ max|q(t)|]

denklemin sag tarafi £ kiigiik bir say1 oldugundan en kiiciik degeri alir.
Ispat1 verilmedi ama ¢, (t) fonksiyon sisteminin gerekli olan iki drnegine isaret edilirse;
(M) g =b-D-a)

kzn(t—a)
b

—da

2) @, (t)=sin k=12,.)

Sturm-Liouville denklemi icin TEOREM 5.3 iin sonucundaki Ritz yonteminin yakinsakliginin

giiclendigi sdylenebilir. Soyle ki, minimum {xn ()} dizisi (6.1) denkleminin ¢oziimii olan

x, (1) ye diizgiin yakinsaklig1 gosterilebilir. (6.3) den
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b—

r

x, (1) = x, (0" < Z=LWU(x, = x,),x, = %,)

olur ve son ifade sifira gider TEOREM 5.2 nin ispatindan goriilebilir.
Denklemin bir 6rnegi alinirsa
- x"+x=—t

[0,1] araliginda ve smir kosullar1 x(0) = x(I) =0 olsun. Boylece kolaylikla kesin sonug

bulunabilir.

e t -t
X, () = e —e —1
0() €2 1(

Diger yandan Ritz yontemi (6.4) sistemindeki fonksiyon kullanilarak uygulanirsa
() =t(1—-1) (a=0,b=1)

olur. Baska bir deyisle;

x=ot(1-1)

formunun kesin sonucu olan x, in ilk yaklagimi arastirilirsa
b
-,
F(x)= j (x +x°+2x)dt

seklinde olur.

x =ot(1—1t) yerine koyulursa F(x) fonksiyonu

Ma) = Ly LY
6
olur.
P (@)=01ise x=——

xl(t)z—%t(l—t)

x,(t) ve ilk yaklasimdaki x,(#) degeri karsilastirilirsa araligin ortasinda
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X, Gj =-0,056 X, Gj =-0,057

olur.
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7. RITZ YONTEMI iLE OZDEGERLERIN BULUNMASI

Bu boliimde Ritz yonteminin bir baska uygulamasi anlatilacaktir. Soyle ki, kendine es

operatorlerde 6zdeger determinantidir. Ek olarak, azami 6zdegeri bulunacaktir.
A tamamuyla siirekli kendine es operatordiir. H Hilbert uzayinda ve iist sinir1 M, # 0 olsun.
Teorem 10.5.4 (Vulikh sayfa 296) e gore: A kendine es operatoriiniin tam spektrumu M, ve

m, sinir degerleri ile sinirlanir. Teorem 10.5.5 (Vulikh sayfa 296) e gore: M, ve m, siir

degerleri her kendine es A operatoriiniin spektrumuna aittir. Yardimci teorem 11.3.1 (Vulikh
sayfa 318) e gore: H uzayinda her siirekli kendine es A operatoriiniin az bir 6zdegeri vardir.
Ayrica eger A #(ise o zaman A operatdriiniin 6zdegeri sifirdan farklidir. Bu {i¢ teoremden

yararlanarak M ,, A operatdriiniin 6zdegeridir ve en bilyiik 6zdegerdir.

E(x) = (Ax, x) fonksiyonunda

E(x)<M,
dir.
M , = max E(x)

J+l=t

M , min bulunmasi, birim olan yiizeyinde fonksiyonel E nin en biiyiik degerinin bulunmasina
indirger. 5. boliimde lineer bagimsiz elemanlarin tam sistemle kullanimi yapilabilirdi.

h,,h,,....h, elemanlariyla olusturulan uzay ile H, ifade edilirse;

n

xe H xzidihi
i=1

olur.

Buradan E(x) fonksiyoneli:
E(x)= (A(Z ah),. aihl.j
i=1 i=1

=Y a.a, (Ah, b)) = (., .....a,)

ik=1

olur.
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||x||=1 icin kapali H, elemanlarmin olusturdugu Q, dizisi H, alt uzaymnn birim alan
ylizeyinin kesisme noktasidir. Diger taraftan Q, smirli ve kopmaktir. Sinirli boyutlu H |, alt

uzayin i¢ine alir. Siirekli fonksiyon E(x), Q, dizisinin en biiyiik degerine ulasir.

M, = m%x E(x) ve x,, p, de gerceklenmis herhangi bir O, elemanidir.

n’

E(x,)=m,
Eger xe H, sifirdan farkli ise ﬁe Q, ve
x

X 1
EH - L aw<a,

)
olur.
£ <,
veya
E(x)—p,(x,x)<0 (7.1)

Builiski x =0 i¢in de gerceklenir ancak sag taraf sifira esit olur.

Simdi ze H, ve x=x, + yz olsun. y herhangi bir gercek say1 olsun. (7.1) denklemi icin
(A(x, +y2),x, + y2)— i, (x, + yz,x, + yz2) <0

Sol tarafi agilirsa;

(Ax,.x,)+2y(Ax,.2)+ y*(Az,2) = 1, (x,.%,) = 2y4, (x,.2) = y*11,(2,2) <O

olur.

(Ax

x,)=E(x,)=pu, ve (x,,x,)=1 oldugunda

n’

2y[(Ax,,2)— u,(x,, )]+ ¥ [(Az,2) — ut,(z,2)] < O

olur.

Sol kism1 f(y) fonksiyonu olarak goz Oniine almirsa y =0 icin sifir olur ve y =0 igin

maksimum degerini alir. Buda
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ze H, i¢in
J(0)=0 ve (Ax,,2)— 4,(x,,2) =0 (7.2)
esitsizligini verir.
z=h,h,,....h, seklinde (7.2) de yazilirsa
(Ax,,h)—u,(x,,h)=0 (i=12,.,n) (7.3)

olur.

x,€ H, icin x, = Zak h, degeri (7.3) te yerine yazilirsa
k=1

> (Ah, h)— e, =0 (i=12,....,n) (7.4)

k=1

¢, bilinmeyeni ile denklem sistemi géz Oniine alinirsa:

[(AR,,h) - ple, + (Ah,,h)a, +...+ (Ah,,h)a, =0

(Ahy, e, +[(Ahy,hy) — plet, +...+ (Ah, b)), =0 .5)

(Ahy,h)e, + (Ahy,h)at, + ...+ [(Ah, ) — ula, =0
u parametreleri ile (7.4) esitsizligindeki x, i¢in ifadedeki katsayilar 4 = g, i¢in bu sistemin

¢Oziimiinii temsil eder. ||)cn||2 = Zakz =1 oldugundan (7.5) sistemi x = g, i¢in sifirdan farkli
k=1

bir ¢6ziime sahiptir. Ama determinantinin sifira esit olmas1 gerekir. Baska bir deyisle

denklemin kokudiir.

(Ahh)—p  (Ahy,h) ..  (Ah, . h)
(Alshy) Ay h) =g (Ayha) | 76
(Ahy,h,) (Ahy,h) ... (Ah, h)—p

(7.6) denkleminin sol kismindaki determinantin matrisi simetriktir ve (7.6) denkleminin biitiin

kokleri gergek sayidir. £, im bu koklerin en biiyiigii oldugu ispatlanirsa:

4" denklemin herhangi bir kokii olsun.

Bu kok ile (7.5) sisteminin denklemlerinde 4 nin yerine yazilarak herhangi bir sifirdan farkli
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* * * . YT
a,,a,,...,a, seklinde ¢oziim aranirsa:

n
Bu ¢6ziim her zaman E a,’ =1 igin segilmelidir ve x* elemam
k=1

n

* *

x =) o,h €0,
k=1

seklinde olur.

> (Ah h)—p'a; =0 i=(1.2,..,n)

k=1
(7.5) sisteminin determinanti alinirsa
(Ax",h)-u a =0

olur. Hepsi toplanirsa
(A" D arh)—p Y e =0
i=1 i=1

veya
(Ax",x)=u yani E(x )=u"
olur.

Goriiliiyor ki, (7.6) denkleminin biitiin kokleri O, de max E(x) in (7.6) denkleminin en
biiyiik kokiidiir. 4, i ardisitk tahminler ile aramilan M, da disiiniliirse n — oo igin

M, — M, oldugu ispatlanmalidir. x,, normu ||x0||:1 olan ve M, Ozdegerine denk

Ozeleman olsun. x,’1 Fourier Serisine genisletilirse x, = Zﬂihi ve y, = z B.h, oldugu
i=1 i=l

varsayilirsa;
v, — X, giderken |y | — 1 gider ve en biiyiik n i¢in y, # 0 olur.
s _ y n
z,€Q, igin z, = | olur.
yll

z, = X, giderken E(z,) = E(x,)=M ,

€ >0 kabul edilirse E(z,)>M , —€ , n= N olacak sekilde N bulunabilir.
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Ama E(z,)< u, = max E(x) ve u, >M , — € olur.

Diger taraftan her n i¢in 4, <M , = anﬁax E(x) olur ve sonug olarak x#, — M , dir.
x|=1

Bu nedenle, en biiyiik 6zdegerin bulunmasi probleminde Ritz yonteminde yakinsamanin

kullanilacagr kabul edilmisti.

GOZLEMLER:

1) (7.5) denklemleri kisa yolla da elde edilebilir ama yontemin gii¢lii bir temeli olmaz.

x:ZO{ih,- € Q, igin 20{1.2 =1 sarti uygun ise g, in degeri kosullu maksimum
i=1

i=1

¢(a,,,,....,a,) fonksiyonunun determinantindan daha biiyiiktiir.

Eger bu problemi Lagrange belirsiz carpanlar yontemiyle ¢oziiliirse yardimci denklem su

sekilde kurabilir:
V(e 0y, ,) = 90, Oy 0,) — LD 0 =
i=1

=S aa (A ) -1 @
i=1

ik=1

Burada g belirsiz ¢arpandir. g—"” hesaplanirsa esitlik sifir olur.
a.

1

> (Ah b)) — pet; =0 (i=12,..,n)

k=1

olur. Buda (35) denklemine denk gelir.

2) Eger {hl} esasindan baslanmazsa keyfi sistemin lineer bagimsiz elemanlar: {gol.} ile

baslanirsa Lagrange yonteminin carpanlar1 uygulanabilir ama bu sekilde baglantinin sartlari

cok daha karigik olur.

Zaiak(¢i’¢k) =1

ik=1
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(7.5) sisteminin yerine daha karmasik bir denklemler sistemi elde edilir ve determinantin en

biiyiik katsayist 4, e esit olur.

3) Burada sunulan yontem determinantin diger 6zdegerlerinin uygulamasidir. Mesela, eger A

her yerde siirekli, pozitif, kendine es operator, A4, >4, > A,... ve {h,} asil sistemin 6z
elemanlarinin olusturdugu 6zdegerler serisi ise h, ortagonaline sahip birim alan yiizeyindeki
elemanlardan olusan E(x) fonksiyonu ile A, i¢in E(x) fonksiyonunun maksimumu

bulunabilir.

ORNEK: K integral operatorii olsun.

y(t) = j K(t,5)x(s)ds

simetrik cekirdekli
t(1- t<
Kt.s)= (1-5) S
s(1—1t) t=s

K operatorii her yerde siirekli ve kendine estir.

K(,s)>0,0<t ve s<1 ve x(¢) >0 i¢in
11
(Kx, x) = j j K(t,5)x(s)x(t)dsdt > 0
00

M, >0 ve K operatoriiniin 6zdegeridir. M, nin yaklasgik degerini elde etmek i¢in iki
fonksiyon sistemini ele alinir ise:
o,t)=1ve @,(t)=t

Gozlem 2 ye gore bu sistemi kullanarak problem ¢oziilebilir ama sistem ortagonal oldugunda

durumun sunumu sinirlandirilmalidir. Oyleyse fonksiyonlar sistemini 1 ve ¢ de ortagonize
edilsin. Buradan hy(t) = 1, ho(t) = 2\/§(t 1/2) elde edilir. Simdi @, serisinde

E(x) = max(Kx, x) bulunsun. x = ¢, h;(t) + a, ha(t) ve a;’+ ar’=1iken;

Her xe Q;, t de lineer fonksiyondur. x(t) = S+yt, B=a,—-a,/3, y=2a, /3 tiir.
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Bu nedenle E(x) = (Kx, x) , Q> deki formu,

Ex)= §(B,7)= [[K (t.5) (B+15) (B+p)ds di =

=[(B+y) (A =0[s(B+pw)ds+t[(A=s)B+w)ds] dt
0 0 t
Basit hesaplamalar sonucunda,

~ 1 2 1 1 2
N =—p"+—py+— lur.
P(B.y) 12ﬂ 12ﬂ7 45/ olur

B ve y yerine , ve a, degerleri yazilirsa,

L, 1 5
a,a,)=—a +—a
o) =i+ a

Gozlem 1’e gore ¢(¢,,a,) nin maksimum degeri ile problem ¢oziiliir.

1 1
yia.a)=—al + ol e +a)

60
Buradan
vy 1 oy 1
=—q, - 2U0, ,——=—0, =2
aal 1 lll 1 aaz 30 2 ﬂ 2

1 1
(E - IUJQ'I =0, (% —,Ujaz =0 olur.

Bu verilen 6rnegin (7.5) sistemidir. Determinant1 alinarak sifira esitlenirse:

1
—— 0
12 # -0
0 L—,u
60
olur.

Buradan iki kok elde edilir. x4 = L ve U= L
12 60

Bunlarin en bityiigi u# = é
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My min yaklagik ¢6ziimii olur.

I(K(}Ilé;lhl})l_)ﬂ thh h I yazilirsa (7.6) denkleminden,
151

1
60

1

(Khl’hl):_z’(Kh2’hl): (Khl’hz)zo,(Khz’hz):

bulunur.

Fakat bu yol daha uzun bir hesaplama gerektirir.

(B,7) fonksiyonunu kullanarak aym 4 degerlerine ulagilabilirdi. Bu sekilde olsaydr;

,32+ﬂ7+§72 =1 den

||x||2 :I (B+yt) dt =

denkleminin ¢Oziimii aranacakti.
Bulunan K’nin yaklasik en biiyiik 6zdegeri ile kesin degeri karsilagtirilsin. K’ nin

x(0) = x(1) =0 smur kosullan ile Ux = -x’* Sturm_Lioville operatoriiniin Green’s operatorii
oldugu kolaylikla goriilebilir.(11.7)
Gergekten Green fonksiyonu x''=0 denklemininu(0) = v(1) =0 kosullarini1 saglayan u(t) =t

ve v(t) =1—t ¢oziimleri ile kurulabilir.
[0, 7z] araliginda verilmis Ux = —x'' operatdriiniin 6zdegerleri kolayca bulunabilir.

Ozdegerlerin en kiiciigiinin 7> oldugu da kolayca goriilebilir. Green operatdriiniin
Ozdegerlerinden U operatoriiniin 6zdegerleri elde edilebilir. K nin en biiyilk 6zdegeri

L ~0.101 = i olur.
7z’ 10

Iki fonksiyon sistemini kullanarak yaklasik olarak % degeri elde edilmisti.
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8. BUBNOV-GALERKIN METODU

1913-1915 yillarinda (5.1) denkleminin Ritz yontemiyle ¢6ziimii I.G.Bubnov ve B.G.Galerkin

tarafindan genellestirilmistir.

Kendine es veya simetrik A operatoriiniin (5.1) denklemi ile Ritz yontemi yardimiyla ¢oziimii

icin n. dereceden x, yaklasik degerinin arastirilmasi ile (5.6) denklem sistemi elde edilir. (5.6)

sistemi;

(A (gam)—y,@)zo (i=12,...,n),

yani x, = iak o, n kosul i¢in arastirirsak
k=1

Ax-y Lo i=1,2,...n. i¢in olur.

Diger baslangic diisiincelerinden Ritz yontemindeki kosullar Bubnov-Galerkin metodu i¢in
Oonemlidir. Ayrica madem ki ortogonalite icin isaret edilen kosullar A keyfi operatorii i¢in
anlamli, A’nin kendine es veya simetrik olan kosullarin1t Bubnov-Galerken metodunda ihmal

edilebilir. Bubnov-Galerken metodunun icerigi asagida anlatilmaktadir.

H Hilbert uzaymin her yerinde yogun D lineer kiimesinde tamimli olmak iizere A keyfi
operatdr olmak iizere (5.1) denklemi verilmis olsun. D ye ait lineer bagimsiz olan ve tam

sistem olusturan { ¢, } elemanlar1 segilsin.

Eger verilmis y elemant icin Ax—y {(oi} lerin hepsine dik ise o zaman Ax—y =0, yani x,
(5.1) in ¢oziimii olur. Bunun yerine ¢,, ¢, ...,¢, elemanlarindan meydana gelen H  alt

uzayi ortaya koyulsun ve
Ax—y Lo, i=12,...n icin
olmak iizere xe H, elemam aranirsa:

Bu (5.6) sisteminin ¢6ziimiinii verir. Daha genis sinif operatorler ile denklemler i¢in Ritz
yontemiyle yukarida yapilan yakinsama islemleri Bubnov-Galerkin yontemi iginde
kanitlanabilir. Bubnov-Galerkin metodunun diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde Sturm-
Liouville denklemlerinden daha bir forma sahip oldugu sdylenmisti. Ama bu tezde Bubnov-
Galerkin yonteminin arastirmasi olmayacaktir ve sadece somut bir sinir deger problemine

uygulanacaktir Arastirma hakkindaki detaylar S.G. Mikhlin ve Rectorys’in kitaplarinda
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verilmistir.

UYGULAMA: Bubnov-Galerkin yontemi ile

V'2xy'2y=x, O0<x<l1 8.1)
y0) =1, y)=0 (8.2)
sinir deger (Sturm-Lioville) probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulunuz.

Hilbert uzay1 H olarak L, (0,1) uzayin1 alalim. A operatorii asagidaki sekilde tanimlansin:

A nin tanim kiimesi [0,1], 2. tiirevi stirekli ve (8.2) kosullarini saglayan fonksiyonlardan ibaret

olsun ve ye D(A) iken
Ay =y"2xy+2y
olsun.

A nn L, [0,1] i L [0,1] e doniistiiren bir lineer operatér oldugu acikca goriilmektedir. A

operatoriiniin yardimiyla (8.1), (8.2) sinir deger problemi
Ay=x (8.3)

seklinde bir operatér denklemi olarak yazilir. Boylece (8.1), (8.2) sinir deger probleminin
yaklagik ¢6ziimiiniin bulunmasi (8.3) operator denkleminin yaklagik ¢oziimiiniin bulunmasina

indirgenir. Buna gore (8.3) ¢coziimil ile ugrasilacaktir.

{q)i} sistemi yerine

¢ =1-x, ¢, =x(1-x), @, =x*(1-x), o, =x’(1-x)

fonksiyonlar1 alinsin ve (8.3) iin yaklagik ¢coziimii

y= (1—x)+c1x(1—x)+czx2(1—x)+c3x3(l—x)e H

seklinde olmalidir. Yontem geregi c,, ¢, ve c, sabitleri

(Ay—x) L o i=123 (8.4)

kosullarinda tanimlanmalidir. (8.4) kosullar1 L, [0,1] de i¢ carpimin tamimina gore
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j(Ay—x)~(x—x2)dx=o
0

j(Ay—x)-(x2 —x))dx=0
0

I(Ay—x)~(x3—x4)dx=0

seklinde yazilir.

Buradan;

Ay—x=Q2-x)+c,(-2+ 2)62)4—02(2—616—2962 +4x3)+c3(6x—12x2 —4x* +6x%)
olur.

Ay — x degerini (8.5) integrallerinde yerine koyulursa
98¢, —112¢, +38c, =105

42¢, +100c, +37c, =49

22¢, +32¢, +31c, =112

denklemleri elde edilir.

Buradan ¢, =6,291782597; ¢, =1,353136792; ¢, =-9,474825628 olarak bulunur.

Boylece
y=(1-x)1+6,291782597x +1,353136792x> —9,474825628x")

seklinde problem ¢oziilmiis olur.

(8.5)
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9. KOLLAKASIYA YONTEMI

Bu yontem asagidaki sekilde tamimlanir. (6.1), (6.2) Sturm-Linuville problemi goz Oniine

alinsin. Genelde (6.2) kosullar1
Ly =ayy@)+a,y(a)=A
C,(»)=B,y®)+ py' () =B
seklinde verilebilir.

Burada «,,a,, B,,B,, A, B keyfi sabit (reel) sayilardir.

(6.1), (6.2) probleminin ¢6ziimii

) = 0,0+ Y e, () ©.1)

i=1
seklinde aranmalidir.

Burada ¢,(x),9,(x),...,¢ (x) fonksiyonlar1 (6.2) kosullarm saglayan lineer bagimsiz

fonksiyonlardir.
L) = f() = L)~ (0 + Y 61w, ©2)

ifadesi olusturulsun.

Burada c,,c,,...,c, keyfi sabitlerdir.

X, X, X, |a,b] araligma ait herhangi noktalar olsun. (9.2) deki c,,c,,...,c, sabitlerini

L(¢,) ey =0 k=12,...n

x=x; - f(xk ) + iciL(¢i)

olacak sekilde secilmelidir. Boylece c,(i=1.2,...,n) bilinmeyenlerine gore lineer cebirsel
denklem sistemi elde etmis olur. Bu yontem Kollakasiya yontemi adi ile bilinmektedir.
X;,X,,....,x, noktalarina Kollakasiya noktalar1 denir. Bu yontem non lineer diferansiyel

denklemlerin ¢oziimiine de uygulanabilir. Belirtelim ki bu yontemle ¢6ziim Bublov-Galerkin

yontemine gore daha kolay islemlerle yerine getirilir. Bir 6rnek gosterilir ise;
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UYGULAMA: Kollakasiya yontemi ile
y'+x’y'—xy=e”, -l<x<l1
y=D)=0,y1)=0
sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulunuz.
?,(0)=0,0,(x) =1-x7,9,(x) = x(1-x")
alalim.

Kollakasiya noktalar olarak

x, =0,x, 2%

alalim.

Ele aldigimiz 6rnekte
L(y) = y"+x"y'—xy
fo=e

L) =0, L(@,) 1 =0
2

y=¢,+c,@ +c,0,
Buradan y =c¢,(1—x*)+c,x(1-x”) olur.

L(y)=c¢,(-2—x=3x")+c,(=6x+2x* —4x*)—¢"
X, =0,x :% kollakasiya noktalar1 L(y) de yerine yazilirsa

-2¢,-1=0

23¢, +22¢, +8/e =0

denklemlerini elde edilir.

Buradan ¢, =-0,5; ¢, =-0,077 degerleri elde edilir.

Boylece



y = —0,5(1-x>)—0,077x(1- x*)

seklinde problem ¢oziilmiis olur.

40



41

10. SONUCLAR

Bu tezde fonksiyonel denklemlerin cesitli ¢oziim yollari ve bu yontemlerin daha kolay

anlasilabilmesi icin gerekli teoremlerin ispatlarina yer verilmistir. Incelenen ¢oziim yollari ile:

1) y"2xy'+2y = x, Sturm-Lioville denkleminin 0 < x <1 aralifinda y(0)=1, y(1) =0 siur

kosullarindaki ¢6ziimii incelenmis ve Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢oziime ulagilmistir.

2)  y'+x’y—xy=e*, denkleminin -1<x<1 arahginda y(-1)=0,y(1)=0 sir

degerlerindeki ¢oziimii i¢in de Kollakasiya yonteminden yararlanilmistir.
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