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ONSOZ

Bu calismada, danismanim Yrd. Do¢. Dr. Nuran GUZEL ° e, tiim YTU matematik bdliimii
ogretim iiyelerine, matematik alaninda beni bu seviyeye getiren Dumlupmar Universitesi
matematik boliimii 6gretim {liyelerine ve her zaman yanimda olan aileme ayrica burs vererek
destek olan TUBITAK “a tesekkiir ederim.
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OZET

Giinlik hayatta; miihendislik, kimya, fizik, biyoloji alanindaki genetik, radyasyondaki
kuantum, ekonomi, olasilik teorisi gibi bircok bilim alaninda kargilagilan matematiksel
problemleri ¢ozmek i¢in fark denklemleri kullanilmaktadir. Bu calismada, lineer fark
denklemleri incelenmistir. Calisma fark denklemleri konusunda genel bilgiler vererek
baslamistir. Ilerleyen kisimlarda; birinci mertebeden lineer fark denklemleri, ikinci
mertebeden lineer fark denklemleri ve n. merteben lineer fark denklemleri hakkinda bilgiler
verilmistir. Bu tezde, ¢oziim yontemleri gosterilmistir ve Ornekler verilmistir. Fark
denklemlerinin kararlhiliklariyla ilgili tanimlar ve teoremler verilmistir. Ayrica lineer fark
denklemlerinin 6zellikleri ve uygulamalar1 anlatilmistir.

Anahtar Kkelimeler: Fark Denklemleri, Lineer Fark Denklemleri, Birinci Mertebeden Lineer

Fark Denklemleri, Tkinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri, N. Mertebeden Lineer Fark
Denklemleri
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ABSTRACT

Difference equations were used solving mathematical problems which we met in the field of
several sciences such as engineering, chemistry, physics, genetics in biology, quanta in
radiation, economics, probability theory, in daily life. Linear difference equations were
investigated in this study. This work started with given general information about difference
equations. In the following sections; it is given information about, first order linear difference
equations, second order linear difference equations and n” order linear difference equations.
In this thesis, methods of the solutions were shown and examples were given. Definitions and
theorems about stability of difference equations were given. Also, properties and applications
of linear difference equations were given.

Keywords: Difference Equations, Linear Difference Equations, First Order Linear Difference

Equations, Second Order Linear Difference Equations, N” Order Linear Difference
Equations
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1. GIRIS

Fark denklemleri; miihendislik, kimya, fizik, biyolojideki genetik, radyasyondaki kuantum,
ekonomi gibi birgok bilim alaninda kullanilmaktadir. Fark denklemlerinin teorisi, diferansiyel
denklemlerin teorisine ¢ok biiyiik benzerlik gostermektedir. Fark denklemlerinin incelenmesi,
diferansiyel denklemlere kiyasla daha yeni bir kavramdir. 20. yy da, genetik ve radyasyondaki
kuantum gibi bilimin ¢esitli dallarindaki gelismeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik ifadeleri
disinda ifadelere ihtiya¢ duyuldugunu gostermistir. Diferansiyel denklemlerde karsilasilan
stireksizlik durumlari, fark denklemleri ile kaldirilmak istenmektedir (Catal, Ocak 2004).

Egitimde Oncelik, diferansiyel denklemlere verilmektedir. Egitimde Oncelik fark
denklemlerine verilmelidir. Clinkii 6grencilere fark denklemleri teorisini kavratmak i¢in daha
az On bilgi gerekir ve bu teori egitimin devami i¢in lineer cebir ile birlikte kuvvetli bir alt yap1
olusturur. Fark denklemleri teorisinden sonra, diferansiyel denklemler teorisi daha kolay

ogretilebilir (Akin ve Bulgak, 1998).

Sonlu fark islemleri Newton ile yayillmaya baglamistir. 1825 yilindan oOnce lineer fark
denklemleri incelenmemistir. 1885 yilinda Poincaré ile lineer fark denklem teorisine

girilmistir (Catal, Ocak 2004).

Bu calisma, sekiz boliimden olusmaktadir. Ik ii¢ boliimii, giris ve genel bilgiler
olusturmaktadir. Dordiincii boliimde, birinci mertebeden lineer fark denklemleri ve kararlilik
hakkinda bilgi verilmistir. Besinci boliimde, ikinci mertebeden lineer fark denklemleri
incelenmistir. Altinc1 boliimde, fark denklemlerinin limit alma davranislart; yedinci boliimde,
n. mertebeden lineer fark denklemleri incelenmistir. Son bdliimde de, sonuglar ve Oneriler

verilmektedir.



2. ARDISIK TEKRAR iSLEMLERI

Ardisik tekrar isleminde; bir 6nceki adimda bulunan deger, bir sonraki adimda kullanilarak
yeni bir deger elde edilmektedir. Bu sekilde devam eden isleme “ardisik tekrar islemi ” denir.
Fark denklemlerinde, ardisik tekrar islemleri kullanilarak istenilen bir terimin degeri

bulunabilir.

Omegin, k€ N olmak iizere u(k) bilinmeyen fonksiyon olsun. u(1)=1, u(2)=3, u(3)=6
seklinde verilsin. Terimler arasindaki iliskiden, u(k) terimi i¢in u(k—1) terimine k
eklenerek, u(k)z u(k—1)+k denklemi elde edilir. Bu ifadeye fark denklemi (veya ardisik

tekrar bagmtis1 ) denir.

Ornek 2.1: u(k)=u(k—1)+(k—1), k>2 seklinde fark denklemi verilsin. u(1)=3 degeri
biliniyorken, u(2)=?, u(3)=?, u(4)="? degerleri,

u(2)=u(l)+(2-1) u(3)=u(2)+(3-1) u(4)=u(3)+(4-1)

olarak hesaplanir. Yukaridaki 6rnekte verilen fark denklemi noktalarla gosterilerek asagidaki

gibi de ifade edilebilir.

Bu sekil yardimiyla da noktalarin sistematik sekilde arttigi goriiliir ve sonraki adimlardaki

nokta sayilar1 fark denklemi yardimiyla bulunabilir.

"Difference Equations 1, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)



3. FARK DENKLEMLERI UZERINE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Asagidaki ifadelerde;

N = {0,1,...}, sifirin dahil oldugu dogal sayilar kiimesi,
N(a)z {a, a+l, ,...}, ae N
N(a,b—l)z{a, a+l,, ...,b—l}, a<b-1<w,abeN

seklinde tanimlanir. Bu ii¢ kiimeden herhangi biri N ifadesi ile gosterilmistir.

k,k+1e N olmak iizere f(k), f(k+1) fonksiyonlari icin Ef(k)= f(k+1) seklinde
tanimlanan E ye “kaydirma operatorii” denir. meZ* ve k, k+meN olmak iizere
E"f (k) =E[E"f (k)] =f (k + m) dir. A ve V operatdrlerine sirastyla ileri fark operatorii ve
geri fark operatorii denir. Af(k)= f(k+1)— f(k) ve Vf(k)= f(k)- f(k—1) seklinde
tanimlanir. Yiiksek mertebeden fark, m € Z* olmak lizere A" f (k) =A[A" f (k)] seklinde

tanimlanir.

I birim operatordiir. A= E —1 seklinde yazilabilir. m € Z* olmak {izere,

0= =1 10 =30 e ), £ = &

E"f(k)=(1+4)" f(k)= (m k), A =1 (3.2)

olarak yazilabilir.

Fark denklemleri, bagimsiz degisken k € N ve bilinmeyen u(k) olmak iizere fonksiyonel

denklem formunda;
f ke, u(k)ulk +1),...,u(k +n))=0 (3.3)
seklinde ifade edilebilir. (3.3) denklemi,

glie,u(k), Au(k),..., A"u(k))= 0 (3.4)



seklinde de ifade edilebilir.
(3.3) fark denkleminin mertebesi, en biiylik ve en kii¢iik argiimanin farki ile tanimlanir.

Omegin, u(k +1)=u(k)+k denklemi; (k+1)—k =1 oldugundan birinci mertebedendir.
2u(k +3)+u(k +2)+5u(k+1)=0  denklemi; (k+3)—(k+1)=2 oldugundan ikinci

mertebedendir. u(k +9)=3k? +1 denklemi; sifirmct mertebedendir.

(3.3) denklemine, Z a,(k)u(k +1i) = b(k) formunda ise lineer fark denklemi denir.
i=0

b(k)z 0 ise (3.3) denklemine, homojen lineer fark denklemi, en az bir tane ke N igin

b(k) # 0 oluyor ise homojen olmayan lineer fark denklemi denir.

Fark denklemlerinde kullanilan, bilinmeyen fonksiyon u(k); baz1 kaynaklarda alt indisli
olarak u, seklinde kullanilmaktadir. Bu ¢aligmada u(k) seklinde kullanilmastir.

3.1 Bazi Onemli Teoremler

Teorem (Ayrik Ortalama Deger Teoremi): u(k), N(a,b) araliginda tammli bir fonksiyon

olsun.
Au(c)gwgw(c) G
veya

Au(c)zwzw(c) (.12)

olacak sekilde c e N (a +1,b— 1) sayis1 vardir (Agarval, 2000).

Ispat: f (k), N(a,b) araliginda bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon ceN(a+l,b—1)
noktasinda maksimum degerini alsm. Bu durumda ke N(0,hb—c) olmak iizere

fle)> flc+k) ve ke N(0,c —a) olmak iizere f(c)> f(c—k) dur.



Buradan f(c — k)— f(c) <0< f(c)— f(c + k) yazilir.

Burada & € N(0,min{b —c, c—a}) dir. Benzer olarak ce N(a+1,b—1) noktasinda f(k)
minimum degerini alsin. Boylece f(c - k)— f(c) 202> f(c)— f(c + k) dir.

Burada k € N(0,min{b —c, ¢ —a}) dir.

g(k), N(a,b) de iizerinde tamimlanmus bir fonksiyon ve g(a)= g(b) olsun. g(k), herhangi
bir ce N (a +L,b —1) noktasinda maksimum veya minimum degerini alsin. Eger g(k) sabit

ise N(a+1,b—1) nin herhangi bir noktasin alabilir.

o) = u(p)— 10)=la),

b—a

olacak sekilde N(a,b) iizerinde, v(k) yardimei fonksiyonu tanimlansimn.

B u(b)—u(a) _bu(a)—au(b)
v(a)—u(a)— - a= -
W) = u(b) - u(bb): Z(a)b _ bu(ab):zu(b)

olarak elde edilir. Boylece;

b—a b—a
[u(c)_”(”gjz(“ c}_[u(ﬁk)_ (bb):z(“)(ﬁk)}

olacak sekilde ce N (a +1,b— 1) vardir. Burada ke N (O,min{b —-c,c— a}) dir. Burada

esitliklerin saginda ve solunda parantezler acgilip gerekli islemler yapilirsa,

ule— 1) —ule)+ D749 1) ()0 < @)ule)- ule + 1)+ 411

b—a b—a

elde edilir. Buradan,



Sonu¢: N(a,h) de bir u(k) fonksiyonu tamimlansin, M =maks {|Au(k)|:k eN(a,b—l)}

olmak iizere,

ulb)-ula)_
b—a

dir (Agarval, 2000).

Lemma (Carpim Formiilii): u(k) ve v(k), N(a) iizerinde tanimlansm. Vk € N(a) igin,

Alu(k)v (k)] = u(k + DAV(k ) +v(k)Au(k ) = v(k + 1) Au(k ) + u(k )Av(k) (3.1.3)
Sl =), = (1) 614

dir (Agarval,2000).



Teorem(Ayrik Taylor Formiilii): u(k), N(a) iizerinde tammlansin. Vk e N(a) ve n>1

i¢in,

n-1 k_a (’) k—n n 1

> 'IZ (k—1-1)""A"u(l) (3.1.5)
dir (Agarval, 2000).

Tiimevarim yontemiyle ispat yapilabilir.

n =1 igin;

3 Au(l) Au( )+ Au(a + 1)+ Au(a + 2)+ + Au(k 2)+ Au(k 1)
5 )~k 1)l 2o}k 3 ke .-l )l
pull) = (i) - u(a)

n =1 i¢in dogrulugu gosterilmistir.

n=m igin;
m—1 k_a (’) k-m m )
. ‘Zk 1=1)" " Amu(7)
i=0 L I=a
dir.

Faktoriyel fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri verilsin.

me Z", olmak lizere,
x™ = x(x =) x = 2h)...(x = (m = 1))

x=m, h=1=m" =m(m—1)m—-2)...(1)= m!



(cm) _ 1
(x+h)x+2h)...(x + mh)

A (x) = fx+1)- f(x)

A" f(x)= (AA;;,AJJ’(X)

X

mtane

Ax" = mx " Ax

Ax(m) — mx(mfl)
Ax
dir.
k—m (m 1) l k—m (m) .
(k—1-1)"" A" (l)=—EZAl(k—l) A"u(l) (3.1.6)
I=a I=a

dir. Burada,

S (k=1 1"V Amu(l) = (k—1-1)"" = av(t), A"u(t)=u(l)

»A

—m

S (k=1 =1 &u(t) =~ {(k—1)" famu(t)|

I=a m

bulunur.



4. BiRiNCi MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

Birinci mertebeden lineer homojen fark denklemi;
u(k +1)=a(ku(k), wulk,)=u(0), k>k,>0 4.1

seklinde ifade edilir. Benzer olarak, birinci mertebeden lineer homojen olmayan fark

denklemi;
u(k +1)= alk)u(k)+ g(k), ulk,)=u(0), k>k, >0 (4.2)

seklinde ifade edilir. (4.1) ve (4.2) denklemlerinde a(k)=0 dir ve a(k), g(k); k>k, >0

olmak tizere reel degerli fonksiyonlardir. (4.1) lineer homojen fark denklemi, basit iterasyon

ile;

”(ko + 1) = a(ko )“(ko ) = a(ko )’4(0)’
ulky +2) = alk, + Du(k, +1) = a(k, +1)a(k, Ju(0),

ulky +3) = alk, +2)ulk, +2)= alk, + 2)a(k, +1)a(k, )u(0),

u(k)=alk ~1)a(k - 2)...a(k, Ju(0)

seklinde ¢oziilebilir. Bu ¢oziim,

_ {H a(i)}u(O) (4.3)

i=k,

seklinde yazilabilir. Homojen olmayan (4.2) fark denkleminin ¢6ziimii de;

uky +1) = alk, Julk, )+ g(k,).

ulky +2)=alk, +u(k, +1)+ gk, +1),

= a(ko + 1) a(ko ( )+ a(ko +1)g(ko)+ g(ko +1)

seklindeki islemlere devam edilerek,
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u(k)= {ﬁa(i)}u(OH E{ﬁa@)} <) @4

i=k, r=koLi=r+l

seklinde genel bir denklem elde edilir ve bu ¢oziim tektir. (4.4) denkleminin dogrulugu

tiimevarim yontemiyle ispatlanabilir (Elaydi, 2005).
k =1 igin;

u(l) = u(O)

k =n i¢in;

n—1

u<n>{na<z->}u<o>+”z‘[ﬁac)}g(r)

i=kq r=koLi=r+1
denkleminin dogru oldugu kabul edilsin.

k =n+1 i¢in dogrulugu gosterilsin. (4.2) denkleminden, (4.4) ile

i=k, r=kyi=r+l1 i=n+1
| TTat0)ul0)+ 3| TTal) <)
i=k, r=ky Li=r+1

denklemi elde edilir. Burada [Ja(i)=1 ve > a(i)=0 oldugu kabul edilir. Bdylece

i=n+1 i=n+l

VkeZ" igin (4.4) denklemi saglanmistir.

Eger (4.2) denkleminde a(k) fonksiyonu sabit ise, (4.2) homojen olmayan fark denklemi;



11
u(k +1) = au(k)+ g(k), u(0)=u, 4.5)

ile ifade edilir. (4.5) denkleminin ¢6zlimii i¢in, (4.4) denklemi uygulanilarak,
k-1
at0)] ~alohatiati-=a', (o b 9

%_l{kllac)}gw: [Ta0)e©)+ [Ta@z0)+...+ [Tat)zle-1)

i=0+1 i=l+1 i=k—1+1

a*'g(0)+a*2g(1)+...+a’g(k—-1),  (a sabit sayr)

= ak_r_lg(r) (47)

elde edilir. (4.6) ve (4.7) denklemlerinden, (4.5) denkleminin ¢&ziimii,

k-1

ulk)=a‘u, +3 " a"""g(r) 4.8)
r=0

seklinde elde edilir.

Ornek 4.1: u(k +1)=(k+1) u(k)+2*(k+1)!, u(0)=1, k>0

denklemi, birinci mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemidir. Coziimii i¢in; (4.4)

denklemi kullanilir. (4.4) denklemi yazilip soruya uygulansin. Denklemde,

u(0)=1,
ai)=(i+1),

g(r) =2" (r + 1)!

dir.
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u(k):hj(zﬂ)}u(o%g ::l(lu)}zr(rﬂ)v

[TG+1)=123...(k-1)k)=k!

TG+1) =+ 2+ 3+ 4)...(k — 2k — 1)K)

{“ (i+1)}(r+l)!:k!

i=r+l

dir. Bulunan degerler (4.4) denkleminde yerine yazilarak u(k) degeri,

k-1
u(k)=k1+> K12’

r=0

seklinde bulunur. Burada,

n_lak— (a”—l)/(a—l), a#1 ise
a=1ise

k=0 )

dir.

k-1 k-1
u(k)=Fk!+> k12" = k![l+z 2fj

u(k)= k!(1+ 2;__11 j
u(k)=(k)(2*)

¢Ozlimii elde edilir.
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Eger (4.2) denklemindeki a(k) ve g(k) fonksiyonlar1 sabit ise homojen olmayan fark

denklemi,

u(k +1) = nu(k)+c

veya

u(k)=nu(k —1)+c (4.9)

seklinde yazilir. n ve c¢ sabit olmak iizere, (4.9) denklemine birinci mertebeden sabit
katsayil1 lineer fark denklemi denir. Eger ¢ sabit olmasaydi, (4.9) denklemi sabit katsayili
lineer fark denklemi olmazdi. Ayrica (4.9) denklemi ¢ # 0 oldugu i¢in, homojen olmayan

fark denklemidir. Eger ¢ =0 ise;
u(k)= nu(k 1) (4.10)

denklemine, homojen lineer fark denklemi denir. Ardisik tekrar islemleri ile bu denklemin

¢oziimii
u(k)=mulk ~1), u(k ~1)= nulk~2), ulk~2)=nu(k-3), ...

olmak iizere,

u(k) = nu(k ~1)= n(nu(k —2) = n? (u(k =3)) = .. = n* (1)

dir. Yani denklem,

u(k)=n""u(l) (4.11)

seklini alir. n sabit olmak tizere (4.11) denklemi, (4.10) denkleminin ¢oziimiidiir.

(4.9) denklemi;

u(k) = n(nu(k —2)+c)+c = n*ulk = 2)+nc+c

= n?(nu(k =3)+c)+nc+c =n*u(k —3)+n’c+nc+c

=n* " u()+n e+ n e+ +nc+e
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:n""lu(1)+c(1+n+n2 +...+nk"2) (4.12)

seklinde yazilabilir. Burada,

i n' ™ =1+n+n’>+...+n"" +... geometrik serisinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi;
=)
S,=l+n+n*+..+n"" = 1_”; dir. |n| <1 igin limn" =0 oldugundan ini_l =1, dr.
— P _
O halde,
l+n+n*+..+n7 = —(nkil -
n—1
dir. Bulunan bu ifade (4.12) denkleminde yerine yazilarak,
ulk) = nk_lu(l)Jrc(n;l_l D (4.13)
elde edilir. (4.13) denklemi, (4.9) denkleminin ¢oziimiidiir.
(4.13) denklemi n #1 i¢indir. n =1 oldugu durumlar i¢in 6zel olarak incelenmelidir.
n =1 igin (4.9) denklemi;
u(k)=u(k—1)+c (4.14)
dir. Ardisik tekrar islemleriyle (4.14) denklemi;
ulk)=ulk —1)+c=(ulk —2)+c)+c=ulk —2)+2c =u(k =3)+3c=..=ul)+ (k- 1)
u(k)=u(l)+ (k-1)c (4.15)

seklinde elde edilir. (4.15) denklemi, (4.14) denkleminin ¢6zlimiidiir.

u(k) lar1, u(l), u(2), ... seklinde yazmak yerine, u(O), u(l), u(2), ... olarak yazarsak, yani

diziler u(O) teriminden yazilmaya baslanirsa , (4.9) denkleminin ¢6zliimii;
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u(k)znku(0)+c(nk _1), n#l (4.16)

dir.

(4.14) denkleminin ¢éziimii;

u(k)=u(0)+ ke (4.17)
dir.

Ornek 4.2: u(k)=2u(k-1)+1 fark denkleminin %(0)=10 olmak iizere ¢5ziimii bulunmak

istensin.

Verilen denklem (4.9) formunda olup sabit katsayili homojen olmayan fark denklemidir.

Coziimii (4.16) denkleminde verildigi gibi;

(n* 1)

u(k)=n*u(0)+c o

seklindedir. Bu denklemde n =2, ¢ =1 dir. O halde ¢6ziim;

k
u(k)= 2"u(0)+1((22 _1l)j 2510425 —1=11.2* -1

olarak elde edilir.

u(k)=11.2F -1 ¢oziimiine; u(0)=10 igin verilen u(k)=2u(k —1)+1 fark denkleminin 6zel

¢Ozlimii denir.

u(0)=10 degerinin kullanilmamis haldeki, yani u(k)=2"u(0)+2% -1 ¢oziimiine, genel

¢Oziim denir.
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4.1 Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri Uzerine Ornekler

Fark denklemleri giinliik hayatta bircok problemin modellenip ¢oziilmesinde kullanilabilir.

Bunlarla ilgili 6rneklerden bazilar1 asagida verilmistir.

Ornek 4.1.1: Fark denklemleriyle ilgili orneklerden biri, sicaklik degisiminin
modellenmesidir. Sabit sicakliktaki bir odada, bir bardak cayin sogumasi veya bir bardak
limonatanin 1sinmas1 gibi sicaklik degisimi olaylarinin modellenmesidir. 7' (O) cay veya
limonatanin baglangi¢ sicakligini gostersin. S odanin sabit sicakligini, 7 (n) icecegin n birim

zaman sonraki sicakligini gostersin. Bir birim zamandaki sicaklik degisimi;
T(n+1)-T(n)=k(T(n)-S) (4.1.1)
ile verilir. k£ cisme baglh sabittir. n =0,1,2,... dir.

(4.1.1) denklemine “Newton’un soguma kanunu™ denir. Bu denklemden, sabit birim
zamanda sicaklik degisiminin ¢evrenin sicakligi ile nesnenin sicakligl arasindaki farka bagh
oldugu sdylenebilir. Sicaklik farki biiyiikse, soguma (veya 1sinma) hizi, sicaklik farki daha
kiiciik olana gore daha hizhidir. S sicakligr bilinirse ve & sabitini bulmak i¢in yeterli bilgi

verilirse, (4.1.1) denklemi birinci mertebeden fark denklemi olarak yazilip ¢oziilebilir.

Omegin, baslangi¢ sicaklign 90°C olan bir bardak kahve, 20°C sabit sicakliktaki odada

birakilsin. Ug dakika sonra kahvenin sicakligt 75°C ye diigsiin. 10 dakika sonra kahvenin

sicakligi ne olur? (Birim zamanda kahvenin diizenli sogudugu kabul edilsin.)

Burada; 7T(n), n dakika sonra kahvenin sicakligi; S =20°C odanin sicakligi olsun.
Kahvenin baslangi¢ sicakligi 7(0)=90 °C dir. Ug dakikada 90—75=15°C soguyorsa ve

birim zamanda diizenli sogudugu icin bir dakikada 5°C sogur. T (1)= 85 olur. Bu veriler

denklemde yerine yazildiginda,

7(1)-7(0)= k(7(0)-20)

* Difference Equations to Differential Equations, Section 1.4, Difference Equations, Copyright © by Dan
Sloughter 2000, (http://math.furman.edu/ ...)
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85-90 = k(90 - 20)
ke = 0,07

bulunur. Buradan, denklem yeniden yazilarak ¢oziildiigiinde,

T(n+1)-T(n)=(-0,07)(T(n)-20)
T(n+1)=0937(n)+1,4

denklemine ulasilir. Bulunan bu denklem birinci mertebeden homojen olmayan lineer fark

denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii (4.16) denklemidir.

k
u(k)= nku(0)+cq ,n#l,
n_

n=0,93
c=14

olup,

n 0,93" -1
T\n)=1093)T(0)+1,4 ——
(o)=0s3y 70+ 14 521

T(n)=90(0.93) —20((0.93)" ~1)

T(n)=(70)(0,93)" +20

denklemi elde edilir. 10 dakika sonra kahvenin sicakligi,

7(10)=(70)(0,93)" +20= 53,8 °C

dir. Kahve verilen kosullar altinda 10 dakika sonra yaklasik 53,8 °C sicakligina ulastyor.

lim 7'(r) = 1im(70)(0,93)" + 20 = 20

n—>0 n—>0

Yani zaman artik¢a kahvenin sicakligi azalarak oda sicakligina yaklagir. Bu sonug grafiksel

olarak Sekil 4.1.1 de verilmektedir.
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Sekil 4.1.1 Zaman artik¢a kahvenin sicaklig1 azalarak oda sicakligina yaklagir.

Ornek 4.1.2: Fark denklemlerin giinliik hayatta uygulamasiyla ilgili diger bir drek, faizle

alinan paranin geri 6denmesiyle ilgili problemdir. Bu 6rnekte bir bankadan alinan paranin

faiziyle geri 6denmesi incelensin.

Bu tip problemlerde yillik faiz oraninin, ddeme sikliginin ve paranin alindigi doénemin
bilinmesi gereklidir. Para geri 0denirken tekrar ek olarak para alinmadigi kabul edilerek

denklem kurulur. Denklem kurulurken c¢esitli parametreler kullanilir. Bunlar;

u(n); n 6deme sonunda kalan borg,
k; faiz carpani,

c ; taksit miktari,

olsun. Bu ¢esit problemlerde 6demenin zamana gore degisimi ve faizin etkisi grafik olarak

Sekil 4.1.2 de gosterildigi gibidir.
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Sekil 4.1.2 * Odemenin zamana gore degisimi ve faizin etkisi.

Problem sayisal verilerle gosterilirse;

Bir bankadan yillik %36 faiz oraniyla 1000TL para alinsin. Bu para 15 ayda ddenmek

istensin. Aylik 6deme miktar1 nedir?

u(n)= n ay sonra kalan borg
u(0)=1000TL

¢ = aylik 6denen para

olarak tanimlansi. Yillik faiz oran1 %36 oldugu i¢in, aylik faiz orami yaklasik %3 olarak
kabul edilir.

Fark denklemi kurulurken kullanilan mantik; bir sonraki aya kalan borg, bir énceki aydan
kalan borca %3 faiz eklenip, aylik 6denen taksit ¢ikarildiktan sonra kalan miktar kadar

olacaktir. Bu ifadeler matematiksel olarak;
u(n)=u(n —1)+iu(n ~1)-c

100
u(n)=(1,03)u(n—1)-c

denklemi ile ifade edilir. Bu denklem, homojen olmayan birinci mertebeden fark denklemidir.

Coziimii (4.16) denkleminden,;

()= (L03) u(0)- 6(903_—1)]

1,03 -1

* Difference Equations 1, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)
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u(n)=(1,03)"1000 — c((lL;I)j

2

seklinde elde edilir. 15 ay sonra borcun tamami 6denecegi igin u(lS) = (0 dir. Buradan;

15
u(15)=(1,03)"°1000 — ({(1’03—_1)} =0
0,03

(1,03)" (1000)(0,03)
(1,035 1)

= 83,76 TL

bulunur. Yani, aylik yaklasik 83,76 TL para geri 6denecektir.

Ornek 4.1.3: (Hardy-Weingberg Kanunu): Bir insanin boyu, sa¢ rengi, vb. karakteristik
ozellikleri, biri anneden, biri babadan alinan bir ¢ift gen ile belirlenir. Her gen, dominant (D
ile gosterilir) veya resesif (R ile gosterilir) olmak tiizere iki formda bulunur. Kisi karakterine

gore dominant (DD), resesif (RR), hibrit (RD veya DR) olabilir.

k. mnesilde dominant, hibrit, resesif oranlari; p(k), ¢(k), r(k) olsun. Burada
plk)+q(k)+r(k)=1, p=(k)>0, q(k)>0, r(k)>0, dir. Bu nesilde bireylerin genlerinin

rasgele olustugu kabul edilsin. Yani;

p(k + 1) = (k + 1). nesildeki DD (dominant) birey olasiligi= (bireyin babasindan D genini alma

olasilig1) x (bireyin annesinden D genini alma olasilig1)
Babadan D gelmesi igin;

1) Baba DD olup p(k) gelebilir.

i1) Baba DR veya RD olup %q(k) gelebilir.

Anneden D gelmesi i¢in;

i) Anne DD olup p(k) gelebilir.

i1) Anne DR veya RD olup %q(k) gelebilir.
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Bu olasiliklardan;

elde edilir.
Benzer sekilde hibrit bir birey igin;
Babadan D geliyorsa;

1) Baba DD olup p(k) gelebilir.

ii)  Baba DR veya RD olup %q(k) gelebilir.
Anneden R geliyorsa;

1) Anne DR (veya RD )olup %q(k) gelebilir.
i1) Anne RR olup r(k) gelebilir.

Veya anne ile babadan gelen genler yer degistirebilir. Yani babadan R, anneden D gelebilir.

Bu durumda,

olk+1)=2{ o)+ o(6) | )+ S al0)

2

denklemi elde edilir.
Resesif olan birey i¢in;
Babadan R gelmesi i¢in;

i) Baba RR olup r(k) gelebilir.

i1) Baba DR veya RD olup %q(k) gelebilir.
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Anneden R gelmesi i¢in;
1) Anne RR olup r(k) gelebilir.

1) Anne DR veya RD olup %q(k) gelebilir.

Bu olasiliklardan;

2 2

A1) =)+ L) 6+ )

elde edilir. Bu denklemler birinci mertebeden lineer fark denklemleridir. (k+1). terimleri

toplanirsa;

p(k+l)+q(k+1)+r(k+1):(p(k)+%q(k)+%q(k)+r(k)}2 1

elde edilir. Denklemler (k + 2). terim igin;

[
VR
7N\

o~
—
=
N—
+
N |
XN
—
=~
N
7 N\
7\
oS
—
=
N—
+
| —
AN
—
=~
N—
+
|
XN
—~
=
N—
+
~N
—
=
N—
N
i)

dir. Yani; p(k +2) = p(k +1) elde edilir.
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glk+2)= ( k+1)+ ; k+lj( k+1+;qk+1j

A3 Wé J(*k 2 J] (10340 s -3

{01+ 500 1)+ }j [0+ 30 [0+ L ey Jate)+ )
Gt G J

Yani g(k+2)=q(k +1) elde edilir.

r(k+2)= (r(k +1)+ %q(k + l)j2 = {(r(kﬁlq(k)jz + [p(k)+lq(k)j [r(k)-‘r lQ(k)Dz

2

[0 )

(01 20 (l6)+ b))
_ (r(k)+ %q(k)jz
=r(k+1)

Yani r(k +2)=r(k +1) elde edilir.

Boylece (k +2). nesilde dominant, hibrit ve resesif oran1 (k +1). nesil ile aymdir. Bu sekilde

karakteristikleri rasgele eslesen popiilasyonlarin dominant, hibrit ve resesif orani ilk nesilden
onra degismez oldugu gosterilir.

4.2 Birinci Mertebeden Fark Denklemlerinin Kararliliklari

4.2.1 Denge Noktasi
Fark denklemi;

u(k +1)= £ (u(k)) (4.2.1.1)



24

seklinde yazilabilir.

f fonksiyonun tanim bolgesindeki bir x* noktasi, eger fonksiyonun sabit noktasi ise, diger

bir deyisle, f (x*): x" ise, x  noktasina, (4.2.1.1) denkleminin denge noktasi denir. Grafiksel
olarak da denge noktasi; f fonksiyonun grafigi ile, y =x dogrusunun kesistigi noktadir
(Elaydi, 2005).

Ornek (4.2.1.1): u(k + 1) =2- u(k) denkleminin denge noktasi nedir?

u(k +1)=2—u(k) denkleminde f(u(k))=2-u(k) dir. Burada;

flu)=2-u
f&ﬂzx*dm%n@m
2-u=u

u=1

dir. Yani denge noktas1 x* =1 noktasidir. Bu grafik olarak, Sekil 4.2.1.1 de gosterilmektedir.

v

Sekil 4.2.1.1 Denge noktas1 x" =1 noktasidir

Fark denklemlerinin, ¢6ziimii bazen bir denge noktasi olmayabilir. Ancak birkag iterasyondan
sonra denge noktasina ulasilabilir. Diger bir deyisle, dengede olmayan bir durum, sonlu

zaman i¢inde denge durumuna ulagabilir. Bu durum asagidaki tanimla ifade edilebilir.
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Tamm: x, f nin tanim bélgesine ait nokta olsun. f"(x)=x" ve f""'(x)# x" olacak sekilde,

bir 7 pozitif tamsayisi ve (4.2.1.1) denkleminin x~ denge noktas1 varsa, x e “son denge

noktas1” ” denir (Elaydi, 2005).

Tanim: (a) Verilen V& >0 igin ‘xo —x*‘ < o0 ifadesini saglayan o >0 sayisinin var olmasi
Vn>0 i¢in ‘ f "(xo)—x* ‘ < g esitsizligini gerektiriyorsa, (4.2.1.1) denkleminin, x~ denge

noktasinin kararli oldugu sdylenir (Sekil 4.2.1.2). Kararli olmayan x~ denge noktasina,

kararsiz denir (Sekil 4.2.1.3).

(b) x" noktasina;

x(O)— x*‘ <n ifadesi lim x(n) =x  olmasini saglayan, bir 7 >0 sayis

n—>x0

varsa, ¢ekicidir denir. Eger 1 = o ise, x noktasina global ¢ekici denir.

(c) Eger x* noktas1 kararli ve gekici ise, buna asimtotik kararli denge noktasi denir (Sekil
4.2.1.4). Eger n=o ise, x noktasina global asimtotik kararlidir denir (Sekil 4.2.1.5).
(Elaydi, 2005)

C PN\ 7

v
N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.2.1.2 (Elaydi, 2005): X" kararlidir.

* eventually equilibrium (fixed) point
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x2(0) y

x -1

Sekil 4.2.1.4 (Elaydi, 2005): x" noktast asimtotik kararli



27

v
S

/1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.2.1.5 (Elaydi, 2005): x global asimtotik kararli

xl(O)

Teorem: x', u(k+1)= f(u(k)) fark denkleminin denge noktas: olsun. Burada f, x’

noktasinda siirekli tliirevlenebilirdir. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(1) Eger ‘ f ’(x*)‘ <1ise, x" asimtotik kararhdir.

(i)  Eger|f'(x")|>1 ise, x" kararsizdir. (Elaydi, 2005)

ispat: (i) | /"(x") <M <1 oldugu kabul edilsin. ¥ xeJ igin | f'(x")<M <1 olacak

sekilde x" 1iceren J = (x* —y,x + 7/) aralig1 vardir. Aksi halde yeterince biiyiik # i¢in, her

bir 1, = (x* —l,x* +lj agik araliginda, | f'(x,)|> M olacak sekilde bir x, € I, noktast

n n

vardir. n — o iken, x, — x~ dir. f” siirekli fonksiyon oldugundan,

lim /(x,) = /'(x")

n—>0

elde edilir. Sonug olarak,

M <tim| £ (x,)| =| £'(7)| < M

n—>0

olup, bu celigkidir. Boylece ifade ispatlanir. x(O) e J igin,
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(4.2.1.2)

dir. M <1 oldugundan, (4.2.1.2) esitsizligi, x(l) in, x° a, x(O) dan daha yakin oldugunu

gosterir. Sonug olarak x(1)e J dir. Tiimevarimla,

*

‘x(n)—x* ‘ <M"|x(0)-x

*

dir. Ve>0 igin 5=ﬁ olsun. Boylece ‘x(O)—x*‘<5, Vn>0 igin ‘x(n)—x <eg

esitsizligini gerektirir. Bu sonug¢ kararliligi ifade eder. Ek olarak, lim‘x(n)—x*‘ =0 dir.

n—>0

Boylece lim x(n) =x" dir. Asimtotik kararli oldugu sonucuna ulasilir.

n—»0

Teorem: u(k+1)= f (u(k)) fark denkleminin x* denge noktasi igin, f '(x*):l olsun. Bu

durumda agagidakiler dogrudur.

(i)  Eger f" (x*);t 0 ise, x kararsizdir.
(i))  Eger f” (x*): 0ve f ”’(x*)> 0 ise, x* kararsizdir.

(iii)  Eger f” (x*): 0ve f "’(x*)< 0 ise, x~ asimtotik kararhidir. (Elaydi, 2005)
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Teorem: u(k+1)= f(u(k)) fark denkleminin x" denge noktas1 icin, f '(x*): —1 olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur.

(1) Eger Sf (x*)< 0 ise, x" asimtotik kararlidir.

(i)  Eger Sf (x*)> 0 ise, x* kararsizdir. (Elaydi, 2005)

Burada, Sf (x) ifadesi; bir f fonksiyonunun Schwarzian tiirevidir. Bu ifade;

MR

seklinde tanimlanir. [’ (x* ) = —1 oldugunda,

olarak ifade edilir. (Elaydi, 2005)
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5. iIKINCi MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

Ikinci mertebeden lineer fark denklemleri, birinci mertebeden lineer fark denklemlerine gore

daha geligsmis problemlerle ilgilenir. @ ve b sabitler, k£ > 2 olmak iizere,
u(k) = au(k —1)+ bu(k - 2) (5.1)

denklemine sabit katsayili ikinci mertebeden homojen lineer fark denklemi denir. Dordiincii

boliimde bahsedildigi gibi u(k) = nu(k - 1) formundaki birinci mertebeden denklemin ¢éziimii
u(k)=n"u(0) oldugundan, (5.1) denkleminin ¢éziimiiniin de 4 ve m sabitler olmak iizere

u(k)= Am*  seklinde oldugu varsayilsmn. wu(k)= Am*, (5.1) denkleminde yerine

konuldugunda,

(k)= Am*, ulk —1)= Am*™, u(k —2)= Am">
A = Aam®) + Abm?)

Am(k’z)(m2 —am —b): 0

elde edilir. Eger m=0 veya A=0 ise u(k)z 0 olacaktir. Buda (5.1) denkleminin asikar

¢Ozlime sahip olmas1 demektir.

Eger m#0 ve A#0 ise; m> —am—b=0 dir. Bu denkleme, (5.1) denkleminin yardimci

denklemi denir. Bu yardimci denklemin reel veya karmasik iki kokii vardir. Kokler;

_ a—+a®+4b

m, = 5
. _a+\/a2+4b
2
2

formiilleri yardimu ile bulunur®. Elde edilen kokler arasinda ii¢ durum sdz konusudur.

1) Birinci durum, m, # m, olmas1 durumudur.
2) Ikinci durum, m, = m, olmast durumudur.
3) Ugiincii durum, koklerin karmasik say1 olmasi durumudur.

* Difference Equations 2, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)
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Ornek olarak, bir tavsan ailesi ele alinsin. Tavsanlar hizli iireyen hayvanlardir. Bir g¢ift
tavsanin, dogduktan iki ay sonra yeni yavru yaptigini ve her ¢ift tavsan, yeni bir ¢ift i¢in, her
ay yeni bir yavru yapabildigi kabul edilsin. Yeni dogmus bir ¢ift tavsan ile baslandigi kabul
edilsin. n ay sonra kag tane tavsan olur? Bu soru ikinci mertebeden fark denklemi yardimu ile
coziilecektir. Bu kurgulanan problemdeki ay ile tavsan ¢ifti sayisinin ilk birkag¢ aydaki iligkisi

asagidaki Tablo 5.1 ile 6zetlenebilir.

Tablo 5.1 "
Ay
1 2 3 4 5 6
Cift
Sayist 1 1 2 3 5 8
u(k)

Tablodan goriildiigii gibi birinci ay yeni dogmus bir ¢ift tavsan vardir. Her yeni dogmus
tavsan iki ay sonra dogurdugu i¢in, bu ¢ift iigiincii ayda dogurur. Bu yiizden ilk iki ayda bir
cift tavsan vardir. Dordiincii ayda, her ¢ift her ay yeni yavru yaptigi i¢in, iigiincii ayda birinci
¢ift bir tane daha dogurur. Ugiincii ayda iki tavsan oldugundan ve yeni bir yavru daha
dogdugundan dordiincii ayda toplam ii¢ ¢ift tavsan vardir. Besinci ayda, dordiincii aydan iki

yeni dogum oldugundan bes ¢ift olacaktir. Ureme bu sekilde devam edecektir.

Bu tablodaki u(k) dizisi, 13. yy.da yasayan matematik¢i Leonardo Fibonacci ile bilinir. Bu

dizide 6nceki iki terim toplanarak, sonraki terim elde edilir .

Yukarida belirtildigi gibi dizide, dnceki iki terimin toplami sonraki terimi vermektedir. Bu

durum fark denklemi ile ifade edilirse;
u(k)=u(k —1)+u(k -2)

seklinde bir denklem bulunur. Bu denklem & — (k — 2) =2 den, ikinci mertebeden lineer fark

denklemidir.

* Difference Equations 2, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)
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Ornek 5.1: u(k)=u(k—1)+5u(k —2) fark denklemi verilsin. u(1)=3, u(2)=8 ise u(3) ve
u(4) nedir?

(5.1) denkleminin, yardimci denkleminin m, ve m, koklerinin, karsilasilan {i¢ durumu

incelensin.

1. Durum: m, #m, ise, yani birbirinden farkli iki kok varsa ¢Oziimiin u(k)zAmf‘ ve
u(k)=Bm® oldugu kabul edilir. Burada 4 ve B sabitlerdir. Am ve Bmf, (5.1)

denkleminin ¢éziimleri ise denklemi saglar. O halde,

Am* = aAml(kfl) + bAml(kfz)

Bmzk = aBmz(k_l) + mez(k_z)

dir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa;

Amlk + Bmzk = a(Aml(H) + Bmz(kfl))Jr b(Aml(kfz) + Bmz(kfz))

dir. Buradan, Amlk + Bmzk toplaminin (5.1) denklemini sagladig: goriiliir. Boylece,
u(k) = au(k —1)+ bu(k —2)

denkleminin genel ¢ozlimii;

u(k)= Am* + Bm,"

seklinde olup, burada m, # m, ve A, B keyfi sabitlerdir.
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Ornek 5.2: u(k)=—5u(k —2) fark denklemi verilsin. u(1)=2, u(2)=5 olmak iizere genel ve

0zel ¢oziimii bulunmak istensin.

Denklem u(k)+5u(k —2)=0 seklindedir ve u(k)= Am" seklinde bir ¢oziimiiniin oldugu
kabul edilsin. O halde,

Am* +54m"%? =

Am(k’z)(m2 + 5)

0
0
dir. Asikar ¢6zlimiiniin olmadig diisiiniiliirse, yardimci denklem;
m’+5=0

dir. Bu denklemden kokler,

m* =-5

m :\/gi,m =—4/5i
1 2

bulunur. Kékler m, # m, oldugu i¢in, genel ¢6zlim;

u(k)= a5if + B-5if

seklindedir. u(l) =2, u(2) =5 sartlarin1 kullanarak, 6zel ¢6ziim bulmak i¢in;

u(l)=2

u(1)= AV5i) + BEA5i) =2

A-B :% (5.2)
u2)=5

u(2)= A5 i) + BEA5i) =5

~54-5B=5=A+B=-1 (5.3)

dir. (5.2) ve (5.3) den,
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2A:i—1:>A—2_*/§’

J5i 245

dir. Bulunan A4 degeri (5.2) veya (5.3) denklemlerinde yazilirsa,

2-+5i —2J5i-2+445i —+5i-2

YT 251 251

B=-1

degeri bulunur. Bu bilgiler kullanilarak,

u(k) = (22_—\/\5’](\/5 if + [_2_7;/:5’](— J5if

0zel ¢oziimi bulunur.

2. Durum: m, = m, olsun. Yani bir birine esit iki kok var olsun. Bu durumda genel ¢6ziimde

ayni iki kokiin toplami olacaktir.
u(k): Amlk +Bm1k = mlk(A+B): mll‘(j, C=A4+B

dir. u(k)= au(k —1)+bu(k —2) denkleminin bir diger ¢éziimii u(k)= Dkm," dir. Bu asagida

gosterilecektir.

Esit kok durumunda genel ¢6ziim lek ve kalk nin toplamiyla elde edilir. Bu durum

asagida gosterilecektir.

Eger u(k)= Dkm," ise u(k—1)=D(k—1)m,"", u(k-2)=D(k —2)m,"? dir. Dkm,* ¢6ziim

ise denklemi saglayacagindan, denklemde yerine yazildiginda denklemi sifir yapar.

u(k)= au(k 1)+ bu(k — 2) = Dkm," = aD(k —1)m,"" + bD(k — 2)m,"
Dikm,* —aD(k —1)m,"" =bD(k —2)m,"? =0

Dml(k_z)lkml2 - (k —1)am, — (k - 2)b Jz
= Dml(kfz)[k(ml2 —am, — b)+ am, + 2b]: Dml(lﬁz)(czml + 2b) =0
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Bu esitlik saglanir. Ciinkii ml2 —am, —b=0 dir. Bu yardimc1 denklem iki esit kokten

olustugu igin diskriminant A =a” +4b=0 ve m, :% olur.
) (a G @ Lo e 2 )
u(k)~aulk ~1)~bulk ~2)= D | o 7 |+ 26 | = D Z-+2 | = Dm (> +4b)=0

dir. Ciinkii a” +4b =0 dir. Boylece kalk nin bir ¢6ziim oldugu gosterildi.

lek ve kalk ¢coziimlerinin toplam1 da ¢oziimdiir. Yani lek +ka1k toplam1 da

¢coziimdiir. Gergekten,

k k-1 k-2
Cm, =aCm,  +bCm,

Dim," = aD(k —1)m,"™ + bD(k —2)m, ™
dir. Bu denklemler toplanirlarsa;
Cm," + Dim,* = alCm ™ + D(k = 1)m, " )+ b(Cm,* + D(k = 2)m,"? )

elde edilir. Boylece lek + kalk toplaminin denklemi sagladig1 dolayisiyla ¢6ziim oldugu

gosterilmis olur.

Sonug olarak,

u(k)= au(k —1)+ bu(k - 2)

denkleminin kokler esit oldugu zaman ¢oziimii;
u(k)=Cm," + Diem,"

dir. C, D keyfi sabitlerdir.

Ornek 5.3: u(k)+8u(k —1)+16u(k —2)= 0 denklemi ¢oziilmek istensin.
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Yardimci denklem olusturulur. Kokler elde edilip ¢éziime ulasilir. Coziimiin u(k)z Am"

oldugu kabul edilerek,

Am* +84m"* ) +164m" 2 = 0
Am"* ) (m* +8m +16)=0

(m* +8m+16)=0
yardimci denkleminden,

_—8+\/6_ _—8—\/6_
m, —T——4, m, _T_—4

m, =m, =—4

kokleri bulunur. Birbirine esit iki kok oldugundan ¢oziim;
u(k)=Cm," + Diem,"

dir. Buradan verilen denklemin genel ¢oziimii,

u(k)=C(—4)" + Dk(-4)"

u(k)=(-4)(C+ Dk) (5.4)
dir.

Eger u(l) =1, u(2) = 4 kosullar1 verilirse bir 6zel ¢dziim bulunabilir. Ozel ¢dziim icin,
u(l):1:>—4(C+D):1:>C+D:—i (5.5)

u(2)=4:>16(C+2D):4:>C+2D=% (5.6)

hesaplanir. (5.5) ve (5.6) denklemlerinden D = %, C= —% degerleri elde edilir. Bu degerler

(5.4) denkleminde yerine yazilirsa;
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(i) = (—4)k(—%+%kj 5.7)

0zel ¢oziimii bulunur. (5.7) 6zel ¢oziimiinden yararlanarak u(k) nin istenilen degeri bulunur.

Omegin k =10 igin u(k) degeri;

k=10=u(10)= (- 4)“’(_73 + %j = (- 4)“’(%) = 4456450

olarak hesaplanir.

3. Durum: m, ve m, koklerinin karmasik say1 olmas1 durumunda ise,

u(k)+ au(k —1)+bu(k —2)=0

seklindeki ikinci mertebeden lineer fark denklemi igin, u(k) = Am" ¢dziim oldugundan,
u(k)= Am"*, u(k-1)= Am* Y | u(k—2)= Am"*?)

dir. Ikinci mertebeden lineer fark denkleminde yerine yazildiginda,

Am* + Aam™™ + abm* =0

Am(l‘_z)(m2 +am+ b): 0
elde edilir.
m>+am+b=0

yardimci denkleminden m, ve m, koklerinin,

_ —a—+a’ —4b
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seklinde karmagik say1 oldugu varsayisin. a,b R dir. Kokler birbirlerinin eslenikleridir.

Yani m, =m, dir. Buradan,

a

b>0,
b

<1 dir.

LA cos@ ve 1—( a jz =sing doniisimil yapilirsa
24b 24b ’

m, =\/Z(cos¢)—isin(p)

m, = \/Z(cosgoﬂ'sin(o)
seklinde olur. Bu koklerin &. kuvvetleri alinirsa,

(m,)" = (Vb)* (cos ke —isinke)
(m,)* = (Vb)* (coske +isinke)

elde edilir. u(k)+au(k —1)+ bu(k —2)= 0 denkleminin genel ¢6ziimii;

u(k) = Alm, )" + Blm,)’
u(k)= A(\/Z)K (cos kg —isinke)+ B(\/Z)K (cos ke +isin ke)

u(k)= a(\/Z)k (coske)+ ,B(\/Z)k (sinkg)
olarak elde edilir.

Bu ¢oziim,

u(k)= (\/Z)k (a(coskep)+ p(sinke))

a=A+B, B=i(B-A4)
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cosm = sinw =

®=tan" (ﬁj olsun.

(24

_x B
u(k)= (\/Z)k\/az + % (cos w(cos k) + sin e( sin k¢))
u(k)= (\/Z)kw/az + % cos(kp — w)

seklinde de ifade edilebilir.

5.1 ikinci Mertebeden Homojen Olmayan Lineer Fark Denklemleri

u(k) + au(k - 1) + bu(k - 2) =0 formundaki denklemlerin ikinci mertebeden homojen lineer
fark denklemleri oldugu belirtilmisti.

u(k)+ au(k —1)+ bu(k —2)= f(k) (5.8)

seklindeki denklem ikinci mertebeden homojen olmayan lineer fark denklemidir. f (k); k nin
bir fonksiyonudur. Ikinci mertebeden homojen olmayan fark denklemlerinin ¢dziimiiniin

genel ¢coziimii;
u(k) =( homojen kismin genel ¢6zlimii) + ( tiim denklemin bir 6zel ¢oziimii)
seklindedir.

Denklemin 6zel ¢oziimii, f (k) fonksiyonunun durumuna gore denklem modeli koyarak bir
esitlik olusturulur. Bu esitlikten 6zel ¢ozlime ulagilir. f (k) nin durumuna gore segilebilecek

bazi denklemler Tablo 5.1.1 de verilmistir.
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Tablo 5.1.1 ~

f (k ) dzel ¢dziim modeli

Sabit fonksiyon ise| a

k a + bk
k* a+bk +ck’
n" an® (veya bazi 6zel durumlarda akn® alinir)

Ornek 5.1.1: 2u(k)—7u(k —1)+ 6u(k —2) =3 denklemini ¢6zmek igin,
once verilen denklemin,

2u(k)— Tu(k —1)+ 6u(k —2)=0

homojen denklemi ¢oziiliir. Yardimci denklem ve kokler,

2m* —Tm+6=0

7 ++/49 - 48
mo=—""20 20
4

7-J49-48 3
Iy T

dir. Bulunan kdkler yardimiyla homojen kismin ¢6ziimii;

seklindedir. Denklemin sag tarafinda f (k) =3 sabit fonksiyon oldugundan tablodaki birinci

durum s6z konusudur. Yani; ¢oziim olarak, u(k)=a kabul edilerek,

ulk)=a, ulk-1)=a, u(k-2)=a
2a—-Ta+6a=3

* Difference Equations 2, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)
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0zel ¢oziimii bulunur. Boylece, genel ¢6ziim; homojen denklemin genel ¢6ziimiiyle, homojen

olmayan denklemin 6zel ¢6zlimiiniin toplamindan,

seklinde bulunur.
Ornek 5.1.2: 2u(k)—7u(k —1)+ 6u(k —2) = k denklemi ¢oziilmek istensin.

Homojen kismin ¢oziimii;

dir. Denklemin sag tarafi f (k) =k oldugundan tablodaki ikinci durum séz konusudur. Yani,

¢oziim olarak u(k)= a + bk kabul edilerek,

u(k)=a+bk, u(k—1)=a+b(k-1), u(k—2)=a+b(k-2)
2(a +bk)—T7(a+b(k —1))+6(a+b(k-2))=k
2a+2bk—T7a—-7bk+7b+6a+6bk—-12b=Fk
a-5b+bk=k

bk=k=b=1

a-5b=0=a=5

bulunur. Buradan, 6zel ¢o6ziim;
u(k)=5+k

olur. Boylece genel ¢6zliim;

u(k) = AQ2) +B[%jk +(5+4)
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olarak elde edilir.
Ornek 5.1.3: 2u(k)—7u(k —1)+ 6u(k —2) = 3* denklemini ¢ozmek icin,

once homojen kismin ¢éztiimii;

bulunur. Denklemin sag tarafi f(k)=3" oldugundan tablodaki dérdiincii durum soz

konusudur. Yani, ¢oziim olarak u(k)= a3* kabul edilerek,

u(k)=a3", u(k-1)= a3t ulk -2)= 2362)
2a3* —7a3% 4 64302 = 3¢
36-2)(184 — 21a + 6a) = 3*

18a—-2la+6a=9

3a=9

a=3

bulunur. Buradan 6zel ¢6ziim;
u(k)=3(3")=3*"

olur. Boylece genel ¢6ziim;

3 k
u(k)=4(2)" + B[Ej +34
olarak elde edilir.

k
Ornek 5.1.4: 2u(k)—Tu(k —1)+ 6u(k —2) = (%j denkleminin genel ¢6ziimiinii bulabilmek
i¢in Once;

homojen kismin ¢6ziimii;
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k
seklinde elde edilir. Denklemin sag tarafi f (k):(%j dir. Fakat ozel ¢oziim igin

k

k
u(k): a(%) alimirsa, a nm degeri bulunamaz. Ciinkii B[%j homojen kisminda bir
¢ozlimiidiir. Bu durumda tablodaki dordiinci durumun &zel hali uygulanir. Yani; ¢6ziim

k
olarak u(k)= ak(%) kabul edilerek,

2ak(%}k ~Talk - 1)@j(k_l) +6alk - 2)@)(H) _ ( % jk
3 ) e 32

9 3 9
2ak— - -1)= —2)==
ak4 Ta(k )2 +6a(k —2) 1

2ak—gak+2a+6ak—12a:2
2 2 4
3 9
——aq=—
2 4
3
a=-——
2

bulunur. Béylece 6zel ¢oziim;

i 312

dir. Buradan genel ¢6ziim;
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olarak elde edilir.

Genel olarak; f (k) ya gore bir ¢oziim se¢mek zordur. Bu kural her zaman uygulanamayabilir.

Bunun i¢in daha genel bir ydntem olan “iireten fonksiyonlar™ * kullanilabilir.

5.2 Ureten Fonksiyonlar

Bu yontem homojen denklemleri de homojen olmayan denklemleri de ¢d6zmek igin

kullanilabilir. Bir G(x) fonksiyonu belirlenir. Bu fonksiyona “iireten fonksiyon™ denir.
Homojen denklemler igin iireten fonksiyon,
G(x)=u(0)+u(l)x +u(2)x® +u@3)x® +...

seklinde tanimlanir. Denklemden de goriildiigii gibi G(x); katsayilar1 u(0), u(1), u(2), . . .

elemanlarinin olusturdugu kuvvet serisinden olusur ve fark denkleminin ¢oziilmesinde

kullanilir =

Ornek 5.2.1: u(k)=3u(k—1)-2u(k-2), k>2, u(0)=2, u(l)=3 denklemini ¢6zmek

i¢in,

yazilabilir. Buradan,

G(x)=u(0)+u(l)x +u(2)x® +u@3)x® +...

* Generating Functions
Difference Equations 2, (http://www.cimt.plymouth.ac.uk/ ...)
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G(x) = 2+ 3x + (3u(1) - 2u(0))x? + (3u(2) - 2u(1))x* + ...
G(x) =2+ 3%+ 3u(l)x? —2u(0)x® +3u(2)x® = 2u(l)x’ +...
G(x) =2+ 3x + 3x(u(r +u(2)x® +...)— 20 (u(0) + u()x +u(2)x* +...)
G(x) =2+ 3x+3x(G(x) - u(0)) - 2x*(G(x))
G(x)=2+3x +3x(G(x)-2) - 2x*(G(x))
G(x)=2—3x +3xG(x) - 2x*(G(x))
Glx)= 2x22—_ .i): i (2x2—1)f; )

2-3x A4 B _Ax-A+2Bx-B
x-1)x-1) (2x-1) (x-1)  (2x-1)x-1)
A+B=-2
A+ZB:—3} A=-1. 5=~

bulunur. Yani;

2-3x 1 1

(2x—1)x-1) (1—2x)+(l—x)

dir.

1
(1-2x)

ve , Maclaurain serisine agildiginda,

1
(1-x)

(I-x)" =l+x+x"+x>+...

(1-2x)" =1+2x+(2x) +(2x)* +...

elde edilir. Bunlar G(x) de yazildiginda,

1 1
)=
G(x)=(1+1)+ (2x+x)+ (22 x> + 22 )+ (2> +x°)+ ...

G(x)=2+3x+ (27 + 1> +(2° + 1) + ...
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elde edilir. G(x) in k. terimi u(k)x* :(2" +1)x" oldugundan, x* nin katsayisi, fark

denkleminin ¢oziimii u(k) yi verir. Buradan da genel ¢6zlim,
u(k)=2% +1
olarak bulunur.

Homojen olmayan denklemler i¢in yontem asagidaki 6rnekte verildigi gibi uygulanir.

Ornek 5.2.2: w(k)+u(k—-1)—6u(k—2)=k, k>2, u(0)=0, u(l)=2 denklemini

¢ozebilmek i¢in iireten fonksiyon,

G(x) = u(0)+u(l)x +u(2)x® +u@3)x® +...

seklinde secilsin. Denklemdeki katsayilar yardimiyla (1 +x— 6x2) elde edilir.
ulk)+u(k —1)—6u(k —2)=k

denkleminden; #(2)=0, u(3)=15 olarak bulunur. Buradan;

—

I+x— )G(x):(1+x—6x2)( () () +u(2 x2 x +. )
( ( ) ()x+u(2) ) ( ( )x+u( )x +u(2)x +. ) ( O)X2 —6u( )x —6u(2)x4 +)
u(0)+ (u(1)+ (0))x + (w(2)+ ()= 6u(0)x” + (u(2) = 6u(1)+ u(E)” +...

=0+(2+0)x+(0+2-0)x* +(0—12+15)x* +

2x+2x% +3x° +4x*.

(+x 6x* ) =2x+2x* +3x° +4x*.

(l+x—6x )G(x):2x+x(2x+3x2 +4x3...)

yazilabilir.

1+2x+3x* +4x> +...=

(1-x)

oldugundan,



2 _ 1 = al
(1+x—6x )G(X)—ZX+X[W—1J—X+ (l—x)2
(1+32)(1-2x)G(x) = )C(l(%)):)fx
x® = 2x% +2x A B ¢ D

G(x)= (1+3x)(1—2x)(1—x)2 - (1+3x)+1—2x+(1—X)2 +1—x

Glx)= A(1-2x) (1-x)* + B(1+3x) (1-x)" + C(1+3x) (1-2x)+ D(1-x) (1+3x) (1-2x)
(1+3x) (1-2x) (1-x)

dir. Gerekli islemler yapildiktan sonra;

6(x) (A+B+C+D)+(-44+B+C)x+(54-5B—-6C —TD)x* +(~24+3B+6D)x’
(1+3x) (1-2x) (1-x)’

A+B+C+D=0

—44A+B+C=2

54-5B-6C—-7D=-2

-24+3B+6D =1

d=-> p=l,C=-t p=_T
16 4 16

bulunur. Buradan,

()= 1 1 7
- 16(1+3x)+1—2x_4(1—x)2 16(1-x)

G(x):1—65(1—3x+(—3x)2 +...)+(l+2x+(2x)2 +...)—i(l+2x+3x2 +...)—%(l+x+x2 +..)

u(k)= %[— 5(-3) +16(2* )~ 4(k +1)- 7]

elde edilir. k. terimin katsayis1 verilen denklemin genel ¢6ziimiinii verir.
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6. GOZUMLERIN LIMIT ALMA DAVRANISLARI
u(k +2)+ pyu(k +1)+ p,u(k)=0 (6.1)

seklinde ikinci mertebeden lineer homojen fark denklemi ele alinsin. (6.1) denkleminin
karakteristik koklerinin 4, ve A, oldugu kabul edilsin. Bu koklere gére asagida verilen farkli

durumlar s6z konusudur.

1. Durum: A, ve A, ayrik iki reel kok ise ul(k) = ve uz(k) = 1%, (6.1) denkleminin lineer
bagimsiz iki ¢oziimiidiir. Eger |/11| > |/12| ise u, (k) e baskin (dominant) ¢éziim, A, e baskin
(dominant) karakteristik kok denir. Tersi durumda uz(k) e baskin (dominant) ¢dziim, 4, e

baskin (dominant) karakteristik kok denir. (6.1) denkleminin genel ¢Ozimi

u(k)=a,Af +a,A dir.

|44 >|4,| oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

k
u(k) = allf + azﬁfg = /1{‘ [al +a, {%] }

1

oldugundan

k
k — o iken (%] — 0 olur.

1

Sonug olarak; %imu(k)=£imalif oldugu goriiliir. Boylece, genel ¢oziimiin limit alma

davraniginin, baskin ¢oziimiin davranigina gore belirlendigi gosterilmistir (Elaydi, 2005).

A, in degerine bagl olarak asagidaki alt1 farkli durum s6z konusudur.
1) 4, >1 ise {alﬂf} dizisi, oo a 1raksar. Sistem kararsizdir.

2) 4, =1 ise {a, 2 | dizisi, sabit dizidir.
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3) 0< 4, <1ise {al/lf } dizisi, sifira monoton azalir. Sistem kararlidir.

4) —1< 4, <0 ise {alﬂ’f } dizisi, sifir etrafinda salinim yapar. Yani isaret degistirir. Sifira

yakinsar. Sistem kararlidir.
5) A4, =-11ise {alﬂf} dizisi, a, ve —a, degerleri arasinda salinim yapar.

6) A, <-1 ise {allf} dizisi salinim yapar ama biyiikliiglinde artar. Sistem kararsizdir.

(Elaydi, 2005).

2. Durum: A4 =4,=4 oldugu durumda, (6.1) denkleminin genel ¢6ziimii,
u(k)=(a, +a,k)A* seklindedir. Eger A>1 ise monoton olarak, eger A<-1 ise salimm

yaparak, u(k) ¢Ozliimii 1raksar. |/1| <1 oldugunda;
ll{imk/ik =0.0 belirsizligi

.k NP
/Pm_ =2 belirsizligine doniisiir. Buradan,
—0 o0

bulunur.
}(im kA" =0
oldugu i¢in |/1| <1 oldugunda ¢6ziim sifira yakinsar.

3. Durum: A, ve A, kokleri karmasik sayilar ise, B #0 olmak lizere A, =a+if8 ve

A, =a —if olsun. (6.1) denkleminin ¢6zliimi;
u(k)= ar* cos(k6 — )

seklinde verilir. Burada,
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r=qa’+p°, 6’=tan1(£j
a

dir. Kosiniis fonksiyonu salmmmli oldugundan, u(k) ¢ozimii de salmmbdir. u(k),

karakteristik koklerin durumuna gore {i¢ farkli sekilde salinim yapar.

1) r>1 ise 4 ve 4, :Z olup birim gemberin disindadir. u(k) salium yapar ama
bliytikliiglinde artar. Sistem kararsizdir.

2) r=1ise A ve A, zz olup birim ¢emberin iizerindedir. u(k) salmim yapar ama
bliytikliiglinde sabittir.

3) r<lise 4, ve 4, =Z olup birim ¢emberin igindedir. u(k) ¢Oziimii salinim yapar ama

k — o i¢in sifira yakinsar. Sistem kararlidir. (Elaydi, 2005)
Teorem(6.1): Asagidaki durumlar dogrudur.

1) (6.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin sifir civarinda salinimli olmasi icin gerek ve yeter
kosul karakteristik denklemin pozitif reel kdkiiniin olmamasidir.

i1) (6.1) denkleminin tiim ¢dziimlerinin sifira yakinsamasi i¢in, yani sifir ¢6ziim asimtotik

/12| }< 1 olmasidir. (Elaydi, 2005)

kararli olmasi i¢in, gerek ve yeter kosul max{M1

(6.1) denkleminin homojen olmamasi durumunda, M # 0 oldugu ve sabit say1 olmak iizere,
ulk +2)+ pu(k +1)+ pu(k)=M (6.2)

seklinde homojen olmayan lineer ikinci mertebeden fark denklemidir. (6.1) homojen
denkleminin tersine, Vk e Z" igin u(k):O, (6.2) denkleminin ¢oziimii degildir. Cozliim

olarak denge noktas1 veya u(k) =y ¢dziimii vardir. (6.2) denkleminden;

u +pu +pu =M
" M

Uy =——
1+ p, +p,

(6.3)

elde edilir. Boylece u, (k)=u*, (6.2) denkleminin bir 6zel ¢ozlimiidiir. (6.2) denkleminin

genel ¢oziimii de,
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u(k) =u +u, (k)
dir.

u(k)— u" olmasi igin gerek ve yeter kosul & — o oldugunda u_ (k)— 0 olmasidir. u(k)

nm, u" etrafinda salmimli olmasi iin gerek ve yeter kosul u, (k) nn, sifir etrafinda salmnimli

olmasidir. Bu anlatilan 6zellikler asagidaki teoremde 6zetlenmistir. (Elaydi, 2005)

Teorem(6.2): Asagidaki durumlar dogrudur.

i) Homojen olmayan (6.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin, "~ denge ¢oziimii etrafinda
salinimli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul (6.1) homojen denkleminin higbir karakteristik
kokiiniin pozitif reel say1 olmamasidir.

ii) (6.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin k¥ — o oldugunda " a yakinsamasi igin gerek ve
yeter kosul A, ve A,, (6.1) homojen denkleminin karakteristik kokleri olmak {izere

max{|/11 /12| }< 1 olmasidir. (Elaydi, 2005).

5

Teorem(6.1) ve Teorem(6.2) teoremlerinde, ikinci mertebeden fark denklemlerinin asimtotik
kararlilig: altinda, gerek ve yeter kosullar veriliyor. (6.1) veya (6.2) denklemlerinde p, ve p,

katsayilarinin degerlerine baglh olarak kararlilik konusunda belirli kriterlere ihtiyag

duyulabilir. Thtiya¢ duyulan bu kriterler asagidaki sonuca gétiiriir.
Teorem(6.3):
l+p,+p,>0,1-p,+p,>0,1-p, >0 (6.4)

ifadeleri, (6.1) ve (6.2) denklemlerinin denge noktasinin (¢6ziimiiniin) asimtotik kararli, yani

¢oziimlerin ~ a yakinsamast i¢in gerek ve yeter kosullardir. (Elaydi, 2005)

Ispat: (6.1) veya (6.2) denklemlerinin, denge noktasinin, asimtotik kararli oldugu kabul

edilsin. Teorem(6.1) ve Teorem(6.2) kullanilarak, A°+ p, A+ p, =0 Kkarakteristik

denkleminin, 4, ve A, kokleri, birim ¢emberin igindedir. Yani |il |<1 ve |12 |<1 dir.
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; —p,++ Pl —4p, —p, =P —4p,
= ve A, = (6.5)

2 2

dir. Incelenecek iki durum vardir.

1. Durum: p —4p, >0, yani 4,, A, nin reel kokler olmasi durumudur. |/11 |<1 ve |/12 |<1

oldugundan (6.5) den,

—2<—p1+1/p12—4p2<2:> —2+p1<1/p12—4p2<2+p1 (6.6)

bulunur. Bezer olarak diger esitliktende,

—2+ p, <—+lpi —4p, <2+ p, (6.7)

elde edilir. (6.6) esitsizligindeki, ikinci esitsizligin karesi alinirsa,
1+ p, +p,>0 (6.8)
elde edilir. (6.7) esitsizligindeki, birinci esitsizligin karesi alinirsa,

l-p,+p,>0 (6.9)

elde edilir. p} —4p, >0oldugundan, (6.6) esitsizliginin ikinci esitsizliginden ve (6.7)

esitsizliginin birinci esitsizliginden,
2+p, >0 ve 2—p, >0 veya |p1|<2

dir. Buradan;

2

p
VPi—4p, = pi—4p, 20 = pi2dp, 572,

2
pzspTl<1 = 1-p, >0

elde edilir. Boylece, birinci durum igin (6.4) kosullar1 gosterilmis oldu.
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2. Durum: p} —-4p, <0, yani A,, A, koklerinin karmasik sayr olmast durumudur. Bu

durumda,
/11,2 = Tlia\/‘tpz - p12

2 2
2 p; 4p, p
A =BT -Bee i,

dir. p <4p, oldugundan, —2./p, < p, <2/ p, dir. Buradan,

bulunur. |/11 |<1 oldugundan, 0 < p, <1 dir.

(6.4) esitsizliklerinin, ilk iki esitsizliginin saglandigimi gdstermek igin, xe(O,l) i¢in
f(x)=1+x-2Vx >0 oldugu gosterilmelidir. f(0)=1 ve f’(x):l—%
X

x=1, x€(0,1) i¢in azalan f(x) in, lokal minimumdur. Bu durumda Vx € (0,1) i¢in f(x)>0

dir. Boylece

dir.

Boylece gerek kosulun ispati tamamlanmistir. Tersine durumda gosterilerek ispat tamamlanir.
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7. N. MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI
n. merteben homojen olmayan lineer fark denklemi,
ulk +n)+ p,(KJulk +n—1)+...+ p, (k (k)= g(k) (7.1)

seklindedir. p, (k) ve g(k), Vk = k, i¢in reel degerli fonksiyonlardir ve p, (k) #0 dir. Eger

g(k) =0 1se (7.1) denklemine homojen denklem denir. (7.1) denklemi,
ulk +n)=—p,(kJulk +n=1)=...— p, (kJu(k)+ g(k) (7.2)
seklinde de ifade edilebilir. (7.2) denkleminde k& = 0 alindiginda,

u(n)==p,(0uln=1)-...- p,(0)(0)+ £(0)

elde edilir. u(n) hesaplandiktan sonra, (7.2) denkleminde k£ =1 alinarak,

u(n+1)=—p,(u(n)= p, Mu(n=1)—...— p, (1) + g(1)

elde edilir. Bu islem devam ettirilerek, k>n icin u(k) yi hesaplamak miimkiindiir. Bir
{u(k) }:; (veya u(k) ile de ifade edilebilir) dizisi (7.1) denklemini sagliyor ise denklemin

¢Oziimiidiir. Eger denklem icin baslangi¢ degerleri verilirse,

ulk+n)+ p,(kulk +n—1)+...+ p, (ku(k)= g(k) (7.3)
u(ko):ao, u(ko +l)= a, u(ko +2):a2, ce u(k0 +n—l)= a, (7.4)

seklinde baslangi¢ deger problemiyle karsilasilir. Burada a, ler reel sayilardir.

Teorem(7.1): (7.3) ve (7.4) denklemleriyle verilen baslangi¢c deger probleminin ¢oziimii u(k)
vardir ve tektir. (Elaydi, 2005)

ulk+n)+ p,(ku(k +n—1)+...+ p, (ku(k)=0 (7.5)

denklemine n. mertebeden lineer homojen fark denklemi denir.
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Tamm(7.1): Hepsi birden sifir olmayan a,, a,, ..., a, sabitler olmak iizere, n > n, i¢in;

a,f\(n)+a,fy(n)+...+a,f,(n)=0 (7.6)

olacak sekildeki fl(n), 5 (n), s f (n) fonksiyonlarina lineer bagimhidirlar denir.
Eger n 2 n, igin;

alﬁ(n)+a2f2(n)+"'+arfr(n)= 0

oldugunda a, =a,=...=a, =0 ise f,(n), f,(n), ..., f.(n) fonksiyonlarina lineer
bagimsizdirlar denir. (Elaydi, 2005)

Tamm(7.2): (7.5) denkleminin # lineer bagimsiz ¢ozlimiiniin kiimesine, ¢ozliimlerin temel

kiimesi denir (Elaydi, 2005).

Tamm(7.3): Coziimlerin lineer bagimsizliklarin1 kontrol etmek i¢in Casoratian W(k)
yontemi kullanilir. Bu yontem diferansiyel denklemlerdeki Wronskian a benzer. ul(k),

uy(k), ..., u, (k) ¢ozimlerinin Casoratian W (k) ni asagidaki gibi verilir (Elaydi, 2005).

u, (k) u, (k) u, (k)

u,(k+1) u, (k +1) u, (k+1)

w (k)= det (7.7)

u(k+r=1) u,(k+r-1) u, (k+r—1)

Abel Lemmasi: Abel Lemmasi, Casoratian W(k) min hesaplanmasinda kullanilan ve
¢Oziimlerin lineer bagimsizligiin kontrol edilmesinde etkili olan bir formiildiir. u, (k), u,(k),

., u,(k); (7.5) in goziimleri ve W (k) bu ¢oziimlerin Casoratian ni olsun. k > k, igin;

w<k>=<—1>"<'fko{ﬁpn(z-)jmko) 73)

i=k,
dir (Elaydi, 2005).

Ispat: (7.7) formiiliinden,
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u(k+1)  u,(k+1) u, (k+1)
Wik +1)=det| " +2) ”2(]‘:”) “ (kfz) (7.9)
ul(k+n) uz(k+n) un(k+n)

(7.5) formiiliini kullanarak,

u, (k+n)==p, (k)u, (k +n=1)= p, (k)u, (k +n-2)=..— p, (k)u, (k)
u,(k+n)==p, (k)u, (k)= (p, (K)u, (k +n=1)+ py (K, (k +n=2)+...4 p, (k) (k +1)

denklemi elde edilebilir. Bu esitlik, (7.9) da yerine konulursa,

ul(k+1) %(k+1) un(k+1)
u(kc+2 wy(k+2 u,(k+2
) (8 R oWl
M= uinnt) s s —&((k)un(k)m—n
+ oK)y (k+n-2)  +p,(k)u, (k+n—2) +py(k)u, (k+n-2)
+1§n'_'l(k)%(k+1)) + én'_;(k)uz(kﬂ)) +p'n','l(k)un(k+1)>

determinanti elde edilir. Determinantin 6zelliginden dolayz;

u(k+1) w(k+1) e u(k+1)
Wll+1)=det ul(k.+2) uz(k.+2) un(k.+2) }L
) -p®eld o -plu
ul(k+l) %(k+l) u (k+l)
+ det U k+2) %(k.+2) u (k+2) }r
Wy len=) (Rl 1) Wyl
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ul(k+l) uz(k+l)
. det u(k+2) %(1{+2)
o Bule) —p, Ryl

elde edilir. Buradan;

ul(k+1) uz(k+1)

k42
Wke+1)=det 4

§—\

I
+

"3

)= 1) 1) de [ ‘
U

(hont) wfksnd

u, (k)
u, (k+1)

U (k)
¢ U (l‘:"'l)

u, (k+n—1) uz(k+n—1)

 (k+1)
J@+2 }+0
it
u,(k+1)
u,( .+ 2)}
()

(7.10)

bulunur. (7.10) denklemi birinci mertebeden fark denklemi oldugu icin (4.3) yardimiyla

¢oOziildiigiinde

k-1

W(k>{n<—l>ﬂpn <z->}w<ko> e 1)"<“°>{f[; pnoﬂw(ko)

i=k,
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sonucuna ulagilir.

Sonug: Vk >k, icin p,(k)#0 oldugu kabul edilsin. Vk >k, igin Casoratian W(k)+0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W(ko ) # 0 olmasidir (Elaydi, 2005).

Bu sonuca gore; Casoratian , ya Vk >k, igin sifir olur veya herhangi k >k, i¢in asla sifir

olmaz. Boylece Vk € Z" igin W(k) # 0 olduguna bakmak yerine sadece W(O) # 0 olduguna
bakmak gereklidir (Elaydi, 2005).

Coziimlerin lineer bagimsizliklart ve Casoratian i arasindaki iliskiye bakilsin. Bunun igin,
eger n ¢ozimiin Casoratian W(k) i asla sifir degilse, bu ¢oziimlerin kiimesinin bir temel

kiime oldugu gosterilir.

u,(k), uy(k), ..., u,(k); (7.5) in ¢oziimleri olsun. a,, a,, ..., a, sabitleri ve k, € Z*

olmak iizere, Vk > k, igin;

au, (k) + a,u, (k)+...+a,u,(k)=0 (7.11)
oldugu kabul edilsin. Buradan, n—1 denklem,

au, (k+1)+ayu,(k+1)+...+au, (k+1)=0

au,(k+n—1)+ azuz(/c.+n—l)+...+anun(k+n—1)= 0

seklinde tiiretilebilir. Bu sistem,
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olmak iizere,
Ulk)e =0 (7.12)

seklinde ifade edilebilir. (7.12) nin sadece asikar ¢ozlimii (yani a, =a, =...=a, =0) olmasi
icin gerek ve yeter sart U (k) matrisinin regiiler (yani Vk >k, i¢in detU (k): W(k)¢ 0)
olmasidir (Elaydi, 2005).

Teorem(7.2): (7.5) denkleminin u,(k), u,(k), . . ., u,(k) ¢oziimlerinin kiimesi bir temel

kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir k, € Z* igin Casoratian W(ko);t 0

olmasidir (Elaydi, 2005).

Teorem(7.3):(Temel Teorem) Eger Vk >k, icin p,(k)# 0 ise, (7.5) denkleminin, k > k,

icin ¢oziimlerinin temel kiimesi vardir (Elaydi, 2005).

Lemma: u,(k), u,(k); (7.5) denkleminin iki ¢oziimii olsun. Bu durumda ;
i) u(k)=u,(k)+u,(k), (7.5) denkleminin ¢6ziimii olur.

ii) Herhangi bir a sabiti i¢in, ut(k) = au,(k); (7.5) denkleminin ¢6ziimii olur.(Elaydi, 2005)

Ust Uste Ekleme (Superposition) Prensibi: Eger u,(k), u,(k), . . ., u,(k), (7.5)

denkleminin ¢oziimleri ise,
u(k) =a,u, (k)+ a,u, (k)+ .ta,u, (k)
de (7.5) denkleminin ¢éziimiidiir (Elaydi, 2005).

Tamm(7.4): {u,(k),u,(k),...,u,(k)}; (7.5) denkleminin ¢oziimlerinin temel kiimesi olsun.

(7.5) denkleminin genel ¢6zliimii,
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u(k)= iaiu[(k), (keyfi a, sabitleri igin)

i=1
seklindedir.

(7.5) de verilen n. mertebeden homojen fark denklemi,
ulk+n)+ p,(ku(k +n—1)+...+ p, (ku(k)=0

dir. Eger p, ler sabit ve p, # 0 ise bu denkleme sabit katsayil1 lineer homojen fark denklemi

denir. Bu denklem;

u(k +n)+ pulk+n—1)+...+ pu(k)=0 (7.13)

seklindedir. A4 karmasik say1 olmak iizere, (7.13) denkleminin ¢dziimlerinin A¥ seklinde

olduklar1 kabul edilsin. C6ziim oldugu i¢in denklemi saglar. Buradan,
A +p A+ +p, =0 (7.14)

denklemi elde edilir. (7.14) denklemine, (7.13) denkleminin karakteristik denklemi denir. A4

koklerine de karakteristik kok denir. p, # 0 oldugundan karakteristik koklerin hicbiri sifir

degildir. Iki durum vardur.

1. Durum: A4,, 4,,..., A, Kkarakteristik kokleri ayrik olsun. {/7,’1‘,/1’;,...,/1';} kiimesinin
¢Ozlimlerin temel kiimesi oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in, W(k), ¢Oztimlerin Casoratian 1

olmak iizere, W(O) # 0 oldugunu (teorem(7.2) den) gostermek yeterlidir.

11 .1
A A . A,

wO)=det| 22 A2 .. 2 (7.15)
Y R L

(7.15) ifadesine Vandermonde determinant: denir. (7.15) determinanti,
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w(o)= [T -4) (7.16)

seklinde gosterilebilir. Tiim A, ler ayrik oldugundan W(O);t 0 dir. Boylece {/1{‘,2.’;,...,2’;},

(7.13) denkleminin ¢dziimiiniin temel kiimesidir. Sonu¢ olarak (7.13) denkleminin genel

¢Ozimii;
u(k)= Zn:aiﬂf (7.17)
i=1

seklindedir. Burada a, bir karmasik sayidir (Elaydi, 2005).

2. Durum: m,, m,, ..., m, kuvvetleri olmak tizere, 4,, 4,,..., A,; ayrik karakteristik

t
kokler olsun. Burada Zml. =n dir. (7.13) denklemi,

(E-2)"(E-2,)" ..(E-2,)"u(k)=0 (7.18)

dir. Bu denklemin genel ¢6ziimii,

u(k): Zt:/lf‘ (al.o +ak+a,k>+...+a

i=1

k)

i,m—1

dir (Elaydi, 2005).
Ornek(7.1):

u(k +3)— 6u(k +2)+12u(k +1)—8u(k) = 0
u(0)=2, u(l)=5, u(2)=4

seklinde verilen denklemin karakteristik denklemi,
A -6 +124-8=0
dir. Karakteristik denklemin kokleri,

(1-2)' =0
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dir. Bu durumda genel ¢6ziim;
u(k) = (ao +ak +a,k’ )2"
olarak bulunur. Buradan,

u(O) =a,=2
u(l)=2a, +2a, +2a, =5

u(2)=4a, +8a, +16a, = 4
dir. Bu degerler, denklemde yerine konup gerekli islemler yapildiginda,

2a, +2a, =1

2a, +4a, = -1

a,=—,a,=-1

sonuglar1 bulunur. Béylece denklemin ¢éziimii;
3 2 k
u(k)= [2+5k—k Jz

dir.

n. mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemi,
ulk +n)+ p,(Kulk +n=1)+...+ p, (k (k)= g(k) (7.18)

seklindedir. Burada Vk >k, i¢in p, (k) = 0 dir. g(k); denklemin uygulandig1 yere gore farkli

isimler alabilir.

n. mertebeden lineer homojen olmayan denklemlerde, homojen denklemlerin tersine iki

¢Oziimiin toplami veya ¢arpimi denklemin ¢oziimii olmaz (Elaydi, 2005).
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Teorem(7.4): Eger u, (k) ve u,(k), (7.18) nin ¢oziimii ise, u(k)=u, (k)—u, (k) denklemi,

u(k+n)+ p,(ku(k +n—1)+...+ p, (ku(k)=0 (7.19)

homojen denkleminin bir ¢éziimiidiir (Elaydi, 2005).

(7.19) homojen fark denkleminin genel ¢6ziimii, (7.18) homojen olmayan fark denkleminin

tamamlayic1t ¢oziimiidiir. Bu ¢oziim uc(k) ile gosterilsin. (7.18) homojen olmayan fark

denkleminin ¢6ziimiine 6zel ¢dzim denir ve u, (k) ile gosterilsin.

Teorem(7.5): (7.18) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii u(k) ,

seklindedir. Bu denklemde,
fu, (k )y (K ), ou, ()} (7.20)
(7.19) homojen denkleminin ¢oziimlerinin temel kiimesidir (Elaydi, 2005).

u(k +n)+ pulk+n—1)+...+ p,u(k)= g(k) (7.21)

seklinde verilen denklemlere, sabit katsayili homojen olmayan fark denklemi denir. Bu tiir

denklemlerin ¢6ziimii; u p(k) 0zel ¢oziimil bulunurken, basitligi sebebiyle belirsiz katsayilar

yontemi kullanilabilir. Belirsiz katsayilar yonteminde; bir 6zel ¢oziim ¢esidi secilip, fark

denkleminde yerine yazilarak ¢oziim yapilir. Fakat g(k) tamamen keyfi ise bu yontem etkili
olmaz. Eger g(k), bazi 0Ozel terimlerden veya bu terimlerin lineer kombinasyonundan

olusuyorsa 6zel ¢éziimiinli bulunmasi i¢in bu yontem kullanilabilir.

g(k) ya gore secilebilecek u, (k) 0zel ¢oziim ¢esitleri Tablo(7.1) de verilmektedir.



64

Tablo 7.1 (Elaydi, 2005)

&) o)

ca®

ak
cotek+...+c k"

k?’l

k" k Coak+clkak+...+cnk”ak

a
sin(k), cos(k) ¢, sin(fk)+ ¢, cos(fk)

4 sin(ﬂk), 2 cos(,Bk) (c1 sin(,Bk)+ c, cos(ﬂk))ak

k" sin(,b’k), Ak cos(ﬂk) ((CO +clk+...+cnk")ak sin(ﬂc))
+((d, +djc+.. +d ") cos( )

Tablo(7.1) dan secgilen uygun fonksiyon, (7.21) denkleminde uygun islemler yapilarak yerine

yazilir. Sabitlerin degeri bulunarak denklem ¢oziiliir.

Ornek(7.2): u(k +2)—4u(k +1)+3u(k)= (— 4k +8k* )5" denklemi ¢6ziilmek istensin.
ulk +2)—4u(k +1)+3u(k) =0

denkleminin karakteristik denklemi,

A =42+3=0

dir. Bu denklemden karakteristik kokler bulunur. Karakteristik kokler,

olarak elde edilir.

uc(k)z c3" +c,1 =¢,3" +c,
olarak bulunur. Verilen denklemde;
(k)= (- 4k + 8> 5"

oldugu i¢in, Tablo (7.1) den,



65
up(k)= (ao +a,k + azkz)Sk

seklinde secilerek, denklemde yerine yazilir. Buradan,

up(k+2)=(a0+a1 (k+2)+a (k+2)2)5k+z

u, (k+2)=(a, +a,(k+2)+a, (k* + 4k + 4 )5

u, (k+2)=(25a, +50a, +100a, +(25a, +100a, k +25a,k* * 7.22)
u,,(k+l):(a0+a1 (k+1)+a (k+1)2)5k+1

up(k-i-l):(ao-l-al k+1)+a (k2 +2k+1))5k+1

u, (k+1)=(5a, +5a, +5a, +(5a, +10a, )k + 5a,k* * (723)
u, (k)= (a, +a,k + a k> b (7.24)

elde edilir. (7.22), (7.23), (7.24) denklemleri, verilen denklemde yerlerine yazilarak,
(8a, +30a, +80a, + (8a, + 60a, )k +8a,k> " = (— 4k +8k> )5 (7.25)
elde edilir. (7.25) denkleminden,

8a, +30a, +80a, =0
8a, +60a, =4

8a, =8

a,=1,a, =-8,a,=20

bulunur. u, (k) ¢Ozlimiinde yerine yazildiginda,
u, (k)= (20 -8k + k> *

dir. Buradan genel ¢o6ziim,

u(k) =u, (k)+ u, (k)

u(k)=c,3" +c, +(20 -8k + k> )5

bulunur.
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8. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde, lineer fark denklemleri incelenmistir. Konunun igeriginden de goriildiigi gibi, fark
denklemleri, diferansiyel denklemlerle biiylik benzerlik gostermektedir. Birgok diferansiyel
denklem, fark denklemleri kullanilarak kolay bir sekilde ¢oziilebilmektedir. Bunun igin fark
denklemlerinin Ozelliklerini ve uygulamalarini desteklemek amaciyla sayisal Ornekler
verilmigtir. Fark denklemleri kullanilarak, diferansiyel denklemlerdeki siireksizlik durumlari

kaldirilabilmektedir.

Gecmiste bu konunun gelismesine katkida bulunmus bilim insanlarina tesekkiir eder,

gelecekte bu konu iizerine ¢aligsma yapacak bilim insanlarina basarilar dilerim.
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